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1. Risolvere, mediante il metodo di D’Alembert, il seguente problema

differenziale:
Uy = Uy, —00 < x < 400,
u(z,0) =1,
u(z,t) =1, x — 400 per ogni t € R,
u(z,0) = e 7.

2. Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

V' +2y +(A+5)y=0, 0<z<2,
y(0) +4'(0) =0,
y(2) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

3. Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente problema
differenziale:

Ut = Ugy + 4y + 291, 0<z<m t>0,
(0,t) =0,

(m,t) = ug(m, t),

(,0) = (7 — z) sin(x).

I~

I~

I~



SOLUZIONI

1. Ponendo u(z,t) = v(z,t) + 1, otteniamo il seguente sistema differen-
ziale:

Uy = Uz, —00 < & < 400,

v(x,0) =0,

v(z,t) = 0, T — 400 per ogni t € R,
v (z,0) = e ®.

Rappresentando v(z, t) nella forma
0 1) = — (= 26) + fo+21),

si ha f'(z) = ie*m e quindi f(x) =c— %e*m per un’opportuna costante
c. Di conseguenza,

u(z,t) =14 tem @720 _ Lem@2h) — 1 4 Le=oginh(2¢).

2. L’equazione differenziale lineare, omogenea, di secondo ordine e di
coefficienti costanti, con equazione caratteristica

o +2a+ (A +5) =0,

oppure (a+1)? = —(A+4). Per A > —4 otteniamo (dato che y(2) = 0)
y(x) ~ e Tsin[(2 — x)V A + 4)], dove

cos[2VA+4] = 0.

Quindi A\, = —4+ [(2n —1)7/4]?. Le corrispondenti autofunzioni sono:

™

on(x) = e Tsin[(2n — 1) 1 (2 —x)].

Poiche
_( 2z /)/ — (/\_’_5)6233%

otteniamo la relazione di ortogonalita

2
/ On(2)dm(x) dx = Npopm, n,m=1,23,...,
0



essendo N,, > 0 un’opportuna costante di normalizzazione (infatti,
N,, = 1). Ci rimane l'esclusione dei casi A = —4 e A < —4. Per A = —4
otteniamo y(z) = ¢(2 — z)e~*. La condizione y(0) + ¢/(0) = —c =0
darebbe y(z) = 0. Nel caso A < —4, avremmo

y(x) = ce T sinh[(2 — x)vV—\ — 4].
Di conseguenza,
y(0) +y'(0) = —ev/=A — dcosh[2v/=\ — 4],
il quale puo soltanto annularsi se ¢ = 0.
. Ponendo u(z,t) = e M¢(z), risulta
¢ +4¢' (z) + (A +29)¢(z) = 0.

Oppure:
—(e¢) = (A +29)e"" ¢ ().

L’equazione catteristica
(a4 2)* = — (A +25)

conduce a tre casi: A > —25, A = —25 e A < —25. Nel caso A > —25

abbiamo

bn(x) = e **sin[x\/ A, + 25],
dove A, = —25 + (a,/7)?, essendo, per n = 1,23, ..., a, la soluzione
dell’equazione tan(a) = —(a/3m) nell'intervallo ((n — ), (n + 3)7).
Dunque

/ Gn(7) P (2)e* dz = Nypbpm, n,m=1,2,3,...,
0

per un’opportuna costante di normalizzazione N,. Per A\ = —25 otte-
niamo @(x) = cre 2. In tal caso ¢(m) — ¢'(7)2mce ™ si annulla se e
solo se ¢ = 0. Nel caso A\ < —25 risulta

¢(z) = ce”** sinh(zvV/—\ — 25).



In tal caso
o(r) — ¢/ (7) = ce™ " [— sinh(mv—\ — 25)
+ V=X — 25 cosh(mv/—A — 25)}

si annulla se e solo se ¢ = 0. Poiche tutti gli autovalori sono maggiori
di —25, abbiamo

u(z,t) = Z cne e sin(zy/ A\, + 25),
n=1

dove

Z cne 2 sin(xy/ A, 4 25) = (7 — 2) sin(z).

Si calcola facilmente che

1 s
= / (7 — z) sin(z)e > sin(z\/ A\, + 25) du.
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