Fondamenti di Fisica Matematica: Primo parziale
24.04.2012; Versione A

Cognome € NOME: .. ...ttt Matricola: .........

es.1 | es.2 | es.3 | somma
6 12 12 30

1. Risolvere, mediante il metodo di D’Alembert, il seguente problema
differenziale:

Uy + 2Upy + Uy = 0, —00 < < 400,
u(z,0) = sin(z),

u(z,0) = cos(x).

2. Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

y'—6y +(A+10)y =0, 0<z<3,
y(3) =y'(3),
—0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

3. Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente problema
differenziale:

(e = Bty + 6uy — 4uy +3u, 0< @ <
u(0,t) =0,

Uy (5,t) +u(5,t) =0,

u(x,0) = e " cos(3x),

L ut(7,0) = 0.
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Fondamenti di Fisica Matematica: Primo parziale
24.04.2012; Versione B

Cognome € NOME: .. ...ttt Matricola: .........

es.1 | es.2 | es.3 | somma
6 12 12 30

1. Risolvere, mediante il metodo di D’Alembert, il seguente problema
differenziale:

U — DUgy — duyy =0, —00 <z < 400,
u(z,0) = cos(z),

u(z,0) = sin(z).

2. Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

v +8/ +(A+65)y=0, 0<uz<5,
y'(5) = —4y(5),
y'(0) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

3. Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente problema
differenziale:

(g = gy — Stup +2uy +8u, 0<z<m t>0,
uz(0,t) — 2u(0,t) =0,

u(m,t) =0,

u(z,0) = e2*[1 — cos(2x)],

2
uy(x,0) = 0.




1A.

1B.

SOLUZIONI
Sostituendo u(z,t) = f(xz — ct), otteniamo
Af'(x —ct) + 2f"(x — ct) — 3cf"(x — ct) = 0.

Gli zeri dell’equazione ¢> —3c+2 = 0sono c = 1 e ¢ = 2. Quindi la
soluzione generale della PDE ¢

u(z,t) = f(z —t) + g(x - 2t),
essendo f e g di classe C?. Sostituendo le condizioni iniziali si ha:

f(x) + g(x) =sin(z), implicando f'(x) + ¢'(x) = cos(z),
—f'(x) = 2¢'(z) = cos(x).

Quindi f'(x) = 3cos(x) e ¢'(x)
3sin(z) + d, g(z) = —2sin(z) —

= —2cos(z). Di conseguenza, f(z) =
de

u(z,t) = 3sin(x — t) — 2sin(z — 2t).

Sostituendo u(z,t) = f(x — ct), otteniamo
Af'(x —ct) = 5f"(x — ct) + def(x — ct) = 0.

Gli zeri dell’equazione ¢* + 4c —5 = 0 sono ¢ = 1 e ¢ = —5. Quindi la
soluzione generale della PDE e

u(z,t) = f(x —t) + g(x + 5t),
essendo f e g di classe C?. Sostituendo le condizioni iniziali si ha:

f(x) +g(z)
—f'(x) — 24/ (x)

Quindi f'(z) = —sin(x) e ¢’(z) = 0. Di conseguenza, f(x) = cos(x)+d,
g(z) =—de

cos(z), implicando f'(x)+ ¢'(x) = —sin(x),
c

os(x).

u(z,t) = cos(x — t).



2A.

2B.

L’equazione caratteristica della ODE ¢ o? — 6a + A + 10 = 0, con
gli zeri @« =3+ +v—A—1per A < —1, a = 3 per A = —1 (doppio) e
a=3+ti1vA+ 1per A > —1. Per A > —1 risulta, grazie alla condizione
y(0) =0, y ~ e3*sin(zy/X + 1). La condizione y(3) = ¢/(3) implica

sin(3vVA +1) = 3sin(3VA + 1) + VA + 1 cos(3VA + 1),

oppure
tan(3vVA+ 1) = =2V + 1.
Essendo 0 < z; < 2z < ... gli zeri positivi dell’equazione tan(z,) =
— &%, Otteniamo A, = —1 + (2,/3)% e
Yn(z) ~ € sin(iz,2), n=123....

Riscrivendo la ODE nella forma (e7%%y')" + (A + 10)e=%"y = 0, il peso
risulta e=%%, cioe

3
/ yn(x)ym(l')e_Gx dr = Cnén,my
0

essendo C,, una costante di normalizzazione. Per A\ < —1, risulta,
grazie a y(0) = 0, y ~ e**sinh(zv/—\ — 1). La condizione y(3) = ¢/(3)

implica
sinh(3v—A — 1) = 3sinh(3v—A — 1) + V=X — 1 cosh(3v -\ — 1),

oppure

tanh(3v—A — 1) = —1v/-A — 1.

Poiche tanh(z) e z hanno lo stesso segno, cio risulta impossibile. Per
A\ = —1 risulta, grazie a y(0) = 0, y ~ xe**. La condizione y(3) = y/(3)
implica 9¢ = 10e?, un’impossibilita.

L’equazione caratteristica della ODE & o + 8a + A + 65 = 0, con gli
zeri o = —4 £ /=X — 49 per A < —49, a = —4 per A = —49 (doppio)
ea=—4+ivA+49 per A > —49. Per A\ > —49 risulta, grazie alla
condizione y'(0) = 0, ¢ ~ e *sin(zv/\ + 49) e quindi

6741

Y™~ NT65

{—4 sin(zvVA +49) — VA + 49 cos(zVA + 49)} :



La condizione —4y(5) = ¢/(5) implica

sin(5 N9 19) = 16 sin(5v/ A + 49) +)i4+\/)é5+ 49 cos(5vV/ A + 49)7

oppure

cot(5VA 4+ 49) = VA + 49.

Essendo 0 < z; < 29 < ... gli zeri positivi dell’equazione cot(z,) =
35 Zn, Otteniamo A, = —49 + (z,/5)? e

Y sin(lz,x), n=123,....

Yn(x) ~ e =

Riscrivendo la ODE nella forma (e3*y') + (A + 65)e3y = 0, il peso
risulta €8%, cioe

5
/ yn(x)ym(‘r)68w dx = Cnén,my
0

essendo (', una costante di normalizzazione. Per A < —49, risulta,
grazie a y'(0) = 0, y ~ e **sinh(zv/—\ — 49) e dunque

—4x

Y~ )\e+ = {—4 sinh(:ﬁ/ﬂ) VoA —49 COSh(x\/W)} |

La condizione —4y(5) = ¢/(5) implica

sinh(5v/ =X —19) — 16 sinh(3v/—\ — 49) + Zi\\/+—6)::)— 49 cosh(5v/—\ — 49)’

oppure

coth(5v/—A —49) = —3v =\ — 49.

Poiche coth(z) e z hanno lo stesso segno, cio risulta impossibile. Per

A = —49 risulta, grazie a y'(0) = 0, ¥ ~ we ™ e dunque y ~
(=32 — &=)e~**. La condizione —4y(5) = ¢/(5) implica 5e~20 = ke~

un’impossibilita.

3A. La separazione delle variabili conduce alle equazioni

T T L (X)X |
() T :3{ X)X () “} =9

X(0)=0, X'(I)+X(Z)=0, T'(0)=0.



Le equazioni nella variabile z conducono al problema al contorno
X"(z) 42X (x)+ (1 + X)X (x) =0,

X(0)=0, X'(5)+X(5)=0.
La corrispondente ODE ha ’equazione caratteristica o®4+2a+1+\ = 0,
con gli zeri o = —1+ivVAper A >0, o« = —1++v=Aper A <0e

a = —1 (doppio) per A = 0. Per A > 0 la condizione X (0) = 0 conduce
a X (z) ~ e "sin(zv/\). La condizione X'(%) + X (%) = 0 implica

VA cos(ZVA) = 0,

mentre A > 0. Quindi A\, = (2n — 1) per n = 1,2,... e X, (x) ~
e "sin((2n — 1)x). Per A < 0 si ha (grazie a X(0) = ) X(x)
e "sinh(zyv/—A\). L’altra condizione al contorno implica

2sinh(Zv/=X) + V=X cosh(Zv—=)) = 0.

Essendo positiva la parte a sinistra, risulta un’impossibilita. Per A = 0,
si ha X(x) = cxe™ per un’opportuna costante c e ¢(1 + 7) = 0, im-
plicando che ¢ = 0. Quindi tutti gli autovalori sono positivi. Passiamo
ora al calcolo di T'(¢). Si ha:

T/ (t) + 4T (t) + 3(2n — 1)*T,(t) =0, T.(0) = 0.
La corrispondente ODE ha I’equazione caratteristica a? + 4a + 3(2n —

1)2=0,conglizeria € {—1,-3}pern=1lea = —2+i\/3(2n — 1)2 — 4
per n > 2. Quindi

3, — 1 -3 =
T,(t) N T n=1
e oot/ T - BB g
n

Di conseguenza,

u(z,t) = cre”“sin(z)[2e " — e

+ Z cne " sin((2n — 1)x)e? [cos (t\/3(2n —4)+

2sin(t/3(2n — 1) — 4)
V3(2n —1)2—4




Sostituendo ¢ = 0, otteniamo
u(z,0) = cre™ sin(w)+z cpe Usin((2n—1)z Z cpe Usin((2n—1)z).
n=2
I coefficienti seguono dall’identita
w/2
Cp = — / u(z,0)e’sin((2n — Vz)dr, n=1,2,3,....
T Jo

Per u(z,0) = e~* cos(3z) si ha:

w/2
Cp = é/0 cos(3z)sin((2n — 1)z) dx
/2
== /0 [sin((2n + 1)z) + sin((2n — 2)z)] dx

Sy ]

5

. La separazione delle variabili conduce alle equazioni

) T (X)) X)L
() 2T :2{ X)) X(2) +4} .

X(m) =0, X'(0) —2X(0) =0, T'(0)=0.
Le equazioni nella variabile x conducono al problema al contorno
X"(x) —4X'(x) + (4 + )X (z) =0,

X(r)=0,  X'(0)—2X(0) = 0.

La corrispondente ODE ha ’equazione caratteristica o®? —4a+4+\ = 0,
conglizeria =2+ ivAper A>0, a=2+vV-AperA<0ea=2
(doppio) per A =0. Per A > 0 la condizione X’(0)—2X(0) = 0 conduce
a X (z) ~ e** cos(zv/\). La condizione X () = 0 implica

cos(mvVA) = 0.



Quindi A\, = (n—3)? pern=1,2,... e X,(z) ~ e cos((n — 3)x). Per
A < 0 si ha (grazie a X'(0) — 2X(0) = 0): X(z) ~ e* cosh(zv/—N\).

L’altra condizione al contorno implica
cosh(mv—\) =0,

un’impossibilita. Per A = 0, si ha X(z) = cre* per un’opportuna
costante ¢ e cm = 0, implicando che ¢ = 0. Quindi tutti gli autovalori
sono positivi. Passiamo ora al calcolo di T'(¢). Si ha:

T)(t) — 2T, (t) + 2(n — 3)°T,(t) =0, T.(0) = 0.

La corrispondente ODE ha I'equazione caratteristica o — 2a + 2(n —
1)2=0,conglizeria =1+iv2pern=1ea=1=+i,/2(n—3)2-1
per n > 2. Quindi

(3 = 5V 4 (5 + §V2)e V2, n=1,

T,.(t) ~ sm(t\/2(n—l)2—1)
®) et |cos(ty/2(n —3)2 —1) — \/ 12 ., n=23,4,....
2(n75)271

Di conseguenza,

u(z,t) = c1e* cos(32)[(3 — %ﬁ)et(Hﬁ) + (L4 %\/ﬁ)et(l_\/ﬁ)]

% sin(ty/2(n — 3)2 —1)
cne”® cos( x)et |cos(ty/2(n —1)2 —1) —
# 3 cocol(n = Yl emliyf2ln =3 = 1) - — e

N |+

Sostituendo ¢ = 0, otteniamo
oo
U(ZL‘, 0) = 016 COS +Z Cn COS ;)l’) = Z Cn€2$ COS((?’L—%)lL‘).

I coefficienti seguono dall’identita

™

=2 [ a0 cos((n— Ha)dr, m=1,2.3.....
0



3

Per u(z,0) = e™* cos(5x) si ha:

Cp = 4 /Ow[l — cos(2x)] cos((n — 3)z) dz

™

4 [T 4 T
- —/ cos((n — 3)z) dz — —5n73/ cos*(2z) dx
0 T 0

™

4
= %(—1)”—1 — 20,.3.



