50 Equazione generale delle coniche

Le curve piane studiatenel paragrafoprecedentdla circonferenza/ellisse, I'iper-
bole, la parabola)hannoin comunela proprieta di esseraappresentatda equazioni
algebrichedi secondayrado.Le loro equazionsonocasiparticolaridellapit generale
equazionali seconda@radoin z ey:

a1122 + 2a102y + azy® + 2a13z + 2a23y + azz = 0. (50.1)

Le curve piane rappresentabililaequaziondi secondagradoin z, y deltipo di (50.1),
sonodetteconiche
Alla conica(50.1)& associatda matricequadratgsimmetrica)

aix a2 ai3
M = a12 QG229 a93 . (502)
a13 as3 as3

La conicae dettasingolae seil determinantelella matrice M & nullo; altrimentila
conicaé dettanonsingolare.

E possibileesgyuire la classificazionemetricadelle coniche utilizzandoanchela
matrice M33 (ottenutadallamatrice M cancellandda terzariga e la terzacolonna,in
accordaconle notazionidel paragrafd?9):

Mas = ( a a2 ) . (50.3)

ai2 a2

Si dimostrachevaleil seguenteschemadi classificazionealelle conichein ellissi,
iperbolio parabolepel sensahee possibiledeterminarein sistemacartesian@rtogo-
nalerispettoal qualela curva (50.1)assumainaformacanonicgcomequelleindicate
nel paragrafo49) deltipo di:

la. un’ellisse,sedet M3z > 0 € (a1 + a2) det M < 0.
Ib. unsingolopunto,sedet M33 > 0 € (a11 + as2) det M = 0.
Ic. l'insiemevuoto,sedet M33 > 0 e (ar; + aze) det M > 0.
lla. un’iperbole,sedet M33 < 0 edet M # 0.
IIb. duerettenonparallelle,sedet M33 < 0 edet M = 0.
llla. unaparabolasedet M33 = 0 edet M # 0.

lllb. unasingolaretta,sedet M33 = det M = 0 ela caratteristicalellamatriceM &
ugualeal.

llicd. dueretteparallelleoppurel’insiemevuoto,sedet M33 = det M = 0 ela carat-
teristicadellamatriceM € ugualea 2. La distinzionetra questiduecasirichiede
un’ulterioreanalisi[vedila (50.27)ela (50.28)].



| casi(la), (Ila) e (llla) corrispondonalle cosiddetteconiche non degeneri, cioé
conichechenonsiriduconoadunaretta,duerette,un singolopuntoo I'insiemevuoto.
Cio ultimo accadead esempiqerl’equazionedi seconda@rado

2 +9y*+1=0, (50.4)

che,essenda? + y? + 1 > 0, noneé soddishttadaalcunacoppia(z,y) € R?; ciog
corrispondeall'insiemevuoto. Questog un casoin cuivalela (Ic). Infatti,

1
detM33=det< 0)=1>0,
01

100 (50.5)
(a11 + a22) det M = 2det 01 0 =2>0.
0 0 1

Dimostriamoorala suddettaclassificazionelelle conicheinteramentel’ideaprin-
cipaleé di ricondurrel’equazionegeneralg50.1) ad unaformacanonicandicatanel
paragrafod9 tramiteun’opportunarotazioneseguitadaun’opportunaraslazione.

Cominciamaatrasformard’equaziong(50.1)conunarotazionedel tipo

50.6
y = z'sena + ' cos a. (50.6)

{m =2'cosa — y'senx
Il primomembrodi (50.1)diviene

a112” + 2a127Y + azy® + 2413z + 2a23y + azz =
= [a11 cos? a + 2a;125€Na cos a + agzsen2a]a:'2 +
+ 2[a12(cos® a — ser’a) + (as2 — a11)sena cos alz'y’ +
+ [a118€’a — 2a;2S€na cos o + ag; cos’ oz]y'2 +
+ 2[ay13 cos a + azzsenalz’ + 2[—aizsena + aqs cosaly’ + ass. (50.7)

L'equazionenellevariabili z', y' divienedi tipo
ki’ + kay'” + 20132 + 2823y’ + ags = 0, (50.8)
dove
( 6:113 ) _ ( cosa  senu ) ( ais )’ (50.9)
a23 —Senn  cosa as3
purcheil coeficientedel coeficientez'y’ sianullo, cioe purche

a12(cos® a — senfa) + (as2 — ai1)senacosa = 0. (50.10)



Dividendoper cos? o abbiamd’equazionedi secondayradoin tg a:
aie + (a22 — all)tga - algtg2a =0; (5011)

e possibileimpostarela risoluzionedi tale equazioneispettoa tga (per poi ricavare
«) soltantoseil discriminantedell’equazione: nonnegativo:

A= ((122 — 0/11)2 + 4&%2 > 0. (5012)

Ovviamentda condizione(50.12)é sempresoddishtta, percteil A risultasommadi

duequadrati.Percd e semprepossibilericavaretg o in modochevalgala (50.11)e,in

definitiva, in mododatrasformard’equazionenellaforma(50.8).
OsserviammracherisultaA = 0 in (50.12)see solose

a1 = azz, a1z =0, (50.13)

che corrispondeal casodella circonferenzgsi confronti con le (49.3); naturalmente
deve esseresoddisattala condizione(49.6)). In tal casoil coeficientedel termine
z'y’, indicatonella(50.10),& nullo qualunguesiail valoredell’angolodi rotazionea,
concordementeonl’evidentefatto geometricache,nel casodi unacirconferenzaon
centronell’origine degli assi,I’equazionerestacanonica(il luogo geometricaimane
invariatorispettoagli assi)qualunqussiala rotazione.

Perridurre la (50.8) ad unaforma canonicasenzatermini proporzionalia z’, y'
bisognarichiederechek; ek, sianoambedualiversidazero.Completando quadrati
otteniamo

~ 2 ~ 2 ~9 ~92

k1 .’El-i-aﬁ + ko yl—|—aﬂ = %—Faﬁ—a:;g. (5014)
kl kl k2

Abbiamoi sequenttcasi:

a. ki1, k2 hannosegni diversie la partea destranella (50.14)nonsi annulla. In tal
casorisultaun’iperbole.Sek,; = —k», questaperbolee rettangolare.

b. k1, k2 hannoseni diversie la partea destranella(50.14)si annulla.In tal caso
risultanodue rette non parallelle. Questerette sonogli asintotidell'iperbole
descrittanellaparte(a).

C. k1, k2 hanndlo stess@segno,la partea destranella(50.14)nonsi annullae halo
stessaayno. In tal casorisultaun’ellisseconlintersezionedegli assinel punto

di coordinatexg = —%&, Yo = —%&). Perk; = k- risultaunacircumferenza.
d. k1, k2 hannolo stesscsggno e la partea destranella (50.14)si annulla. In tal
casorisultail singolopuntodi coordinatery = — %, yo = —%22&).

e. k1, k2 hannolo stesssggno, la partea destranella(50.14)non si annullae ha
il segnoopposto.In tal casorisultal’insieme vuoto, siccomela (50.14)non pud
esseresoddishtta.



Nei casi (a)-(e) lo spostamentalell’origine al suddettopunto (z, yo), cioé la
traslazionelelle coordinate

A ! C/\7113 A ! d23
— 13 = =2 50.15
p=a+ 20 =y (50.15)
conduceallaformacanonica
k12% + koi)? = ks, (50.16)

dovek, ks nonsiannullano.
Quandaunadellecostantik;, k» siannullal risultaunaparabolaun casodegenere
dellaparaboleao I'insiemevuoto. Perk, = 0 e k; # 0 risultal’equazione
N ~9
N as ais — kia
§2 2By = A8 98 (50.17)
k1 k¥
In tal casoabbiamounaparabolaseds; # 0, dueretteparalelleseds; = 0 e 4?5 >
kias3, unasingolarettaseass = 0 e a?; = kjass, € l'insiemevuotoseads; = 0 e
ai, < ki1ass. D'altra parte,sek; = 0 e ks # 0 equindirisultal’equazione
~ ~2
R a a5, — koa
9 4212y = 28 288 (50.18)
ko k3
abbiamounaparabolased;; # 0, dueretteparalellesea;; = 0 e a3; > koags, una
singolarettasea;s = 0 €a3; = k2ass, el'insiemevuotosea;s = 0 €a3; < kzass.
Infine, osserviamahe

a112” +2a127y +any’ = (= y ) Mss ( g ) ) (50.19)
dove M33 €lamatrice(50.3). Scrivendola trasformazion€50.6)in formamatriciale
x z! cosa —Senx
(7)=r@ () re=(e "om). G020
otteniamo
a1 22 + 2a127y + asy® = k1z'” + kay'”, (50.21)
dove
L R(—a)Ms3R(a). (50.22)
0 ko

Siccomei determinantidelle matrici di rotazioneR(—a) e R(«) sonougualiad1,
risultadalla(50.22)

kiks = det Mss. (5023)

INonsi annullancatutti e due,poiche asremmoperla (50.1)I'equaziondineare2a1 3 + 2a23y + azs =
0.



In altre parole,il determinantalella M35 € ugualeal prodottok; k» delle costantik;,
ks. Inoltre, si vedefacilmenteche

k1 + ko = a11 + aos. (50.24)

Dalla (50.9)e dalla(50.22)si ottienefacilmente’uguaglianza

cosa sena 0 cosaa —sena O k1 0 a3
—sena cosa 0 | M| senx cosa 0 = 0 ko Qo3 ,
0 0 1 0 0 1 &13 d23 ass
(50.25)

dove M & la matrice (50.2). Siccomei determinantidelle due matrici di rotazione
(intornoall’assez) sonougualiad1, risulta

det M = kykoass — kodls — k1d3s, (50.26)

cheeil determinantelellamatricedellapartea destradella(50.25).

Ritorniamoalla classificazionenel casok; k2 # 0 dopola (50.14). Primavediamo
chela partea destradella (50.14)vale — det M /(k1 k). Conl'aiuto delle (50.23)e
(50.24)dimostriamai casi(la)-(Ic) e (lla)-(IIb) dellaclassificazion&lelle coniche.

Sek; # 0eky = 0, alloradet M = —kja3, [vedila (50.26)]. In tal casola
matricenella partea destradella (50.25)si riduce ad unamatricedi ordine 3 conla
secondaiga e la secondacolonnanulle; cancellandajuestariga e questacolonnasi

ottienela matrice2 x 2
( ki ) . (50.27)
@13 Q433

Dall'altra parte,sek; = 0 e ky # 0, alloradet M = —kqaf, [vedila (50.26)]. In tal
casola matricenella partea destradella (50.25)si riduce ad unamatricedi ordine3
conla primariga e la primacolonnanulle; cancelland@uestaiga e questacolonnasi

ottienela matrice2 x 2
( ke a2 ) . (50.28)
az3 ass

Orasi vedefacilmentechela conicaconsistein duerette parallelleseil determinante
della (50.27)0 della (50.28) & negativo, in unasingolaretta se questodeterminante
si annulla, e nell'insiemevuoto se questodeterminanted positivo. Quindi abbiamo
ottenutoi casi(llla)-(l1ld) dellaclassificazion@lelleconiche.



Esempi. Classifichiamde seguenticoniche:
1. 2% + 4y% — 4z + 24y + 31 = 0 [ellisse,casola]; (z — 2)2 + 4(y + 3)2 = 9.
2. 22 +4y? —4x+24y+40 = 0 [singolopunto,casolb]; (z —2)% +4(y +3)% = 0.

3. 2 +4y? — 4z + 24y + 49 = 0 [linsieme vuoto,casolc]; (z —2)2 +4(y+3)? =
-9.

4. 9% — 4y? — 54z — 8y + 76 = 0 [iperbole,casolla]; 9(z — 3)? —4(y + 1) = 1.

5. 922 — 4y? — 54z — 8y + 77 = 0 [2 rettenonparallelle,casollb]; 9(z — 3)? —
4(y+1)*=0.

6. x2 — 10z — y + 44 = 0 [parabolacasallla]; (z — 5)2 = y + 3.

7. 22+ 4zy + 4y + 2z + 4y + 1 = 0 [singolaretta,casolllb]; (z +2y+1)? = 0.
8. z?+4xy+4y?+2x+4y—3 = 0 [dueretteparallelle casallc]; (z+2y+1)? = 4.
9

. 22 +4zy+4y?+2x+4y+5 = 0 [l'insiemevuoto,casalld]; (z+2y+1)2 = —4.

La seguentetabellacontienei valori di det M33, di det M e dellacaratteristicali
M peri nove esempi.

Esempio 1 2 3 4 5 6 7 8 9
det M3 4 4 4 -36 -36 0 0 0 O
det M —36 0 36 —144 0 -1/4 0 0 0
carM 3 2 3 3 2 3 1 2 2




