
50 Equazione generale delle coniche

Le curve pianestudiatenel paragrafoprecedente(la circonferenza,l’ellisse, l’iper-
bole, la parabola)hannoin comunela propriet̀a di essererappresentateda equazioni
algebrichedi secondogrado.Le loro equazionisonocasiparticolaridellapiù generale
equazionedi secondogradoin � e � :���������
	��
��� � � � 	�� ��� � ��	��
��������	��
� � � � 	������������ (50.1)

Le curvepiane,rappresentabilidaequazionidi secondogradoin � , � del tipo di (50.1),
sonodetteconiche.

Alla conica(50.1)èassociatala matricequadrata(simmetrica)� � �� � ��� � � � � ���� � � � ��� � � �������� � ��� ��� !" � (50.2)

La conicaè dettasingolare seil determinantedella matrice
�

è nullo; altrimenti la
conicaè dettanonsingolare.

È possibileeseguire la classificazionemetricadelle coniche utilizzandoanchela
matrice

� ��� (ottenutadallamatrice
�

cancellandola terzariga e la terzacolonna,in
accordoconle notazionidel paragrafo29):� ��� �$# � ��� � � �� � � � ���&% � (50.3)

Si dimostrachevale il seguenteschemadi classificazionedelleconichein ellissi,
iperbolio parabole,nelsensocheèpossibiledeterminareunsistemacartesianoortogo-
nalerispettoal qualela curva(50.1)assumaunaformacanonica(comequelleindicate
nelparagrafo49)del tipo di:

Ia. un’ellisse,se '�(*) � ���,+-� e . �����/	0� ���21 '3(�) �54 � .
Ib. un singolopunto,se '�(*) � ���,+-� e . �����6	�� ���71 '3(�) � ��� .
Ic. l’insiemevuoto,se '3(*) � ��� +8� e . � ��� 	9� ��� 1 '3(�) � +8� .

IIa. un’iperbole,se '3(�) � ��� 4 � e '�(*) ��:��� .
IIb. duerettenonparallelle,se '�(*) � ��� 4 � e '�(*) � �;� .

IIIa. unaparabola,se '3(�) � �����;� e '3(�) ��:��� .
IIIb. unasingolaretta,se '3(�) � ���<� '3(*) � �=� e la caratteristicadellamatrice

�
è

ugualea > .
IIIcd. dueretteparallelleoppurel’insiemevuoto,se '3(�) � ���<� '�(*) � �?� e la carat-

teristicadellamatrice
�

è ugualea � . La distinzionetraquestiduecasirichiede
un’ulterioreanalisi[vedi la (50.27)e la (50.28)].
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I casi(Ia), (IIa) e (IIIa) corrispondonoalle cosiddetteconiche non degeneri, cioè
conichechenonsi riduconoadunaretta,duerette,unsingolopuntoo l’insiemevuoto.
Ciò ultimo accadeadesempioperl’equazionedi secondogrado���
	 � �@	 > �?��A (50.4)

che,essendo� � 	 � � 	 > +B� , non è soddisfattadaalcunacoppia . �CA � 1ED�F � ; cioè
corrispondeall’insiemevuoto.Questòeun casoin cui valela (Ic). Infatti,GHHHHHHI HHHHHHJ '3(�)

� ��� � '�(*),K > �� >ML � > +8��A
. � ��� 	�� ��� 1 '3(*) � �=� '3(�) �N� > �O�� > ��O� >

!�P" �=�E+-��� (50.5)

Dimostriamoorala suddettaclassificazionedelleconicheinteramente.L’ideaprin-
cipaleè di ricondurrel’equazionegenerale(50.1)adunaformacanonicaindicatanel
paragrafo49 tramiteun’opportunarotazioneseguitadaun’opportunatraslazione.

Cominciamoa trasformarel’equazione(50.1)conunarotazionedel tipoQ �R����S�T�UWV�X&Y � S senX� �;�ZS senXR	 � S2T*U�V�X�� (50.6)

Il primomembrodi (50.1)diviene�����[� � 	��
��� � � � 	�� ��� � � 	��
�������\	��
� � � � 	9� ���<��B] �����^T*U�V_�`Xa	��
�3� � senX\T*UWV�XR	�� ��� sen�2X`bc� S � 		0��] �3� � . T*U�V��`X&Y sen�2X 1 	 . � ��� Yd�3��� 1 senX\T�UWV�Xebc� S � S 		?] � ��� sen� X&Yd�
� � � senX�T*U�V�XR	�� ��� T*UWV � Xeb � S � 		0��] �3�_�`T�UWV�Xa	9� � � senXebf� S 	0��]gYh�3�_� senXa	9� � �`T*U�V�X`b � S 	�� ���
� (50.7)

L’equazionenellevariabili �ZS , � S divienedi tipoi � � S � 	 i � � S � 	���j� ��� � S 	0��j� � � � S 	�� ��� �;��A (50.8)

dove # j� �_�j� � � % �$# T*U�V�X senXY senX T�UWV�X % # � �_�� � � % A (50.9)

purch̀e il coefficientedel coefficiente ��S � S sianullo, cioèpurch̀e� � � . T�UWV��`XkY sen��X 1 	 . � ��� Yl� ��� 1 senX\T*U�V�Xl�?��� (50.10)
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Dividendoper T�UWV � X abbiamol’equazionedi secondogradoin tg X :� � � 	 . � ��� Yd� ��� 1 tg XmYl� � � tg � Xd����n (50.11)

è possibileimpostarela risoluzionedi taleequazionerispettoa tg X (per poi ricavareX ) soltantoseil discriminantedell’equazionèe nonnegativo:o � . � ��� Yd� ��� 1 � 	9pW� � � �,q ��� (50.12)

Ovviamentela condizione(50.12)è sempresoddisfatta,perch́e il
o

risultasommadi
duequadrati.Percìo è semprepossibilericavaretg X in modochevalgala (50.11)e, in
definitiva, in mododatrasformarel’equazionenellaforma(50.8).

Osserviamooracherisulta
o �?� in (50.12)see solose�����r�?� ��� A ��� � ����A (50.13)

checorrispondeal casodella circonferenza(si confronti con le (49.3); naturalmente
deve esseresoddisfatta la condizione(49.6)). In tal casoil coefficientedel termine�ZS � S , indicatonella(50.10),è nullo qualunquesia il valoredell’angolodi rotazioneX ,
concordementeconl’evidentefattogeometricoche,nel casodi unacirconferenzacon
centronell’origine degli assi,l’equazionerestacanonica(il luogo geometricorimane
invariatorispettoagli assi)qualunquesiala rotazione.

Per ridurre la (50.8) ad una forma canonicasenzatermini proporzionalia �ZS , � S
bisognarichiedereche

i � e
i � sianoambeduediversidazero.Completandoi quadrati

otteniamoi � # � S 	 j�����i � % � 	 i � # � S 	 j� � �i � % � � j� � �_�i � 	 j� �� �i � Yl� ���s� (50.14)

Abbiamoi sequenticasi:

a.
i � , i � hannosegni diversie la partea destranella (50.14)nonsi annulla.In tal
casorisultaun’iperbole.Se

i � �tY i � , questaiperboleè rettangolare.

b.
i � , i � hannosegni diversie la partea destranella(50.14)si annulla.In tal caso
risultanodue rette non parallelle. Questerette sonogli asintoti dell’iperbole
descrittanellaparte(a).

c.
i � , i � hannolo stessosegno,la parteadestranella(50.14)nonsi annullaehalo
stessosegno. In tal casorisultaun’ellisseconl’intersezionedegli assinel punto
di coordinate��uv�wY&xy�z|{} z , � u<�wY&xy[~�{} ~ 1 . Per

i � � i � risultaunacircumferenza.

d.
i � , i � hannolo stessosegno e la partea destranella (50.14)si annulla. In tal
casorisultail singolopuntodi coordinate� u �tY xy2z�{} z , � u �wY xy[~�{} ~ 1 .

e.
i � , i � hannolo stessosegno, la partea destranella (50.14)nonsi annullae ha
il segnoopposto.In tal casorisultal’insiemevuoto,siccomela (50.14)nonpuò
esseresoddisfatta.
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Nei casi (a)-(e) lo spostamentodell’origine al suddettopunto . � u A � u 1 , cioè la
traslazionedellecoordinatej�R��� S 	 j� �_�i � A j� � � S 	 j� � �i � A (50.15)

conducealla formacanonica i � j� � 	 i � j� � � i � A (50.16)

dove
i �sA i � nonsi annullano.

Quandounadellecostanti
i � , i � si annulla,1 risultaunaparabola,uncasodegenere

dellaparabolao l’insiemevuoto.Per
i � �?� e

i � :�?� risultal’equazionej�Z��	�� j� � �i � � S � j� � ��� Y i �[� ���i �� � (50.17)

In tal casoabbiamounaparabolase j� � � :��� , dueretteparalellese j� � ����� e j� � ��� +i � � ��� , unasingolarettase j� � � ��� e j� � �_� � i � � ��� , e l’insieme vuoto se j� � � ��� ej� � ��� 4 i � � ��� . D’altra parte,se
i � ��� e

i � :��� equindi risultal’equazionej� � 	�� j� �_�i � � S � j� �� � Y i � � ���i �� A (50.18)

abbiamounaparabolase j���_� :��� , dueretteparalellese j���_�\��� e j� �� � + i � � ��� , una
singolarettase j�������;� e j� �� � � i � � ��� , e l’insiemevuotose j���_���;� e j� �� � 4 i � � ��� .

Infine,osserviamoche� ��� ���
	��
� � � � � 	9� ��� � ����� � �?� � ��� # � � % A (50.19)

dove
� ��� è la matrice(50.3).Scrivendola trasformazione(50.6)in formamatriciale# � � % �?� . X 1 # �ZS� S % A � . X 1 � # T*UWV�X Y senX

senX T*UWV�X % A (50.20)

otteniamo � ��� � � 	0�s� � � � � 	�� ��� � � � i � � S � 	 i � � S � A (50.21)

dove # i � �� i � % �;� . YhX 1 � ��� � . X 1 � (50.22)

Siccomei determinantidelle matrici di rotazione � . YhX 1 e � . X 1 sonouguali ad > ,
risultadalla(50.22) i � i � � '3(�) � ���s� (50.23)

1Nonsi annullanotutti edue,poich̀eavremmoperla (50.1)l’equazionelineare�[�s�|�[�^�<�[�2���*�Z���2���6��
.
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In altreparole,il determinantedella
� ��� è ugualeal prodotto

i � i � dellecostanti
i � ,i � . Inoltre,si vedefacilmentechei ��	 i � �;�����6	�� ��� � (50.24)

Dalla (50.9)e dalla(50.22)si ottienefacilmentel’uguaglianza�� T*U�V�X senX �Y senX T�UWV�X �� � > !" � �� T*U�V�X Y senX �
senX T*U�V�X �� � > !" � �� i � � j� �_�� i � j� � �j� �_� j� � � � ��� !" A

(50.25)

dove
�

è la matrice(50.2). Siccomei determinantidelle due matrici di rotazione
(intornoall’asse� ) sonougualiad > , risulta'3(�) � � i � i � � ���hY i � j� � �_� Y i ��j� �� � A (50.26)

cheè il determinantedellamatricedellapartea destradella(50.25).
Ritorniamoalla classificazionenel caso

i � i � :�?� dopola (50.14).Primavediamo
chela partea destradella (50.14)vale Y '3(*) �;� . i � i � 1 . Con l’aiuto delle (50.23)e
(50.24)dimostriamoi casi(Ia)-(Ic) e (IIa)-(IIb) dellaclassificazionedelleconiche.

Se
i � :��� e

i � ��� , allora '3(*) � ��Y i � j� �� � [vedi la (50.26)]. In tal casola
matricenella partea destradella (50.25)si riducead unamatricedi ordine � con la
secondariga e la secondacolonnanulle; cancellandoquestariga e questacolonnasi
ottienela matrice ���m� # i � j�����j� �_� � ��� % � (50.27)

Dall’altra parte,se
i � �t� e

i � :�B� , allora '3(*) � ��Y i � j� � �_� [vedi la (50.26)]. In tal
casola matricenella partea destradella (50.25)si riducead unamatricedi ordine �
conla primariga e la primacolonnanulle; cancellandoquestariga e questacolonnasi
ottienela matrice ���m� # i � j� � �j� � ��� ��� % � (50.28)

Orasi vedefacilmentechela conicaconsistein dueretteparallelleseil determinante
della (50.27)o della (50.28) è negativo, in unasingolaretta sequestodeterminante
si annulla,e nell’insiemevuoto sequestodeterminantèe positivo. Quindi abbiamo
ottenutoi casi(IIIa)-(IIId) dellaclassificazionedelleconiche.
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Esempi. Classifichiamole seguenticoniche:

1. � � 	9p � � YMpW��	0��p � 	 ��> �?� [ellisse,casoIa]; . ��Y�� 1 � 	�p .�� 	 � 1 � ��  .
2. � � 	�p � � Y\pW�
	¡�sp � 	�pW�,�;� [singolopunto,casoIb]; . �rY¢� 1 � 	¢p .�� 	 � 1 � �;� .
3. � � 	£p � � Y¢p
��	a�sp � 	£pW v��� [l’insiemevuoto,casoIc]; . �<Y¡� 1 � 	£p .|� 	 � 1 � �Yh  .
4.  
� � YRp � � Ym¤�p
�¥Ya¦ � 	l§�¨¥�?� [iperbole,casoIIa];   . �¥Y � 1 � Y£p .�� 	 > 1 � � > .
5.  
� � Ylp � � Y�¤sp
��Y�¦ � 	-§
§E�©� [2 rettenonparallelle,casoIIb];   . ��Y � 1 � Yp .�� 	 > 1 � �?� .
6. � � Y > �s�¢Y � 	�pWpª�;� [parabola,casoIIIa]; . ��Yd¤ 1 � � � 	 � .
7. � � 	&p
� � 	&p � � 	l���v	&p � 	 > �;� [singolaretta,casoIIIb]; . �v	l� � 	 > 1 � �;� .
8. � � 	vp
� � 	,p � � 	¥���`	vp � Y � ��� [dueretteparallelle,casoIIIc]; . �`	¥� � 	 > 1 � ��p .

9. � � 	,pW� � 	¥p � � 	E���e	,p � 	ª¤,�?� [l’insiemevuoto,casoIIId]; . �e	ª� � 	 > 1 � �«Yrp .

La seguentetabellacontienei valori di '3(*) � ��� , di '3(*) � e dellacaratteristicadi�
peri noveesempi.

Esempio 1 2 3 4 5 6 7 8 9'3(*) � ��� p p p Y � ¨ Y � ¨ � � � �'3(*) � Y � ¨ � � ¨ Y > p
p � Y > � p � � �
car

� � � � � � � > � �
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