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0 = d.'t.rbn-_’_-;t»d‘b __Il“v ﬂdb«...—-:b’-db

EPa Al 3 " vEst
%’E & percid perpendicolare anche a %, quindi & parallela
g : ‘ ] .
a 7. Cid posto, si definisce curvatura di torsione 11

T
limite del rapporto- é-g-‘ per As —= O qualora AR sia 1% an-
golo fra B(s) e T(s+hAs), e si attribuisce a l— S6gN0 po-
sitivo o negative a seconda che -—g% ha lo stesso werso o

verso contrario a W. Allora, ragionando come a proposito

del calcolo di %:; (I-29), si irova

\ . db 1 o
(15) et
Essendo poil
a="bxT%,
derivande e ricordando (14} e (15) si ha
dn _ db =, = 4T 1= 1w - i oo
— 5 = Xt+bx =2 = wnxt+~bxn = ——{ -~
(16) da ds * ds T &) o) %

Le {14), (15) e (16) sono le formule cercate, detts
anche formule di Frenet o di Serret.

CAPITOLO IX

Sulla cinematica del punto

ﬂ ~ Un treno parte da une staaione con accelerazio~
ne costante 0,125 m/sec® fino a reggiungere Ia velocitd di
regime di 90 km/ora, indi il moto procede uniformer la sta-
zione da raggiungere dista 10 km @ prima di arrivarvi
il treno viene frenato con una decelerazione costante di
0,833 m/secsz.

Determinare Io spazio e i] tempo richiesto per la fa-
se¢ di avviamento e quella di Jrenate, la durata totale del
Percorso e infine la velocltd media.

Durante 1'avviamento il moto & naturalmente accele-
rato. Posta l'origine del tempo nell'istante di partenza
quella dello spazio nel luogo di partensza valgono le for-
mule di C-I 8 (ora vy=5,=0):

(1) v = at

(2) 5 = %—a.tz

e si ha che il tempo necessario t, per raggiungere la ve-
locitad di regime si ottiene dalla (1) sostituendovi 1'so-
celerazione di avviamento e 1la velecita di regime, quest'ul~
tima espressa in metri al secondo {per usare un unico s~

stema di unitd di misura} 3. 90 kw/ora = 20000 n/sec =

. 4 3600
= 25 m/sec. Quindi, ricordando il valore di a:
25 = 0,125 t,
25
ty, = = 200 sec.
70,125

Per cid lo spazio s; percorso fino a- raggiungere la wve-
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locitd di regime vale, per la (2):

5y = %o,,125>< (200)*m « 2500 m.

Calcoliamo ora il tempo necessario per la frenata. Il
moto & ora uniformemente ritardato e, come adessoc comvie~
ne, poniamo 1'origine del tempo nell'istante in oui comine-
ola la frenata e quella delle spazic nel luocgo corrispon—
dente a questo istante. Si ha (C I-8):

1
v o= v, ~ at, s:vo‘tmwz—ata.
Neturalmente a 2 l'accelerazione ritardatrice, v, la ve-

lceitd iniziale che coincide con quella di regime. L1 tre—
no sara fermo nell'istante %' per cui v=0, ciod:

' 2
Vo = akt = 0, = 2 = 2 8¢ = 30 sec,
a 0,833
¢ dopo aver pesrcorso lo spazioc &' tale che:
>3 2 2 Y
b T Yo Y Wbl
B T e T2 Tz =3 m.

Lo spazmic totale percorso durante 1'avviamento e la
" frenatura vale 2500+ 375 m = 2875 m, si percorre ;percid
con la velceltd di regime un cammine di 7,125 km nguele a
7125 m, impiegando 285 secondi.

In definitiva il treno impiega 285+ 200+ 30 = 515 sec.
per percorrere 1l'intero cammine e quindi la sua.velocith

1;?;)_0 m/ ec'.=_ 1”935%:;—6% kn/ora & ?0.13111/01:5.&‘

Hik

media vales

-

2} - Ammesso, come si dimostrerd in dinamica, che un
punio materiale, soggetto solc al suo peso, &t myova di
moto untformemente accelerato con dccelerazione g, se scen-
de lIungo Ia veriicale, con accelerazione g sena se obbli-
guto a scendere lungo una retia inclinata di o rispetic ql—
1rorizaonte (meglio la retta di pendio di un piano incli-
nato di a) si dimostri che 11 tempo necessario per percor-
rere, partendo dalla quiete, una corda di un cerchic per—
ticale con un estremo nel suo punto pid basso 4 & indipen~
dente dall’inclinazione della corda (GALILEOD).

Polché il punte parte dalla quiete il suo mote & Ty
Yuralmente acceleratoy, quindi se ¢ & la lunghezza dslla
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corda (di cui 1'altro estrvemo & B) e t il tempo impiegato
8 percorrerla,; si avrd che:

gesena ., B 2c
2 L b= gsend

Ma, indicato con D (fig. 11) 1'altro e—
stremo del diametro passante per A e po-
sto uwguale a & la sua lunghezza, poiché
¢=dsena, si ha
t =] ﬁ_,
&

quindi il tempo 41 caduta & indipendenie
dall'inelinazione a della corda.

Wit o

3. - Trovare 1%inclinazione della retta di pil rapi-
dg discesa da un punto B di una parabola (con asse verti-

. cale e concevitd rivelta verso 1’alte) el suo fuoco ¥.

In un sistema di cocrdinate polari p e € con origine
nel fuoco, asse polare 1l'asse della parabola orientate ver—
g¢ l'alto, per 1'equazicne della predetta curva si ha

(3) o= =2

1~coz g’

dove p & il parametro della pavabola (fi-
gura 12). Folché BP & inclinato rispetto

alll opizzonte 4i %ue, per quanio si &

[}
!
1
|
|

o
b

detto nell’emsercizio precedente, il tem- Fig. 12

pe b necessario per percorrers BF vale

fora P e 8 sono le coordinate di B soddisfacenti la {3),
8 deove essere compresa fra —% e -;E perché B deve essere
pilt alto 4i F) &

4

2p 2p
t = = P ,‘?
goos8 Y g(cosB8-cos®8)

t sarid minima quando
£(8) = cos® - cos® 8
sard massima, cio® per quel valore di 6 per cul &

' £1{8) = —-sen6 (1-2cos8) = 0

ciod per

2. = GRAFFY, Esorcizi.
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- i
cosewa, B—-3

perché soloe per questi valori
£" (@) = -cos B+ 2cos 29
-] negatn‘:{r,a, quindi 1'inclinazione, rispetto all®orizzonte
della retta di minima discesa 2 %
Hd

4, - Un punto si nuove con accelerazione costente a
e all’istante t=vT la sue velocitd & u, & lo spazsio per-
corso, Scrivere I’eguazione del moto.

Il moto & uniformemente accelerato, sono perd inco-
gnite velocitd iniziale e spagzio inizials ¢he =i potrebbe
ricavare con le condizioni per t=t., B pilt facile perd
procedere nel seguente modo.

Si ponga $'=1t-7, allora per il tempo indicatc con
t'y, u e d sono rispettivamente velocitd e spazio iniziale,
Quindis ‘

(4) s=-j,5:a‘t'2+ut'+d=%-a(t—"l:)-z-o-ﬁ(t—‘c.)-fd.

£ questa 1'equazione cercata.

Questo risultato si pud confermare osservando che il
moto rappresentate dalla ftl) ha accelerazione coatante {co-
me si comprova subito derivando s due volte) e che per
t=%si hat s=qd, v=u,

I1 metodo dl gquesto esercizlo sl applica a qualsiasi
altroe moto anche non uniformemente accelerato.

HH%

] 5} ~ Due punti mobili su una stessa retta partono dallo
stesso luogo, con accelerazioni. costanti uguali, con velocitd
iniziali nulle, I’uno all’istante iniziale, 1’altro all’i-
stante T. Dimostrare che la distansa Jra i due punti ve
crescendo linearmente col tempo.

Posto l'origine al punto di partenza avremo che il

moto del primo punto & naturalmente accelerato, con spazio
iniziale nmulle, rappresentato dall'equazions:

81 =%at*;
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per il secondo mobto =i ha spazio e velocitd nulla all'i—
stante t=1j si pud percid applicare la fFformula del nu-
merc precedents e si ha (u=d=0): ‘

1 2
= o=ma(t-1)*,
La distanza h fra i due. punti & (per +>1)s
1 2 1 R at?
= - a = - -1 = att-2v.
h= 8,8 zat 2a('[: ) ‘at 5
percid h cresce linearmente col tempo.

{._‘N **-M-‘
iﬁ} = Due punti si muovono sulla stessa retta, nello

stessd verso ¢ con la stessa accelerazione ay i1 prime par-

te dall’origine con velocitd iniziale v,, 1%altro dal D~

to distante 4 dall’origine e con velocita iniziale nulla.

Provare 1°istante ¢ il Iuogo in cui avviene 1°incontro Jra

i due punti,

Indicande oon s, & 8, lo spazio percorss rispettive~
mente dal primo e secondo punto, =i ha

1 1
8 = vot+"é" ﬂ-tg, Bp = d-ﬁ-*é“

perché por il primo woto & nullo lo =vazio iniziale, nel
seconde vale d. L'incentro avviens all'istante +' in cuil
8; & uguale & 5; e clod

2
at®,

bl .l LF I l 23 . [ - _g_-_
vut_-u-?a.t . d.+2a‘f; s ] v
a 1'aseissa del punto 4' incontro &:
' _ 4 1 a4 1 4°
sxwva—‘}:+2a—€£=d+2av§.
M.

?..‘ - Un. punto-si muove di moto naturalmente accelera-
to con accelergzione a. A1I1’istante < viene, con un urto,
raddoppiate 1o sua velocitd. Scrivere 1'equazione del mo=
to per t>7T.

411°istants 1, dopo 1'urto, la velccitd (che prima
dell'urto era at) diventa 2at, l'ascissa del punio &
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8o +%a‘uz. Allora per il risultato delltes, 4 si ha:

a(t-1)2+2at{t-1)+ s°+-1§-a12‘ = -]2- t*+att~at? 45,4,

8 =

o

HRW

_{8“,. - Determinare I’equazione del moto armonice di pul-
sazione w, sapendo che la sua ascissa iniziale & Sey 4G
sua veleocita iniziale v, :

Sia (C-I 9):
s = Coos (wWi+Y).,

Occorre determinare € e y., Si avra:

Sy = Coosy
Vo = ~wlseny.

Quafirando ¢ sommando queste due equazioni dopo aver divi—
50 la seconda per w si ha

2

(5) ¢ = %,_usg
(6) cog Y = Bo = — SolW seny = Vg

! 3 w
¢ Yvi+wel? Vv + w?st

S¢ s, e v, fosserc i valori delle velocitd e dello
spazio all'istante t = 1 gi avrebbe:

s = Coos [w(t~1)+7]
con i wvaleri di C e y definiti da (5) e (6).
e

(\g) ~ Determinare velociic ed accelerazione del moto

~rettilineo rappresentato dall’equaxiones:

8= ut+Cooswt-¢,
dove u e C sono costanti.
La velocitd v e l'accelerazione a valgono:

ds a2z
V = e = — =
Eriiadi) wC=en wi, a iie

—t0*C cos Wi,
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Si ha anche:

4% s
“‘d_t—a = "Q)Z(S*u't"}“c),

ciod il moto soddisfa l'equazione differenziale:
s '

HE-'FUJES = (.L}z u‘b-mch-

Questo ed altri motl verranno studiati piil innanzi.

#IHH

%@n ~ Calcolare velociltd ed accelerazione del moto
rettilineo rappresentato dall’equasione:

8= ktsenwt, .

con k e w costanti. Studiarne poi le proprietd traccian—
done i1 diqgramma orario.

51 has
&s
v = i kwtcoswhi+kesenwt
8 = &s = Phwecoswi-kwit senwi .
at?

Per comprendere la natura di questo moto tracciamo il
suo diagramma orario (i‘ig. 13). Poiché s & il prodotto del-
la funzione lineare kt per la sinusoide senwt tracciamo
le rette ki & -kt e la sinusoide .
senwts per obtenere il dlagramma $ '
in discorso bisognerd per ogni a- e
scissa 1, moltiplicare la corri- |.- P, ~ W PN
spondente ordinata nella sinusci- ”\—"ﬂ ﬂ ﬂ
de sen wt e della retta ki; si ot~ “*M‘ U U YE
ferrd una curva che deve toccare SN -
alternativaments le due rette ki ~— -
¢ -kt (negli istanti in cui senwt -
vale 1 o -1). Il diagramma orario Fig. 13
potrebbe intendersi come una sinu-

solde di ampiezza variabile., Il punto compie percid oscil-
lazioni intorno all'origine con ampiezza sempre crescente.

T

#EH®

4/’“"-.‘_ ‘

& %

(ilé' ~ Un’asta rigida, Iunga 1 si muove in modo che 1l
sua estremo A percorrd, di moto uniferme con wvelccitd u
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la rettq Ox e I°altro estremo B Ia retta Oy perpendicola—~
re a 0x. Trovare I’equazione del moto di B, fa sug veloci-
ta e accelerazione,

Sia (fig. 14) OA=x, 0B=y; poichsé 4 "
8i muove di moto uniforme rettilineo si
potrd scrivere (scelto 1'istante inimia-
le in modo che per t=0 gis =0, c¢iod
sia nulle lo spagio iniziale; O-I 4) x = 1
= ut, quindis

¥y = Y1222 = /12 D242,
o A
questa & 1'equazione del moto di B inm cui . *
lo spazio coincide con y. La velocitd e Fig. 14
l'accelerazione di B valgono:
YW cwwt oz
dt ‘ﬁ/l“" C R 1/12 —uf e ¥
—u? ‘1; O tE - u £*
12 .y g2 ~ut 1
a = = .
1%hu2-t2 ‘ ( lz’uzta)a

e ot

s

™,

'ﬂz)? ~ Una pallina A {fig. 15) percorre una retta ver—
ticale, Bssa é attaccate all’estremo di un Filo lungo 1 che
passa atireverso una piccole carrucola (assimilabile ad un
punto 0) e.cheha 1*altro estremo A' che percorre una retita
orizzontale con velocitd . costante u. Ig distanza della care
rucola dalle retta percorsa do A' & b. Trovare 1°equagio-
ne del moto di A, Ia sua velocitd e acceleérazione.

Indichiamo con r la retta per—
corsa da A', peniame nslla proiezic—
ne B di 0 sulla retta r, la sua opi-
Zine. Poichd &' mi muove di moto uni-
forme, se sy, & lo spasmio iniziale (la
T 81 suppore orientata come la volo— ,
cith u) =i ha :

BA' = 5, +ut.
Allora, poiché OB vale e

——

(1) Questo risultate varrd gonfarnato pil Tonanzi per alirs via,

Percid;

>
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04" = VBAR+0B « Y (ag +wt) + 1,

percid, indicando con 8 lo spazio percerso da A, qualora

%3
Lt

0 sia l'origine della retta OA, orientata verso il basso,

si avrd
g = 1~ {/(8y +ut)® +p*
& percibds '
‘ ds u(So+ut)
at V(5o +ut)® +b*

Derivande ancora si trova 1l'accelerazione di 4.

e, e
%ﬁ ~ Ltestremo L' del! filo considerato nell’eserci—
ailo précedente € unito ad un’aste rigida di lunghezza m
che ruota, con velocitd angolare costante w, intorno ad un-
punto § sulla retta percorsa da A. Trovare I°equazione del
moto di & e la suc velocitd, supposto Q0 = h.

Supponiame (fig. 16) che QA' ruoti nel senso orario,

sia 6 l'a.ngoio A'/Qb, s;i sce-i*ga 1t origine 'dei“‘“b‘empi in
mode che per =0 gia €=0, quindi (€ I-13, form. 51 -
8i ricoprdl w = -2%‘— ¢ nel xrostro caso 0

B,=0); 8=wt: —

04" = VYu® +h® - 2hm cos ®
= ¥n® +h* - 2hm cos wt.

s=1- ¥r* +1® ~ 2hmcoswt
as _ ~hm wsen w4
dt  ¥m® + b® - 2hm coswt

“Fig. 16

EE

(W - Una palline, schematizzabile con un punto F
scorré sy una guida retiilinea r sospinti da un'asia che
ruota uniformemente, in senso orario, intornc a un suo e~
stremo Q 'gis tante b da v. Determinare il moto della pallina.

Detta O (fig. 17) la proiezione di § sulla r; 1'ango-

SN

lo & uguale a PQO wvale wt sicchd, stabilito su r un si~
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stema di ascisse con origine 0 e orienta— /
P

te come il moto di P, si ha per lo spazio
Percorsc s:

8 = htag® = hiagwt,

Quindi velocitd e acecelerazione di P val-
gono: '

G et L=

ds _ ho , A% s _ 2hw’senwt
4t costwt dt*  cosPuwt Fig. 17

W%
T
45) - Studiare 11 moto dell’estrems della bieils di
-un sistema manovella~biella, quando la manouells ruota ye
niformemente con velceitd angolare w. Dimostrare che se i1
quadrato del rapporto manovella-biells & trascurabile ri-—
spetto all’unitd, il moto & armonico.

I1 sistome manovella-biel~

la (fig. 18) &, schematica- 1
1

|

!

mente formato da due aste QT m b
e TP collegate in T. 0T ruocta o p
intorno ad 0 ¢ P & obbligato

a percorrere una retia 0A. Sia 0 H A
m la lunghezza della manovel- Fig, 18
la 0Ty b la lunghezza della '

. N

biella, a’lia,ngolo T0A di cul ructa la biella uguale a

wt (percl}e suppeniamo che per t=0, OT stia su O4).
Poniamo x=0P, sia H la proiezione di T su OP; si

X = 0H+HP = 0Tcosa + {/TP%~-TH?
X = meoswi+ ¥o? - ser® wi,

Questa & 1'equazione del moto cercato; derivandola wuna

e due.vol"t:e sl calcola, rispettivamente, velocitd s acce-
lerazione, ‘

Poiché

Y* - if senfwt = b lm(-@*—s-%muﬁ)z

avra

trascurando i termini dell’ordine di (‘%_)2 (") si ha que--

. X . . 2
{*} in pratica -E— B circa -‘]_r sicché trascurars (-%) sigaifica trascurare

terninl delltordine di —1-,
49

- & rettilineo. Ineltre detto M il punte
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sto radicale sensibilmente uguale a b, quindi:
X = mcoswt+ b,

ciot il mote di P & armonice intorno al punto di ascissa b.
KA

é{-“-\v,

(‘E@Z — Un rombo articolato OAPB imperniato in O si
muove Sin medo che A ¢ B descrivono la circonferensa di rag-
gio 0A = 0B = a, con lo stessa velocifd angolare w, ma in
senso opposio. Dimostirare che P si muove su una rette di
moto armonico, con ampiesza 2a (fig. 19/.

8i csservi intanto che la traiet-
toria di P & la retia 0P, se P, & la
posizicne iniziale di P. Infatti P de—
ve trovarsi sulla bisettrice di BOA e
poiché BOP;, e P 04 aumentano in Hempi
uguali d4i quantitd uguali (le due ret-
te percorrono angoli uguali in senso
opposto avende velocita angolare ugua-
le e di verso conbrario) tale bimettri-
¢e rimane figsa, sicché il moto di P

4'intersezione delle diagonali, dsl rom-
bo sl ha Fig., 19

OF = 20M,

@ polché OA percorre un cerchic d4i raggio a (a & il la-
to del rombe) di moto uniforme, M sua proiezione su un dia~
metro si mucverd (C T-13) di moto armonico di ampiezza a.
Quindi il meto di P & armonice ¢on ampiezza 2a, pulsazio-
. 27
ne wy; periodo e
Da questo esercizio si ha che componendo due moti cir-
colari con la sitessa velocitd angolare, ma in senso oppo-
ato,; ne risulta un mota armonico.

WK

TN

{\3?/' ~ 8¢ x=x(t); y=y () sono le equazioni para-
metriche di une curvae piana ricavare, valendost della ¢i-
nematica, 1’espressione del raggio di curvatura e dei co-
sent direttori della tangente e delle normale alla curva
stessa. ‘

Se identifichiamo il parametro + col tempo, le equa-
zioni x=x (%), y=y(t), rappresentano le equazioni car-
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tesiane del moto di un punio P. Essendo x'(t), y' (%), le

componenti’ (C I-5) della velocitd che ha per direzione la

tangente alla curira,e ‘i/x’9+ ¥ il suo modulo, avremo che i
cosenl degli angoli a e § che la tangente, ossia la velo-
citéd,; forma con gli assi scno:

xi‘

yl
COS O = — e cosf 5 ——Fmn
t!fxﬂ'g + yla 4 o G . tlfx|2 4 ;le
B da notare che questi sono i co- y

goenl diretdori di ¥ che coineidono con
quelli di T se il moto & diret¥o (%;‘;: >0) \%<

ciod se 11 verso positive della curva
coincide con quello in cui si sposta P
al crescere di +. Nel caso contrario i
cosenl diretbori sono ancora dati dal-
le relazioni soprascritte, ma con 11 N

segno cambiato. B n
I coseni degli angoli v e & che la 7/ \
normale forma con gli assi x ¢ y sono, '
come appars dalla lg. 20, cosy=

= cos (= f) = -cos B, ocosd = coma, - Fig. 20
quindi: i

iyl r
J cosd = X

Vees gz Yx®x g

Queste formule valgono, a rigore, se la normals si ottig-
ne da % ruotandola in senso antiorariog se il véttore n,
dirette verse il centro di ourvatura, ha verso opposto a
questa normale esse vanno cambiate di segna,

Per determinere il raggio di curvatura p calgoliamo
il modulo a della componente dell'accelerazione lungo la

2
nopmale della curva uguale anche a %— (¢ I~7). Poiché:

cosY =

lxn y'o—x' i

2 T
!{X. + ¥

a = |x"(t)cosy+y" (%) cos 8] =

va

= x4y
81 conclude:
B ix!lyl ___xryul

1
P (yxiz + y® 3
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Infine

_ )
& ymmryE, =fo'ﬂ+'y‘“w‘m+soa
: Q

Fel caso in cui la curva sia data in forma ordinaria y =
= £{x) el si riconduce, come & noto, al ocaso precedente,
ponendo x=t, y=£{%), quingi:

COBOL = o , cosf = £1 {x)
V1+£02(x) Y (x)

2w :
dg + T (x l= lf"(x”
= . i (), o (izm =)

formule ber note dalla geometria.

cosyY = -

=]
o]
ta
o
]

* A

(1;8) - Dato i1 moto rappresentato dalle equazioni:
T X = utb, y = Ccos (wt+7Y),

con u, Gy Wy, ¥y costar‘z.ti,. detefminare la traiettoria del
moto, la sua velociid e accelerazione, le componenti tan—

genziale e ceniripeta di quest’ultima, e lo spazio in Jun—
aicne del tempo. )

Eliminande %+ =i ha:
uw
¥y = Ccos(-ﬁ—xv:-y),

clod la traiettoria del moto & una sinuseoide. La velocitd
ha per componenti sugli assi:

x! ('b) = U, v (t) = -wl sen {wt+y).
I1 sue modulo vale percid

v = ‘g/uz + C*w® sen® (wt+7v).
Esgendo:
=" o= G, ¥ = -~w?Cces (wWt+v)

1z accoeleraszions & tutta diretts seconde l'asse delle y.

La su? componente tangenziale wvale (supposto per brevitd
Y = 0):
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vy . w®C® coswt senwt
,!/xnz_,,y:tz ' Vuz +W2C% genfp &
La components centripeta, che & sempre positiva, & dats dal va~
lore asgoluto della componente di a normale alla curva, ciod:

y'cosB =

ly"x']  |uCw® cos wi

¥ cos | = = .
[ | X' 4+ g2 Yw? + CPw? senfwt

Infine =i has
‘ t
g =J"[/uz + C*w? sen® widt +s,.
0

L'integrale perd, salve caai pa.:c'ﬁiccl_ari, non s8i sa ege—
‘guire in fermini finiti perché & ellittico.

bt

N

@) = Un punito P percorre una semicirconferenan di
raggio v e centro nell *origine, la suaproiezicne sull‘’as—
se X si muove di moto uniforme con velocitd ¢ (). Calco~
lare velocitd e accelerazione di P in Jungione dell’ango-
1o ¢ che Ia retta PO forma con 1’asse delie X.

Essendo:
x = ot, Yo YT e

8i ha subito (fig, 21) come equazioni del mobos

x = ¢, ¥y = Y -c?t2,

Da gueste, col metodo dell'e~ ¥
sercizio precedente, si pud trova-
re velocltd e accelerazione in fun— ‘ P
zicne del tempo. Se gi vuole e- ‘ v
sprimere perd queste grandezze in
funzione delle coordinate Xy ¥y Al ¢
P e di ¢ =i osservi’ che, essendo
veeng la proiezione di ¥ Ilungo 0 ®
1tasse x si avrd: Flg. 21

: dx
VSGnC{J = -d.—"l-'._ = Cy
quindi:

o}

sengp *

{*) Ovvianente i} moto di P&l noto delltintersezions con ta senicl rconferenza di
una retta che si muove, can traslazions uniforme di velocitd ¢, rimanendo paral-
lala alltasge y.

-
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La prolezione di v lungo 1'asse y, vy, vale:

e
v, = -
sen @
Poiché a, =0 si ha che 3 & diretta secondo 1'asse v e va~
le a,j. 5i ha cosi:

cos @ = ~-ccot @.

d 4
L A -
dat Y meny dt

Ora, essendo:

X ¢t
¢ = arccos 3 = arc gos =

d 1 c c ) G
at - GE L2 r"m“y r'seng?
1= 2
guindis
02
a, = .
Y rseny
LiL T
-

3\2@,} ~ Un punto P si muove sulle parabola y=kx*, Ig
sua proteszione sull’asse x si muove di moto uniforme con
velocitd c. Calcolare la velocitd e 1’accelerazione di P
in funzione di t e delle sue coordinate. Generalizzare il
risultato quando il punto si muove sulla curpq vy £(x),

Poichd x=ct ('), y=ke®t®, si hanno cosl le equazio-
ni cartesiane del moto che derivate una e aue volte danno
velocitd e accelerazione in funzione del tempo. Per otie-—
nere perd pilt rapidamente queste grandezze e in funzione
di z e y basta osservare che: _

V, = G v, = 2kx $X

" v it = 2kex,
a, = 0, ay=2kc-g_-%=2k§2.
Rel caso in cuil il puntoc =i muova sulls surve, y:f(x) 51 has
Ve = O, v, = £ (x) %%: ef (x)
a, = 0, ay = o* M (x),

———

(*) Suppontamo che alt'istante t=0 {1 punte sia nelilorigine.
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e le equazioni del moto mono:

X = ¢+ gy vy= flet+x,).

. KX H*
~
21} - I1 punto P si muove sulla parabola y = kx® e
la sut rotezione sull’asse x si muove di moto armonico,
y4

ciod con la legge x=Ccos{wt+Y). Trovare velocitd e acee..
lerazione di P,

Le equazioni parametriche del moto sono:

: 2 2 kC* | kg
x=Ccon (Wt+y), ¥=1kC?cos® (wtry)= =5+ =5 cos (2wt+2y)
quindic:
v, = —wCsen {wh+ Y)s vy = ~kC*wsen (2wt + 27)
ay = —w*Ccos (Wt+y), ay = ~2kC*y® cos (2wt + 2y).

In modo analogo si tratta il caso in cul il punto P si muo—
ve sulla curva ye f (x), perché le equazioni cartesiane
sonos : ) .

x:Ccos(tbt-u—y), ¥y = t£{Ccos (wt+y)).

W

(2

Lz/,./- Un punto si muove con velocitd costante ¢ sule
la pardbola y=kx*. - Provare 1’accelerazione del punto,

in particolare per x=0, e le componenti della velocitd e
accelerazione,

2 :
L'accelorazione a & tutta centripeda e vale Yo, el
nostre caso (cfr. es. 17): p

i 2k
P (1+4ké:c”’)%

?
quindisz
2 ket
(1+4x2y? )% -
e per =0 gi ha:
a = 2kcz.

Per Je componenti della velociti ricordando Ie for—
mule di cosa e cosf (es. 17) =i ha:

w
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: G 2k cx
vV, = ccosd = ’ Vv, = e
* Y1+ aii e Vo Yiraee

81 ha poi, ricordande le formule di cosg v, cosd dello stoa~
so esercizio: .

. 2
&y = 8COSY = ...._..._.4£.c_}[__,., ay = acosd = __mﬁc_c_z_..._,
(1+4K2 =% )? (1+41* <2}

. KR
53 te st .
} 3 = Un punto si muove su un cerchio di moto armo—

Rico &= C eos {wt+ Y). Calcolare velocitd e accelerazione,

Sia (fig. 22) 0 il centro del cer— '
chio, 0y l'origine degli arcki sul cep— 0
chio, la velocitd sara:

%E— = ~Cwsen (wt+vy)

@ avrd la direzione della tangente £ al .
cerchio. L'accelerazione avra due com~
ponentl, la tangenziale uguale a:
_d®g
dt?

= -o*Coen (wWt+v), Fig. 22

e la centripeta, diretia lungo il ragegio verso il centro
ciod come %, wuguale in modulo st :

V2

_ w*C® sen® (wt+vy)
R R

dove R &, ovviamente, il raggio del cerchio,

W

)

t\?;@ ~ Una locomotiva percorre un tratto curuo lungo
2'km ¢oh raggio di curvetura 0,5 km, aumenta in quel trat-
to la sua velocitd con accelerazione costante, da 89 ¢ 91

km all®ora, Trovare 1’accelerazione della locomotiva nel-
1%istante finale,

Bssendo il moto naturalmente accelerato, indicando con
a 1t'accelerazione tangenziale, prendendo come istante i-
niziale quello in oui il treno comincia il tratto curvo,

con t il tempo necessario per percorrere questo tratto, si
has
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91 = 89-&-&.{[7

2 = Jé-att2+89t,

da oul, ricavando a,t dalla prims e sostituendo nella se-
conda:

ayt = 2, 2=1+891, %'uwé%ora=~£~5-ora
km 80 000

a i 90 == °
t ora® (3600)* sec®

Poiché il moto & cuwrvilineo, 1'accelerazione centri-
Peta & diversa da zero e vale:

Wt

5. - m punto si muove di moto uniforme su una ca-—
tenaria di equazione:

2 Lx
¥ '—':':?- (eb +e b)""b
o2
(b costante}, Scrivere le equazioni cartesiane del .moto
del punto, .
Se il mote & uniforme e ¢ & la sua velboitd:
g = ct,
Cershiame di procurarcl x in funzione di s. Essendo:

£

. 2-:& -2% X _%
dS:‘!/']+y!adx=M+e —P—Z --de: eb+e b dx:yﬂ} .

o b

Integrando & supposto 1forigine degli archi nel pun—
to di ascissa zero si ha:

da cul si pud ricavare x in funzione di s. x
4 questo scopo si ponga, provviscriamente, e = u,

quindis
8 = P— (u...l.)
2 u

v, = =
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bu® - 2su-~-b = O
u; st ¥=? 4 B2
= T .
Poiché 1 & un nunero positivoe odcorz-e scegliere la radi-

ce positiva dell'equa_zione di.secondo .grado ora risoltsa, .
3i ha cosi:: '

5+ V% + b JE S v Vi + 0% -

= = m———— ebz

b = -5
b : s+ Ya® +b? b g
guindi: ‘ C : o o '
o : PR ‘ + 2 1% 2
% = blogs+vi + N blogct' 'l/ot + b

- b

orix

¥= V2 +22-5 = Vo2t2 + 1% -1,
Hae3t

28 ~ Calcalare le componenti sugli assi della velo-
citd e dell’accelerazione nel moto dell’esercizio prece—
dente. ’

Le componenti della velocitid sono:

e 2 Yy Z
B AN S A Vi+yn eb+ o

L'accelerazione, tubtta centripeta, wvale, in valore
assoluto:

I 2¢ be cy! e§-e
c X

o] o

x - '
g = L al 4c® eE+EeE - ofb
= - = X TR = 3
(I/1+y'2)3 b (eb-&e'b)é (y+p)?
percid: . o

- -c""y'bzl 'a ~ bR

T (yeny T (yen)

HHH

2? -~ 8¢ il punto A di contaito col suolo della ruc-
ta anteriore di una bicicletta percorre una retta, trove-
re la traiettoria del punto di contatto P della Fuota ro-
steriore, . _ S .

" 3. - GRAFFY, Esereizi.
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81 faceia coincidere con l'asse x
la traiettoria di A o supponiamo, per
fissare le idee, che P non =i trovi i~
nizialmente sull'asse x. Ora la distan-
za 1 di P da A (fig. 23) rimane costan—
te, inoltre la direzione della velocita
di P & sempre diretta come PA e orien- \
tata da P verso A; infatti questa velo— . \

¥

cltd 8i trova nel piano dslla ruota po- A oo
steriore, piano che passa per A. Dette Fig. 23

% e y le coordinate di P, y=y(x) 1'e- dy
quazione della sua traiettoria, si ha allora che e beua-
le alla tangente dell'angolo fra v e la Parte positiva del-
1'asse x vale - s

Si ha cosi:
9y ¥
dx Y12~ 47 !

equazione valida anche se ¥=0 clod s6 P & sulla retia
Percorsa da A. Separando le variabili si ha:

¥y

dx = -

dy
¢ integrando:

1+ 4/1% -

x=‘1'108‘ Y - V12 -y*+q,
IR WY e

dove € & una costante che si detormina con le condizioni

¥y=a per x=0 (a<l). Si ha allora:

'1/ T z

¢ = -.l]_bgM_-p V12 e,
2 ]- 1/12 - az

quindie

ﬂlO (1+W)(l'MJ_ 2 _ 2 2_ .2
R e ey - VT T VR

Questa & 1'equazione cercata in coordinate x, y. Essa & u-
ha curve chiamata trattrice. B facile vedere che s¢ y —= 0,
£ — 00, guindi solo a distanza infinita P giunge sulla
retta cho percorre A. Se ipizialmente P & sull'asse X, ciodé

w
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per a=0, y=0, la soluzicne di (1) soddisfacente a que—
ste condizioni & y=0, ciod P percorre la stessa retta di
A, come & ovvio.

KN

28. - Un punto Q parie dall’origine e si muove sul-
i’asse y di moto uniforme con wvelocitd v. In punio P par—
te da un punto P, dell’asse x di ascissa b e gi muove con
velocitd u costante in modulo, ma sempre diretta werso Q
(problema di inseguimento). Trovare la traiettoria di P.

Dette x e y le coordinate di

P, posto PQRO uguale ad a, ossen—
do 0Q uguale a v, si ha (figu- 9
ra 24):

vi-y
cotag = Fa P

e detto B l'angolo che la tan-
gente in P forma con 1'asse x:

d
tg B = —coba = -axi;

0

Fig. 24

qﬁindi:
dy vt -y

»

dx b'd

51 ha poi; se s & l'arce sulla traietioria di P, con ori-
gine in P, '

s
.":‘.=‘L1t, t =T1"
dy vs ¥
—— _,_.._.;....._9
ax uszx x
da cui:
xd'y = ——8+y
dx ?
¢ derivando:
# d d
4y L&y _ vds dy
dx ax* u dx dx
2 d. 2
it A 1+@Q
dx? u dx

Posto:
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i ha, integrando:

du, m 2 ' du, - mdx
w—dx ——-—x~.!/1+u,_, S

) Y1 +uf x 7’
log (ug + 1+ uf) = -mlogx+1logc,

dove ¢ & una costante di integraszione. Quindis

w +Y1+uf = —:f;,.

1/ 1 1 :
1+ul- = = Loxm
mm 1+uf+u, .cx,

dy 1{ ¢ x®
‘uJ':a_—:_ ---ﬂT-.-—.—-—
x 2 \x o

i

ed essendos

si ottiene:

Integrar_ldo ancora, =S¢ m % 1

‘] c xm+.'g.
B - = + +
2 ((m—1)x""" c(m+1)) @

invece se m = 1:

3 1 x® :
N " 2 (c logx-—c—?) +ay,

dove a & una costante che, assieme a ¢, sl determiha con
la condizione che, per t=0, Ia curva pasmai per il punito

Py 41 coordinate b e 0 e in quesio pﬁn‘ho sia %Xno, per—
- - - ' - ‘ . x - g
ché Ta velocitd 41 P & diretta, per t=0, verso 0. 8i ha:

c -bm:.

1 . e o
2 ((‘m-—1).b‘"“ T (m+‘|)) te=0,

A LA
2-(3; -‘7;) - 9

cz = .-bzm .

da cuis
. G\:: ;bm;

¢ va presoc col segno -, perché per Z>0, y -deve easers

positivo, perché il moto del punto avviene nel Primo gua~
drante., Quindi:
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.a:-—J-_( b'-i- b ):— m b
2

m-=1 m+1 m® -1

98 m<1, v<wu, si ha che, per x— 0, .y Timane finita e
assume il valore a, ¢iod la curva taglia . ltasse delle y
nel punto y=a ‘dove inconira Q. '

Se m>1 per x —= 0, ¥y — oo ciod Q non raggiunge P
in uwn tempo finito, :

Wk

28. - In dinamice si dimostre che una bomba, lencia—
te da un aeropleno in moto (in direzione oriazontale) con
velocita v,, si muove, se i trascura la resistenza dell’a-
ria, secondo le equazioni: :

I o 1
¥y =3 gt®,

X = vctg

dove g @ I’accelerasione di gravita ed essendo il sistema

di assi x e y con origine nel punto dove si trova 1’aero-
plano al momenio in cui lascic cadere Ia bomba, 1’asse x
orizzontale nella direzione del moto dell’aerec, 1’asse y
verticale e diretto verso il basso. Se h & I’altezza del-
I’aerec dal suolo, trovare a quale distanza, in direzione
orizzontale dall’aereo stesso, cade la bomba (fig. 25).

Bliminando % dalle due equazioni,
sl ha la tralettoria del oproiettile,
ciod:

M

x -1
EEL N AL

=
. Ve
La bombe raggiungerd il suolo guando

¥=15; clod per quel valore x, di x tale
che: ‘ ' o ‘

¥y
1,5 Fig. 25
— — R . g‘
2 g-v,f-f hy _ '
oggia:z ‘
| 2vh
Xy =
g
e nell'istante t, per cui: .
' ..'K-:, . 2h
Ty =2 = /=,
: Vo g

Porcid un aeroplane per colpire un bersaglio dovreb-
be sganciare (astraendo dalla resisténza dell'aria) ad u-
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na distanza {in direzione orimszontale) dal bersaglio:
ZYO?h—
8

Cosl, se h =1km, v, = 100 m/sec, si ha:

/00104 103
Xy = 2_..1..%&5‘]’51:1?1.

HR

30. - m puntc P si muove sulla spirale logaritmica
di eguazione, in coordinate polari, p=Ke™ (K e m co-
stanti) con velocitd angolare w costante rispetto al polo.
Trovare le componenti della velocitd e accelerazione del mo-
to in coordinate polari in funzione di p e 8 e generalis-
zare la questione supponendo che la traiettoria del puntoe
abbia equazione p= £(8), Si osservi che questo motc si ha
per un piolo spinto in un solco a forma di spirale [o una
curva p = f(e)ﬁJ da un regolo che ruote intorno all‘origine
con velocitd angolare costante.

Si ha (G-I 15)

_dp_dpde
Ve TTT T dgay c WX me™ -wme
a9
Vo= Pgg = wP
d*p (de)a dv, . 27 s
8pn = bl —— e () == me -1
T\ T P\E ) " Tat o= wi(w~1)p
1.4 (zda) wd(K%20) & o 2m0d6 _ 26mpE
Bp = = —— = ——— L = R DY e s L N
I T Ly e P e g T T c g

Quindi velocitd e acceleraszione sono proporzionali al
raggio vettore, Si pud esprimere velocitd e accalerazione

in funzione del tempo osservando che dalla cogtanza di 46

dd
si ha 8= wt+8, se 8, & l'angole. che il raggio vettore
P-0 forma con 1l'asse polare all'istante 4 =0,

Per generalizzare il problema basta osservare che:

ap dp
T TYde

V= wp
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&p 2\ z(dzp'_)
% = T p(dt) =Y \ger TP

2
l_______d(p m) = ZLQE'E. = 2 EP_

75 T ar at E
Cosl ad esempio se il punto percorre una P
circonferenza di diametro d e il polo su b\
"un punto di essa (fig. 26): b ¢ \

' 0

¢ = alcosel, _ d
e sostituendo nells formule soprascritte
8i ha subito la velocitd e l'acceleragione. —

ig.

L35
PO .
@/}— Un punto si muove con velocita areolare costan-~
te e uguale a -g- sulla traiettoria di equazione (in coordi-
nate polari):
D

o= 1+ e cosnd

dove p, e, n sono costanti. Trovare I1’accelerazione del
moto,

I'accelerasione in questo caso & tutta radiale. Quin—~
di si pud applicare la formula di Bimet (C. I-16):

. 1 .
a4 =
a =..Ef.(____9_ +1_) @ - o (1-nzecosn9+ecosne)5
¢ p? \ 4e% p p*p
ed essendos:
e cos ng = p-@
P’
—o? - -c?
B, = — (1+(1—n2)m)=-—?((1-rf)p+n"p)-

Se n=1, ciod la traiettoria si riduce ad una coni-
ca 8i ha:

02

pp’

ciod ag & inversamente proporzionale al quadrato della
distanza da O.

]
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*IHH

/ﬂ/&\\ )
‘ {@;) -.Un punto si muove di moto naturalmente accele~
rato Si un piano AB inclinato con inclinazione a. Trovare

la velocitd areale e engolare, rispetto alla roiezione 0
di & sull’orizzontale per B (fig. 27). g

Se b= gsenda, .& Yaccelerazio~
ne del punto, il segmento AP uguale
allo spazio percorso nel tempo t sa~

r2 (esercizio 2):

1 1.2
8 = =T . .
bt

Ora, l'area APO wvale:

fig. 27

S = JE-AO.-AP sen (90~ ﬂ).r‘

ossias .
' hs
8 = = goga
2
essende h la distanza 40, Ora; posio un sistema 4ai cbor-»

dinate polari con pole 0, asse polare OA e orientato nel

verso del-_mcta_ di P, abbiamo, per la velocitd areolars,
l'espressione: '

85 _1,,d6 n ds _ Bbt
at " 2v g T3 %0y =Ty %080,

. € per la velocitd angolare:
' - 48 _ hbtoosa
at p® ’
Ora, rer il teorema di Carnob:
P? = h® + 8* ~2hssenaj
quindi la velociti angolare vale:
ae - bht cosa
Kl 2 44
K h®+ Lf—— ~hbt® pena

33. - Nel meccanismo rq i ;
L . Vel ppresentato dalla. fig. 28 il
cilindro BC & girewole intorno al perno-B, la fm'gnovella
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04, lun,ga ry, si muove intorno ad O in senso destrogiro con
velocita angolare costante w. Determinare la velocitd v
dello stantuffo C, e Ia velocitd angolare @ del cilindro.

Posto in B 1l'origine di
un sistema di coordinate po-
lari d4i asse BO sia BOA= g,
Suppeniamo che la manovella
inizi il suo moto quando si
trova sulla retta OB, BSard
gllozs 9=wt quindi ams h=30, Flo. 28
A0 =1, avremo: " g

- 7 AB* = r® +h® ~ 2hrcos @.
Percid la pdi ¢ vale:
_ Pp=AB~AC = Vr"-ﬁ-h?-zhrcosm*t—m,
essendo m=AC. Quindi:
: dp hrwsenwt
at 7 4/3® B - 2hrcos Wt

Per trovare la velocitd angolare di AB calcoliamo la

- velocitd areclare di A osservando che questo punto percor-

re il mettore BKA (K intersezione di BO col ocerchio) la
cul aresa vale: :

2

- I N | IR
g = 5 hr seng 5 @ 5 hr senwt 5 wt,
gquindis
ig— ih mcoswt-}iw
at 2% 2 "

&
Ora, ricordando che Q= a—i— vale la velocitd areolare

divisa per il quadrato della distanza di A dal polo, si has
0 48 hrocosg -r? (hrcos p~r?) w

— W = e
at 2BA® 2 (x? + h?® - 2hr cos )

i

34 - Un punto si muove di moto elicoidqle uniforme
con velocitd v su un’elica cilindrica di raggio r e passo
p. frovere 1'accelerazione e il raggio di curvatura dell’e-
dica,
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Le equazioni del moto sarannc:

x = rcos@, ¥ = rsen6, z = he, 6 = a(t)

ora h = EEE (perché quando © sumenta di 2%, z auments del

passo); © = wt+ O, perché il moto & uniforme, Quindi per
le componenﬁai della velocitas

dx D
Ve =gp ¢ CTW sen g, Vv, = rwcosf, v, = huwﬁ-m,
3i ha percid '

P
2. .2 -
v o= WS —
. 4,n2
v
W o= ==
r* 4 "?—E
4n
Ltaccelerazione vale poi:
ay = =wireos 0, ey = -wfreendy a; = 0,
quindis
: vr
&= wr —
p*
2
r? 4 =
4m?

D'alira parte, poiché l'accelerazione & tutta centripeta,
51 ha:

gquindi il raggic dell'slica vale:

_AmirPap®
e dntr

i

35, - Dimostrare che il moto rappresentato dalle e—
quazioni

lxn-é-rsenzm, ¥ = rsen®wi, z = rcoswh,

ha per traiettoria la finestra di Viviani [intersezione

SULLA CINEMATICA DEL PUNTO 43

R - r\E p?
della sfera x*+y*+2* = 2% con il cilindro x* + (V“ E) B -:im]
e calcolarne velocitd e accelerazione.

Quadrando e sommando le eguazioni del moto si ha:
x* 4 y®+2? = r* (gen*utcos® Wi+ sentwt+ cos®ut) =
= r* (sen® wt [cos® Wt + sen®wt] + cos®wt) = .
81 ha pol, sempre dallieguazmione del moto:
bR CI r? r#
2 +( ——~) m — gen® 2wt +— cos® Pwt = —
T2 4 4 4’

guindi il punto si trova sulle sfers o sul c:.}.mdro che de—
terminane la curva 4i Viviani.

Le componenti della velocitd e accelerazione sono:

v, = rweos 2ut, v, = 2rwsenwt cos wt, v, = -wrsen wt
ay ==~2ufrsen2wt, a,=2w’rcos 2wt, a, = -wr cos Wt
Ossias

ay = —{2w)?x, By = 20V, , a, = ~waz.




CAPTTOLO III

Sul moto dei corpi rigidi
8 sui moti relativi

. (1 ~ Un punto di un corpo rotante che diste dell’qs—
se di~rotazione di r=20 em, ha velocitd scalare v di 3
n/sec. Trovare la velocitd v, di un punto distante ry=30 cm.

Poiché le velocitd del punti di un corpo rigide stan-
ne fra loro come le distanze dall'asse (besta a questo sco-

po dividere membro a membro le formule Ve Wry Vi =i di
C-II 24) si ha:

SLA: NI ¢ V. ..
v r? 17 20 “sec 2 sec®
WH ¥

¢

g

e,

precedente, il modulo della velocitd angolare e (supposto
il moto uniforme) il numero dei giri per secondo.

Essendo v=wr si ha:

w e - 3 sec”
B == ———
r 032

Poi, dalla formula (C I-13):

: i .
ricordando T uguale al numero dei giri n per secondo:

W . e
U= on ¥ Tp.oq 8171 al secondo = o 81Tl al mimute,

" de la rotazione andazre da destra verso

\;2/,) - Trovare, per il corpo ruotante dell’esercizio

1
i
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%

-
_ f@ - Un disco di 5 en’ di raggio, ruota uniformemen—
te, nel senso delle freccia (fig. 29), intorno al suo as—
sé normale al piano del disegno, compiendo 90 giri ol mi-
nuto primo. Calcolare in grandezza, direzione e verso il
vetiore w, velocitd angolare, e, pure in grandeszza, dire—
zione e verso, la velocitd di un punto P della periferia
del disco, '

‘ ) 27 90
I1 modulo di @ & 7 - 21n = 27 )
= 3Insec™t = ~0,42 sec™t,
La sua direzione 2 lungo l'asse del
disce, ¢iod normale al pianc del disegnoj
1l sensco & verso il lettore, che cosi ve-

ginistra.
La velocitd di P sard, in modulo,
. cm om
iod 10—, Be 0 &
wr; ciod 9,42x5 nec a7, S0
la proiegzione di P sull'asss, questa velocitd, normale a
PO, & diretta nel verso di rotazions del disco.

Fig. 29

HHE

P
iﬁ:ﬁ;} - Trovare, in grandezza e direzione, la velccitd
2 I’acCelerazione che un punto P della terra, alla latitu-
dirne di 45°; ha per effetto olla rotazione terrestre, sg—
pendo che il raggio R della terra vale 6374 km.
‘ Poiché (C-II 24) w=0,0000729 sec™
e la digtanza r di un punto a latitudine
45° vale (fig. 30)

. 2
r = Reos 45°%= 6374%:,,6374><o,7 = 4461,8 kn,
qu_ind.i

: ‘ ' Km om
Vﬂ0,0000729x4451,8’=0,32 E—;{;:-Bzo o0’ . S

1la direzione della velocitd & poi tangen— Fig. 30

te al parallelo nel punto C considerato,

il verso da ovest ad est. w2
L'acoelsrazione & tutta centripeta e vale el wfx,
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Ern
o) '

‘@) - L’angolo © di rotazione di un corpo con un as—
se fisso varia secondo la legge

8 = Csenpt,

dove C ¢ p sono costanti (*)e Trovare wvelocitd angolare,
velocitd e accelerazione di un punto distente r dall’asse.

Si has
a6
at

La velocitd di un punto P distante r 3all’asse &, in
grandezza, rpCoospt la direzions &, al solito, normale
alla retta PO (0 proiezione di P sull'asse). Per trovare
1l'accelerazions si noti che P percorre una ocirconferensza
di raggio r con velocitd variabile in grandezza e direzio—
ne, Quindi avrd accelerazione tangenziale uguale, in gran—
dezza a -p®rCsen pt, centripeta uguzle a rp* C% cos® pt.

W = = Cp cos pt.

YH®

g/ﬁ - Un motore eleitrico compie 1800 giri per minu-
to, whl’istante t = 0 si toglie la corrente che Jo alimen—
te, sicché dopo 6 sec. si ferma. Supposto che la derivata
della velocita angolare (accelerazione angolare} sic cow
stante, trovare come varia la velocitd angolare, la velo—-
citd e Il’accelerazione di un punto distante » dall’asse
del motore stesso.

Sias -b la derivata di w (b >0 perché il motore va ral-
lentande) sara (%)

W= wy=Dht.

271
Nel nostro caso w, = 800

= 607 sec™! @ poiché
per t=6 il motore & fermo si has

O= 600 ~DbE, b 105,

quindis.
w= 607N ~10%t.

) Un aote df qusste genere si ha per un disco poste ali*estreno dima shar-
ra che compie oscillazioni di torsions. .

{®) Wy ¥ Y2 velocith angolars e alltistante § = 0.
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La veloocith, all'istante 4, di un punbo distante r vale:
' vewr = (60%- 1ORt)rs
le aoccelerazioni tangenziale & centrifuga sono:

a = —-107r, a=wire (60m - 10Wt)2 .

s e

1. - in peso & attaccato all’estremo di una cordae di
digmetro 4 che viene avvolta su un rocchetto il cui diame—
tro vale 2r,. I1 rocchelto ruota con velocitd angolare co-
stante w. Trovaere la velocitd del peso all’istante t tra-
ceurando il picecolo moto laterale delle corda (fig. 31).

La velocitd del peso sard, in
grandezza, quella dell'ultimo avvol-
gimento della corda: uguale a wr se r
& la distanza dellfavvolgimento dal
centro. Ora, r vale r, sommato con il
prodotto fra 4 e il numero di avvol-

: : wd
gimenti all'istante +, ciod o te
Guindi: %

wd
T = Ip +'§;_E- t
2
V @ 0T, + .

SRR

8, - Un’asta rigida & fissata in un punto A e si nuo—
ve perché in una sua scanalatura scorre un chiodo B che,
con moto uniforme di velocitau, percorre Ia rette r di-
stante & da A. Trovare la velocitd angolare dell’asta.

Posto 1'origine del tempo allf®i-
stante in cui B pi trova nella pro-
iezione 0 di 4 su v, si ha OB=ut,

quindis
&
tag@ = 'u—;-, 0= arc‘tag%i—,

@ derivando:
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u
de a
dt - w2t °
1+
dz

Il vettore velocitd angolare & poi normale al piano
di r e dell'asse e nel caso dells fig. 32 & diretto verso
1l'interno del disegno. ‘

Wit

9. - e 2aming rigida (came) ruota uniformemesnte
nel suo piano intorno ad un punto Jisso Q. Un’asta rigida
(punteria) scorre lungo un asse passante Der O appoggioi-
dosi con un estremo al contorno dellq lamina. Determinare
il moto dell’asta (fig. 33). -

Sia p= p(8) 1'equazione, in coordinate polari, del
contorno della lamina gualopra 1%asse polare passi per Q e
sia collegato rigidamente con 1a lemina stessa. Il moto
delltasta & traslatorio, quindi per determinarlo basta co~

noscere il moto di tm smo punto, c¢iod basta
conoscere, ad egemplo, in ogni istante, 1%a-
scissa x del punto di contatto P dell'azta con
la lamina (1'origine dell'ascissa si suppone
n 0 ed orientata da O verso P). Ora =i ha
x=p(9,) dove 6, & l'anomalia di P. Poiché ln
lamina ructa con velocith angolare w risulia
O, = wt (si noti che 11 verso di rotazions
delle lamina si suppone contrario al VEerso
positivo delle coordinate polari). Quindi:

z = plwt).

4d esempio, se la lamina & um cerchio di diametro'D ruO-
tante intorno ad un punto del suo contorno, si ha {Cap.

II, esercizio 30) p = Dlcos 8], onde:

Fig. 33

x = Dicoswt|;
il moto dell'asta pud percid considerarsi armonico.,
Fied

) ?B - Il cilindro di una vite ha raggio =, la sug
Jilettatura & inclinata 41 < rispetto al suoc asse; un DUT~

to delle periferia della vite si muove con velocita v, Tro~

varg le caratteristiche del moto elicoidale della vite,

cioe Ia velocitd di traslazione ve e la welocitd angolare
w di rotazione.
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Vo & la componente di ¥V lungo I'asse della vite, ciod
veosd. 31 ha poli wr uguale alls componente normale al-
l'asse della velocitd v, che & vsena. Quindi:

. veena

= ———Iv‘——v-—§
le direzioni di ¥, e U mono poi quelle dell'asse della vite.
HH#
"””“‘\ .
1 -~ Indicato con O; %1y 315 21 i1 sistema di coor—

‘dinate connesso con.un corpo rigido con un punto flsso in 0,

dimostrore che la componente lungo .1°asse yu della velocita
del punto P, apparienenie all’asse xi e con Xy =h e uguale e
di segno contrario alla componente Iungo.l°asse =, della ve-
locitd del punto P, appartenente.all’asse.y, e con yi = k.
83 ha infatti
B -0. = hi;, Py— 0. = hJ:i,

@ ricordands le formule di Poisson (€ IT-37) ¢ le formule
I-203 )

4Py = I
Ty = °Ji = hWxT,+h = hw- E
as Ja at 1 1*h i1
Py .. a3, - P -
#1; = h==" 3, = hwx J;+i; = ~hw-k
. at ] at 1 Jiel: 1
gquindi:
8B - _ _ 4P &
it Ja "_ it 19

conforme all'eminclato dell'essrcizio,

s

2. - Dimostrare che nel moto rion itraslatorio di un-
eorpo rigido hanno, in un determinato istante, uguale ve—
locitd solo 1 punti di una retia parallela all’asse istan—
taneo elicoidale, e velocitd uguale, in valore assoluto, i
punti di un cilindro circolare con lg stesso asse.

Siano P, @ due punti generlci del corpoj silha (C II-
38) (ora vi & Q in luogo di 0, )"

4% _aq

FrieTe + T (Pm@z);

4. - GRAFF1, Ezareizi.
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affinchd qued duwe pumti abbiano la stessa velocitd deve
essers

Wx (P-Q) = 0,

ed esgendo U # O perché il mote non & di traslazione, il
vettore P-Q dovrd essere parallelo a W, cio® i punti che
hanno uguale velocitd devono trovarsi su unma retta paral-
lela a wy quindi all'asse istantaneo elicoidale. :

Per rispondere al secondo quesito faccismo coincide—
re Q con un punto gualungue 0 gell?asss istantaneo elicoi-
dale. Si ha :

- dP 40 .
'a"t—ﬂ E‘_E‘HJJX(P“O),

40 - .
essenda i parallelo aw. Elevando al quadrato questa
equazione si ottiensg '

(%f-)z - (g—)ﬁ [o5 x (p=0)]2 + 2 %—tq-“w‘x (p-0).

L*ultimo termine di questa eqnazione & mullo, perchs
_— d
W 3 parallelo a E%-; il penultimo vale wW*2® ge r & la Ai-

stanza di P dallfasse elicoidale guindi i punti che han-
no la stessa wveloeits {in modulo? devono avers la stessza
ry clod debbono trovarsi su un eilindre con asge, l'asse
istantaneo elicoidale. :

K

13. - Se itre punti non allineati in un corpo rigido
‘hanno, in un certo istante, uguale velocitd, in quell’i-
stante il corpo passa per uno stato cinetico di traslazione.

Infatti se lo stato cinetico non foase &1l traslazio-
ne, i tre punti 4i vguale velocita dovrebberc essere, per
1l esercizio precedente, allineati contro 1'ipotesi.

KEH

14. - nata 10 velocizy ai due punii A, B di un cor-

ﬁo r%gido, trovare la velocitd di un punto P alliheats con
2 B.

Polche Py A @ B sonmo allineati, sard P-4 parallelo
& B-A ciod:

P-4 =mn(B-a),
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dove m & un numero noto uguale in modulo al rapporto Tra
P4 e BA. Derivando lfequazione ora seritta =1 ha

4P a4, 4B _ dA _ _ yah a3
Gt T3 tUEE TPap - (-mGpw

asg’?
che esprima la velocitd csrcata.

¥

15. - Determinare la condizione necessaria ¢ sufyt-
clente affinché il vettore W che definisce la rofazione di
un corpo abbia direzione costante, pur potendo wariare in
groandessd.

La direziome di w & definita dal vettore unitario
%35 quindi, affinché quella direzione sia fissa, deve cg-
sere '

W
d_.....
W 0
dt
ozgias
l d'_w - .._:'._9.{:‘)_‘6_,’ = 0,

& moltiplicando vettorialmente per w si ha

d.-‘:u* Rl
at xw =0,

Glod, condizlone necessaria affinché W sia fisso & che sia
parallele alla sua derivatz. Questa oond&l_z.._ione ® anchg
W

sufficiente. Infatti se U & parallelo a 5 o pud sori-
vera. d—»
() e
ay T

dove m & un numero, quindi:

1
- (2 5)s
dt \w w dat !
clod gussta derivata, = non fosse nulla, dovrebbe sssers
parallels a w. D'altra parte, essendos
W W

aan g e gmY 1?

W

EjE
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glel

derivando si avrebbe '-3— normale a _E’ quindi quest'nml-

timo wvettore deve esmere nullo,

FHN

16. - Dimostrare che in. un corpo rigido negli istan-

R oA .
ti in cui 5y X W O vi & sempre un punto, e uno solo,

. ! , aw .

di ac;_qlemzwne nulla. Quando invece g Xw=0 (senza che
— W

w0

oy Sieno entrambe nulle) se un punto del corpo ha
accelerazione normale a & (o a %—% se W=0) esiste una
retta del corpo parallela a gquesto vettore i cui punti han-—
no tutti accelerazione nulla

Su_'?posto.w + 0y per le formule 65 di ¢ II-41, abhiag-
mo che i puz:xtl X1y Y1y Z1y in cul l'accelerazions & wulla
devono scddisfare al sistems (ora si & posto 5, parallelo
a W sicchd p=g=0, r=@):
dr dg
wle—!—a—{ Vi mgz % = Ao
(1) _4r

at

' d .
p: +m2y1+a-% By = Ug

da %
at T g I = Vo

Questo sistema in x,,y,, z; & risolvibile in un sole modo

ge il determinante dei coefficienti D & diverso da ZOT0.
"Ora =i ha: ' '

i dr E.g:.

Cdt T at
o | e { G ()
D = e z —_— = g% s i

at U w | TYNT \& }

da _d&p

dt  dt

. Ty ‘ o -

Se & Wx=> + 0 deve essere W40, % +0, o ‘.%%3 _g% non,
ambedue uguali a zero altrimenti sarebbe & parallelo & <&,

0 - I3 . dt'
Quindi & D* 0, il sistema (1)  rigolubile, esiste un pun-
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to e uno sole d4i accelerazione mulla, -
s 75 o B0 G0 T 1o o 80 _dp _
1 Se & WX o =0, ma W#0, W& parallela 831 ©iv -
=3 0. Allora, se l'accelerazione 4i un punto del cor—
po, che mi pud far coincidere con 0, & normale a W, v, &
milla e a;, & ovunque nulla (per la terza di (65) di G II-
41, perché ora p & ¢ © le loro derivate sono mulle) e la
terza 4i (1) & identicamente soddisfatta., Si ha poi che
tutti i punti di coordinate x, e y, f0ddisfacenti a1l si-
stema formato dalle due prime eguazioni di (1), ciod

dr
w? x; TIE T = Ao

dr
“ap Xt T wlyL = W

(sistema sempre risolubile perché il suo determinante va—

2
le w? +(%’5§-) ), hamno accelerazioni nulle., Essi si trova—

no percié sulle retta parallela a 25, clod a W, c¢onforme

— [eXh]
all®erunciato dell'esercizio, Se poi & W=0; ma ey + 0,
‘ S aw ... @p dg _
sqelto c?a z; paralleloc =z ot sl ha P=g= I"_d”t: =i =0,
@ se l'accelerarione di O, & normale & —— l'ultima equa-

db
zicne di (1)_ & ldenticamente soddisfatta e a,, & ovungue
nulla. I valorl di x; e yis che moddisfarie le altre due
eguazioni, determinano la retta parallels a =z, i cul pun—
ti hanno ascelerazioni nulle.

W

_ 1? ~ Comporre quattro stati cinetici di rotazione
definitl del vettori applicati (of, &), (W, B), (-w, ¢),
(-6, D), dove &, B, C, D sono i ver- .
tici di un quadrato di lato 1 e W & O - c
normale al quadrato (fig. 34/,

I due primi gtati dinetiel si com-
pongono (¢ IT=32) in uno stato di ro-
tazlone definito dal vettore applice~
to (2w, M); i due ultimi inh uno stato
cinetico definito dal vettore (-2w, N)
egsendo M- e ¥ i puntimedidi AB e CD, & y B
I due stati cinetici ora cénsidersgti Fig. 34
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si compongeno (C II-33) in uno stato clnetico di trasla-
zione con velocitd uguale a 2@ x (N -1i).

et

18. - Comporre gli stati cinetici de,,finiti dai vet-
tori applicati (o, 4), (“w, B)y, (W, C), (-1, D) essendo Ag
By Gy D, I vertici di un quadrato.

I due primi stati cinetici si compongeno in unc sta-
%o cinetico di traslazione con velocitd o x (B-4), i due
ultimi in uno stato cinetico, pure di traslazione, Wx (D~C);
sicché lo stato cinetice risultante & mullo,

HEHH

19. - Comporre gli stati cineti'ci rotatoris

;f: = al X (P"O;) 3 {;g 2 sz (P"Og) 3
dove, rispetto e una prefissate terna cartesianas
Wy ="'Lg“(3.+r£)n E“z=-°23(-3’+l?)g

mentre le coordinate di 0, e 0, sono rispettivamente (o,
15 1) (0, =1, 1), '

Gli assi istantansi dei duiie mo-

i

1 sono ambedue nel riano yz e sim—

metrici rispetto all'asse z (fig, 35), ,

esal si Incontrano percid sy quel= Gy (i
1% asse, Allora essendo Uy + W, = wk

81 ha (€ II-31) che lo stato cine - on 0

tico risultante ha ber asse iptan—

taneo 1'asse 2 e la sua velocits an- 0
golare ha lo stesso verso di k ¢
vale in modulo w. Fig., 1%

<}

HiEd

20. - Determinare la posizione dell’asse istantanec
dello stato cinetico elicoidale ottenuto componendo lo sta—
to cinetico di traslesione di velociia Vo conm uno stato ei—
netico di rotazione definito dal vettore applicato (e Op }e

Se ' & la componente di Vo normale a G si ha che
ltasse istantaneo elicoidale coincide (O I1-35) con 1tpg~
S@ istantaneo di rotazione del moto risultante fra v}’ e la
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rotazione definita da W, 0. Questo asse passa (C I1-34)
per un pumbic Oy tale ches )

T o= Wx (0 =0) = {0y ~0;) x5,
e poiché =i pud scvegliere 0; in modo che 0,0, sia peIrpaen~
dicolare =  si ha, per 1%es. 16 del Cap. I:
‘ W - W %V

Oy =0y =
1 2 wz ma

e questa squasione determina 0, e percib 1T agse istanta-
neo elicoldale. Cio® 0y & sulla perpendicclare pex Oz a U}
e Voy & destra di W rispetto ad un osservatore con i pie-

.V
Gi in O, e disposto come W'; infine 0, dista da 0, di wu‘;-o
3

21. - m treno si muove, su un binario rettilinec,
con velccita di T2 km all’ora. Una persona sul treno si
muove parallelamente al binaric con la velocita di un me-
tro/sec. Frovare Ila velocitd dells persona rispetio al suolo.

Si har : '
n=lges ot Ryt TSgn ses T 20 pegy

quindi-, per 1l teorema della composiszione della veloclis
m
(€ ITT-44), v= 2% Tas"

e

22, - Ia persona considerata n\ell’e.sergr_izici; preci-

te si muove con la stesse velocitd, ma in diregione nor-
ggﬁe al treno. Trovare il wvalore della velocitd della per-
sona rispetto al suolo.

Ora ¥y © W% hannoy in module, lo gtesso valore
1‘esercizi%) pre;sdent.a, me sono ortogonali, percid devone
comporgl vettorialmente. S1 ha cosis

. n
ve Yoi+evi= Yao0+1 = 20,025 — -

e

3. - Ia corrente di un Jiume, o sponde rettilinee,
ha uegocit& U's Una barce ettraverse il fiume partende da
un punto A della riva e muovendosi, rispetto alla corren~
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Gapitola 1]
te, con velocitd costante 4 normale aila = p B
corrente stessa. Se i1 fiume & Iargo 1, ’
determinare le distansza del punto B di TE—>
approdo, dal punto A' opposto ad A sul— s
1%altra riva del fiume (fig. 36). /:\’m
La barca si muove (0 ITI-44) con ve— 7 il

locita:

- e Fig. 36

v=u +uy,

ciod percorrs una retta AD incliz_zé.'ba. rispetto alle sponde
del fiume di un angole @ tale che tagq = 1—%— Guindie

)
t = = lu'! )
A'B loota =

HHH

24 ~ Nel caso dell’esercizio precedente si domanda
quale direzione deve avere la barca (che si muove ancora
con velocitd in modulo uguale g u) affinché raggiunga i1
punto A' opposto ad A (fig. 37). ‘

Il vettore W+W! velocitd delle bar— ———4—
ca rispetto ad un osservators terrestre <
deve essere parallelo a AA'. Allore U do- B
vrh essers inclinato rispetto a questa ret— “
ta di un angolo B tale che: ‘

ul
senf = oo _ | Fig. 37

HNH

25. - tma persona si muove con velocitd U sotto lg
pioggia inclinata di o (nel piano verticale in cul cammi-
na Ia persona) rispetto all’orizzontale. Qual’® 1°incling~
&ione ottima per I“ombrello delly persona (fig. 38).

‘ L'ombrello deve avere la direzione dal-
La velocita d.e_g.bla pioggia riapetio alln par—
‘aonaj ora, e v & la velociti della rioggia
rispetto al suolo, la velocitd di traseine—
mento della pioggia rispetto al suolo & i,
quindi v, (velpci;té della pioggia rispetio
alla persona) vale:

e v -
Vy = V=1,

Ora, detto’ @l 1'inclinazione di ¥y rispetto al suolo,

. Come nelllesercizio precedente per il teo—

‘punte si muove Iungo il piemo 4l
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a 1fangole fra @ a ¥y si ha, bexr 31 teorema dei semi ap-
plicato al triangolo fommato da Yy Vi & —ut
Y _ pena'

E'EY send
cgaalas:

v
Yu* +vZi+ 2uvcosa

v .
gen @' = send — = gen
Vi '
e a' & 1'inclinazliane cercata.

e

28. - Una stella s emetie un raggle Iluminose, che
Jorma un angolo a con I’orbita della terra. Dimostrare che
kn osservetore sulla terra, peregffetto del suo moto di ri—
voluzione, vede la stella formare un argolo a' diverso de
a con 1’orbita terrestré e determinare 1°angolo f=oa-a
(fenomeno dell’aberrazione astronomi cal.

L'ozservatore terrestre (fig. 39) »i-
cave 11 raggio lumlnose nella direzione del— =
la velocita della luce rispetto alla terza.

rama del seni si ha:

senf = sen{a-a') = sena %,

N A

dove o & la velooita della luce. , Fig. 28.

HEH

27, - m punto P si rnuove, per effetto del suo peso
(Fig. 40) su un pianc di inclinazione a, partende dall’e-
stremo A fguindi con moto naturalmente accelerato, con ac—.
celerazione gesena), menire il plano s muove, In direzio—
ne orizzontals, con velocitd costan-— L
te W Irovare, in un istonte gene—
oo, veloeitd e acceleruzione re- ‘
lative all’osservatore (0) rispet-
to a cui el muove L] plano ¢ seri—
vere le equasioni de? moto di P,

. Rispstto ad un osservatore (0, )
collegato ool plano inclinato, il .

moto naturalmente accelerato oon
velocitd v = gsen at, asceleraznio~
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ne a, = gsend. La velocitd 4i trascinamento & sempre U,
mentre 1'accelerazione di trascinamentoc & nulla. Guindi,
¥ =i obtiene sommando vettorialmente ¥ e T, mentre, per
il teorema &i Coriolis (€ III-46), tenendo conto che 1'ac—
celerazione 3. & nulla perchs non vi & rotazions e che non
vi & accelerazione di ‘trascinamento, 1'accelerazions ri-
spetto all'csservators (0) vale ancors ggena, In partico-
lare per 11 modnulo della velocitd si ha:

v = 4% sen? at? + ut + 2g send cos out,

Per gerivere il moto df P si ponga un sishema hxy
con O1xy oriszzontale e coincidente con OB (essendo B 1Tal-
tro esiremo del piano, C la proiszione orizzontale 4di 4)

e 0131 con CA. Allord se b & uguale ad AD, AP=s= -12— g sen at®:

x = -;— g send cos at?,
Posto un sistema 4i assi Oxy con liorigine 0 nella
_posizione che aveva C all'istante iniziale, con Ox opdige
zontale & Oy verticale, =i ha che le coordinate ay, b di O,

sono ui e O; inoltre i dug sistemi sono sempre paralleli,
quindi (¢ II-22)s

1
¥y o= I:L--Eg:aen2 at®,

14 ' s
X = ut+ 5 geendacos at?,

1 2 g 4®
> ynhzgsenatn

Kt

28. - fAisolvere il problema dell’esercizio preceden-—
te supponendo perd che il pianc si muova, partendo dalla
quiete, in direaione orizazontale con accelerazione b e 11
moto del punto rispetto ol pieno sia come nell’esercizio

suddetio.
Le welocltd e accelerasioni rispetto alliosservatore
(01} sonc le stesse dell!esercizio pregedente, le velomi-
%% e le accelerazioni di trascinamento sono diredte anco-—-
re in dlrezione orizmzontale ma valgo-

1 no rispebtlivamente bt e b. Quindl col
deorema (1 composizione delle veloci-
A p t& & col deorema di Coriolis si cal-

colano rigpetiivamente velocitd e ago-
celeragions rigpetto all'omservatore
figmo (fig. 41).

Postl gli assi Oxy e Oyx,7; co—
me nell’essrcizio precedente, sicoo-
Fig, & me il punto 0, i mwove rispetto ad
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0 di mote accelerato, la sua ascissa vale Etz s mmEnbre
la sua ortinata & nulla, Si ha perbtanto:

¥ = %“ﬁ’* +-32~g-senacos b

¥ o= h-% g sen? at?,
v

29. - Un punto P si muove, su un piano, di moto ¢ire
colare uniforme, in semso antiorario, con velocitd cy, sul
cerchio di centro 0, e raggio v. 11 piano su cui si trova
il cerchio si muove, a sua wvolta, rispetio all’osservato-
re (0) con velocitd U costante e parallela al piano stes—
50. Trovare la velocitd del punito P quando esso 81 #rouva
negli estremi B e B; del diametro normale a w ¢ 1’accele—
razione dello stesso punto quando si trove in Ae Ay iIn-
terseziont del cerchio con il diametro parallelo ad @, Si
trovi poi I’equazione del moto di P (Fig. 42).

8i consideri un osservatore (0 ) 1 %
collegato col piano in cui si trova 8
il cerchio; per esso, nel puntc Bis
Tiy valey in modulo, ¢ ed 3 paralle—

le e dello stesso verso ad W, in B &
parallela, ma di versc opposto. Quin— )
41 per il teorema di composizione A O Ay o=y
delle velocitd la velocita rispetio
ad {0) di P & parallela a ¥ e vale
e+uy in By, c-u in B, '

circolare uniforme ciod, in moditlo, -cf_,::- In & 2 in &, 2 pa—
rallela & @ con lo stesso verso in &, verso opposto in A,.
Essendo a, = ag =0, l'accelerazione ai P si riduce, in A e
Ly¢ 2 quella canbripeta ora indicata.

Posto pol un sisteme di assi Oixmyy con Oyxy & Oy
coincidenti rispetiivamente won O dy e 0B, le proienioni

A S . 8y
Lfaccelerazione a2, rispetto ad
(0] ® quella centripeta del moto Fig. 42 .,

44 P osu questi assi si muoveranno con moto armonice di pul-

o 4o s
sazlon <+ amplezza 1, quindis
G
SRy om raos\g‘s.«k\f)

o= rsen(%b&«‘y)
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Ora, se 1°origine del sistema degli assi si pone nal
punto O dove si trova 0, per t=0, le coordinate 2y, b di
Ci, sono ut e 0, gquindis '

. , (G
x = ut+rcos(—£t +'Y)

y= rsen(-%t ""Y)
e

30. - Un punto P si muove con velocttd o sull’orlo
di un disco, il quale, a suo volta, &i muove, rispetto ad
un osservatore (0), con moto di traslazione di accelerg-
gione costante k, paraliela al plano. del disco. Trovare
1’accelerazione di P rispetto ad (0) net punti Ay Ay del
diamelro parallelo a 'k (fig. 43). :

Applichiame i1 teorema di Corioliss
A= i+ e+ Ay
) A Ay

sard d, =0 perché il disco si sposta
con mobo di traslazione; &, varrd poi k.
8i ha pei &, uguale allfaccolera~

zione oentgipeta del punto e vale; in I3
e o — .
modulo, 7 Ora in A, le due accelera-

zioni &y e @, hanno la stessa direzio-
ne e lo stesao verso quindi si sommano, iIn 4, harno 1la
stessa direzions o verso contrarioy quindi si seotiraggono.
Pgrcib 1.2 accelerazloni in 4 o Ay, valgone, in grandesza,
G

= tk, -9~r—~k ed hanno direziome, in ogni. caso, perallela

—

a ks

Fig. 43

HEW

. 31. - Un punto P &l muove di moto armonico con pud-
-sazione Q lungo un diametro di un disco di rugglc © che,
G sua volte, ruota uniformemente ( rispetio ad un osserpa=
tore (0)) intorno al suo asse ecom wvelocitd angolare w.
Trovare velociid e accelerazione, rispetfo .a (O), del pun-
to By quando si trove su un estremo 4 del diametro pereore
So dal punto. Scrivere poi l’equazione del moto P rispei-
to all’osservatore {0).

Nel punto A (fig, 44) st ha ¥, =0 fpe{rché il moto ar—
monico sl trova nel punto di massima elongazions) quindi
V 8l piduce a ¥, velocltd di irascinamento di P in 4, oge

8. =0 perché tale & Vi3 Z; uguale al-

SUL MOTO BEI .GORP1 RIGIDI £ SUI MOTI RELATIV! &1

sia velocitd di un moto ciredlare com
valocitd angolare w. Dungues

Vﬂvtmr,

¢ ¥ @& diretta perpendicolarmente al
dimmetro BA.,
Quanto all'accelerazione, =i ha

1'accelerazione del moto armonico di-
stante » dalllorigine & percid diretta
verso il centro con modulo uguale a (Fr;
l?accelerazione di trascihamento a. si
riduce all®accelerazione centripeta pa-
rallela, nello steaso verso di a; e u~
guale a wirs quindis

B = (w+Q*)r,

ed B diretta come 1'accelerazione con-

tripeta. )
Per ricavare le sguazioni del mo-
to di P rispetto all'csservatore (0) si Fig. 45

Ponga un migtema 4l asel xy con ordgi-

ne nel centro 0; del ddsco o tale che per t=0 11 diametro
BA coincida con 1l'asse x. Se 6 & l'apgolo fra BA e x si ha
© = wt, @ alloray coms appare dalla fig. 45 (oppure con 1le
11 dai ¢ IV-63): |

% = 0yPcos @, y = 0P sen 03
mag; essendo 1l moto armonico:
0;P = roos (Rb+7v),
x = rcos (Qt+v) cos wh, ¥ = rooa (Qt+y) sen w,

che sone ls equazioni cercate,

#3%

32._-— Un punto P sl muove di moto armonico con pul-
sazione @, amplezza C, su una corda distante 4 dal ceniro
di un disco cﬁe ruota con velocita angolare w rispetto al—
I’osservatore (0). Trovare la velocitd e accelerazione del
punto P, rispetto ad (0), quando passa per il punto di mes—
20 A della corda muovendosi con sensoconcorde a quello di
rotazione del disco (fig., 46).

In questo caso V, diretta secondo la corda vale, in
modulo; la massime velocitd del moto, cied QC. La velooi-




62 Capitoio i1t

ta di trascinamento ¥, vale w per la di- '
stanza d di A dal centro ed ® diretta lun-
go la corda nello stesso verse di Ky ‘
quindi: ‘

v o= wd+ QC,

© v & diretta secondo la corda con verso
concorde alla rotazione del disco, -

81 ha poi F; =0, poiché lo sposta—
mente i P nel punto & & rispetto al di-
8c0, nullo, 8¢ 8l riduce all'accelorazige Flg. 48
ne centripeta uguale a w?d: &, vale, in
modulo, 2wQC (poiché W e ¥, mono ortogonali) hs direzio-
ne normale a UJ”I()q_uindi giace nel pilanc del disco) ed EXET
sicché la direzione &1 =, coincide vercid com quells del-
la retta OA. Infine, i1 zuc verso va da A verso 0, ciod
concerde con g,, Quindis : :

a = (.Uz d -+ 2{4}90 g
ed & & diretta come 1° ascelerazione centripeta;
greven

33. - Un punto P si muove sull’orlo di un disco di

raggio r con velocitd angolare Q rispetto al suc centro.

I1 disco ruote rispetio ad un osservatore (0) intormo e
Suo asse ¢ nello stesso pverse con velocitd angolare costan—
te w. Provare la velocitd e accelernzione rispetio ad (0)
del punto P in una sua posizione genericq.
Poichs ,
vy o= erg Ve = WOT,

¢ ambedue queate velocitd sono tangenti al disco, per 11
teorema della composizione delle velocita, si has

va (Q+wr;

¥V ha direzione tangente in P allvoxrle del disco. )

Le accelerazioni & o @, saranno mmbedne centripete s
uguali rispettivemente in modulo a Qfr o Wr, quella ai
Coriolisn 2uxv, & anch'emsa centripeta e vale in modulo
2wlr, gquindis

g = Pri+wirs 20Qr = (9+ w)Er

ed ha la direzicne delltaccelerazione centripeta.

4 opportuno omservare che al rizultatl ora ottenuti
81 pud giungere pin rapidamente col metode dells conposi-
zione degli stati cinetiei,
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La velocita di P ai pud infatti ottengre componendo 1
dus stati cinetici di ugual asse di rotazione con veloci—
%8 engolare W e Qy quindi (€ IT-31) v= (0 + wr con dire-
ziane tangente al cerchic. L!'accelerazione sars la deriva—

ta dl questa velocith, ciod I1¢accelerazione centripseta di

modulo (w+Q)?r, conforme alle equazioni soprascritte.

HHH

34, - Vell’esercizlo precedente i1 disco ruota con
velocitd angolare variabile. Trovare Ja velocitd e 1’acoo-
lerazione del punto P.

La velocitd 2 come nell'esercizic precedente (w+Q)zrs
quanto all?accelerazione, essa vale gquella centripeta tro-
vata nell’esercizio precedente ¢ uguale a (W+Q)2 1 a oui
bisogna agglungere 1'accelsrazione tangenziale di P ugua-
le a @'z,

W

35. - m puntc P si muove con velocitd di modulc co-
stante v lungo i1 meridiano di una sfera di raggic r che
ructa con velocitd angolare costente w intorno ol suo as—
se DA, Trovare velocitd e accelerazione di P in un punto
di laetitudine ¢ (fig. 47). :

La velocitda 4l trascinamento di P vale w per la di-~
stanza di P dall'asse ciod wrcosg ed & diretta secondo il
parallelo, ¥ sard il risultante fra que- .
sta velocltd e F., guindi per il modu- A |
le di v 81 ha ,_C.’I"ré’\h\{

=

v s Yvirwin? cos?g,

Per il caslcolo dell®accelerazione
osserviamo che & vale 1?accelerazione
centripeta del moto di P sulla sfers u-—
gual;.a, poiché P percorre un meridianc,
a XI”—: e diretta come POs a, & llacce~ Fig. 47
lerazions di P qualara pareorra con velocitd angolare w un
cerchic &1 raggico rcos 0, varrd (_uir cos g e sara d.:ire‘t.:‘ta. da
P verso il centzo € del. cerchicy a. = 20T, varrd,; in mo-
dulo, 2wv. seny, sark diretta normelmente alla :ﬁ‘igur_a o
erientata verac la figure stessa. Quinds il modulo &1 a2
vale

4
Vp .
am %‘*ra Gos® @ + — 2vfw® sen ¢ cos @ + 4w vE sen® 0,
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- 36. ~ Tenendo conito dells rotozione della terra,
trovare la velocitd angolare assoluta (pix precisamente rie
spetto al sistema terrestre-stellare indicato in C JI=1, che
non partecipa al moto di rotezione della terra) di un mo-

tore che, posto.in una localitd di JIati tudine cp(cp + 0}, -

ruota intorno ad un asse tangente al meridiano con velogi~

td angolare Q costante in modulo e orientate verso i1 nord.
Coms si & ‘omservato in C ITI-45, per .
risolvere 1'esercizio. ‘bisogna compoarre Oz
due stati cinetici: il primo Sdella ter—-
ra intorno alliasge terrestre) Adefinite
dal vettore W, O (0 centro della terra, i
sua veloocits angolawe), 1%altro definite
dal vettore Q, Oy (0; & un punto dell?as~
ze del mo‘mreﬁw Y due assi isbantanei ai
rotazione si incontrano (fig. 48) in un
punto 0, dell'asse terrestre distante dal
¢entro della terra di Msei s 88 R & il
ragglo terrestre. Pereid lo stato cineti- Fig. 18
¢o rlsultante & di robazions intorno a un 9-
asse istantaneo passante per O, con wvelocitd angolare e
‘guale a Wi+ ¥, ciod la velocitd angolare w' risuliante Var

le in modulo YW+ Q% +2wQcos 9 & forma con 1%asse berpe
stre un angolo a tale che: ‘ :

senq - Q

seng Yuw? + Q% + 200c0s g

I

37, - nirerito 11 moto delle Iuna al sistema terre-

stre stellare (0) fcon origine nel ceniro O della terru),
sta w 11 vettore velocitd angolare costante con cul 1l cen-—
tro della Iung_percorre la sua truiettoria {supposta cir-
colare) e sia Q Ia velocitd angolare della rotazione del~

la Iuna intorno al suo- asse. Determinare la velocitd di un .

punto P della luna rispeito ad un osservatore (0,) che rup
ta con wvelocitd angolare @ intorno ad un asge passante pepr

0, ciog -un osservatore che dalla terra segue il moto del-
la Ilune sulla sua orbiia. o

La velocitd v (P) dal punto P. generico della luna yi-
- 8petio al sistema terrestre stellare (0) wvale (0" oentro
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della luna)
7(p) = %%—+§x(13—0') = Gx{0-0)+Tx (P-01).

La velocith ¥, che » la velacitd rispetio ad (0) dei pun~
ti delle luna rigidamente collegata con (0,), vale

| Ve = Wx (P-0),
quindi la velecitd ¥, 4i P rispetto a (0,) vale
Vi =V-T, 2 W% (0'-0) + Wx (P-0") ~Tx (P-0) = (T-T) x (P-00.

Ora, se fosse U=0 ai avrebbe =empre V=0, la luna sa-
retibe ferma rispetioc a (0,_) ciod volterebbe sempre 1s stes-
sz faccia rispetic alla terra, In altre parele solo una
metd della faccia della luna sarebbe visibile. In w»ealil
si ha sole Q=w, ciod la velocith angolare di rotazione
della luna interno al suo asse & uguale, in modulo, alla
velocita 4i rotaszione alla terra; ma poichéd 1'asse di ro-—
tazione della luna non 2 esattamente normale all'orbita
terrestre (forma con guesta normale, ciod con W, un ango-
lo di 6°,44') i punti della luna sono dotati 4i un pricco-
1o moto rispetto a (0,) sicché (anche perché Yorbita del—
le. luna non & esattamente circolare) la parts visibile del-
la luna & un po! pidl della sua meth,

e

38. - beterminare Ia velocizd di un punto generico
P deli’elica di un aeeroplang e quale ruote intorno al suo
asse con velocitd angolare Q. I punii dell ‘aeroplano &3

JEiobono sempre in piani orizzonitali, il centro O dell’e—

lice percorre con velocitd W, costante in modulo, un cer
chio di centro C e raggio R, l’csse dell’elica o sempre
tangente a gquesto cerchio. ‘

La veloeitd ¥V, di un punto P dell'elica rispetto a un
ossgrvatore cellegato con 1'asreo vale

—r —tn
Vi o= £ x (E’* O')n
Per caleolare 1a veleoeita dai frascinamnento “fr: osserviamo

‘che se l'elica fosse rigidemente collegeta con lfaereo si
&

o,
mucverebbes di moto retatorie con velooith angolare 7 o
torno ad un asse verticale passante per 0, ciod il vetto-
re velocitd angolare di guesto moto sarebbe %T{", dove It &

5. - GRAFF!, Esercizi.




66 ‘ : Capitolo 111

un vettore unitario verticale orientato in modo che un os~-
servatore disposto secondo esso vede 1*aerso andare dalla

sua destra alla sua sinistra. 5i ha cosl; per la velocita
¥ ai Pi e ‘ '

T =W (p-0") +P§I€x (P~0) = .(?54%?:’) x (P=0') +1

b
Dungue il moto dell’elica vale la velocith del . suo

cenire sommata con la velocitd dovuta alla rotazione in-

torne all'aereo e alla rotazione dell®asreo mtesmo.
St

39. - Serivere l’equagione del moto del centro del-
Ia Iune rispetto al gistema solare, supponendo, per sem—

plicitd, le orbite della Iuna e della terra circolori e
complanari.

Siano R e r rispebiivamente i1 raggio dell'orbita del~
la terra e della luna, w e Q le velocitd angolari del cen-—
tro della terra rigspeito al sole e del ceniro della luna
rispetto allz terra o meglio rispefto al sistema terrestre—
stellare. Come 2 noto, il periodo di rotazione della ter—
ra vale un anno il pepriodo di rotazione della luna intor—
no al sishemsa terrestre—stellare vale 27,3 giorni. Allora
il moto della luna rispetio al slstema terrestre-stellare
01%: 71 sard un moto wircolare con valodith angolare §
percld (€ I~13) x, e y, saramo moti armonici di pulsazio-

ne Q e sfasati di ;g- ossls

Xy = rcoos {Qt+a)
51 = rsen (Qt+a).

. L'origine 0, del sistema terrestre
Stellare (che essando orientato come
le stelle fisse & sempre parallelo al
sistema solare) percorre, con veloci-
ta angolare w, il cerchio di ragzie R.
51 ha percid per le coardinate &y b
del predetto punto, le equazioni

a = Roos (ws+a)
" b = Roos (wt+a).

81 ricavanc cosl (G TII-42) 1la Beguenti equazioni per i1
moto della luma: '
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X = a+x; = Roos (Wi B) +reos (Qt+a)
Y= b+y, = Reen (wt+{)+ reen (Qt+a)s

come vedremo pill innanei gquesta curva & un' epicicloide.

i

é@o- - deporre n moti armonici di uguale ampiezga N
ognuno sfasato rispetto al precedente della quantita co—
stante v.

I moti o1 possono rappresemtare (€ I-10) mediante 1
numori complessi e, ce'V... ¢o'™ VY, 11 nmoto risultante
aard ancora un moto armonico rappresentato da un  numero
complessos '

4= ctoel’ +Beziy e Bai["'”‘{ = c(.] +eiY 4 a2y va. B[n»‘l)in,
cssiay ricordanmdo la formula per la somma dei bermini ai
wna progressione geometricas .
einy -
d =0

e‘iy,_.!

Ti module 41 questo rmeroc complesso sard 1'ampiezza D del
moto risultante

fel™ — 1 cosny+1genny=~1
D= EGE H b ]
' fe'¥ -1} oEY +1seny -1
: ny
ol /e0stny + 1~2 cos ny+ serny G,g /2~ 2 cos ny mcsen"z“
- cos?y+ 1~ 2co8y + sen? y 2~ 2cos Y sen—%'—-

*ie
41. - Interpretare, col mefodo della composizions
del movimentl, il moto rettilinec di eguazione
%= ut+lovswt~C¢

di cui 31 é calcolato, all’es. 9 del capitolo precedente,
velocttd ¢ accelerazione.

Posto
xy (1) = ut =0, Ka(i‘-) = (nogwt
i1l nostro moto si otiiens companendo un +

mpte undforme con un moto armonicoy clod Fig. 50
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rud ottenersi facendo oscillare un punto P su una retta e
spostande pei rigidamente la rotta lungo se stesss con M-

to uniforme, Il diagramma oraric del moto & quello della
fig. 50. ‘

e

42 —- Interpretare i1 moto reitilineo rappresentato
dall’equazione

x = , cos (we+y,) + Cp cos (2wt +vy,)

Si tratta di comporre dus moti armonici i1 seconds di
bulsazione doppia del primo. Cid pud ottenersi Tacendo o~
scillare 1l punto su unz reita con pulsazione w e facendo
poi oscillare la retta Su se¢ stessa con moto armonico di
Pulsazione 2w.

i

43;. - Una rette parallela all’asse x i sposta con
velocitd costante u barallela all‘asse y, inizialmente

coincide con l"asse/\x. Un punto P si muove sulla retta in

modo che I’angolo PSM siq sempre retto essendo S un punto
dell’asse x di ascissa &y, M Jaintersezione della retta con
1’esse y. Trovare Ja troiettoria di p (fig. 52/,

La y i P vale OM che si muo-

ve di moto uniforme com 1a valoci- ;} 5y P
ta u, mentre, per 4 =0, & y=0; : -
quindi: , P

¥ = ut, _ o N -
Per trovare la x di Psi osservi che
se 3y & la proiezicne d4i S, per pro- Hg. ,51

prietd del triangolo rettangolo MSP si ha
SJ_SZ - U.a t2
1, a8

SLP =
quindisz

Dercid sasendo _
yz . ua .b.?.’

81 ha
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¥ = a(x-a),

ciok la traiettori_a. & una parabola di asse x passante per
il punto 8 di asciess a.




CAPITOLO V

Esercizi sulia composizions delle forze,
sulle proprieta dei sistemi di forze,
sui bariceniri

1) - Trovare 1*equilibrante ¥ di due forse ¥y, ¥, u-
guall in modulo, applicate nello stesso punto A, che for—
mano fra loro un angolo a {fig. 88).

) Come & noto (§ I-8) 1'equilibrante & u-

na forza uguzle e contraria alla risultanie.
HBazgendo le forue applicate nello stesso pun-—
%0, la riguliante si ottlene applicando in
tale punto la lore somma vettoriale., La ¥
sard ovviamente diretta come la biseitrics
dalle due forze, verso 1'esterno dell!ango-—
lo a {minore di m) formato da Fy; & Fg. In
modulo, per ltesercizio 4 dal cap. I, la for-
za eguilibrante vale:

a
(1) ’ Pw 2l cos -é .

Se a= 120%, come si 2 visto nelllesercizio cltato,
F= . Clod tre forze, uguali in module, che formano -fra
loro un angolo di 120°, sonc in equilibrie.-

e
(2\* ~ Decomporre una forza ¥ agpplicata in un punio A,
in due/“f

orze Iy, Fp applicate in A e aventi diresionti che
Jormano con ¥ angoli dati a e @ minori di m.
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La costruzione grafica di “_E‘hl a "E""z
& ben nota (fiz. 89). Per la soluzione
analitica del problema, bagia ogservare
che la somma dei vettori ¥, e F,, deve
valers ¥, percid si possono applicare
le formule dell'esercizio 14 del cap. I.

Guindi, con ovvi camblamenti ai
simboli: ‘ .

(2) = sen f sen

sen(o’.+[3)l§ #ml.
Se a=03, allora:
send o r
Ben g d 2cosa ?

conforme, del resto, alla (1) delli esercizio precedente,

T

3. - Date 1a direzione di due Sorze ¥, e Fe fappii~
cate nello stesso punio) e della loro risultante ¥ deter—
minare la intensitd di ¥ e F, nota ¥,.

Il problema si riconduce subito all'esercizio prece-
dente osservande che ¥y & la risultante di F o - %, .

Feohde

11 (ﬁ;‘f - Due forze applicate acllo stesso punto, con u—
gual direzione e verso opposto, hanno risultante uguale o
I kg: le stesse forze poste ad angolo retto, hannc risul-
tonte di 5 kg. Determinare I®intensitd delle due forze.

Detti x e y i moduli delle due forze (x>y) si hat
-y = 1
; Xz + yg = ‘a.'j.n
Questo sletema si risclve subito ool metade di sostituzio~
ng, 31 ha infatti:
x = y+1
2y + 2y ~24 = O3

l'unica soluzione positiva di quesia equazione & y =3, quin=-

di x=4; le due forze hanne intensitd rispettivamente u-
guale a 3 kg e 4 kg.
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I

{\5\"1 - Provare lao risultante ¥ di tre forae ¥y, To, fu,
di ugnale intensitd, applicate nel veriice V di una pirg—
mide regelare a base iriangolare gqualora sia & Ifengolo
fra uno spigolo della piramide e la sua altezza {(fig. 90).

Per risolvere il problema si potreb— -
be sommare vettorialmente le forze. B pe-
rd pil rapido procedere nel seguente modo.
Si decomponga la forza ¥y in due 4, By -
unz secondo l'altezza VH, l'altra nel pia—
no parallelo alla base della piramide e
passanie per V {meglio sull!intersezicne
Ira guesto planc e guello passante per VH
e F,)3 analogamente si procede per F, e

s Le Torze ¥y, v, Iy, sono tre forze
complanari, uwguali in modulo, che formanc
fra loro un angolo d4i 120° quindi (eser~
cizio 1} si annuilano. Le altre uguali in Fig. 80
intensitd a Py cos & sl sommane algebrica— ’
mente, La risultante vale percid 3F, cosa ed & diretia lun—
go VH da V verso H. . ‘

#H

0 -

{\1@,‘2 - In un punto A sono applicate due forze ¥y e T,
di uguale intensitd, che giacciono in un piano orizsonia-
le e formano fra loro__un angolo rettc. Determinere 1°in-
tensitd di una forza Fs applicata
ancora in A con direzione incling-
ta di 45° rispetto alla vertica—-
le e glacente nel plano verticale
che bisseca ¥y e Fg, in modo che
la risultante fra Fy, ¥, e ¥, sia
verticele {fig. 81/,

La risultante F' fra T, & T,
vale, in intensiti, per la formu-
la del primo esercizio, 2F; cos 45° = y
= F, ¥2 ed ha direzione orizzonta- Fig. 91
le @ nello stesso - piano di TEer

Per trovare Iy e la risultante F occorrerd, per 1fe-
sercirio 3, decomporre F' lunge le direzioni di F, -¥z.
Per le formnle del secondo esercizlo si avrd, essendo ora
(1.?90", !3=45o‘,; .

sen 45° sen 90¢ -
F = F' e e 2 S e @ T e e r °
son (904259 Vs Bs = (G059~ o
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et

1. - Le forze ., ¥,, Fny applicate in uno stese
S
50 punto A formano?fm lore gli angoli a @iz s sse Gpg

(am I*angolo Jra P, e ¥ aes 17%an l%’
. " \ angolo fra e T S
Trovare 1%intensitd dell;,rigzltanteo s r s €cC j.

Bssendo

-@B“ ‘F‘]*"%"g noo-i‘ﬂnw
Elevando al gquadrato: '
(4) T ow PR R Bt 2R Bt R Ty e 2T o FLL L. e
w FE4FF. .. Fo421, F; €08 Ay +2F, Fp COS Gugews 2F.Fcosn,. ... =

n
= ?r,sFr Ty 008 Qpg)

intendende il coseno di

in Grsy quando r=s, uguale all'uni~

Ovviamente questa formula vale per la somma 4i gua~
lungue sistema di vettori,

¥

8. - pata nel pieno x, y, una jforza rappresentata

.dal vetiore ¥, di componenti K, ¥ sugli assi {cozzponenti

uguali a Fcosa, Fsenda, sea & 1’angolo che Io F  forma
con I’asse x, si ricordl 1'esercizio B del primo capitolo)
e il suo momento statico N rispetto all’origine, determi-
nare la linea di azione delle forza.

Se * o y sono le coordinate di un punto generico del-
la linea d'azione (S I-~25):

{5} . N =xY¥-yX

& l'equazions della retta in disscorso. Si
pud anche procedere nel seguente medo di
carattere geometrico. Poiché (8§ I-~16, si
sceglie il segno positive quando N & po-

sltivo, il segne negativo nel caso contra—
Tio)s Fig, 82

d==%

e

.
2

lz linea d'azicne (fig. 92) sard une delle rette paralle-
la‘a F e distants 4 dall'origine e precisamente quella su
cul si deve porre la ¥ in modo da vederla, da 0, andare da
destra verso sinistra, ss N & positivo, da sinistra verso
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destra nel caso contrario. Le due reitte Iin discorse =i
traceiano facilmente osservando che esse sono le tangenti
para.llele & T di un cerchio 4i centro 0 ¢ raggio d.

' -x-**

g\’ - Dzmostmre che sein un sistema di feorge il mo-
mento Pisultante & nullo in due punti O e 0'y, il risultan—
te & parallelo alla retta 00'.

Infatti se O @ %' sono i momenti dalle forze rlspe'b—
toa 0 e 0' e B & il risultante si ha (5 I-14):

(6) : W o= T+Ex (00-0)3,

ma §' e @ sono nulli, 1'ultimo termine del secondo membro
di {6) & nmullo, quindi emsendo O'~0 ¢ 0, K & parallelo &
o' -0, o

%%%

.....

D Dimostrare che se il momento risultante di un
Sastema dz Sorze @ nullo in tre punti non allineati & nul-
lo i1 risultante. Se pol le forze sono parallele e il mo-
mento & nullo in due punti, che non sono su una retta pa-
ro:llela alle forze, il risultante & pure nullo.

Enfatt:., ge il momento » mullo nei tre pu_n“un. non al--
lineati 0, O' e (' deve essere, per 1ltesercizico. precedeon—
te, il r:.sul"ba.n‘ta H parallelo con‘bemporameamente a 00" e
00" i1 che & poseibile molo se ERS uguele a zero, Se poi
le forze sono parellele, R dovrebbe avere la loro direszio-
ne ed essere ancora paralleleo alla conglungente del due
punti in ocul il momento rilasultante & nullo. Anche in gue-
sto caso deve essere percid =0,

Questi teoremi sone molto utili qua.ndo 81 vuole svi-
tare il ocalcolo del risul‘tanbe.

41
di n forae non cambiq cambicndo if verso .di m Jorze del

sistema, ¢ in equilibrio il sistema di queste m forze e
guello delle n-m rimanenti.

.-mé%‘

Siano H;, O rispettivamente il risultante e il mo—
mento risultante delle m forze considerafe nell'enunciatd
dell’esercizio, Rp, We il risultante e il momento risulian-
te delle rimanenti. Dalle condizioni di equllibric per un

- Iszostrar*e ‘che se l’equilzbmo d?, un sisteng
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sistema di forze (8 I-22) =i ha: ‘
Hy+F; =0 0, | ‘_-ﬁ.t“‘_ﬁz“‘op 'f!—1+_§2—0, ~Gy+ 2 = O,

da ocudi, sommando e sottraendo le due prime equazioni e le
due ultime, si has ' ‘

B=0, Bo=0, We=o, T =o,

8 old dimostra 1‘eq,uilibr10 dal ais.’hemi delle m forze e
delle n-m rimanenti.

44 _
) @ Dimostrare che se n j‘orze Sormano un sistema
in eg bric, n—1 di esse for'mno un sistema con invg=

-riante nu,.Zlo,

Le n-'i fo:cze 2010 eq_u:u.va.lent:. ad una forza sola e
percid (S II—31) il loro inveriamte 3 nullo.

-)C-'}Hi

; {[ ~ Date tre for*ze F,,, Fz, T, applzcate rispetii~
vamenté nei vertici Ay B, C; di un tmangolo € rappresen-~
tate rispettivamente dai uettom B-A, C-B, A-C, dimostro—
re che esse egquivalgono ad una coppza che gz,ace nel piano
delle forae e di momento uguale, in modulo, el doppio del-

1’area del triangolo. Fissare anche, nel caso della Jig. 83,
il verso del momento,

T3 risultante d4i queste tre forze
% mullo, quindi (S II-31) le forze equi~
valgono ad una coppla di momento ugua~
le a gquello delle forze rispeito ad un
punto gualungque (S II-26-28) che pos-
siamo identificare con B, perci® il mo-
mento della coppla & quello di Fy ri-~
gpetto a B. Esso & normale al piano del
triangolo e nel caso della figura & di-

Fig. 93

retto verso il lettore, sicché la coppia glace nel pianc
duwl wriangolo ed % lovogira (1),

Il suo medulo, omsia nel nostre caso il momento sta-
tico, vale Fyd (4 distanza 4i B da AC) uguale a AC per &
clod appunto al dopplo dellfarea del triangolo.

(%) Ciod tende a far g%rare un corpo a cul ¥ applicata in senso contrario al-
le lancette dellforologic.
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fa A o

\i% - Generalizzare il risultalo . Aa Fs Ag
delle¥ereizio precedente ciog dimosgira—
_re che un sigtema di forze complanari
F]_ = AQ“A]_; Fg = Aa—'Aaana Fn = Al"A-n
applicate rispettivamente in Aiy hey oee
Lns egquivale ad ung coppia di momento
normale a quello delle forze e in modu-
1o uguale al doppio dell’area del polim-

gono bibg .. A, supposto convesso (fig. Fig. 04
94 a :

Supponiamo, pexr fissare le idee, che le forze sia-
no sei. Il sistema, avendo risultate nullo, equivale ad
una coppia, come nell'esercizio precedsnte, con momento
uguale a gquelle delle forze rigpetic 24 4., clod alla som-—
ma dei momenti di ¥, ¥j, Ta, Ts. Siccome questi momenti
sono tutti normali al piano e dello stesso verso, ¢ i lo-
ro moduli wvalgono, rispetiivamente, 1l doppio delle aree
dei triangoll A A As; A AzR., A]_.A..;Asg Al-&SABy resta pro—
vato che il momento della coppia & normale al piano, di-
retto verso l'ossexvatore, e wvale, inh modulo, la somms di

quelle aree, oclo2 11 doppile dell'area del poligone
Ayhphab Ashgs

o, R

{{‘E % B L . . .

\f/ﬁ. ~ Due coppie sono nelic stesso pianc enello stese
go véFrgo (per figsare le idee, desirogirel e formate da
Forze di intensitd ¥, e F, braccio 4, e d,. Trovere {1
braccio di uno coppia le cui forze hanno intensitd F e che
Jaccia equilibrio alle due coppie.

Le due coppie essendo complanari squivalgone (S IT-
28Y 2d una coppia di momento statico uguzle zlla somma dei
loro momenti clo& Fyd; + Fyd,. La coppia che fa eguililtrie
Fd; +Fd,

sarid dungue sinisirogira e avri braccic d = F

3

16. - Comporre una forza '—F'applica_m in un punto A
con una coppia ad essa complanare di momento statico W pow

sitivo.
Siccome N & positivo la coppia potrad venire rappre-
sentata come in fig. 95 mediante due forze F e -F e brac—

ciod:%o
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Se si applica la forza -~F in A4 compo-
nendo la forza con la coppia rimare wna so-
la forza rappresentata da un vettore ugua-
le a T con linea d° azione una retta distan—

N .
te d = 7 da A e in modo che dai suoi pun—

ti di applicazicre che indicheremo ‘generi~
camente con B 8i vede la forza ?‘", applica—
ta in 4, andare da sinistra verso destra. Fig. 95
Cid perché il momento di ¥ applicato in A 19

deve avere s¢gno ¢ontrario & quello della coppic onde &
due momenti si compensino,

et

it - Dato un sistema di- forze in un piano Ty, ¥z,
«oo Fn applicate rispettivamente nei punti Ay, Apy ces Ansg
determinare, supposto Fy+TFa+ ... F, % 0, la Iinea d’azio-
ne della risultante, ossia l’asse centrale del sistema.

Le forze sono eguivalenti ad una sola, la cui linea
di azione 2 1'asse centrale del sistema ed & rappresenta—

~ta dal vettore R = Tﬁ +_f‘; . 33;.

Poiché il momento statico di duesta forsza rispetto ad

un punto 0 & noto in guanto vale lz somma dei momenti sta~
tici delle singole forze (momenii facilmente calcolabili
perché sono note le forze & 1l loro linee d'azione) il pro—
tlema & ricondetto alla determinazmione della linea a'azio-
ne di una forza, noto 11 suo momento =statico, questione
gis risolta nell'esercizic 3. .
: Determiniamo ora 1l'seguazione analitice dell'asse cen—
trale., Siano x e y le cooxdinate di un suo punto P, xi, ¥,
Xgy Yz see Xny ¥n le coordinate di Ay, Ay ... Any Xy Yoy Xay
Y3 cos Kny Tpy le componenti delle Fl,%z, - % .

Poiché la somma del momenti statici delle forze ri-

spetto a P deve essere nullo perché tale & il momenito del-
la risultante, si ha (*):

n n
%sxs(ys._y) _'zisYs (Xs_x) = 0,
osglaz 7
in n n
}Es (XsYs - sts) = Y§5Ks -xESYSB
& questa & 1l'equazione csrcata.
(1] Questa formula B in sostanza la terza delle (26) di (S. 1-25) solo che o~

ra 11 aomento non @ riferito ali'origine, va al punto di coordinate x, y, sicché
in luoge di x5 & ys st deve sceivers xg-%, ys— Y.
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Liasse centrale si pud determinare graficamente col
poligono funicolare (S II-46).

Ei ]

18. - Determinare col primc metodo dell’esercizio
precedente, la risultente di unsistema di forze, disposte
come in Fig. 98, lungo i lati di un esagono regelare.. .

Il risultante R delle forze vale

due volte Ags- 4, clot, se F & l'intensi-
ta delle forze, -4Fcos 30°. Per trovare
il momento risultante rispette ad 0 =i
noti che, indicato con 4 1a distanzs del
lato dell'esagone da O {(d uguale =
1 eos 30°; 1, lato dsll!esagono), ia som-—
ma dei momenti statici, rispetto ad 0O,
delle forze Fp, Py, Fyy Fy del sistema
(tutte di ugnale intensitd F) vale —4Fd, -
mentre il momento delle altrs due forze Fig. 96
& +2Fd, sicché il momento totale & -2Fd. , :
La linea d'azione della risuliante ha percld una distanza
4' da O di 3.%% parallela a Ay~ A; e dalla pazrte opposta
rispetto ad 0, in modo che il momento della risultante ri~
spetto ad 0 risulti negativo. Ricordande il wvaleore 4i R
51 has: :

o oPd 2Floos 30 1
4Fcos 30°  4Fcos 30° 2

ciod la linea d'azione della risultante & Ag—As. La ri-
sultante vale percid una forza applicata in A. e uguale a
due volie As "‘.Asa ‘

e
. 198. - Quatiro forze i, Fay Fuo
¥,y sono disposte, come in fig. 97,
dungo i lati di un gquadriiaetero ABCD.
Dimostrare che -melle Jforae egui-
vglgono ad una - sola la cul Iinea
d’azione passa per la congiungenie i

punti di meazo H e K delle diagonalil
AC e BD.

*. 8i potrebbero applicare 1 teore-~
ni generali sull'eguivalenza dei'sim
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stemi di __f;o;'zelh ma & pit facile procedere cosi, La risul-
tents di ¥y e ¥, passa per il punto H, cosi la risultante
di Fux & ¥y, sicché 1o gquattro forze sguivalgono ad uns so-
la che‘_‘pub essere applicata in Hj ih modo analogo compo-
nendo F; con F; poi ¥, con TE: si trova la risultante &

. 1‘"
le quattro forze passante rer XK. Quindi la s i v

: 1 5 . ua 1 fa~
zione sard la retta HY. mes &la

o

20. - Determinare due Jorze F, e F ; i
[4r 27 1 e Fu equivalent
u_n’umca Jorza ¥ applicata nel punto 4, Sapendg che T, le aci
Jormano fra Ioro un angolo ala<mn) e che i punti d’appli-
cazione di quelle forze gonc rispettivamente Avy b
Poiché ¥y, ¥,, ~F formano un si-
stema di forze in equilibrio, le lo— . N
ro linee d'azione sono complanari (S - @\
;:24) ciod 834, e la lines d'azione di. / A N
¥ glacciono nelle stesso piano. &8i ;"
consideri ora (fig., 98) l'arco di cer— = |
chio passante per A, e 4, e capace y A P
dellfangolo a, sia O il punto d'in~ \ =
sontro (4i ewl supporreme 1'ssisten— Fa
za) fra q?esto arco e la lines di &~
zione di F. Poiché 4,0 e 4,0 formano
un angolo uguals ad o egse saranno le Fig. 98
illnee delle forze ¥ e T, che petran- >
ne vttenersi in inbensitd decomponendo (es. 2) la T {sup-
posta applicata in 0) lungo A0 e BO. '

W

oy

Qﬁif’ ~ Determinare lo posizione dell’asse centrale di
un sistema di forze nello spazio con risultante uguale a
R, momenio risultante, rispetto al punto Q; nguale o G,

‘Sia 0, il p%n,to dell'asse centrale tale che 00; pim-
sulti normale a R. Allora dette (; e T, le componenti di

tH

Q.parallela e normale ad Ry polché il momento delle forze
rispetto ad 0, vale %), si ha (S I~14):

Ty = §+§x-{01+ 0) = O, + T + B x (0,~0)
oS3l

-?52 = _ﬁ'x (0" 01);-

@ poiché H 2 normale a 0~0y per l'es. 16 del cap. I &i ha:

B, = GRAFFY, Esmrolzi.
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_beaz _ —f{)(_gs

01—0“ Ra - R2

questa formula determina 0, e percid l'asse cenbrale che &
parallelo a K. ‘

Al lettore non sfuggird 1'identitd fra questo proce—
dimento e guello useato nell'esercizio 20 del cap., III per
la ricerca dell'asss istantaneo elicoidale nel moto di un
corpo rigido {cfr. anche 5§ II-48).

HHF
L ‘
2&! - Determinare 1’invariante I 2
e I’a8ge centrale del gistema di due

forze ¥y = P31, ¥, = ¥p3, la prima ap-

plicata. neli’crigine, 1%altre in un o
punto A dell’ssse 2 distante d dall’o- A e
rigine. :

rispetto ad QO va.le__‘_(si tenga presente
¢che il momento di F; rispetfo ad O &
millo e che A=0 = dk): Fig. 09

T

Il momento risultante del sistema /i—’
4
X

LI}

Fpx{0-4) = -4F, I x K = ~dFi.

Quindi:

]

I -nR»"ﬁ = (Fl-hj-.“i' Fg-:jr) “ﬁ = ""'dFl Fg s

Inoltre il punto 0, dell®asse centrals, in base all'e—
sercizio precedente, & dato dalla formula:

(Fl"{‘l" Fg_j.)x(‘"sz_{) - sza -
2 + FP FE+FE

01"0 =

L'asse centrale, parallelo ad K, incontra 1l'asse z
nella sua parte positiva ad una distanza dall’origines

aps
FReRE’
s

g ’ .
@3) - Trovare sotto quali condigioni due sistemi di
/ A . ' .
Jorze Fispettivamente con risultante R e R, momenio risul-
tante @ e W' (rispetto al medesimo punto O) hanno Io stes-
so asse centrale.

Deve essere K parallelo ad R' e
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ExY BT
RE Riz

_*Supgmosti Re® N W e ¢ con la stessa origine si ha
che & e Q' devono essere complanari con Re X', dalla stes—
Ba payle rispetto ad R o da parte opposta a seconds che
H ed B' hanno lo stesso verso ¢ verso oppesto. Inoltre se
tea' sono gli angblli fra K e &, RB' e Q' deve essere:

Qsena  Qfsenaf

& R'

dove, ovviamente, a e a' sopo gli angoli che formano N e

G E e T,

Ei

24 . -~ Dimostrare che un sistema di Foraze & egquivgm
lente a due forae (una applicata in un dato punto A, I14al-
tra giacente in un dato piano ® esterno ad 1/, oppure ad
une Sorza e a una coppia (la prima applicata in Ly Ia se-
conde giacente in /).

Il sistema, preso come centro 4i riduzions il punto
4, equivale ad una forzg T applicata in A e ad una coppia
che, se 1l suo momento @ & normale a (m), si pud porre nsl
plano ® gtesso e 1l provlema & risolto.

Se il momento U non ¥ normals a T si ponga la coppia
in un piano 7, passante per A, Se poi r & 1'interssmione
fra i due plani W, 7, la coppis =i pud rappresentare me—
diante due Porze, ura ¥, con T per linssa d'azione, lialtra
~F, applicata in Aj basterk, a qussito scopo, che 1'inten~
s8itd 41 queste forze valga @ diviwsa per la distanza 4 di
A da r e che la forza gia oriéntata in medo _che il momen--
to della coppia valga (). Componends F con —i; ambedue ap-
plicate in A il sistema =i riduce ad una Torza in &y B
1'z2itra sul piano =,

Ik

——,

@) -~ Determinare la risultante & il centro di tre
Jorae parallele rispettivamente di intensitd 3, 4, 5 kys
fa prima e I*ultima applicata nei punti estremi della ret-
ta AB, Iu seconda nel suo punto medio M (fig. 100).

_ La risultante fra la prima e la seconda vale 8§ kg ed
& applicata in un punto N tzle che:
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AN 5
ﬁ = "3" A MCHN 8
da cui componendo: / 3k 4Ky
AN 5 >k
: 4B -8 by

ciod AN = 5/8 AB.

Allora la risultante fra le due
forze applicate in 4 e N vale 12 kg 12 kg
ed & applicata nel punto C che & il :
cantro delle tre forze determinato

dalla relazione ‘ Fig. 100
B e _ 8 |
ossia componendo:
| uc'_ 8
ME 12 _
- £ .,2—,( n.!*_l‘i)ﬂé(é_l)' - AB
MC = TUN = 5 \AN-57) = 3\g~3) A = 7
o BB AB T
AC = 4 =12 A8

e in questo modo resta determinato il centro C.

Questo punto gl determina pid rapidaménte con la con-
siderazione del momento delle forze che posgono semprs sup-
porsi normali ad AB percné il centro & indipendente dalla
direzione delle stesse forze (§ IT-36). Per 1'equivalenza,
il momento statico della risultante (che ha intensiti
3+4+5 = 12 kg) rispetto ad A vale il momento dells altre
forze rispetto allo stesso punto, clod:

12-AC = 5AB+4+—§“ ]
AC = -:{—- AB.
12 .
K
@ = Trovare la risultante ed i1 centro di ire for—

ze parullele, due cospiraenti e ugualli a 4 e 7 kg e appli—
cate agli estremi A e B del segmento AB, Ig terza uguale
a 8 kg in verso opposto alle alire due e applicata in un
punto D.di AB tale che AD = 1/3 AB.

+to H di AB tale che:
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La risultante di queste forze avrd un'intensitd
T+4~8 =3 kg e i1 su6 centro si pud calcolare determi-

nando il momento :c-n.spe‘b’bo ad A come nelli'essrcizio prece-
dente, Si has

JAC = TAB MZ%AB

e il centro C & percid alla destra i A dlstz:mte 13/9 dai
4B, |

Do

‘312?}; ~ Trovare lo risultante di tre foraze parallele
cospirenti di intensitd 1, 82, 3 kg applicate rispettive-
mente ai vertici &, B, C, di un triengolo (fig. 101)

La risultante fra le prime dus
forze vale 3 kg ed & applicata nel pun-—

[

AH . _AB
BH =2 ogsial BH = —3—'

La I':Lsul'ta.ntel fra questa forza e
la rimanente wvarrd 6 kg e sard appli-
cata nel punto di mezzo M di CH. Fig, 101

. HH

(8 —~ Decomporre une forsa Fdi 5 kg, applicata in
Ay m e forge parallele applzcate nei puntz Ay e Ay gl-
.Zzneatz, con A e tali che Ajh= 4, Ab, = 6 (Ffig. 102/,

Si ha infatti (8 II-39), dette

¥, e F, le due forze: M 2 *222
F
6. /,
F1~10.5-31{g | . =
. F, = -—-—4 « 5 = 2kg,

10 Fig. 102
33

Zg\ ~ Dato un sistema di n masse concentrate nei pun-—
ti Py vale la relaziones

(11) )x:sms(Ps-G} =
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se G & il loro baricentro. Dimostrare che questa relazione
& vaiida solo per il bariceniro cioé ponendo in luogo di G
un altro punto Gy % G Ia (11) non risulta soddisfatia.

Infatti, se fosge:
%s@s(ré'”Gi) =0,
gottranendo dalla (11) si avrebbe:
| Eame(G-0) =u(E-0) = 0,

ciod O coinciderebbe con G, contro 1ltipotesi. La (11) &
percid proprietd caratteristica del baricemiro e vale ov-
viaménte anche se le masse sono distribuite suvolumi, 1i-
nee e superfici, sicché alla sommatoria si debba sostitul-
re un integrale.

¥ Wi

A

(@;} - Dimostrare, velendosi delia (11) dell’eserci-
zio précedente, che se lu superficie plena ¢' e la prole~

zione ortogonale di un’altre superficie pilana o i1 bari=-

centro di o' & la proiezione del bariceniro di ¢ (fig. 103).

Il bai-icentro Gdigse @ & un
suc. punto generico soddisfs la rela-
zione (*)s

(12) j(Q-—G)do‘: 0.

. H ot
Ora se Q' e ' sone le .proiezlio- / /
ni di § 8 ¢ sul pilanc di o' e '@ 1'an- :
golo fraz i due piani di o e O' il vet— ;
tore (@-—G)do ha per componente sul Fig. 103
M . 1]
piano dig! (Q'~@do = (@ ~GY) cgga; percid considerando la

proiezigne sul pianc ¢ del vettore & primo membre di {12} si has

- |
'E'Jé‘&“ﬁw ~¢')dat = 0
u.i

ciod (' & il baricentro di of.

(@ -6 ac = 0

et

(*) Tone & noto (S. 11-42-43) quande st parla di baricentro di volue, linea
u superficie si suppene la densith costante che si pud porre uguale ad uno esson-
do In guesto caso i1 baricentre indipendenir dal valore della densifi.
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K¥HH

31. - Due superfici ¢ e o' si troveno su piani pa=-
ralleli e la seconda si ottiene dalla prima per proiezio-
ne da un punto V. Dimostrare che il baricentro G'di o' si
ottiene pure per proiezione dal baricentro G di. a.

Infatti ge G & 1l baricentro -

'di o 8 @ un punic generico di que- H
sta superficie si ha (fig. 10431: jf’
: J,’f:’ .

f(@—a.) dg=0 /i
° ! /’,ff t

Siano ora Q' la la proiezione di § Pl ] ¢

su o e & gquella di G, d¢' la pro-
iezicne di dog, Poiché le superfici
Ce o' sono simili sl avrd, se A B
11l rapporte di similitudines.

P'-G' = A(P-aG),

guindis-

f(é'—e')da' = ?c”f(l’-—G) ag = 0,

do' = Adaq,

¥

e cid comprova che G' & il baricen~
tro di o', ) Fig. 104

ek

3@ -~ Dimostrare che il baricentro di tre mass¢ u~
guali~Poste nel vertici del triangolo ABC si irovano al
punto d’incontro delle mediane del triangolo ().

I1 baricentro delle due maesse poste in A e B (fig. 105)
sards il punto di mezzo M di questo segmento, sioché il cen-—
tro delle tre masse sard sulla retta CM mediana rispetto

{*) 81 ricordi che i1 baricenire di un sistema di masse & {1 centro dei loro
pesi, cosicché par i1 calcolo del baricentro si pud procedere come par la compe-
sizione di un sistema di forze parallels s proporzionale alle masse. Le forze pos-
sono avere qualsiasi direzione; se le masse sono su una retta converrd supporre
le forze normali alla retta stessa. In particolare, quanda si parlera di monento
di uha massa si intenderd momento di una forza di intensith proporzionale o anche
ugiale, numericamenie, alla massa stessa. .
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ad AB. In mede analogo =i dimostra che
il baricentro si trova sulle altre due
mediane del triangolo, =sicché il hari-
centro delie tre masse & nel punto in
cul si inconbtranc le mediane.

Resta in. tal modo dimostrate il
teorema di geometria elementare per cul

Fig. 105 le mediane 4i un triengolo si incontra-

19- no tutte tre nello stesse punto.  Inol-~
tre, essgendo G il centro di due masse una posta in M e
1'altra in C la prima doppia della seconda siha GM=GC/2=
= MC/3, GC = 2/3 CM, ciod si ritrova un altro teorema di
geometria elementare per cui le mediane =i incontrano in
un punto distante dal vertice 4i due terzi della loro lun-
gherza,

HUHK

@ - Dimogtrare che il baricentro della superficie
di un triaengolo € nel punto d*incontro delle mediane.

A& guesto risultato si giunge con un
raglonamento che si espons, in sostanza,
nella fisica elementars, Medisnte rette
parallele alla base AB (Fig. 106) si di-
vide 11 triangole in striscie di spesso-
re infinitesimo. Il baricentre di ogni
striscia & nel suo punto di mezzo e tut-

Fia. 106 ti questi punti sono allineati sulla me-

9- diana CM relativa al lato AB (*) quindi

il baricentro di tutte queste striscie oio2 quello del

triangolo & sulla mediana CM, In modo analogo si prova che

il baricentro % sulle altre due mediante, gquindi il ba~
ricentro del triangole & nel loro punte d'incontro.

R

(3_@). ~ Dimostrare che i1 baricentro di tre masse i~
tiformi poste nei vertici di un triangolo e proporzionali
ai lati opposti si trova nel centro del cerchioc inscrite
10 al triangolo.

() tna striscia di spessore infinitesine si pud assimilare ad un segnento
che indicherems con DE e sia F i1 suo punto di mezzo. Siccome i triangoli CDE g
CAB sono simili sard LDE = 0AB, poi CA:CD=4B:DE = Al:DF quindi anche CDF,
AMC, sano simili, percid DBCF = ACH ed F & sulla mediana Afh.
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Sia ABC il triangolo (fig. 107), A
1l punto D centro delle magse in B e C
deve essere tale che:

i BD:DC = AB: AC

&, per un teorema di geometbiria elementa
reé, AD & la bisettrice dell'angolo 4, g
quindi il ceniro delle tre masse & sule

ia AD. In modo anaiogo si dimoastra che Fig. 107

il baricenire si trova sulle altre due bisettrici del trian~
golo. Esso sard dungue nel loro incrocio che & proprioc il
centro del cerchio inscritto al triangolo.

D . G

HH

*«3;@) - Trovare 11 baricentro del perimetro di un
triangolo. .

Sia ABC (fig., 108) il triangolo, il A
baricentro de2 tre lati ¥ rispettivamente
nei loro punti di mezzo D, B, P, Il bari-
centro dsl perimedro del triangole dato & 0
dunque guello 4i tre masse poste rispetti-
vamente nei vertici del triangolo DEF e ri-
spettivamente proporzionale ai labi AB, AC,
BC, o che & lo stesso EF, DF, DE (®). @uin- B I
di, per l'esercizio precedente, il baricen— Fio. 108
tro del perimetro del triangolo sard nel 19+
centro del cerchio inscritto in DEF, oiod& nel centro del
cerchio insecritto al btriangolo con vertici i punti 4i mez—
zo deil lati relativi al triangolo dato.

Hikde

@-- Dimostirare che il baricentro di quattro masse
uguali poste nei vertici VABC.diuna piramide a base trian—
golare (fig. 108) si trove sul segmento che unisce il ver—
tice col baricentro di una faccia opposta, ad una distan—
aa dol vertice uguale ai tre quarti di gquesto segmento.

It baricentro delle %re masse posté in Ly B, C mard
(es. 32) nel baricentro G' del triangolo ABG. T1 baricer-
tro delle quattro masse sard quello di unamassa in A s 4l
un'alira tripla in G', cic® sard un punto G di AG tale che:

(*) tnfetii €F = AB/2, DE =BC/2, DF = AC/2.
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VG

oer =2
e componendos

VG 3

va! 4

conforme all'emunciato dell'esercizid.
Ovviamente il baricentre delle quat-
$ro masse gi troverd sul segmenti che
congiungono gli altri tre vertici del—
la piramide coi baricentri delle fac-
ce opposte. Resta cosl provaio ancl}e .
il teorema per cui i segmentl Ch: uni-- fig. 108
- i vertici di una piramide trian- o

Zggg;elcoi paricentri delle facce opposte 8i 11:109ntrano
tutti nello stesso punto ad una dis?a.nza dai vertici ugua~-
le ail tre guarti dai segmenti stessi.

it

?\ - Trovare il baricentrodi una piramide iriango-
lare VABC (fig. 110/,

Mediante un sistema di plani pa.ralle_li ‘a.'..Lla ‘pase gi
divida la piramide in prismi 4i a.l‘cezz.'a_:Lnfn.m_"ne:aa.ma° O~
gruno di questi ha il baricentro lungo la retta VG, che
congiunge il vertice V col baricentro C}l
della base opposta {!) percid il bari-
cenbro della piramide sard su V0.

Dividendo ora la piremide in prisml
con piani paralleli a un'altra faccim si
ha subito che il baricentro si trova al-
1lincrocio delle rette che unisconce un
vertice col baricentro della faccia op—
‘posta, ciocd (vedi esercizio preceq.e_nte).
nel punto G che dista da un vertice di i
tre quarti del segmento che unisce lo :
stesso vertice col baricentro della base. - Fig. 110

(*) Infatti un generica df questi prisai si pubd assimilare al suo triangelo
di base ¢he & profezions da V del triangolo ABC. Per llesercizio 31 i1 baripen—
tro.del prisma si otterrd proigitande G, ciod, sard sulle retta VG, come si 2
affernato nel testo.
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LY.
"**\K;%j%}»— Trovare il baricentro di una piramide guaiyn-
que (fig. 111).

Drecomposta la base in triangoli, la pi~
ramide si pud considerare come una somma di
plramidi trisngolari i cui baricentri giac~—
ciono su un piane distante dal vertice di un
segmento uguale ai 3/4 dell'altezza della
piremide data. D'altra parte dividendo 1la
piramide mediante piani paralleli allas bame
e distanti fra loro di una/quantitd infini-
tesima, 2i trova, ragionsndc come nell'sser—
c¢izic precedente, chz il baricentwo glace
sultla retta V&, che unisce il vertice ol
baricentro della base. Quindi, in generale, .
il baricentro G della pifanide i trova & tre quarti del
segmento che UNisce 1l sug vertisd ool baridentye  de1ie
bage. ' ' ' T

Lo stesso risultato vale per il como che 31 pud con~
siderare come limite d4i piramidi.

HedeH

: ]

3@ ~ Determinare il baricentro divune cosiddetta
sezlone”a T formata do due rettangoli ABCD e BFEK, dispo-
sti come in fig. 118, cioé con il lato XE su DO in  modo
tale che sia DKX=EC, AB=a, BC=b, BK=c, KE=d.

Il baricentre § dells figura si oi—
tiene osservando che eossa pud scompor- H F
#i nei rettangoli ABCD e BFHK, i cui \
baricentri G; e , sono sullfincrocio \
delle diagonali dei rettangoli, gquindi \
G sard sulla retta (,C, & GoincideEra /

& T

B

con il centro di due masse ab e cd po- ,./ \\

ste in questi dus punti. Allora, ilndi- / 6y
catoc con & la distenza di ¢ dal punto o - ——
¥, il momento delle due masse rispetto T ]

a M (*) deve sssere uguale o quello del-  ghes o 0h e b
- la massa risultante ab+ cd posta in G H

sicché si ha (ricordando MG, = %, MG, = Fig. 112

a
= b+2).,

{*) Come si & gid- gsservato ngll'esercizio 32 questononents equivale a quel-
la della forza upuale numericamente alla massa e dj retta normaloente alla retta
BBz in cud sb trovano le masse.
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(ab+c0d) ® = ab -g—-z- cd (b +%)
da oui: o

& = - (ab"‘ +2bod + caZ)
2 ab+cd :

Hdeth

@) -~ Determinare il bariceniro dell’area S compre-
sa fra—due cerchi c e o', rispettivamente di centro 0 e O
(00! =4d) e di raggic © e z,y 11 secondo interno al primo
(rig. 113). SR

Per simmetria il haricentro & sulla
retta 00'., Per trovare la sua posizions si
pud seguire il cogiddebto procedimento per _
differenza che consisie nel riguardare lla— -
rea 3 come differenza fra l'area dei due.
cerchi. Infatti il baricentrc del cerchio
maggiore & 1l cenire delle due masse una
uguale a B e posta nel suo baricembtro, 1'al—
tra vguale a nr'? e posta in 0'. Sicché il
baricentro di 8 & guello di due masse -mr'?, Nr® poste ri-
spettivamente in 0' o 0 o, e si wvuole, il centrp di dus
forze parallele, di verso opposto, applicate in 0'e 0 e

~wguall a —-w®r'?, wr®, Allera, se G & il baricemiro di 8, si
ha uguagliando i momenti rigpetio ad O

w(x* =) 06 = —nr'2d,

quindi:
r'23q
2 —pl2 '

QG = -

KR

41 - Determinore il bariceniro di
un trapezio di basi by e by alfezze h
(Fig. 114).

Sia ABCD il trapezio, b; & by le due
bagi (by>by), H la distanze fra i pun-
t1 medi M; e M; delle basi -stesse. Il
baricentro del trapezioc saxrd il centro
di due masse di segnc opposito poste nei
punti G; e G, baricentri dei triangoli
ABK, DCK ¢ proporzicnali alle loro aree,
sgsendo K il punto di incrocio dei lati Fig. M4
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cbligui del trapezio. Il baricentro sard sulls retta G,G,
che coincode con M;M,. Allors uguagliando i momenti del
trapezio e dei triangoli rispetto al puntc G, osservanio
che le aree dei triangoli sono proporzionalil ai quadrati
dells loro basi b, ¢ b, sicché 1'area del trapezio & pro-
porzionale a bf -bf, si ha: ‘ ‘ )
ZbiC. Gy

GG, = ‘
Y pE -

Mas .
G1Ge = MoGp — MGy = My M + MGy —1, Gy =
KM, ~ KM E 2
= H+(——2—m-—l~) w Hosowm S,
3 3 3

Inoltre dalla similitudine dei triangoli AKB, DKG:

KM, _ ba
KMz by’
e scomponendo_: ‘
Ml . .bJ,- ) blH
LT & ey KM, = “
H b]_ - -bg ? l bl b bz
Guindis '
G.M, = KM, b H

3 3{ba-ne)

b aE 2 BEH 4 bl bib, - 2bF
3bi=Db: 3 bE-DbE 3 b2

1 by = 1,) (by+ 21,) H e L byt2h
'3(b1'—b2)(b1+b2) 3 by 4Dy .

M]_G'-’"L‘ILGJ_ - G_‘LG =

Questa formula dz‘aj la posizione del “baricentfo. 8% ha poi:

MG = Hot 22 t2Be g 2hit
3 (by + ) 3(be+be)

feld

i

[+

e percid:
MG byt 2b,

G 2Dy by

HHH

42 - Dz:mostmr;e che il bariceniro di un guadrango—
1o convesso si trova congiungendo il punto d’incontro del-
le diogonali con i1 punto di mezzo del segmento che unisce
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i punti medi delle diagonali stesse e pr‘olb_mgand.o guesto
segmento di un terzo delia sua lungheszza {(fig. 115).

T1 baricentro del quadrangelo ABCL & il bariceutzo
dells due masse proporszionali alle aree dei triangoli ABD
e BCD e applicate nei lore baricentri. Ora detto 011l punto
di incontro dells diagonali, ls aree di questl due trlan-—
goll di ugual base BD sono propor-
zionali alle lorc aliezmme che, alla
t1oro volta, sono preporzionali alls
rette QA=a; O00=q.

" Per guanto si & visto nell’eser-
cizio 32 una massa proporzicnale al—
ilarea di un triangeleo e posta nel
guo haricentro & equivalente a tre
masse ad essa proporzicnali e poste
nei verticis quindi il baricewiro del
Fig. 115 guadrilaterc & il baricentro 4i tre
= masse proporziomall ad a e posde in
A4, B, D s altre btre proporsionali a o, & poate in B, 0, D,
psaia il bavicentro di quattro masse, due proporzionall ad
a+c, & poste in B ¢ I, due proporzionali ad a ¢ ¢ e posis
rispettivamente in A o C. :

Le due prime equivalgono ad uns massa sola proporzio-
nale a 2(a+o) e posta nel punte di mezzo B di BD, o che &
lo stesso, a due masse proporzionali a a+ o, poste rispet-
tivemente in 0 @ P sssendo OF = BEP. lLe altre dus masse ¢~
quivalgono ad una sola, proporzicnale anch'essas & &+,
postha nel punto 0, tale che 40::0;C = cra; ossia 40,:0,C =
= C0:04A, da cui componendo sl hae subitos AOD; = GO & il
punto medio B; fra 00; & percid il punto msdio d4i AC.

Tn definitiva il bharicentire del guadrangolec & il ha-
ricentro 4l tre masse uguall posite ai wvertlcl del trian-~
golo 00,9, ciod il baricentro Al quesic triangolo. Guesto
sl trovera sulla sua mediana 05 che passa per il punto di
mezzc M 4L §B; {(che & la retta che congiungs i puntl medi
dei dus lati del triangolo} ad una digtanza 4da O ugusls 2

2/3 08 = 4/3 OM = OM+ 1/3 OM, ciod 41
8 baricentro si trova nellas posizione

R indicats nell'enunciato delltesercil-
N zio.
Bl N\ O\, Tl baricentre di un gquadrangole mi
A B2 _>c  pud anche costruire nel seguente mo—
B\ do (fig. 116).
Y I baricenfri Gy & G, di ABC & ADC
sono a 2/3 rispeitivaments dei ssg-
Fig. 18 menti B e DH sicché 1a GG, & paral-

ESERGIZE SULLA COMPOSIZIONE DELLE ?owzs,-... ! 127

lela alla base BD del triangolo BDH che 2 similea G,EG,.
I1 baricentro del quadrangolo & dungue il centro di due
masse poste in G; e &, e rispettivemente proporzionali al-
le aree ABG, ADC ciod, come =i & osservabo precedentemen-—
te, a BO o 0D, o, che & lo stesso {per la similitudine fra
BOHG,XH, DOHG,KH) a &, K, ¥G;. Quindi il baricentro G &
sulla retta G,0, ed & tale che 0C; : GG, = XG, : K3, ¢ com~
ponendo si ha subito GG; = KG,, GG, = O, K. Ciod il bari-
centro ai oltiene portando sulla G, G, da Gy la GX o da G,
la G, K. '

B ovvie, da quanto precede, che il baricentre di un
parallelogramma & =ll'incrocio delle diageonali,

HER

- @:39 ~ Provare il baricentro di un settore circolare
di mggic ry aperiure d.

Si divide (fig. $17) il settore me- el
diante rette uscenti dal =suo centro in
settori infinitesimi di apertura da. O—
gmuno di questi settori infinitesimi 2
2sgimilabile ad un triangoloc percid il
suo baricentre si ftroverd a 2/3 r da 0.
Dungue, tutti 1 baricentri del settori
infinitesimi formano un arco di raggio
2/3 r, i1 cul baricentroc coincide con
quelle del settore dato, esso sardk percid sulla bissedtri-
ca dell'arce ad una distanza da O che, ricordande la po-

sizione del baricentro di un arco di cerchio (8 II-45),
vale:

Fig. 117

o3
2 2 a 4 PRy
y6=a-§rsen—2-=~3~r P
In particolare per un semicerchlo si has
-
V6= 3
e SR

LA 4 .

. i’*:’%;_%;..f ~ Determinare il baricentro di un settore di co-

rona circolare di apertura @ raggi r, e vy (ry > ;).
L'area (fig. %18) 2 la differenza fra le aree dei

gettorl circolari di raggio r, & Iy, percid il baricentro

del setitore sark il centro di dus forze parallele, nrd,
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-nré, di verso opposto, applica*ht:z‘ rj.r"
spettivamente nel punti G, e G, o 1I ba—

ricentro di due masse mnr#, -nrf peste "B \{\
negli stessi punti. Il baricentro G sar ¢ =T Be

rad percid nells bisettrice dei settori .

e uguagliando i momenti rispeito ad O

Evremo: Fig. 118
m{rf ~12) OG = wri0C, ~ nridQ,
da oui: ' '
5.5 sen X
0G = riog, - ri0G, _ 4 x¥-rd 2 .
v - 12 3 ri~z? a

e

@j:)- Determinare i1 baricentro di un arco in mura—
tura, schematicamente rappresentato dalla regiong compre=
sa fra un rettangolo di Iati a e b e un semicerchio di rag-

gio v (r<-§-, T <b) come in fig. 119; il centro del cerchio

st trova sul punto di mezzo A del lato del rettangolo Iun-
ge a. .

La figura & la differenza fra
un rettangole e un semicerchio, il
baricentro G si trova quindi sulla
mediana AN del rettangolo ed & :;.1

‘ s

ba.;'icentro di due masse abe — -g--—,
la prima posta in G, tale che AG, =
=bh:2, 1'altra in G, tale oche

AG, = %’% (es. 43), S G & il Dbari- Fig. 119

centro cercato uguagliando 1 momenti rispetto ad A, si ot~
tiene: ‘ '

—— b e~ B
ar =
-
N

)

1.
T

. 2
(ab - %xf) AG'= abAG, - —"feiAGa

da ocui:
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. 4%

~ Determinare il baricentro di ung scatolq senga
coperchiio, a forma cilindrica, raggio di base r altez—
&a h con spessore cosi piccolo da poterla assimilare qlic
sua superficie esterna (fig. 120). ‘

Si deve trovare il baricentro G di una
zuperficie cilindrica e del suo cerchio di
base. Bsso sarid sull'asse OH del cilindro o
serd il baricentro delle masse mr?% 27nrh po—
ste rispettivamente nel centro 0 dsl cerchio
e nel punto M dell'ésse distante h/2 da 0O,

Uguegliando i momenti rispetto ad O:

0G (n2* + 27izh) = 2nrn. & Fig. 120

I,hz hz

0G = = N
r*+2rh- r+2h

Felk s

s

T ‘

1 (4-?)-« Determinare i1 baricentre di una scatola cubi-
ca, di~Spigelo a, senza coperchio.

Detto 0 il baricentro della base, 11 baricentro del-
la scatola sard sulla normale alla base per 0. Ragionandc
come nell'esercizio precedente =i ha:

f

0G{a*+ 4a%) = 4a2-;—'-
da cui:

0G = .

=z
.5
HHH
48, - Dimostrare i seguenti teoremi (di Guldino):
a) La superficie ottenuta runtando una curva piana
intorno ¢ uno retta del suo piano, che non la incontra,
vale la lunghesza della curva per la circonferensza percor-
sa dal suo baricentro. '
») I1 volume genercio da una superficie piana che
ruota intorno ad un asse del suo pianc che non la incon—

tra, vale 1’area della superficie per lIa circonferenzq de-
scritie dal baricentro.

Per dimostrare il teorema a) si ponga (fig. 121) un
sistema di assi x e y, 1'asse x coincidente con 1'asse 4i

9 ~ GRAFFI Esercizi
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rotazione, lt'asse y dalla parte del ¥
piano in cul si trova la curva.

$i divida mediante parallele al-
1'asse ¥y, la linea in elementi 41, o-
gmno del guali, ruotande, descriveri
un tronco di cono di late 41 con ge-
misomma del raggi 4i - base uguale, a ®
meno di infinitesimi, alla y di un pun— Fig. 121
to qualunque di dls; perecid 1'area de- ’
scritta da 4l vale 2mydl, 1'area totale ¢ descritta dalla
linea sara: : :

0 = 2nfydl = 271 yg, i
! .

dove ys; & la y del baricentro; allora poiché 2mny; & 1la
circonferenza descritta -dal baricentre l'uguaszione ora
scritta esprime 11 teorema in discorso,
Quanto al teaorema b) (fig., 122)
sl divide l'area ¢ in elementi do, o~ ¥4
gni elemento descrive il volume {1)
2nydg, sicché il wvolume V descritto
dall!area vale:

(18) Vo= E'I‘EJ‘y'do“ = ZRN¥; O | %

o Fig. 122
che esprime il secondo teorema di Guldiho.

H¥X

%g ~ Mediante il teoremn di Guldino determinare il
baricenvro di una semiellissedi asst a e b (fig. 183).

Riferita l'ellisse ai suoi assi
la gemiellisse corrisponda al walori Y
¥ > 0. Il baricentro sard sull'asse y
quindi x=0j3 quanto a yg, si avrd {es—
sendo il velume generato dalla semiel-
lisse quello 4i un ellisscide di se—
miassi a, b, b), per la (18) dell'eser-
cizio precedente: Fig. 123

| B

{*} Infatti se Ya figura ruota deli'angelo ¢9, 40 descrive un prisma o
base do, altezza yd@ quindi i1 volume ydo d@. .41 volume totale deseritto
dalla nestra area d ¢ sara I'integrale da Ga 27 esteso a P di quests espres-
sione, ciok 2Myd<C come & scritto nel testo.
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. Tab 4 2
Eysnn—z = 31rab

ossia:

58, = Ritrovare 11 baricentro dell’esercizio prece-
dente mediante il teorema del numero 20, :

La semiellisse & la proiezidne ortogonals di un semi-
cerchio che ha per .diametro l'asse a dell'ellisse e i tro-
va su un plano che eon guello della ellisse stessa forma

un angelo g il cui cosenc & —:Ta Allora, se ¥; & la distan—
z& del baricentro del semicerchio dal =uc cenbro, si has
Vo = Fpoosa = —a - Ty

conforme all'esercizioc precedente.

A,.w*—x.qi 3

4 y
S &
i

; “{51 - Determinore i1 baricentro dell’area di un seg-
mento. parabolico (drchimede).

La parsbola sia di equazione y = Y
= {/2px (fig. 124). Determiniamo il ba-
ricentro dell'area compresa fra 1'arco
di parabola, l'asse x e 1la retta pa—
rallela all'asse y di ascissa xzwa. Tl
punto estremo B della parabola avred ale
lora per coordinate & e b uguale 4/ 2pa,

Per le formule del baricentro (S
IT-42): Fig, 124 -

Ll e
Xg = —MG—"W V6. "Lig‘""““:

dove le integrazioni sono estese al segmento parabolico =
¢ & la sua area,
Cra si ha:

a Vapr ..
jxdx‘dy =fxdxfdy={@/2_p_x%dx = @%aﬁ = ‘—gwa"b,
o 0 0 :

{e)

= SO — . ]

a8
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a #2 px a
o paz a'b.'?.
ydxdy = jdx ydy= pxdx = 5T
[¢] 0

(o)

37°
jdxdy f@/?pxdx [-% 1/5_'9:&:"] = % 2pa.a=-4§- ab,
{a) 0
auindis 3 3
xG=.'§"a-9 ¥e "’“g-b

o HHH

(52 ;- Determinare il baricentro dell’arco di cate~
narm dv, equazione?

A §
¥y = ".g" (Bb +e b) - b
compreso fra i punti di ascissa -a e a.

Poiché questa curva ¥ simmetrica rispetto all'asse x,
si ha che la x; del baricentro 3 nulla. Per yg vale 1a for—

mula (8 EI~43):
1 .
¥ EJ‘X de.,
-]

Ora si ha (cfr. cap. II, Bs. 25):

+b
ds = y_b_ dxs

inoltre la lunghezza dell'arce — fra O e a vale (cfr. e-
sercigio citato): . 2

5_2F_.%

> =3 (P ~e b)),
Valutiamo 1'integrale che compare nell'sspressions di

Y5 Si has

a

fmy(z*‘ ®) dx = f(y+b) f(y+b) dx =

-a -8

= zf(e's'+e'5')dx+ba~—-f(eb+e b)dx =
2-3 2a - -
le (eb-e'F)+ba b‘”-(eb-*e %);
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quindi &:

W

53 ~ Trovare il baricentro di un’elica cilindrica
di roggio a, Iunghezza 1, passo p.

Poniamo un sistema 4i assi con la z lungo 1'zsse del

cilindro, l'agse x passli per un primo estremo della curva
che si avrad percid per y=gz=0,

Le squagioni dellfelica saranno (posto h= Epﬁ :

x = acosd, y'= asen@, % = ho,

un estremo di essa gi avred per =0 1'altro estrems  ai

avrh per €= 08,. Supporremo per semplicitd ©,> 0. Si ha
intantos

Yax*+ ay®+ az* = a® + 1 de,

1
ez + 0% o 0, @ ———
[+F] o ) az - hz )
percid (8 II-42):

8o
fxdl Y&® +1h® alcombdn
1 0

quindis

gen 8,
X, s == = 8
© o1 2% + h? 8, %
R Bo
fyd.l {/a® + h* afsen 84de
A _ 0 ~a(i~cos8y)
o TTTTT 2 +nfe, %
8o
jzdl hfed@ |
S S Nl Y. ]
L] 86 2 2

dove 2, & 1'ordinata dell'altro estremo dell'elica,
e

5@' - Determinare i1 baricentro di uno semisfera di
raggic R.
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Se l'asse z coincide con 1fas—
se di simmet:cia delia semisfera si
avrd Xg = ¥yg

8i d1v1da (flg, 125) mediante /‘\dz\

z

piani normali all'asse la semisfe- Vs N
ra in segmenti sferieci di altezga 2
irfinitesima. Il segmento sferico, ' R

compreso fraz i plani di ordinata =,

z+dz avra, a meno di infinitesimi Fig, 125
di ordine guperiore, volume uguale
a n(R2-z%)dz e il suo baricentro avrd ordinata 2z, quibdii
R
1 P, 3 .(R“ R“‘) 3
T - de = — e ——— ] w = |
Zg 5 3f@z(R_ 5%) T 1) "8
-S‘JIR o

) el
p m\

Si faceia coincidere (fig. 126) 1'ag-
56 z con lYasse della zmona. Il baricen—
tro sarhk, per simmetria, sull’asse z,
quindi xg = y5 = 0. Siano pol z, & z, le
ordinate del due piani che limitanc la
zonay quindi z;—-2, = h,

Cid posto, mediante piani normali
all'asse, dividiame 1la =zona sferica in
zone infiniteaime di alteszza dz. Ognuna Fig. 128
di gqueste avrk baricentro sulllasse z o
area 27mrdz. Il bariceniro della zonz coinciderd con quel-

lo di un sigtema 4i nissse 2mrdz poste sull'ag=e z fra By
@ %p. 81 avrd cosis

Iz
fﬁn‘.rzdz
21 ' 71:1‘(22"531) 2y + Za

ZG = 75 - =}

’ -Qﬂr (Zg"“zl) 2
2nrds

£

4

Cio2 il baricentzo della zona & sull'asse 4i s:meetrla, a
mets dell'al“tezza della zona gsteasa,

\}‘ bk

“55 - Trovare il barwentm d.?, una colonna 4i aria
a forid di cilindro circolare, di altezzo h tale che la sud

ESERGIZI SULLA COMPOSIZIONE DELLE FORZE, ... ‘ 135

base sia nel piano %y e la = secondo 1’asw—
se del cilindro, qualora la densitd dell’au-
rie vari con la _Zegge 0 =poe™" dove poe Ia
densitd per z=0, kX una costante. dz

Mediante piani paralleli alle basi (fi-
gura 127) si divida il cilindro in strati
Infinitesimi; quello compreso fra i plani
2 & 2+dz avrh, se 3 2 1'area della bhase
del cilindro, massa p,&~*Sdz e baricentro
sull'asse del cllindro stesso e ordinata =z. Fig. 127
Percid il baricentro  della solonna sard 19.

quello delié masse in discorso poste sull'asse del clllndro
e la sua allezza varra:

h

‘ o
fpSz dz fe’k"zdz
9 0 .
4g = h = h 3
fdez fe"'“dz

0 0

" 1 h 1 |
-kz UL ~kz o — ~ a~kh'l
le dz k I:e ]0 k [1 . © ]’

d'altronde, integrando per parti, si has
h h

h
~kz 1 he kb
~kE - e — -kz = e L. — a-kh
'J;ze dz : [z e .]0 + kfoe dz = + e {(1-e )

¢ sostituendo nell'espressione di zg si trova la pOSlZlO*
ne del baricentro cercatbo. Ciod:

~hke ¥+ (1~ 674")
x(1-eth)

ora si ha:s

Zg = .
Se h ® cosl grande da ritenere o™ trascurdbile si has
1

ZG = *

HHx

5? - Si chigmano coordinate astatiche di un siste~

ma di forze By, Fypu..y Byeesy Fns applicate rispettivamens

te nei puntl Ay, Ag..., An dI un corpe rigido, le nove e-
spressioni
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n n n 0 . n

ESXSKS, stsYsg le}[6259 Els:)fsx-ss ?sstss

: n : T n n :
‘EISYSZSS E}Eszsxsw ‘?sstss : Zl:szszs,

dove x5, ysy 2y SO0 le coordinate di Ags X, Yo, Ty L€

- componenti di 'F, rispetto ¢l sistema di assi O, x, ¥, 2 ¢

cut si riferisce la posizione del corpo. Dimostrare che
se il sistema di forze ha risultante nullo e, in una Cere
ta posizione del corpo, le coordinate astatiche sono tut-
te nulle, il sistema di forze & in equilibrio comungue si
cambi la posiszione del corpo rigido, purchd le Jorze sig-
no applicate sempre negli stessi punti del corpo, e riman—
gano invariati i vettori che le rappresentans, o meglio,
le loro comppnenti, rispetto ad 0y, x, ¥, 5.

Poiché le componenti del momento risultante gono una
combinazione linears delle coordinate astatiche (ad o8 em--

1
malle & nallo anche il momento risultante. Quindi poiché
il risultante del sistemz di forzme & nullo il sistema &
in equilibric nella posizione del corpe considerata che,
rer brevitd, diremo iniziale, Supponiamo ora il corpo pi=
mosso da quella posiszione, il risuliante, per le nostre j-
potesi, rimane nullo. Si considerino ora le coordinate a-
statichie rispetto a un sistema 0'y x'y ¥'y 2'collegato col
corpo e coincidente con 0, x, y, z nella posizione inizia-
le dol corpo stesso. Rispetic a questo sistema le coopdi-
nate del punto As sono sempre x,, ¥ss % mentre ls compo-
nenti delle forze F,, X!, Y/, Zg sono date dalle formule

dell'ssercizio 13 del cap. T. Si ha cosi per le nostre i~
wotesi:

n n
plo 8y = Zyy.Zs - Z2,Y,) se le coordinate astatiche mono
1

n r 1] n .
i-:sxs!xs = alzi:s-xsxs +a2§ssts+a3§ssts = 0,

© nello stesso modo si dimostra che tutte le =altre coopr-
dinate astatiche del sistema di forze riferite a 0O', x',
v', 2' sono nulle in gqualungue posizione del corpoj il mi-
stema di forze ha percid sempre risultante e momento i~
sultante nullo, ciod esso & in equilibrio comunque si spo—
s8ti il corpo.

Possiamo percid affermare che un corpo rigido, libe-
o, soggetto ad un sistema di forze con coordinate asta-
tiche nulle, o pill brevemante ad un sistema astatico & in
equilibrio in qualungue luoge dello spazio, Bgempi di si-
stemi astatici sono due forme uguali e opposte con lo sheg—
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&0 punte 4l applicazione,

ze parallele,
centro, ecc..

..y

di egual direzione, verso opposto,

137

i'ingieme di due sistemi a3 for-

ugual



