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Capitolo 1

Calcolo Vettoriale

In questo capitolo vengono presentati alcuni richiami di calcolo vettoriale nello
spazio tridimensionale. Successivamente vengono introdotte le curve piane e
spaziali e dimostrate le formule di Frenet. La maggior parte del materiale fa
parte dei corsi di analisi e geometria del primo biennio.

1 Vettori applicati

Una coppia ordinata di punti distinti (A, B) individua nel senso della geometria
ordinaria un vettore geometrico. Il primo punto A viene detto origine o punto di
applicazione del vettore (A, B), il punto B e detto invece estremo libero, la retta
individuata dai punti A e B ¢ detta retta di applicazione del vettore (A, B). 1l
vettore viene indicato anche con il simbolo (B — A). Tale ente nello spazio &
dunque caratterizzato da tre proprieta: direzione, quella della sua retta d’ap-
plicazione; verso, quello dal primo estremo A al secondo estremo B; intensita,
data dalla misura del segmento AB, rispetto ad un’unita di misura prefissata.
Quarldo A coincide con B avremo a che fare con il vettore nullo, che indicheremo
con 0.

Figura I.1: Vettore.



La relazione di uguaglianza in direzione, verso ed intensita ¢ una relazione di
equivalenza tra tutti i vettori geometrici. L’insieme di tutti i vettori equivalenti
tra loro, aventi cioe stessa direzione, stesso verso e stessa intensita, costituisce la
classe di equivalenza dei wvettor: liberi. Questi vettori sono proprio gli elementi
di uno spazio vettoriale. Indicheremo i vettori con una lettera soprassegnata
con una freccia, ¥, od anche con un sottosegno, v, oppure con una lettera in
grassetto, v.

Il nostro spazio ha dimensione tre. Infatti, esistono tre vettori linearmen-
te indipendenti, detti base dello spazio, mediante una combinazione lineare dei
quali e possibile determinarne ogni altro. Se indichiamo con i j’e k tre vettori
ortogonali tra loro e di modulo unitario (versori), allora un vettore v si scrive
nella forma

T =i+ yj + 2k,

dove z, y e z sono le componenti del vettore ¢ secondo gli assi cartesiani aventi
versori 1, je k.

E necessario prefissare un segmento unitario u come unita di misura. Quindi
indicata con [ la misura del segmento AB rispetto ad wu, il vettore libero ¥ &
caratterizzato da una direzione, da un verso e da un numero reale positivo [, che
rappresenta la sua misura rispetto al segmento unitario dato e si ha v = |[¢] =
lu. T vettori permettono di rappresentare le grandezze vettoriali nello spazio
ordinario, ad esempio una velocita, una accelerazione, una forza, ecc. Basta
interpretare il segmento unitario u come unita di misura della grandezza fisica
in oggetto.

Lo spazio vettoriale non rappresenta ancora completamente lo spazio dove
si svolgono i nostri fenomeni. Lo spazio vettoriale contiene solo i vettori liberi,
che visti come classe di equivalenza, possono essere rappresentati tutti con il
primo estremo nell’origine e possono essere intesi come spostamenti. Il nostro
spazio ordinario contiene anche i punti, che possono essere ottenuti facendo uso
dei vettori come spostamenti.

Riportiamo qui la definizione di spazio affine e rimandiamo a dopo alcuni
commenti.

Si dice spazio affine E, a dimensione tre sul corpo R, I'insieme ai cui elementi,
detti punti, & associato 'insieme V dei vettori liberi, chiamato spazio vettoriale
associato, su cui e definita una applicazione da [E x E in V, che associa ad ogni
coppia di punti un vettore di V, ovvero due punti A e B individuano il vettore
v indicato con A — B, con le seguenti proprieta:

i) per ogni A, B, C'si ha (A—C)+ (C — B) + (B — A) = 0;

ii) per ogni O € E, I'applicazione che associa ad un punto P il vettore (P —O)
e una biezione di E su V.



I punti di R3, questa volta visto come spazio di punti, possono essere individuati
tramite un vettore libero ¥, partendo dall’origine O di coordinate (0,0,0), ed
arrivando al punto P tramite il vettore v,

P=0+7,

dove ovviamente ¥ ¢ proprio il vettore libero (P — O) e le coordinate cartesiane
(x,y, z) di P sono le componenti del vettore 7, rlspetto al sistema di riferimento
con origine in O = (0,0, 0) ed assi con versori i, j ¢ k.

Tramite un vettore « si puo individuare a partire da P un altro punto con
la traslazione () = P + . Quindi ad ogni coppia di punti @ e P & coordinato
un vettore w (lo spostamento da P a @, indicato con (Q — P)).

Allo spazio delle nostre percezioni si puo dare la struttura di uno spazio
affine tridimensionale. Lo spazio R?, dove noi operiamo, si pud pensare come
uno spazio affine, i cui punti sono i vettori e gli spostamenti sono ancora i
vettori. Si osservi inoltre che lo spazio R? & ricco di molte altre strutture che ci
consentiranno di utilizzarlo anche per altri scopi.

2 Rappresentazione cartesiana di vettori

X

Figura [.2: Sistema di riferimento.

Fissare un origine O = (0,0,0) ed una terna di versori, due a due ortogonali
i j e k: significa assegnare un sistema di riferimento cartesiano ortogonale S =
(0;7, 7, k). Tale sistema si dira destro (o levogiro) se i versi che si fissano sugli assi
sono tali che I'asse z vede ruotare il semiasse positivo delle x in senso antiorario
(contrario a quello delle lancette dell’orologio) per andare a sovrapporsi con una
rotazione di m/2 sul semiasse positivo delle y. Una tale terna ¢ ottenibile con le

3



prime tre dita della mano destra, coordinando in direzione e verso il pollice della
mano destra al semiasse z, I'indice al semiasse y, ed il dito medio al semiasse
z.[

Dato un punto P dello spazio, esso e individuato nel sistema di riferimento
fissato S da tre scalari x, y e z. Dato un vettore ¥, esso ¢ individuato nel sistema
di riferimento dalle componenti vq, vy e v3 di ¥ secondo gli assi x, y e z.

Dati due vettori @' e w, si definisce prodotto scalare (o prodotto interno) la
quantita scalare data da

U+ W = vwcosf

dove 6 e I'angolo tra i due vettori. In termini di coordinate, il prodotto scalare
di due vettori v di componenti vy, vy, v3 € W di componenti wy, we, ws € dato

da
3

S = V1W1 + VaWoy + V3W3 = E V; W;
=1

<y

ed e indipendente dal sistema di riferimento prescelto.
I1 modulo di un vettore ¥ (di componenti vy, vq, v3) & quindi dato da

|0 = v =1/v} + 03 + 02

e viene detto anche intensita o norma.

Dati due vettori ¥ e w si definisce prodotto vettoriale (o prodotto esterno)
la quantita vettoriale data dal vettore z di modulo vwsin ¢, dove ¢ e I’angolo
formato dai vettori ¢ e w, ed avente direzione 7 normale al piano dei due vettori
e verso tale che v, W, 77 formino una terna destra:

Z=UANW= (vwsiny) 1

I1 modulo del vettore ottenuto dal prodotto vettoriale di due vettori rappresenta

'area del parallelogramma costruito sui vettori U e w. In componenti se U =

vlz +Uzj + vgk e w = wyi —|—w2j +'U)3k' si ha

i J ok ) ) )

UAW = V1 Vg V3| — (Ugwg — Ugwg)'i + (1)3’11)1 — vlw3)j -+ (Ulwg — ’Ugwl)k?,
wy w2 W3

dove simbolicamente si e fatto uso dello sviluppo del determinante di una ma-
trice, con le solite regole dell’algebra lineare, per ottenere le componenti del
prodotto vettoriale.

'Nota: I termini destro e levogiro sono solo apparentemente in contrasto 1’'uno con I’altro.
Infatti destro si riferisce alla possibilita di utilizzare la regola della mano destra per individuare
i tre assi, mentre levogiro indica che un osservatore disposto come l’asse z vede la rotazione
che porta il semiasse positivo delle x su quello positivo delle y avvenire verso la sua sinistra
(cioé in senso antiorario come affermato sopra).
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Dati tre vettori u, U e w, il prodotto misto e la quantita scalare
UNT-W =[uND] W

che si ottiene eseguendo prima il prodotto vettoriale e poi quello scalare. Esso
e dato dallo sviluppo del determinante simbolico

Uy Uz U3
UNV-W = V1 Uy U3|. (I]_)
w; Wy wWs

E facile verificare che @A T = @+ TA w, facendo un numero pari di scambi delle
righe nel determinante . Il valore scalare ottenuto dal prodotto misto di tre
vettori rappresenta il volume del parallelepipedo costruito sui tre vettori u, v e
w, applicati tutti nello stesso punto. E facile verificare che il prodotto misto tra
tre vettori e nullo se e solo se almeno uno dei tre vettori e nullo oppure se i tre
vettori sono complanari.

Dati tre vettori u, ¥ e W, il doppio prodotto vettoriale tra i vettori u, v e W &
dato dal vettore

(4 A U) AW,

ottenuto eseguendo prima il prodotto vettoriale tra i primi due vettori e poi il
restante. Esso e dato dalla seguente regola:

(@A T) AT = (i - @)T — (7 B). (L2)

Inoltre,
UN(TAW) = —=(UAW) AN = —(U- @)W+ (0 - @)V (L.3)

Dalle formule ([.2)) e (I.3) segue subito che non vale la proprieta associativa,
ovvero nel caso in cui i tre vettori #, ¥ e w non siano complanari e il vettore v
non sia ortogonale al piano tra « e w, si ha

@AT)AT £ @A (T AD)
—_——— N

nel piano per @ e U nel piano per ¥ e W

3 Cambiamento di coordinate

La scelta del sistema di riferimento ¢ in genere arbitraria. Da problema a pro-
blema puo fare comodo scegliere un sistema di riferimento oppure un altro. E
quindi necessario conoscere le formule per il cambiamento delle coordinate da
un sistema di riferimento ortogonale ad un altro, anch’esso ortogonale.



X

Figura 1.3: Sistemi di riferimento S e §'.

Sia P = (x1, 9, z3) un punto riferito al sistema S con origine O ed assi i, j e
k. Sia S’ un nuovo sistema con origine O’ ed assi 7', j' e k’. Allora le coordinate
(a7, 24y, x%) del punto P nel nuovo sistema S’ sono date da

3
v =ap+ Y Tyz;,  i=1,2,3, (1.4)

Jj=1

dove (z{;, z(q, Ty3) sono le coordinate dell’origine O rispetto alla terna S’ e T};
sono le componenti di una opportuna matrice 3 x 3 ortogonale, cioe T7 - T = I,
ovvero in componenti

3
Z T’z]nk = 5jk7 j:k = 172737
i=1

dove ;5 ¢ il simbolo di Kronecker, uguale ad 1 se j = k, uguale a 0 se j # k.
La trasformazione inversa della ¢ data da

3
v =xop + »_ Tial, k=123, (15)

=1

3 ’
dove zop = — > .y iy



4 Lunghezza, curvatura e torsione di una curva

Un punto P od un vettore ¢ possono dipendere da un parametro t variabile in
un intervallo (¢g,%;). In questo caso si possono definire i concetti di limite e di
funzione continua. Si puo poi definire la derivata in un punto P o di un vettore
¥, cosl come si fa per le funzioni scalari.

Ricordiamo ora due proprieta che verranno usate molte volte in questo corso.

1. La derivata di un vettore di modulo costante risulta ortogonale al vettore
stesso. Infatti,

2 ) 2 3 4 =
) _dT0) i) _psn iy 47

poiche abbiamo assunto costante v2. Vale anche il viceversa: se ¥ ed il suo
derivato sono ortogonali allora il vettore ¥ ha modulo costante.

2. Se, per ogni t, un vettore v & parallelo al suo derivato allora ¢ ha direzione

invariabile. Infatti, se
a2
v —_— =
dt

scrivendo ¢ = |U|€ dove con € si & indicato un versore del vettore ¥, si ha:

n % gen (D 598 2 open € _ g
v — = |v|e —€ V|l— = || e — = U.
dt dt dt

—

de -
L’ultima equazione comporta — = 0 e da qui l'invariabilita della direzione

del vettore v. Anche di questa proprieta vale il viceversa.

Le curve nel piano o nello spazio si possono introdurre come insiemi di livello
di funzioni F' : U — R (per i nostri scopi ¢ sufficiente che siano di classe C?),
dove U & un sottoinsieme aperto in R? o in R3. In altre parole,
r1,x2) €U : F(x1,29) =0}, curva piana,
Crpva — 4 1(&1,72) (21, 22) = 0} plan:
(x1,29,23) € U : F(x1,29,23) = 0}, curva spaziale.
Un punto P della curva, di coordinate (x1, ), si dice non singolare se il gra-
diente della F' calcolato nel punto (x1,z3) o (21,2, x3) non & nullo. Una curva

i cui punti sono tutti non singolari si dice una curva regolare.
Se la curva e data in forma parametrica x = x(t), cioe, se

Curva = {(t,x(t)) : t € (t1,t2)}
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per un’opportuna funzione continua x : (t;,ts) — R? (curva piana) oppure
x : (t1,12) — R (curva spaziale), allora un punto x(ty) si dice non singolare se
&(ty) # 0. Secondo il Teorema delle Funzioni Implicite, ogni curva per cui la F
¢ di classe C! puo essere scritta in forma parametrica in un opportuno intorno
di ciascun punto di regolarita.

Esempio I.1 Le circonferenze x? + x3 = R? con centro l'origine e raggio R > 0
sono curve regolari. Ponendo F(zy,z5) = 27 + 23 — R?, risulta che, per ogni
punto (z1,xs) della circonferenza, il gradiente della F' & sempre un vettore di
norma 2R. La curva ¢ facilmente parametrizzabile ponendo () = Rcos(t) e
x5(t) = Rsin(t), dove t € [0, 27].

La lunghezza | di una curva & = x(t), t € (a,b), ¢ data dall’integrale

l:/ab|j:(t)|dt:/ab\/mcit.

Nel caso particolare di un grafico, (t) = (¢, f(t)), risulta nel caso di una curva
piana

b
z:/ VIF I OR dt

e nel caso di una curva spaziale

1= [ VIR + e dt

dove f = (f1, f2). E facile dimostrare che la lunghezza di una curva non dipende
dalla scelta della sua parametrizzazione.

Qualsiasi curva differenziabile e non singolare ammette una parametrizzazione
naturale con un parametro s (detto lunghezza d’arco oppure ascissa curvilinea):

S(t) = /0 ()] dt.

Di conseguenza,
de % x(t)
ds & |&(t)]

In altre parole,

dx
— =1 1.6
) (L6
Il vettore unitario ()
dx(s
t &’ f—
(5) ds



e detto wversore tangente alla curva.
Nei punti in cui (d?x/ds*) # 0 ¢ definito il vettore unitario
1 d*x

ns)=-——~—-—=,
(5) k(s) ds?
detto versore normale principale e dove la sua norma

d*x

k(S) = @

¢ detta curvatura. 11 suo reciproco R(s) = [1/k(s)] & detto raggio di curvatura.
Di conseguenza, risulta la prima identita di Frenet:

dt
— =k(s)n. .7
= k() (L.7)
Il piano contenente i versori tangente e normale principale ¢ e n si chiama piano
osculatore nel punto @ (t). Questo piano contiene la circonferenza passante per il
punto x(t) che & la migliore approssimazione della curva in un intorno del punto

x(t).

Esempio 1.2 Consideriamo la circonferenza con centro 1’origine e raggio R > 0
parametrizzata da x(t) = (R cos(wt), Rsin(wt)), dove w > 0. Si ha

S(t) = /0 Vo Rsn(wt)]? + [wR cos(@t) d’ = wht.

Quindi

t(s) = Z—f = (—sin(wt), cos(wt)) = (—sin(s/R), cos(s/R)).

Dunque
d’x  dt 1 _
@ = % = —}—%(COS(S/R),SIH(S/R)>.
Di conseguenza, la curvatura k(s) = (1/R) e il raggio di curvatura R(s) = R. 1l
versore normale principale n(s) = —(cos(s/R),sin(s/R)).

Consideriamo ora il vettore unitario
b=tAn,

detto versore binormale. Allora la terna costituita dai versori t, m e b e orto-
normale e genera un sistema di coordinate destroso.
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Deriviamo ora le altre due identita di Frenet. Siccome m -mn = 1, si ha

d(n-n)_zn_d_n

0= ds N ds

e quindi [dn/ds| € una combinazione lineare di ¢ e b:
dn
— =c1(s)t + c2(s5)b
a5t eals)

per opportune costanti ¢;(s) e ca(s). D’altra parte, n -t = 0 implica che

0= d<7§; Do % + 2_7: b= k(s)n-n+{c(s)t+ ca(s)b} - & = k(s) + i (s),

e quindi ¢;(s) = —k(s). Inoltre, derivando b = t A n si ha

db dt dn

ds ds ds
= [k(s)n] An+t A [—k(s)t + ca(s)b]
=co(s)(E A D) = ca(s)[t A (EA M)
=c(s)[—(t-t)n+ (n-t)t] = —ca(s)n.

Chiamando x(s) = —cy(s) torsione oppure seconda curvatura, otteniamo le
seguenti identita di Frenet{]

Zi k(s)n(s), (I.8a)
((ZL —k(s)t(s) — x(s)b(s), (1.8b)
P X()nls). (1.8c)

Quindi le equazioni ([.8)) si possono scrivere in forma matriciale:

g [t 0 k(s) 0 t
el il —k(s) 0 —x(s) n
b 0 x(s) 0 b

Si vede facilmente che la torsione x(s) = 0 se e solo se la curva e piana. Infatti,
X(s) = 0 implica che il versore binormale b(s) = t(s) A n(s) non dipende da s
e quindi il piano contenente (s) e n(s) non dipende da s. Quest’ultimo fatto
implica che la curva ¢ piana.

2Jean Frédéric Frenet (1816-1900). Risultato pubblicato nel 1847 (tesi di dottorato a
Tolosa) e nel 1852 (in Journal de Mathématiques Pures et Appliquées).
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Esempio 1.3 [Elica circolare cilindrica] Consideriamo la curva spaziale
x(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), ct),

dove R, w e ¢ sono costanti positive. Allora

s(t) = /Ot V[~wRsin(wt')]2 4 [wR cos(wt')]? + 2 dt’ = tVw?R? + 2.

Quindi il versore tangente vale

a'(t)

s'(t)
—wR wR
ws wR ws c >

—wR )
e——————3 11} s COs s
(\/w2R2—|—62 (\/w2R2+C2) Vw2R24¢2 <\/w2R2+C2) Vw2R24¢2

Di conseguenza, la curvatura k(s) = [w?R/(w?R? + ¢?)], mentre

t(s)=

= sin(wt) cos(wt)

C
’ﬁﬁ@:ﬁ)

ws . ws

Mﬁ_‘(mﬂﬁﬁﬁiﬁxmwwzﬁiﬁ*O'

Calcolando
b(s)
c ) ws —c ws wR
= sin( ) cos( ), :
VWIRZ+2 VWRE+ 27 VIR VW R2 + 2 VW R+ 2
otteniamo [db/ds| = x(s)n, dove la torsione
cw
x(s) = S WR2 4 ¢

Esempio 1.4 [Spirale logaritmica| Consideriamo la curva di equazione [cioe, la
spirale logaritmica]

z(t) =e" {Cos(t);+ sin(t)j’} .

In tal caso

-

x(t) =e " {—(cos(t) +sin(t))i + (cos(t) — sin(t))j} : |(t)]| = et V2,

e quindi s(t) = v/2[1 — e per t > 0. Si ottiene per il versore tangente
x(t) 1

M) = @l = v

{—(cos(t) +sin(t))7 + (cos(t) — sin(t))j} ,

11



essendo t = ln[\/ﬁ/(\/ﬁ —s)]per0<s< V2. Cio implica

a1 g, 7 (si L
o= NG {(sm(t) — cos(t))i — (sin(t) + Cos(t))j} Vo

essendo (dt/ds) = [1/(v/2 — s)]. La curvatura ¢ data dall’espressione

0<s<V2,

dt
ds

k(s) = ‘

V2o

che conduce al versore normale

1 dt 1 . L .
= ) ds = 7 {(sm(t) — cos(t))i — (sin(t) + COS(t))j} ’

essendo ¢ = In[v/2/(v2 — s)] per 0 < s < v/2. Dunque b =t An = k & il versore
binormale. Poiché b non dipende da s, risulta la torsione x(s) = 0. Quest’'ultimo
risultato segue anche dal fatto che la curva ¢ piana.

Esempio 1.5 [Cavatappi| Calcoliamo ora la curvatura, i versori tangenziale,
normale e binormale, e la torsione della curva di equazione [cioe, del “cavatappi”|

7(t) = et {cos(t>2+ sin(t)] + /22} .
In tal caso

E(t) = et {—(cos(t) +sin(t))7 + (cos(t) — sin(t))] — /2} L 2] = et V3,

e quindi s(t) = v/3[1 — e~!] per t > 0. Si ottiene per il versore tangente

II%H - % { = (cos(t) + sin(®))7 + (cos(t) — sin(t)] — £},

essendo t = ln[\/g/(\/g —s)per0<s< V3. Cio implica

t(s) =

sin(t) — cos(t))f— (sin(t) + COS(t))j} \/gl_ "

essendo (dt/ds) = [1/(v/3 — s)]. La curvatura ¢ data dall’espressione

O§s<\/§,

0=z -

\/_—s

che conduce al versore normale

1 dt 1 . - . s
— (e ds = 7 {(sm(t) —cos(t))i — (sin(t) + cos(t))j} ,

12



essendo t = ln[\/g/(\/g —s)]per0<s< V3. Dunque

b=tAn= L {—(cos(t) + sin(t))i 4 (cos(t) — sin(t))] + 2];}

V6

e il versore binormale. Cio implica

db 1 a1 1

2 = T 16n(0) = cos()T  (sn(t) +cos(t)]} —=— = VBVB—s]

e quindi la torsione x(s) = [1/(v/3[v3 — s])].

13
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Capitolo 11

Cinematica del Punto

Il moto di un punto P al variare del tempo t viene descritto da una funzione che
supponiamo almeno continua

di ¢ a valori in R3. Il tempo ¢ appartiene ad un intervallo della retta reale che
contiene il tempo iniziale ¢y (quasi sempre ¢y = 0). La traiettoria o orbita ¢ la
curva in R3 descritta dal punto P. Analiticamente essa ¢ data dalle equazioni
parametriche

r = x(t), y=y(t), z = z(t). (IL.1)

Tali equazioni si dicono equazioni del moto del punto P. Il moto si dice piano
se la traiettoria ¢ contenuta in un piano in R®. Il moto si dice invece rettilineo
se la traiettoria e contenuta in una retta.

Spesso conviene considerare nota la traiettoria, analiticamente per il tramite
delle equazioni parametriche. In tal caso si esprime la posizione di P nella
lunghezza s dell’arco Py P, misurata a partire da una posizione F, prefissata ad
arbitrario (Py = P(tp)). Il moto di P risulta definito da un’unica equazione

s = s(t),

che si chiama equazione oraria del moto. Il grafico della funzione s = s(t) con
il tempo ¢ come ascissa e il parametro s come ordinata si chiama diagramma
orario del moto.

In questo capitolo studiamo il moto di un punto e in particolare la velocita e
I’accelerazione del punto al variare del tempo ¢. I risultati ottenuti vengono poi
applicati ai moti centrali, armonici ed armonici smorzati.
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1 Velocita

a. Moto uniforme. Supponendo che la lunghezza s = s(t) dell’arco lungo la
traiettoria, percorsa dal punto P a partire dalla sua posizione iniziale F,, sia
proporzionale a t, otteniamo il cosiddetto moto uniforme. In tal caso si ha

s(t) = v(t —to),

dove la costante di proporzionalita v si chiama welocita. Si osservi che un moto
uniforme non & necessariamente rettilineo: Il moto apparente del Sole e il moto
delle lancette dell’orologio sono ambedue uniformi e non rettilinei.

b. Velocita scalare. Generalizziamo ora la definizione di velocita. Fissiamo
due istanti t e t+ At e sia As la lunghezza d’arco percorso da P nell'intervallo di
tempo At. La velocita media ¢ data dal rapporto (As/At). La velocita scalare
5(t) all’istante ¢ viene definita dal limite

As s(t + At) — s(t)
5(t) = lim — = 1i :
I A T T A
I moti uniformi sono quelli per cui la velocita scalare ¢ costante: $(t) = v. 1l

valore assoluto |$(¢)| si chiama velocita intensiva all’istante t.

c. Velocita vettoriale. Invece di limitarci alla traiettoria e non renderci
conto dello spazio ambiente, definiamo la velocita del punto P rispetto allo
spazio ambiente. A tal fine consideriamo lo spostamento del punto P nello
spazio ambiente R3. Si dice che il moto ha velocita vettoriale costante se, fissati
due istanti ¢ e t + At, il vettore

z(t+ At) —x(t) y(t+ At) —y(t) =z(t+ At) — 2(t)
( At ’ At ’ At )

L Tt A=)

At

¢ costante. In tal caso

s(t) = 2(t) — Z(to)|| = V/(2(t) — 2(to))? + (y(t) — y(to))? + (2(t) — 2(to))?,

e quindi la velocita scalare e il modulo della velocita vettoriale: v = ||v||.
In generale, definiamo la velocita vettoriale v nel seguente modo:

w(t) = i(t) = Aliglo x(t + AAti - zc(t)

Calcolando il limite componente per componente, otteniamo



dove

At—0 At ’
. y(t+ At) — y(t

0 (t) = (t) = Jim YEEED =0,
z(t + At) — z(t)

d. Legame tra velocita scalare e velocita vettoriale. Abbiamo

o(t) = &(t) = fl—‘;’s(t) = ()t (11.2)

dove t ¢ il versore tangente alla traiettoria. In altre parole, la velocita vettoriale
e uguale alla velocita scalare per il versore tangente. In generale, la velocita
scalare ed il versore tangente dipendono ambedue dal tempo t. E facile vedere
dalla che il moto ha velocita vettoriale costante se e solo se esso e uniforme
e rettilineo.

2 Accelerazione

a. Moto uniformemente vario. Il moto di un punto P si dice uniformemente
vario se la sua velocita scalare e una funzione lineare del tempo . In altre parole,
se

$(t) =at + b, (11.3)

dove a e b sono opportune costanti. La costante a si chiama accelerazione scalare
e la costante b velocita scalare iniziale (solitamente si assume t;, = 0). Il moto
si dice accelerato se a > 0 e ritardato se a < 0. Integrando la , otteniamo
I’equazione oraria del moto:

1
s(t) = 5@752 + bt + ¢, (11.4)

dove la costante ¢ di integrazione ¢ ’ascissa del punto mobile nell’istante ¢ = 0.
La (I1.4]) si puo scrivere nella seguente forma:

1 b\?  2ac — b
8<t):§a t—i‘a +T

Di conseguenza, il diagramma orario di un moto uniformemente vario € una
parabola, avente 'asse di simmetria parallello all’asse s (essendo la retta ¢t =
—(b/a)) e volgente la concavita verso s positivo o negativo secondo che a > 0
ovvero a < 0.
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Il primo a studiare sistematicamente il moto uniformemente vario e stato
Galileo Galilei (1564-1642). Facendo cadere oggetti diversi dalla torre di Pisa,
osservo che tutti gli oggetti cadevano con la stessa accelerazione scalare costante,
g~ 9,8 m/s? In altre parole Galileo capi che la legge matematica esprimente la
caduta degli oggetti e la ([1.4) con le costanti a, b e ¢ non dipendenti dall’oggetto.

b. Accelerazione scalare. Si definisce 1’accelerazione scalare come

a(t) = v(t) = §(t).
Cioe, I'accelerazione scalare ¢ la derivata della velocita scalare rispetto al tempo

t. Il moto ¢ uniformente vario se e solo se ¢ rettilineo ed ha accelerazione scalare
costante.

c. Accelerazione vettoriale. Analogamente alla velocita vettoriale si
definisce 1’ accelerazione vettoriale nel seguente modo:

aft) = o(t) = (1) = Jim CFEOZ0E

La derivata rispetto al tempo ¢ puo essere calcolata componente per componente:

a(t) = (as(t), ay(t), a=(t)) = (0x(t), 0y (), 0:(t)),
dove i pedici z, y e z denotano le componenti lungo i rispettivi assi e

: . gt AL) — vt
a,(t) = 0,(t) = ilin}o ( A7 ( ),

Ovviamente, I'accelerazione scalare e data da

a(t) = lla(t)[l = \/aoc(f)2 +ay(t)* + a-(1)%.

Si vede facilmente che il moto ha accelerazione costante se e solo se il moto ¢
rettilineo e uniformemente vario.

d. Legame tra 1’accelerazione scalare e ’accelerazione vettoriale. Il
legame tra ’accelerazione scalare e quella vettoriale ¢ una generalizzazione delle

(I1.2) e viene trovata calcolando la ([1.2)) rispetto a t. Risulta

a(t) = v(t) = §(1)t + $(D)E()

5(t)t + s'(t)2%

D 560t + 5(0)%k(s)n,

=
5]
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dove k(s) ¢ la curvatura della traiettoria, ¢ ¢ il versore tangente e n ¢ il versore
normale principale. Quest’ultima identita puo essere scritta nella forma

a(t) = §(t)t + k(s)v*n, (IL5)

dove §(t) e k(s)v? si chiamano rispettativamente accelerazione tangenziale e ac-
celerazione normale o accelerazione centripeta. 1’accelerazione vettoriale a(t)
appartiene al piano osculatore della traiettoria nel punto x(¢). Dalla si ve-
de che 'accelerazione ¢ puramente tangenziale se il moto ¢ rettilineo [k(s)v*n =
0 implica k(s) = 0], mentre risulta essere puramente normale se il moto &
uniformente vario [§ = 0].

Esempio II.1 Consideriamo il moto di un punto P descritto dalle equazioni
1 . L., .
x(t) = §(kt — sin(kt) cos(kt)), y(t) = 5 sin (kt), 2(t) = sin(kt),

dove k > 0 € una costante. In tal caso la velocita vettoriale ¢ data da

i(t) = £(1 — cos®(kt) + sin®(kt)) = ksin®(kt),

y(t) = ksin(kt) cos(kt),
2(t) = kcos(kt).

Quindi
v* = k? [sin*(kt) + sin®(kt) cos® (kt) + cos®(kt)] = k*.

Quindi v(t) = k. In altre parole, il moto ¢ uniforme e § = 0E| L’accelerazione
vettoriale ¢ data da

i(t) = k*sin(2kt), ij(t) = k* cos(2kt), 3(t) — k*sin(kt).
Dunque 'accelerazione scalare vale

a(t) = ||a(t)|| = k*y/1 + sin?(kt).

Poiche 5(t) = 0, dalla (IL.5) ricaviamo a(t) = k(s)v?; quindi

k(s) = /14 sin?(kt) = /1 + sin(s).

1Si puo verificare facilmente quest’ultima equazione. Infatti s(t) = fg VE2dt =kt, $(t) = k
e 5(t) = 0.
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Esempio II.2 (Traiettoria di un proiettile) Un proiettile viene lanciato al-

.....

Ieffetto della gravitazione. In tal caso le componenti dell’accelerazione sono date
dalle espressioni
Z =0, y =0, Z=—g.

Le componenti della velocita hanno la forma
i’:io’ y:y0> Z:ZO_gta

mentre la posizione del proiettile € data dalle espressioni

wottie, Y=ot o4t lgf— st 1 (1)
r=xo+1lxo, Y=yo+1tYo, 2=2 +12— 359" =2+ 59|t .

29 g
Quindi il moto & piano (nel piano di equazione yo(z — xo) = Zo(y — Yo)) per
2 4+ g2 > 0 e rettilineo (nella direzione verticale) per g = 7o = 0. Per Z5 > 0,
4

l'apice z = 2o+ 32 della traiettoria viene raggiunto all’istante ¢ = (%/g), mentre
la quota di partenza zy viene raggiunta all’istante ¢t = (22y/g).

Siano @y # 0 e 9o = 0. In tal caso la traiettoria del proiettile & una parabola
nel piano xz di equazione

%) . 2
Z Tr—x Z

ZZZO‘FQ_O_%g( . 0——0)
g Zo g

Infatti, eliminando il tempo t (ponendo ¢t = [(x — zg) /7)) si ottiene I'equazione
2

della parabola dall’espressione z = 25+ % — % g (t — Z;‘)) . Per z5 > 0, il proiettile

torna alla stessa quota all’istante t = (22y/¢), trovandosi nel punto di coordinate
([220%0/9], 0, 20).

3 Moti Piani e Moti Centrali

Consideriamo ora il moto di un punto P nel piano xy, cioeé supponiamo che
z(t) = 0. Supponiamo inoltre di aver fissato un riferimento cartesiano ortogonale
Oxy nel piano del moto. In tal caso possiamo esprimire tutte le quantita nelle
coordinate polari definite da

r =rcosb, Yy = 1rsind,
r=yat+y? tgl=(y/v),

dove r > 0 e 6 appartiene ad un intervallo semiaperto di lunghezza 27 (diciamo:
0 < 6 < 27). Convertendo le (IL.1)) in coordinate polari, otteniamo le equazioni
del moto in coordinate polari
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Introduciamo il versore radiale w ed il versore trasverso w (ortogonale al
versore u) da

u = (cos )i + (sinf)j, w = —(sin )i + (cos )7, (IL.6)
dove 7 e j sono i versori degli assi x e y del riferimento fissato Ozy. Allora
ru = m_"+ yf, rTWw = —yZ—I— a:j

Calcolando la derivata della (I1.6)) rispetto al tempo t si ottiene

=0 {—(sin 0)i + (cos 0);} = fw, (IL.7a)

w = —0 {(cos 0)i + (sin 9)}} = —lu. (IL.7b)
Di conseguenza,

v = %(ru) = ju + 7 = 7u + rhw. (IL.8)

. . RN . . o . def .
Quindi la velocita vettoriale v ha due componenti: la velocita radiale v, = 7
lungo il versore u e la velocita trasversa v lungo il versore w. La quantita

def A

w=20

si chiama wvelocita angolare. Inoltre, utilizzando 'ortogonalita dei versori w e w,
troviamo la velocita scalare

v = V72 + r202,

y. \, trasverso

.-~ radiale

traiettoria

03 X
Figura I1.1: Moto piano in coordinate polari.
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Calcolando la derivata della ([1.8)) rispetto a t otteniamo la seguente espres-
sione per ’accelerazione vettoriale:

a=1v=iu+ru+ r0w + rbw + row
iu + 0w + rw + rbw — r6%u

= (7 — 10%)u + (16 + 270)w. (1L.9)

Le componenti di a secondo u e w si chiamano rispettivamente accelerazione
radiale e accelerzione trasversa e si ha

a, :f—r92, ag = rf + 2r0.

Mentre il punto P si muove, il raggio vettore OP descrive un’area. Muo-
vendosi da P = P(t) a P’ = P(t + dt), il raggio vettore OP non cambia in
modo significativo se dt e infinitesimo. Approssimativamente, I'area tracciata
dal raggio vettore ¢ larea del settore circolare di raggio r = |OP| e angolo df,
cioe

L o L o
dA = —r“df = —r-0 dt.
2 2

Dunque definiamo la cosiddetta velocitd areale A rispetto al centro O come

. 1 ..
A= 57'29. (11.10)

Deriviamo ora altre due espressioni per la velocita angolare. La prima ¢ la
seguente:

A= %(xg) — iy). (IL.11)

Infatti, ricordando che x = rcosf e y = rsinf, risulta

. d, . o d
xy — &y = r(cos 0)%(7" sinf) — r(sin 6)%(7" cos )
= r(cosf) {r sin 6 + 70 cos 9} + r(sin ) {r cos  — 76 sin 9}
=120 {cos’ 0 + sin® 0} + ri {Simh-cosl — cospsing}
=720 = 2A,
il che dimostra la (II.11). Ora dimostriamo la seconda espressione

A:HE(P—O)/\U

> . (IL.12)
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Infatti, poiche (P —O) =rue v =7u+ rfw, si ha

(P—0)Av=(ru) A (7’”“”9“’)
= 1?6(u A w) = 24(u A w),

il che dimostra la ([1.12). I vettore %(P — O) A v ¢ ortogonale al piano pas-
sante per l'origine e la velocita vettoriale v e ha la velocita areale come la sua
lunghezza.

Si noti inoltre che la derivata della velocita areale ¢ legata all’accelerazione
trasversa dalla seguente semplice relazione:

2

ZA.
r

Ay —

Infatti, derivando la (II.10)) si trova

A=rrd+ %7“2@ = g(%@ +r20) = gag.

Una situazione interessante ¢ quella del cosiddetto moto centrale, in cui cioe
il moto del punto P & tale che ad ogni istante ¢ 1'accelerazione a(t) e diretta
verso l'origine O, cioe che ad ogni istante

(P—0)Aa=0.

In tal caso

% B(P —O) A v] = % [5(7%) A v}
:%(fu+7"u)/\v+—(ru)/\a
=0
O Ly + ) A w = 0. (I1.13)
2 —v, per (IL8)

Questa relazione ha due corollari:

a. La lunghezza del vettore %(P — O) A v, la velocita areale A, non dipende
dal tempo t.

b. Esiste un vettore ortogonale al piano del moto (cioe, ortogonale a v ed a
(P — O) = ru) che non dipende dal tempo ¢. Quindi il moto ¢ piano e si
svolge nel piano passante per O e ortogonale al vettore %(P —0) Av.
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Concludiamo con la derivazione della formula di Binet. Questo risultato
specializzato viene spesso applicato per derivare la prima legge di Kepleroﬂ

Teorema II.3 (Formula di Binet) Se il moto ¢ centrale con velocita areale
costante A, allora l’accelerazione radiale a, é data dall’espressione

a, = A {l L 20/ } . (I1.14)

72\ de?

Dimostrazione.  Si ricordi che A = %7’29 e quindi = 2A/r2. Si ha

dr, 2Adr _ 2Ad(l/r)

"TW Tz de df

Dunque _
PYr); AR PO/

G —2A _
" 46? 2 dp?

Di conseguenza,

CAATP(1)r)  4A? 4A? {d2(1/7~) 1}7

a, =i —rf? =

r2  db? 2 do? r
il che dimostra la ([1.14)). |

Si noti come, nel caso di moti centrali, la formula (II.15)) individua com-
pletamente il vettore accelerazione a. Infatti, poiche A = 0, si ha anche
Ay — %A =0.

Supponiamo che a, = —v/r?, essendo 7 un’opportuna costante positiva. In
tal caso la formula di Binet implica che

d*(1/r) 1 v

do? r 442
Quest’equazione differenziale ha la soluzione generale

1 gl
—— = —— + ¢y cos(f — 0y),
(o)~ aqe Teaesf=t)
dove ¢; e 0y sono opportune costanti. Allora

_ A
~ 14ecos(d —6p)

r(t)

dove & = [4¢; A?/~] & una costante. Per ¢ = 0 la traiettoria risulta una circon-
ferenza, per € € (—1,1) un’ellisse, per ¢ = +1 una parabola, e per € > 1 o per
e < —1 un iperbole (discuteremo in modo piu dettagliato questo argomento nel

Cap. |VIII).

2Johannes Kepler (1571-1630) pubblico le cosidette leggi di Keplero in Astronomia Nova
(1609).
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4 Moti Armonici e Moti Armonici Smorzati

Le equazioni del moto per il moto circolare uniforme sono le seguenti:
r = Rcos(wt), y = Rsin(wt), z2=0,

oppure
« = Ru, u = cos(wt)s + sin(wt)7,

dove il raggio R e la velocita angolare w sono costanti positive. In tal caso la
velocita e I'accelerazione sono date da

v = —wRsin(wt)t + wR cos(wt)j = wRw,

2

a = —w?Rcos(wt)i — w?Rsin(wt)j = —w?x = —w?Ru.

Il moto armonico viene descritto dall’equazione del moto
z(t) = Rcos(wt + 6y),

dove R e w sono opportune costanti positive e 6y € un’opportuna costante reale.
Un tale moto e periodico nel senso che

x(t+T)=x(t),

dove il periodo T = (27 /w), 1/T si dice frequenza e w si chiama velocita angolare
o frequenza angolare. L’equazione del moto e soluzione unica dell’equazione
differenziale

i(t) + w?z(t) =0

sotto le condizioni iniziali
z(0) = Rcos by, #(0) = —wRsin .

Esistono numerosi applicazioni concrete del moto armonico. Un’interessante
applicazione e il moto della molla in assenza di attrito descritta dall’equazione
differenziale

dove k ¢ un’opportuna costante positiva (la costante di elasticita della molla).
La sua soluzione generale ¢ data da
sin(tvk
2(t) = x(O)cos(tV/E)-+:t(0)———£—11:2.
vk

Un’altra applicazione si trova nello studio dei circuiti LC (essendo C' un conden-
satore e L un induttore). La carica elettrica sul condensatore verifica l’'equazione
differenziale

Ot) + LCQ(t) = 0.
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La soluzione generale di quest’ultima equazione differenziale ha la forma

sin(tv/LC)
VLC

dove Q(0) ¢ la carica iniziale e 1(0) = Q(0) & la corrente iniziale che passa per
il circuito.

In molte applicazioni il moto armonico viene smorzato. Per esempio, la molla
¢ sottoposta ad una forza d’attrito proporzionale alla velocita che ha 'effetto di
ridurre 'ampiezza delle oscillazioni. Un altro esempio ¢ I’analisi di un circuito
RLC contenente un capacitore, un induttore ed un resistore. In tal caso la carica
Q(t) sul condensatore verifica ’equazione differenziale

Q(t) = Q(0) cos(tV'LC) + I(0)

Q(t) + RCQ(t) + LCQ(t) = 0,
dove L, R e C sono opportune costanti positive (induttanza, resistenza e capa-
cita).

In generale, ’equazione del moto armonico smorzato ¢ un’equazione diffe-
renziale del seguente tipo:

Z(t) + bi(t) + ka(t) = 0,

At

dove k e b sono opportune costanti positive. Sostituendo x = e** arriviamo alla

cosiddetta equazione caratteristica
N+ bA\+k=0. (I1.15)

Si possono presentare tre casi a seconda che I’equazione ([1.15) ammetta radici

Figura I1.2: Grafici delle funzioni x(t) per k = 1, (0) = 2 e £(0) = 1 nei casi
b=1,b=2cbh=3.

complesse coniugate, una radice reale con molteplicita algebrica due o due radici
reali distinte. Piu precisamente, si ha:
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a. 0 < b* < 4k. In tal caso la ([I.15) ha due zeri complessi coniugati, A =
—2 + 2\/4k — 12 La soluzione ha la forma

z(t) = e U/2 [m(O) {cos(’yt) + %sin(’yt)} + @ sin(mf)]

=2 \/5'3(0)2 + [—bx(O) 2—i:y2x(0)] cos(yt + ¢),

N~
ampiezza

dove v = %\/4k — b? e la fase ¢ viene specificato da

cos ¢ = 272(0)
V/4722(0)2 + [b2(0) + 22(0)]2
. —[b+ 2i:(0)]

V/422(0)2 + [b(0) + 22:(0)]2

La funzione z(t) ha infiniti zeri agli istanti ¢ per cui

Dunque la funzione z(t) ¢ oscillatoria con un’ampiezza che tende a zero.

b. v = 4k > 0. In tal caso la (IL.15)) ha il singolo zero doppio A = —(b/2).

La soluzione ha la forma

x(t) = x(0) (1 + %) e bt/2 x‘(o)te—bt/Q

_— {:'c(c)) - %[bx(O) + 2:@(0)]} .

La funzione z(t) ha un singolo zero all’istante

~ —2x(0)
~ ba(0) + 22(0)

c. b> > 4k > 0. In tal caso ci sono due zeri reali, A = —% £
ambedue negativi. La soluzione ha la forma

x(t) = e /2 [:U(O) {cosh(fyt) + %Sinh('yt)} + @ sinh(fyt)] ,
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dove v = $v/b?> — 4k. La funzione z(t) ha un singolo zero all’istante ¢ per
cui

_ —272(0)
tanh(yt) = 52(0) + 22(0)°

purché valga la disuguaglianza 2y|x(0)| < |[bx(0) + 22(0)|. Nel caso con-
trario la funzione z(t) non ha zeri.
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Capitolo 111

Baricentro e Momento d’Inerzia

In questo capitolo si introducono il baricentro di una distribuzione di masse e il
momento d’inerzia di una distribuzione di masse rispetto ad un asse fissato. La
distribuzione delle masse potrebbe essere discreta (trattandosi di un numero di
masse puntuali) o continue (trattandosi di una densita di masse).

1 Baricentri

Supponiamo che nei punti P,..., P, si trovino le masse mq,...,m,, allora il
baricentro G del sistema ¢ definito come

1 n
__E OP:
oG m < 1mJO (2

dove m = my + ...+ m, € la massa totale del sistema. Se (x;,y;,2;) sono le
coordinate cartesiane del punto P;, allora le coordinate coordinate del baricentro
G sono date dalle espressioni

n n n
1 1 1
rg = E E mjmj, Yg = E E mjyj, ZG = E E ijj.
j=1 j=1 7j=1

Nel caso in cui tutte le masse sono uguali (m; = ... =m, = (m/n)), si ha

n n n
1 1 1
mgz—g Ly, yG:_E Yj ZG:_E:ZJ"
J=1 J=1 J=1

Nel caso di tre masse uguali non allineate il baricentro (anche detto baricentro
del triangolo) coincide con la intersezione delle tre mediane e dista da ognuno dei
vertici due terzi della lunghezza della mediana uscente da quel vertice. Nel caso
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Figura III.1: Pannello sinistro: Baricentro G per tre masse uguali situate nei
vertici di un triangolo. Pannello destro: Baricentro G per quattro masse uguali
disposte nei vertici di un tetraedro.

di quattro masse uguali non appartenenti allo stesso piano, il baricentro (anche
detto baricentro del tetraedro) si trova sulla congiungente di ognuno dei vertici
con il baricentro della faccia opposta e dista dal vertice % dell’intero segmento
congiungente.

Nel caso di un sistema continuo occupante la regione C' il baricentro si
definisce mediante la densita di massa pu(z,y, ). In tal caso

1

Tg = _/// .’E,U(.CE,y,Z) d:cdydz,
m c
1

Yo = —/// yu(z,y, 2) de dy dz,
UL c
1

26 = —/// zp(x,y, z) de dy dz.
m c

Nel caso in cui la massa sia concentrata nel piano xy, il baricentro si definisce
mediante la densita di massa p(z,y) bidimensionale. In tal caso

re = — //:L’u:z:ydxdy,
m

yc::—// ypu(@, y) dx dy,
m.JJc

ZGIO

dove C' e la regione del piano zy occupata dalle masse.
Il prossimo risultato ci consente di calcolare facilmente il baricentro di un
sistema per cui la densita e costante a pezzi.
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Teorema III.1 Se si divide il sistema C in N sistemi parziali ¢, ..., cy, il suo
baricentro coincide con quello dei baricentri G1,...,Gx di cq,...,cy quando si
attribuiscono ad essi le masse mW, ... . mWN) dicy, ... cn.

Dimostrazione.  Sia u(x,y, z) la densita di massa del sistema C. Allora per
ogni sistema parziale ¢, si ha

m") = /// p(z,y, 2) dedydz,

1 v 4o
0G, = — /// (xi+yj + zk)u(x,y, 2) dedydz,

mentre

m = /// w(z,y, 2) dedydz = m™ + ...+ mI),
c

1 Lo
OG = — /// (xi+yj + zk)p(x,y, 2) dedydz
m c
L
= Z /// (xi+yj + zk)p(x,y, 2) dedydz
r=1 Cr
N

1 s
:Erz;m()OG“

il quale conclude la dimostrazione. a

Va notato che il baricentro si trova nell’insieme convesso piu piccolo che
contiene tutte le masse.

Esempio III.2 Calcoliamo il baricentro di un disco di raggio R con il centro
situato nell’origine la cui parte superiore ha densita costante u; e quella inferiore
ha densita costante jo. Siano c; e ¢ le parti superiore e inferiore. Allora le
masse delle due parti sono m; = %Wule e My = %WIUQR2. Le coordinate x dei
baricentri sono xg, = xg, = 0. Inoltre,

R VR2—z2 R
miye, = ,Ul/ dx/ ydy = ul/ dv 3(R* — 2°) = 2 R?,
—R 0 R

R 0 R
Maya, = Mz/ dar/ ydy = Mz/ dz 5H(R* — 2%) = =2, R*.
k=2 R

Alternativamente, in coordinate polari risulta
g R
. T R
miyg, = ul/ d9/ drr?sin @ = py [~ cos 9)p—o [%7’3} 0= %/MRQ,
0 0

0 R
MmaYyq, = MQ/ d@/ drr?sin® = py [~ cos0]y___ [%7‘3]7:0 = 3 R?,
- 0
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essendo dx dy = r dr df. Quindi

miye, +maye, 4 — i
mi + mo 3T + po

g =0, Yo =

Esempio III.3 Calcoliamo il baricentro dell’'unione di due semisfere: una di
centro l'origine, raggio R e densita u; nel semispazio superiore, 'altra di centro
I'origine, raggio R e densita us nel semispazio superiore. Siano G e G i loro
baricentri. Essendo uguale a §WR3 il volume di ciascuna semisfera e uguali a m;
e mgy le loro masse, per motivi di simmetria si ha z¢, = Yo, = ¢, = Yg, = 0.
Inoltre, in coordinate cilindriche si ha

2T R VR2—22 2T R
mizg, = ul/ d@/ dzz/ rdr = ,ul/ dQ/ dz %Z(R2 — 2%)
0 0 0 0

= 27y [lRQ 2 ézﬂ R

R2—z
MozG, = [,62/ d@/ dzz/ Tdr—,ug/ d@/ dz 1 52( R?* — 2%

= 2mpy [{ R — Z} _p=sR

essendo dx dy dz = rdr dz df. Quindi

ro =y 0 5 :mlyG1+m2yG2:§RM1_M2
G G ) G My + 1y g lj,1—|—,u2'

2 Momenti d’inerzia

Si definisce momento d’inerzia I di un qualunque sistema particellare rispetto
ad una retta r la somma dei prodotti delle masse per i quadrati delle distanze
dei loro punti di applicazione dalla retta. Detta m; la massa situata nel punto
P; del sistema e §; la sua distanza dalla retta r, si ha

N
7=1

Nel caso di un sistema continuo C' di densita g il momento d’inerzia rispetto
alla retta r e definito tramite il corrispondente integrale

1:/// (. y, 2)6(x, y, 2)* dedydz,
C

dove § denota la distanza del punto generico P di C' da r.
Il prossimo teorema (dovuto a Huygens) mostra come varia il momento
d’inerzia qualora lo si calcoli rispetto a rette fra loro parallele.

32



/
e
a)

\6\‘\\\\\ 3 ’
] i Fj

Figura II1.2: Illustrazione del Teorema di Huygens sui momenti d’inerzia.

Teorema I11.4 (Huygens) Il momento d’inerzia di un qualunque sistema ma-
teriale C' rispetto ad una retta v é uguale a quello rispetto alla parallela rq ad r
condotta per il baricentro di C' aumentato dal prodotto della massa totale di C
per il quadrato della distanza di r da r¢.

Dimostrazione.  Dimostriamo il teorema nel caso di un sistema discreto. La
dimostrazione si estende al caso continuo in modo semplice avendo cura di sosti-
tuire le somme con gli opportuni integrali. Adottiamo le notazioni della Figura
1.2} Supponiamo che le N masse my,...,my si trovino nei punti Py,..., Py
di coordinate (z;,y;,z2;), dove j = 1,2,...,N. Allora, poiche @ = (0,d,0) e
8 = |PQI = a2 + (y; - ", s ha

"
-

m;[xF + (y; — d)?]

J

N N

1 j=1 j=1

[
M =

J

d
I+ md? — 2—ya

m
IG + mdz,

poiche il baricentro si trova nell’origine. O

Studiamo adesso come varia il momento d’inerzia quando r cambia direzione
passando sempre per un punto O. Siano «, e 7y i coseni direttori di r rispetto
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Figura IIL.3: Tllustrazione dei momenti d’inerzia rispetto ad assi concorrenti.

alla terna di riferimento che supponiamo di origine O, quindi o + 3% +~2 = 1.
Sia (), la proiezione del generico punto P; del sistema sulla retta r (vedi la Fig.

[11.3)). Allora
67 = 0P —10Q,P,

0Q;| = |ax; + By; + vzl |OP;| = /5 +y; + 25

dove

Quindi
0f = i +yi + 25 — (ax; + By; +72)°

Di conseguenza,

07 = (Y + 20)a” + (a3 + 25) 8% + (2 + Y)Y — 2a5y;08 — 2x;z00y — 2y;2;57.

Ponendo
N N N
A:ij(y?"‘zjg-) B:ij(xf—l—zj?) C:ij(xf—l—y?),
=1 =1 =1
N N N
A =" myz, B =Y mjz;z, C'=>" mymy;,
=1 =1 =1
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si ottiene
N
Z o
]
N

= Z m; {(yj2 + z?)on + (x]2 + 2]2-)52 - (sz + yf-)vQ
=1
— 2xjy;af — 2xjzj00y — 2y;2; 07}
= Aa® + BB + O~* — 248y — 2B'ay — 2C"af3
A -C' -DB o
—(@ ) |- B —a)[s].
-B -4 C vy

dove la matrice 3 x 3 & hermitiana e positiva semidefinita.
Nel caso di una distribuzione di masse continua bisogna definire le costanti
A, B, C, A", B" e C' nel seguente modo:

/// Y drdydz, B = /// p(x? + 2%) dodydz,
c
/// 2%+ o) dedydz, A = /// pyz drdydz,
c
B = /// pxz drdydz, C' = /// pry dedydz.
c

35



36



Capitolo IV

Cinematica dei sistemi rigidi

In questo capitolo studiamo la cinematica dei sistemi rigidi formati da un
numero finito o infinito di punti contenuti in una regione uni, bi o tridimensionale
dello spazio ambiente. Ci occupiamo cioe di un qualunque sistema che, durante
il moto, conserva inalterate le mutue distanze fra i suoi punti. In altre parole,
un sistema di punti ¢ detto rigido se, prendendo i punti a due a due in tutti i
modi possibili, la distanza di ogni coppia non varia nel tempo.

1 Equazioni generali del moto

Supponiamo di aver fissato nello spazio ambiente una terna levogira Q&n¢ (i
cui versori indichiamo con €, fj g) e di voler riferire ad esso il moto del nostro
sistema rigido S. Consideriamo poi un’altra terna levogira Oxyz (i cui versori
denotiamo con 1, J, E) invariabilmente collegata ad S. Chiamiamo solidale la
terna Ozyz, mentre la terna Q2¢n( e detta fissa. Ogni punto P di S avra posi-
zione invariata rispetto a Ozxyz (cioé le coordinate di P sono costanti rispetto
a Oxyz) pur muovendosi rispetto a Q&n¢ (cioe le coordinate di P sono funzioni
del tempo rispetto a Q&n¢). Percio il moto del generico punto P di S rispetto
al sistema fisso € completamente determinato quando si conosca sia la posizione
di P rispetto al riferimento solidale (tramite le coordinate costanti z,y, z di P
rispetto a Oxyz) sia la posizione, istante per istante, del riferimento solidale
rispetto a quello fisso (assegnando in funzione del tempo in riferimento a Q¢n¢
I'origine O e i versori 'ZJ e k della terna solidale).
L’equazione del moto del generico punto P di S ¢ la seguente

P =0 +ai+yj+ =k, (IV.1)

dove O, 5, j, k sono definiti in funzione del tempo relativamente alla terna fissa,
mentre x, y, z sono costanti rispetto alla terna solidale. Indicate con &,7,( e con
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Figura IV.1: Coordinate fisse e solidali al sistema rigido.

a, 3,7 le coordinate rispettivamente di P e O rispetto alla terna fissa, introdotti
i coseni direttori di 4, j, k come

aq :;5, 51 :Z _: 71 :;g, (IVZa)
&2:‘;'6_: 52:; f; 72:;'.57 (IVQb)
a3 = k- e, [3= k q’ V3= k- g, (IV.2¢)

si puo proiettare 'equazione ([V.1]) lungo gli assi della terna fissa, ottenendo

§=a+az+ ay + aszz, (IV.3a)
n =B+ B+ Bay + B3z, (IV.3D)
C=7+mnx+ 7y + 7132, (IV.3¢)

essendo €, f e g i versori della terna fissa. Le sono dette equazioni
generali del moto di un sistema rigido poiche definiscono in funzione del tempo
le coordinate del generico punto P di S rispetto alla terna fissa. Nelle
appaiono dodici funzioni del tempo: le coordinate di O (a, 3,7) e i nove coseni
direttori oy, B;,v; per ¢ =1, 2, 3. E utile pero osservare che queste funzioni non
sono indipendenti perche i coseni direttori soddisfano le seguenti relazioni:

al+ B+ =1, per i =1, 2, 3, (IV 4a)
;o + Bify + vy =0, peri#h=1,2,3. (IV.4b)
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Quindi le sono completamente individuate a meno di sei funzioni indi-
pendenti e questo si esprimeréﬂ dicendo che un sistema rigido ¢ un sistema con
sei gradi di liberta.

E importante osservare che le valgono, non solo per ogni punto del
sistema rigido .S, ma, anche, per ogni altro punto le cui coordinate sono costanti
(durante il moto) rispetto alla terna solidale Ozyz. Quindi, dal moto di S resta
definito un moto dell’intero spazio dei punti rigidamente connessi a S. In altre
parole, si puo pensare ad uno spazio solidale con il sistema S in moto rispetto
allo spazio ﬁssdﬂ e sovrapposto a quest’ultimo. Quando si parla di moto rigido
si intende proprio il moto di un intero spazio rigido. A tal proposito va anche
rimarcato che un sistema rigido si muove senza dubbio di moto rigido, ma un
moto puo essere rigido sebbene 'ente fisico a cui esso si riferisce (cioe il sistema
di punti ) sia deformabile.

Non ¢ superfluo ribadire che supporremmo le funzioni «, 8, e oy, B;, v; con-
tinue e derivabili almeno fino al secondo ordine per tutto I'intervallo di tempo
in cui e definito il moto.

2 Prima proprieta caratteristica dei moti rigidi

In un sistema rigido S comunque si prendano due punti P e @), la loro distanza
rimane inalterata durante tutto il moto. Questo fatto viene espresso in formule
come

(P—Q) =7, (IV.5)

essendo r costante. Derivando questa equazione rispetto al tempo si trova

dP d
2(P—Q)- (% - d—?) —0, (IV.6)
0, equivalentemente
dP d
(P—-Q)- i (P-Q)- d? (IV.7)

La esprime l'uguaglianza delle componenti delle velocita dei punti P e )
secondo la retta congiungente i punti P e (). La proprieta espressa dalla
caratterizza i moti rigidi nel senso seguente. Se il moto e rigido allora necessaria-
mente vale la . Viceversa se vale la (IV.7)) per ogni coppia di punti allora
il moto e rigido. Infatti la e equivalente alla (IV.6) e da quest’ultima si
risale alla per integrazione essendo 7 costante. Riassumendo i moti rigidi
sono caratterizzati dalla seguente

1Si veda il Capitolo |[VI|sui Vincoli.
Zper spazio fisso si intende lo spazio solidale alla terna fissa Q&n¢
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Prima Proprieta Caratteristica: [ moti rigidi di un sistema di
punti sono caratterizzati dal fatto che, in ogni istante, le velocita di
due punti qualunque del sistema hanno la stessa componente secondo
la retta congiungente i due punti.

3 Moti rigidi particolari

In questa sezione vengono presentati alcuni tipi di moto rigido di grande impor-
tanza nelle applicazioni.

3.1 Moti rigidi traslatori

Un moto rigido si dice traslatorio se ogni vettore P, — P;, determinato da due
qualunque punti in moto, rimane costante in modulo, direzione e verso.

Evidentemente se un moto e traslatorio i tre versori Z, j, k del riferimento
solidale devono restare costanti (per definizione di moto traslatorio). Non &
dlfﬁcﬂe provare che vale anche il viceversa: se in un moto rigido i tre _versori
i 37 k rimangono costanti allora il moto e traslatorio. Infatti, poiche i j ek
sono costanti per ipotesi, per ogni punto P il vettore P — O rimane costante, e
potendosi scrivere P, — P, = (P, — O) — (P; — O) anche P, — P; si mantiene
costante durante il moto e quindi il moto e traslatorio.

Non ¢ difficile ottenere le equazioni cartesiane di un moto traslatorio. A
tal fine, supponiamo di aver scelto gli assi della terna solidale in modo che
inizialmente siano paralleli e abbiano lo stesso verso degli assi della terna fissa.
Trattandosi di un moto traslatorio i versori 1, j, k rimangono costanti durante
il moto conservando le loro componenti (rispetto agli assi fissi) 7 = (1,0,0), j =

(0,1,0), k= (0,0,1), e le (IV.3) diventano

£ =a+alt), (IV.8a)
n=p+p(), (IV.8b)
C=7+ ’7(75)7 (IV8C)

dove a, B, v denotano le coordinate di un qualunque punto O solidale al sistema
mobile.
L’identita che caratterizza i moti traslatori

P, — P =g, (IV.9)

dove ¢ e un vettore costante, esprime il fatto che il moto di P, si puo definire
come quello dell’estremo di un vettore applicato costante, il cui punto di applica-
zione coincide istante per istante con P;. Dalla (IV.9) discende che in un moto
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traslatorio le traiettorie dei singoli punti sono uguali e percorse con la stessa
legge. In particolare, derivando la (IV.9) si trova

by _dh (IV.10)
dt dt
La afferma che in un moto traslatorio tutti i punti del sistema hanno,
istante per istante, la stessa velocita.

Viceversa, se in un moto rigido in ogni istante tutti i punti hanno la stessa
velocita allora il moto e traslatorio. Infatti, per ipotesi la si mantiene per
ogni coppia di punti P, e P, e, per integrazione, da questa si ottiene la che
caratterizza i moti traslatori. Quindi ogni moto traslatorio e caratterizzato da un
vettore (che dipende esclusivamente dal tempo) che istante per istante fornisce
la velocita comune a ogni punto del sistema. Questo vettore ¢ detto velocita del
moto traslatorio e si puo eleggere come suo rappresentante la velocita di uno
qualunque dei punti del sistema, per esempio quella del punto O.

Derivando la ([V.10)) rispetto al tempo si vede subito che in un moto tra-
slatorio tutti i punti hanno istante per istante la stessa accelerazione. Quindi,
in un moto traslatorio, ¢ sensato parlare di accelerazione del moto traslatorio e
tale vettore e individuato, in un dato istante, dall’accelerazione di un qualunque
punto del sistema rigido.

3.2 Moti rigidi rotatori

Un altro notevole esempio di moto rigido ¢ il moto rotatorio, cioe il moto in cui
rimangono fissi tutti i punti di una retta che si chiama asse di rotazione. Per la
condizione di rigidita, si ottiene un simile moto fissando due punti di tale asse,
che d’ora in avanti chiameremo asse z.

Consideriamo un sistema mobile S animato di moto rotatorio rispetto all’as-
se z e sia P un punto del sistema non appartenente all’asse di rotazione. Se
indichiamo con () il punto d’intersezione fra la retta passante per P e perpendi-
colare all’asse z e 'asse z, per l'ipotesi di rigidita la lunghezza del segmento di
estremi P e () non varia e tale segmento rimane sempre perpendicolare all’asse
z. In altre parole, un generico punto P del sistema mobile non appartente al-
’asse di rotazione si muove sulla circonferenza del piano ortogonale all’asse z il
cui centro () appartiene all’asse z. Quindi, la posizione del sistema mobile sara
individuata quando si conosce, istante per istante, la posizione di un suo punto
P non appartenente all’asse. Equivalentemente, la posizione del sistema mobile
¢ individuata qualora sia nota la posizione di un semipiano p uscente dall’asse e
solidale con S. Tale posizione di p & assegnata, in ogni istante, tramite 1’angolo
(0 anomalia) § = 7p formato fra un determinato semipiano 7 uscente dall’asse
z e solidale alla terna fissa di riferimento e il semipiano p (anch’esso uscente
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Figura IV.2: Angolo di rotazione.

da z ma solidale alla terna mobile). E conveniente dare un segno all’angolo 0
appena introdotto. A tale scopo, orientato ad arbitrio I'asse z, si assume come
verso positivo di 6 quello destro rispetto all’asse z orientato. L’anomalia ¢ una
funzione del tempo 0(t) che supporremo essere continua e derivabile (almeno
fino al secondo ordine). E interessante notare che, sebbene lintervallo da 0 a 27
sia sufficiente a individuare tutte le possibili posizioni del semipiano p attorno
all’asse z, per garantire la sopra accennata continuita della funzione 6(t) si e
soliti ammettere che 6 vari anche al di la di questo intervallo.

Osserviamo che, se in un certo intervallo di tempo At, 'anomalia del semi-
piano p varia di A, allora tutti i punti del sistema mobile S (in quello stes-
so intervallo di tempo) descrivono sulle rispettive traiettorie circolari archi di
circonferenza il cui angolo al centro e Af; percio considerando il seguente limite

A0 _do_
Ao AL dt

possiamo concludere che: ad ogni istante tutti © punti di un sistema S animato
di moto rotatorio hanno la stessa velocita angolare 6. La velocita angolare ¢ una
funzione del tempo e il suo segno positivo o negativo indica, ad ogni istante, se
il moto rotatorio e destro o sinistro rispetto all’asse orientato.

Quindi per definire un moto rotatorio occorre specificare la velocita angolare
6 e lasse di rotazione z. Per questo motivo, si e soliti intodurre il vettore
velocita angolare . Tale vettore ¢ definito come segue: ha per lunghezza
il modulo della velocita angolare 6 (cioe, |]), per direzione quella dell’asse di
rotazione e per verso quello rispetto al quale il moto appare destro. In base a
questa definizione, se k rappresenta il versore dell’asse z, possiamo scrivere

@ =0k . (IV.11)
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Osserviamo che il vettore velocita angolare ha modulo generalmente variabile,
ma direzione costante.

L’introduzione del vettore velocita angolare consente di ottenere facilmente
la velocita di ogni punto P del sistema rotante S. Infatti, da quanto scritto
sopra sappiamo che:

a. ogni punto P non appartenente all’asse z si muove di moto circolare nel
piano ortogonale a tale asse lungo la circonferenza avente centro nel punto
() proiezione ortogonale di P su z;

b. Il punto P percorre la circonferenza descritta sopra con velocita angolare

6.

Quindi, tenendo conto delle proprieta dei moti circolari, possiamo affermare che
la velocita (vettoriale) del punto P ha modulo OQP, ¢, istante per istante, di-
retta tangenzialmente alla circonferenza di centro @) e raggio QP (nel piano
ortogonale all’asse di rotazione) e, per le convenzioni adottate, appare destra
rispetto al vettore <. Quindi la velocita del punto P risulta essere simultanea-
mente ortogonale a & e al vettore P — () risultando inoltre destra rispetto a @.
Allora, ricordando la definizione di momento rispetto a un punto di un vettore
applicato, si osserva facilmente che la velocita vp del punto P & proprio espressa
dal momento rispetto a P del vettore & rispetto a un qualunque punto dell’asse
z. Indicato con 2 il generico punto dell’asse z di rotazione, si ha

Up=(2—=P)Nd,
e, per le proprieta del prodotto vettoriale,
Up(t) =d(t) A (P(t) — Q) , (IV.12)

dove @ € un vettore di direzione fissa (quella dell’asse di rotazione) e € ¢ un
qualunque punto (fisso) dell’asse. La esprime quindi la velocita angolare
di un generico punto P di un sistema rotante.

Ricavare 1’accelerazione del generico punto P di un sistema rotante ¢ ora
molto semplice; basta infatti derivare la rispetto al tempo, ottenendo

ap(t) = G(t) A (P(t) — Q) + T A Tp(t). (IV.13)

Si prova facilmente che la ([V.13)) puo scriversi, in modo equivalente, nel seguente

modo
dp(t) = &(t) A (P(t) — Q) — & (P - Q), (IV.14)

essendo () la proiezione del punto P sull’asse di rotazione. Per verificare I'ugua-
glianza delle formule (IV.13) e (IV.14) basta sostituire la (IV.12)) nella (IV.13])
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e tener conto della regola del doppio prodotto vettoriale. I dettagli di questi
calcoli sono omessi in quanto sono molto simili a quelli che svilupperemo per
ricavare la .

Osserviamo ora che la caratterizza completamente i moti rotatori.
Infatti, se un sistema ¢ animato di moto rotatorio, allora (per quanto mostrato
sopra) tutti i punti del sistema hanno velocita espresse tramite la . Vice-
versa, possiamo provare che se tutti i punti del sistema hanno velocita espresse
dalle allora il moto ¢ un moto rigido rotatorio. Dimostrare quest’ultima
proprieta e abbastanza semplice. Siano infatti P, e P, due generici punti del
sistema tali che le loro velocita siano espresse (conformemente alla (IV.12))) da:

Up (1) = &) A (Pi(t) = Q) Op, (1) = d(t) A (Pa(t) — ) .

Sottraendo membro a membro dalla prima delle ultime due equazioni la seconda
si trova

Up, (1) = Up, (1) = &(t) A (Pu(t) — Pa(t)) (IV.15)

e, tenuto conto che per definizione di prodotto vettoriale &(t) A (Py(t) — Py(t))
¢ perpendicolare a Pi(t) — Py(t), moltiplicando scalarmente ambo i membri di
(IV.15)) per Pi(t) — P(t), troviamo

(Tp, (1) = Up, (1)) - (P1(t) — Pa(t)) = 0

che (confronta con ([V.7))) esprime il fatto che il moto & rigido. Per dimostrare
che tale moto & anche rotatorio, e sufficiente osservare che dalla segue
che tutti i punti P per cui il vettore P — € e parallelo al vettore di direzione
fissa & (cioe i punti della retta parallela ad & passante per 2) hanno velocita
nulla, cioe sono fissi.

Chiudiamo questa sezione ricavando dalle le equazioni di un moto
rotatorio nella forma piu semplice possibile. A tal fine supponiamo che ’asse
di rotazione coincida con l’asse z della terna mobile e supponiamo che a sua
volta quest’asse coincida con I’asse ( della terna fissa. Fissiamo 'origine comune
O = in un punto qualsiasi dell’asse z e assumiamo come semiassi positivi x e
(rispettivamente della terna mobile e di quella fissa) i due semiassi perpendicolari
all’asse z e appartenenti rispettivamente al semipiano p e 7 introdotti in questo
paragrafo per definire 'anomalia ¢. Allora, per definizione della funzione 6 si
avra, {x = 0(t) e &y = 0(t) + § dove con y si ¢ denotato I'asse y della terna

mobile. Ora, usando le (IV.2) si trova subito

o =1i-¢=cosb, ﬁlzg-f:cos(z—ﬁ):sin& v=1i-§=0,



e, poiche a« = f =y =0 dalle si trovano le equazioni cercate per il moto
rotatorio, cioe
¢ =xcosf —ysinb,
n=xsinf + ycosh, (IV.16)
¢==z,

essendo # funzione del tempo. Se si eseguisse la derivata delle (IV.16)) si ricave-
rebbero le proiezioni dell’equazione ([V.12)) lungo gli assi della terna fissa.

3.3 Moti rigidi rototraslatori
Nelle due precedenti sezioni abbiamo incontrato due particolari moti rigidi:

1. T moti traslatori che si caratterizzano per il fatto che ad ogni istante tutti i
punti hanno la stessa velocita che sara percio rappresentata da un vettore
7, dipendente esclusivamente dal tempo;

2. I moti rotatori in cui la velocita di ogni punto e espressa da
Up=wA(P—-Q),

essendo ) un punto fisso (arbitrariamente fissato sull’asse di rotazione) e
@ un vettore puramente temporale avente direzione fissa (parallela all’asse
di rotazione).

Possiamo allora considerare un moto in cui la velocita del generico punto P sia
espressa nel seguente modo:

Tp=F+@N(P—Q), (IV.17)

con 7, £ e & che soddisfano le stesse proprieta che avevano, rispettivamente,
nei moti traslatori e rotatori. Un moto in cui la velocita del generico punto P
e data da e necessariamente un moto rigido. Infatti, se P, e P, sono
due punti arbitrari del sistema mobile, allora le loro velocita, conformemente a

(IV.17)), saranno
Up =T+IAN(PL—Q), Up,=TH+IAN(Po—1).
Sottraendo dalla seconda di queste ultime equazioni la prima, si trova
Up, —Up, =GN (Py— Py)
e, moltiplicando scalarmente questa equazione per P, — Py, otteniamo

(UP1_6P2)'(P1_P2>:O7
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che, in base a quanto mostrato nella Sezione [2 assicura la rigidita del moto.

Il moto rigido cosi definito si dice rototraslatorio. Tale nome evidenzia come,
in un moto rototraslatorio, la velocita di un generico punto P ¢, istante per
istante, somma delle due velocita 7e WA (P — ) che al punto P competerebbero
in due dati moti rigidi, uno traslatorio e uno rotatorio.

Consideriamo ora un punto O solidale al sistema rigido animato di moto
rototraslatorio. Allora per la , la velocita di tale punto sara data da

Ulo=T+WJAN(P-0), (IV.18)
e sottraendo questa identita membro a membro dalla ([V.17)) si ottiene
Up=Up+WA(P—-0). (IV.19)

La (IV.19) presenta una notevole somiglianza con la (IV.17) da cui differisce per
il fatto che il punto O non ¢ un punto fisso ma solidale al sistema. Quindi la

decomposizione espressa da e differente dalla usata per definire
un moto rototraslatorio. Tuttavia osserviamo che la mette in evidenza
che il vettore 7y & puramente temporale (come 7) e inoltre, il prodotto vettoriale
GA(P — O) ¢ analogo al prodotto vettoriale A (P — ) solo rispetto a un sistema
di riferimento in cui il punto O e fisso e & ha direzione fissa. Una simile terna
¢ (tenendo conto che la direzione degli assi della terna fissa ¢ invariabile) quella
che ha l'origine in O e assi paralleli a quelli della terna fissa e che, quindi, si
muove con O di moto traslatorio con velocita vp.

La decomposizione fornita dalla si dice propria, mentre la decom-
posizione espressa dalla (IV.19) si dice impropria. Si noti che, al variare della
scelta del punto O solidale al sistema, si ottengono per le velocita di uno stesso
moto rototraslatorio infinite decomposizioni improprie diverse.

3.4 Moti rigidi elicoidali

Fra i moti rototraslatori rivestono un particolare interesse quelli in cui i vettori 7
e W sono entrambi costanti rispetto alla terna fissa. Tali moti vengono detti ro-
totraslatori uniformi o anche moti elicoidali. I moti elicoidali sono caratterizzati
dal seguente

Teorema IV.1 In ogni moto elicoidale esiste, per la velocita del generico punto
P del sistema mobile, una decomposizione propria in cui il componente trasla-
torio ¢ parallelo alla velocita angolare del componente rotatorio.

Dimostrazione.  La velocita del generico punto P in un dato moto elicoidale
e data da

ip = F+ @A (P—Q), (IV.20)
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con 7 e & costanti. Escludiamo i casi in cui il moto sia rotatorio (7 = 0),
traslatorio (& = 0) o il caso in cui 7//& (in quest’ultimo caso non ¢’¢ nulla
da dimostrare!). Possiamo allora decomporre 7 nel componente 7, secondo la
direzione fissa di & e nel componente 7, normale alla direzione di & in modo che
si abbia

F=7 47, (IV.21)

dove 7, e 7,, sono costanti e 7;, ¢ non nullo. Poiche 7, e & sono ortogonali, esiste
un vettore d, ortogonale a 7, e W, tale che

Fo=—GAG (IV.22)

Per determinare il vettore @ basta moltiplicare vettorialmente a sinstra ambo
i membri della precedente equazione per & e, tenendo conto della regola del
doppio prodotto vettoriale, si trova

GATy=—(GAN (@ AQ) =—(&-a3)d+ |&]*a = |d)*d,
C L WAT, o
da cui a = GE Utilizzando le (IV.20)), (IV.21)) e (IV.22) si ottiene
W
UTp=Ty+WAN(P—Q)—dANd=T,+JdN(P—(Q+7)),
e, poiche @ ¢ un vettore costante, il punto €; = € + @ risulta fisso. Percio

I'ultima equazione fornisce
Up =Ty + WA (P—Q), (IV.23)

e questa equazione fornisce la decomposizione propria di cui il teorema afferma
I’esistenza. a

La decomposizione mostra che, ad eccezione del caso in cui 7, = 0
(corrispondente a un moto rotatorio), la velocita di un punto P ¢ data dalla
somma di due vettori 7, e dA (P — ). Il primo di questi due vettori ¢ parallelo
a w mentre il secondo e ortogonale a . Questo suggerisce di considerare la retta
¢ passante per il punto fisso €2y e parallela a & e il piano 7 passante per ) e
perpendicolare a . Infatti, i due addendi 7, e @ A (P — €4) rappresentano le
velocita delle proiezioni ortogonali P e P; di P su (¢ e 7 rispettivamente. Poiche
T, € costante, il moto di P ¢ rettilineo uniforme. Per quanto riguarda il moto
di Py, potendosi scrivere

P—Oy=(P—-P)+ (P —W),
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con P — P; parallelo a &, si ha
Up =W A (P — ),

e tale moto e, quindi, rotatorio uniforme intorno a €2;. Quindi il moto risultante
del generico punto P del sistema & elicoidale uniforme (essendo ottenuto com-
ponendo un moto rettilineo uniforme e un moto rotatorio uniforme) e I'asse di
tale moto ¢ la retta ¢ passante per {2 e avente la direzione di & e 7,.

Chiudiamo questa sottosezione ricavando le equazioni del moto elicoidale. A
tale scopo scegliamo come terna mobile Ozyz una qualunque terna solidale con
il sistema rigido in modo che 'asse 2z coincida con la retta ( e sia orientato come
W; si scelga invece come terna fissa (26n( la posizione assunta da Oxyz all’istante
t=0.

Si verifica immediatamente che la componente di 7, lungo Q¢ sara £|7,| a
seconda che 7, e & abbiano verso concorde oppure no.

Se ora consideriamo le proiezioni P, e P; del generico punto P rispettivamente
lungo I’asse ( e sul piano &n, avremo:

a. Il punto P descrive la retta ¢ con moto uniforme avente velocita %|7,|.
Poiche per t = 0 si ha ( = z, I'’equazione del moto e

C = |7t + 2. (IV.24)

b. Il punto P; ruota invece nel piano £n di moto circolare uniforme intorno
a ) con velocita angolare 0 = w essendo # Panomalia dell’asse mobile Oz
rispetto a quello fisso O¢. Chiaramente si ha § = wt. Quindi le equazioni
del moto di P si ottengono ponendo 6 = wt nelle prime due equazioni di

(IV.16|), ottenendo:

{ & = xcoswt — ysinwt , (1V.25)

1N = xsinwt + ycoswt .

Le equazioni cercate si ottengono mettendo insieme le (IV.24) e (IV.25)); si
perviene cosi alle equazioni del moto elicoidale:

¢ =xcoswt —ysinwt,
n = xsinwt + y coswt , (IV.26)
(==|Tlt+=.

4 Moti rigidi generali

In questa sezione vengono studiati i moti rigidi nel caso piu generale.
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4.1 Formule di Poisson

Per determinare la velocita di un generico punto P di un sistema rigido S occorre

derivare la (IV.1]) ottenendo

o di N dj N dk
Up = Up + r— -+ z—.
PEROTE R T T
Quindi, per poter esprimere in modo opportuno la velocita del punto P occorre
considerare le derivate dei versori ¢, 7, k rispetto al tempo. Per comodita intro-
duciamo la seguente notazione: indichiamo i versori ¢, j, k rispettivamente con

—

jl, jg,jg. Sussiste il seguente

Teorema IV.2 (Formule di Poz’ssorﬂ) FEsiste un unico vettore @ (lo stesso per
tutti e tre gli assi x,y e z) tale che

djl — = d.;2 — =2 d;?) — =
dt WA J1, dt WA J2, dt CRAWK] ( )

Dimostrazione.  Dividiamo la dimostrazione in tre parti

1. Costruzione del vettore & (il vettore velocita angolare);

2. Verifica che il vettore velocita angolare soddisfa le (IV.27));

3. Verifica che il vettore & non dipende dalla particolare terna solidale scelta.

Per costruire il vettore & procediamo nel seguente modo: Dopo aver moltiplicato
vettorialmente a destra la (IV.27)) per j;, troviamo (utilizzando la regola del
doppio prodotto vettoriale):

_1/\]1 = <W /\]1> N = (W'ﬁ) J1— (]1 -]1>w = Wgj1 — W, (TV.28)

essendo w, la componente del vettore & rispetto all’asse x. Facendo calcoli molto
simili, si ottengono le seguenti relazioni:

d_; Ao = wyjs — @, (IV.29a)
djs - .
% AJs = wijs — @, (IV.29Db)

3Siméon Denis Poisson nato a Pithiviers nel 1781 morto nel 1840 a Parigi dove insegno
Meccanica Razionale alla Ecole Polytechnique. Le formule riportate in questo teorema si
trovano nel suo testo Traité de Mécanique.
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dove wy, w, rappresentano le componenti del vettore & rispetto agli assi y e z,
rispettivamente. Quindi, sommando (IV.28)), (IV.29a]) e (IV.29Db)), abbiamo:

3 =
dji - 2 o 2+ - L — - - N o
Z d_jt/\Jz’ = W1 —WH Wyl —WtW,J3—W = (wle + Wy 2 + OJZ]3> —3w = —2w.
i=1

In altre parole, abbiamo ottenuto

3 e

dj; -

—— A7J; = =2
;dt J

e, tenendo conto delle proprieta del prodotto vettoriale, quest’ultima equazione

puo riscriversi come
3

- dji
AN I
;‘7 dt

Quindi il vettore & e dato da

LI (= di
@ = 52 <]z/\E) : (IV.30)

Abbiamo cosl costruito il vettore & di cui il teorema afferma lesistenza. B utile
verificare che il vettore dato dalla (IV.30]) soddisfa le ([V.27). Eseguiamo tale
verifica solo per la prima delle (]W_2_7[) in quanto la verifica per le altre due
equazioni e simile. Ci serviremo delle due proprieta contenute nel seguente

Lemma IV.3 Abbiamo le sequenti identita:

dj'r = djs =

at T T I
djl djl s 2 djl -2 -

S - . 1V.31
i (dt ]2) J2 + <dt J3 | Js (IV.31b)

Dimostrazione.  La dimostrazione di (IV.31a)) segue dal fatto che, indicato

con 9, il Delta di Kronecker, si ha 0 = d(jg—f) = % -js + ddits jr

La dimostrazione di (IV.31]) ¢ immediata se nella seguente (ben nota!) identita

(IV.31a)

U= (5‘;1)51 + (5'52);2 + (?7'53)537

si pone ¥ = % e si tiene conto che % - 71 = 0 avendo j; modulo costante. O
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Possiamo ora facilmente verificare la prima delle (IV.27). Infatti, si ha:

= e 1 i - dj; -
WA =< JiN—=—1 AN

=1

1~ di dJy s

=3 (]1/\dt)/\jl—l-(Jz/\dt)Ajl—i—(]g/\dt)/\ﬁ]

1 _-f 2 djl 2 d]1 - = dj; - d]2 I djg
=3 (71 ]1) i (]1 i )]1—1-(.71 .72) di (]1 i )Jz—l—(]s 91) i

_(_' d.]3) :1 di_’l_(—‘ dj2) _<—' d]3)
ST o et V' AT

1 |dj - d]1 - dj1 - d]1 djl _dj'l
2[dt+(‘72 dt) 2+ (g5 =50 )is _2 a T ar | T ar

dove nelle ultime due uguaglianze ci si € serviti di (IV.31a)) e ([V.31b)).

Resta solo da provare che il vettore & non dipende dalla scelta della terna
solidale. A tal fine sia {€}, €, €3} un altro riferimento (ortonormale) solidale
e, per assurdo, sia @i(# &) il vettore costruito tramite le , si avrebbe

quindi:
3
1 de;
G = 3 (Z & A d—i) . (IV.32)

i=1

Se indichiamo con a5, (r, s = 1,2, 3) i coseni direttori che i versori €, formano
con gli assi j,, cioe esplicitamente

iy =J1-€1, Q2 =J2-€1, Q3= J3" €1,

Qo1 = J1- €2, Qo2 =J2-€2, Y23 =]3" €2,

— — —

Q3p = j1-€3, [ =J2-€3, Y33 =7J3" €3,

possiamo esprimere i versori €, in funzione di j, facilmente nel seguente modo:

€ = 041151 + 06125'2 + 0613}3: Z Oélsjs ) (IV.33a)
s=1
3
€y = Qo1J1 + Qa2 + Qa3 3= Z 24 ]s 5 (IV-33b)
s=1
3
53 = a31j1 + Oéggjz + CY33j3: Z agsjs . (IV33C)
s=1
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Usando le ([V.33)), si trova

3
L 1 L deé; L . dey . dey des
=z TA— | = AL p A= 4 n—
1 2(26 dt) (1 a TN TN

1 > d <
= 5 > + ZOQs]s A (a ( 042k]k)>
s=1 k=1 s=1 k=1
3 d 3
+ Z a3s]s N (E (Z Oé3kjk>>
s=1 k=1

1 3 3 d,;k
5 {Z Z <Z OélsOélk> js dt } . (IV34)

1 3 3 3 . d—:‘
. 5{22 (z) jsAg}.

s=1 k=1 \I=1
. dj
A questo punto si puo facilmente verificare che il coefficiente del vettore jg A %
vale 1 se s =k, 0 se s # k, quindi
3 -
w1 = = i A\
=3
i=1

e la dimostrazione ¢ ora completa. a

4.2 Derivata temporale di un vettore solidale al sistema
rigido

E possibile compattare le formule di Poisson in un’unica formula. A tal fine

ricordiamo che @ rappresenta un vettore solidale al corpo rigido in moto se le

—

componenti a,, a,, a, di tale vettore rispetto alla terna solidale fl, 72, fg non
dipendono dal tempo. Quindi, derivando rispetto al tempo l'identita

= m.]l + Cly]2 + szs

52



e tenendo conto delle formule di Poisson ([V.27)), si trova

d—a—ad—;+ad—j+a@
dt — dt  Yde G dt

—

= DA (agi + ayj—kazlg) =WAd,

in altre parole, abbiamo ricavato
— =WAd. (IV.35)

La (IV.35]) contiene come caso particolare le formule di Poisson.

4.3 Derivata temporale di un vettore non solidale al si-
stema rigido

Come calcolare, piu in generale, la derivata di un vettore le cui componenti
non rimangono costanti rispetto alla terna solidale? Per rispondere a tale do-
manda indichiamo con b il vettore di cui si vuole calcolare la derivata e siano
bi(t), ba(t), b3(t) le componenti di tale vettore rispetto alla terna solidale. Te-

nendo conto delle (IV.27) e dei calcoli sviluppati per arrivare alla ([V.35), si
ottiene:

— — —

b .- di .= i . = dk
5 = DT+ b0+ ba(OFa + ba(0) 5+ ba(t)s + a0
3 3
= " bit)ji + @ A (ba(£)i + ba(t)] + bs(D)k) = > bi(t)ji + GAD,
i=1 =1
cioe .
db—ib(t)?-qtczAE—g(t)ﬂv/\E (IV.36)
at — L B ' '

Un caso particolare e molto significativo della (IV.36]) lo si ottiene conside-
rando b = . Si avrebbe

- 3
dw

— =) G+ @AG =) di(t)ji =d(), (IV.37)

at  “ ,
i=1 =1
essendo w;(t) le componenti della velocita angolare rispetto agli assi solidali.

Questa formula e molto interessante perche esprime il fatto che il vettore & ha
il medesimo derivato temporale sia rispetto agli assi fissi che rispetto agli assi
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mobili. In particolare, se & ha direzione costante rispetto agli assi solidali avra
direzione costante anche rispetto agli assi fissi. Per dimostrarlo, si indichi con [
il versore di . Conviene osservare preliminarmente che [ ha modulo costante e

dl -
quindi risulta ortogonale al suo derivato a Dalla (IV.37)), scrivendo & = wl si

ricava inoltre che

- d 2
e poiche [ & ortogonale a ¥ e [, I'equazione di sopra e soddisfatta se e solo se

dw . dl f

—_— =W

dt dt
L’ultima delle due equazioni scritte sopra afferma proprio che se la direzione di
[ e fissa nel riferimento solidale ¢ tale anche in quello fisso e viceversa.

4.4 Componenti della velocita angolare rispetto al riferi-
mento solidale

Per sfruttare bene la (IV.37]) sarebbe utile conoscere le componenti del vettore &
rispetto alla terna moblle Sohtamente tali componenti si denotano con p, q, r,
si ha cioe W = wy ]1 + O.)ng + ngg Al fine di ottenere tali formule ripartiamo
dall’identita

d.;l o d}l 2\ d} e dj
i ( o ]1)]1+(dt < Ja )]2+(dt - J3)Js.

din -
Tenuto conto che % - j1 = 0 e della (IV.31al), quest’ultima equazione si puo

scrivere come

AT AC LAY
dt dt ©J2)J)2 — di J1)J3-

Poiche j’g = —j’g A fl, jg = j’g A 5'1 el = j’l A fl possiamo scrivere

djl d]l - d; df
i (= i J2)J3 /\J1 + (=~ i .71)]2 /\.71 + (=~ i

d]2 L - —.‘

djs
(dt j)j1+(dt Jl)J2+(

53)51 A 51

AJp. V.38
o - J2)Js| A ( )
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Quindi confrontando la prima delle ({[V.27)) con la ([V.3§]), si trovano le compo-

nenti del vettore del velocita angolare nel riferimento solidale:

d]z -
IV.
W1 = dt © 73, ( \Y 39&)
d]3 -
IV.39b
Wg = dt ©J1 ( )
d7,
W3 = _jtl J2- (IV.39c¢)

5 Velocita e accelerazione in un moto rigido
generale

5.1 Velocita in un moto rigido

Se P e O sono due punti di un sistema rigido, il vettore P — O ¢ necessariamente
un vettore solidale al corpo rigido e quindi possiamo applicare a tale vettore la

formula ([V.35)) ottenendo

d(P - 0O)
———=U0A(P-0).
o @A ( )
dP dO
Se si indicano con Up e Uy le velocita ’r e ’r dei punti P e O, si perviene alla
seguente
p=To+WdA(P—-0). (IV.40)

Quindi abbiamo trovato 'espressione della velocita di un generico punto di un
sistema rigido in moto. I vettori #jp (rimarchiamo che O rappresenta un qualun-
que punto solidale del sistema rigido e quindi non necessariamente coincide con
'origine) e & sono entrambi funzioni del tempo e indipendenti dal punto P.

Viceversa, supponiamo che siano assegnati due vettori vy e & dipendenti dal
tempo e che un sistema si muova in modo tale che la velocita del suo generico
punto P sia espressa dalla . Allora il sistema e necessariamente rigido.
Per provare questa affermazione ragioniamo come segue. Siano P; e P, due
punti del sistema e indichiamo con v7 e ¥, le loro velocita. Per le ipotesi fatte
possiamo scrivere

o+ @A (P —0),

U =
17 O+CU/\(P2 O)

Sottraendo dalla prima equazione la seconda, si trova

U =U+ A (P — P)
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che esprime il fatto che il vettore ¥; — 5 risulta perpendicolare al vettore P, — Ps,
percio
(171—172)(P1—P2):0

Ma questa equazione caratterizza i moti rigidi (confronta con (IV.6])) come si
voleva provare.

Possiamo percio concludere che [’equazione (IV.40|) é caratteristica per le
velocita dei punti di un moto rigido. Quindi, rispetto alla terna fissa, un moto
rigido risulta determinato quando si prefissino i vettori puramente temporali Up
(essendo O un punto qualsiasi del sistema mobile) e & che, per questo motivo,
sono detti vettori caratteristici del moto rigido rispetto al polo O.

Tenendo conto che abbiamo indicato con p, ¢, r le componenti di & rispetto
alla terna solidale (vedi formule @I}), se denotiamo con u, v, w le componenti
di Up, possiamo proiettare la (]I—V_4_OI> lungo gli assi della terna solidale ottenendo

vy =u+qz—1Y, (IV.4la)
Uy =V +re —Dpz, (IV.41Db)
Uy = W+ py — q. (IV.41c)

5.2 Accelerazione in un moto rigido

Possiamo ora facilmente determinare I’accelerazione del generico punto P

di un sistema rigido. A tal fine basta derivare la (IV.40]), ottenendo

(P — O :

dove dp e do rappresentano le accelerazioni di P e O rispettivamente. Per via
della (V.40 possiamo scrivere

d(P—0)

WA
dt

=W A (Up—1Up)=dA(WGA(P—0)).

Consideriamo ora la retta r passante per O e parallela a & (supponiamo & # 6)
e sia @) la proiezione ortogonale di P su r. Ovviamente si ha: P — O = (P —
Q) + (Q — O) essendo @ — O parallelo a & e P — @ ortogonale a & (si veda la
figura). Quindi, usando anche la regola del doppio prodotto vettoriale

GA(GAP-0)=BAGA(P-Q)+dAGBAQ-0))
ANEA(P=Q) = (@ (P-Q)d—I|d(P-Q)=—[&]*(P—Q),

=W
si ha
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Figura IV.3: Asse di istantanea rotazione.

. d(P-0 .
sn 2O ape )
In definitiva, la (IV.42]) puo essere riscritta come
ip=do—|3*P-Q)+@A(P-0), (IV.43)

che esprime l'accelerazione del generico punto P (in funzione di quella di un
prefissato punto O del sistema e del vettore dipendente dal tempo ). La retta
r sopra introdotta ¢ nota come asse di istantanea rotazione. Un caso particolare
e quello di un moto rigido rotatorio uniforme. In tal caso si annullano dp e @

(& ¢ infatti costante) e la (IV.43) diventa
ap = —|d* (P - Q). (IV.44)

In tal caso, 'accelerazione si dice centripeta essendo diretta verso il centro della
circonferenza descritta da P.

6 Atto di moto

6.1 Definizione d atto di moto e asse di moto

Sebbene il concetto di atto di moto possa essere introdotto per sistemi anche
non rigidi, per motivi di semplicita si trattera solo il caso di sistemi rigidi.
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Il moto di un sistema di punti puo essere studiato seguendo due approcci
diversi:

a. Approccio lagrangiano;
b. Approccio euleriano.

Il punto di vista lagrangiano consiste nell’esprimere i caratteri del moto in fun-
zione della generica particella del sistema e del tempo. Finora abbiamo sempre
seguito un approccio di questo tipo. Per esempio, la notazione vp(t) denota la
velocita (in funzione del tempo) di una generica particella del sistema. Quindi
Up rappresenta la velocita lagrangiana.

Il punto di vista euleriano consiste invece nell’esprimere i caratteri del moto in
funzione del tempo e di una fissata posizione A dello spazio ambiente. In questo
caso il campo delle velocita del sistema sara espresso in funzione del tempo e del
generico posto A. Piu precisamente, la notazione €4 () rappresenta la velocita in
A allistante t (velocita euleriana). Si puo pensare alla velocita euleriana come
alla velocita che compete alla particella P del sistema che all’istante t transita
per la posizione A. E opportuno rimarcare che al variare dell’istante considerato
cambia la particella che transita per A.

Fissato un certo istante temporale ¢, I'insieme dei vettori applicati (A, €4(t))
¢ detto atto di moto del sistema all’istante considerato. Tale termino-
logia fu introdotta da Maggiﬂ Si tratta di un campo di vettori che precisa la
distribuzione istantanea delle velocita nello spazio di riferimento, senza conside-
rare la loro dipendenza dal tempo (infatti 'istante ¢ e fissato). Volendo usare
un’immagine pittoresca per descrivere la definizione di atto di moto, possiamo
dire che esso corrisponde a una fotografia in cui, per ogni punto A dello spazio
ambiente, e rappresentato il vettore velocita della particella solidale al sistema
rigido che all’istante del clic passa per A (sempre che tale particella esistal).

Poiche nelle sezioni precedenti abbiamo sempre considerato il punto di vista
lagrangiano, ¢ naturale cercare di tradurre le relazioni trovate in termini della
formulazione euleriana. In particolare, interessa avere una rappresentazione in
forma euleriana della formula fondamentale della cinematica ([V.40)). Per ot-
tenere tale rappresentazione, si indichino con A e B le posizioni dello spazio
ambiente per cui transitano i punti P e O del sistema rigido nell’istante ¢ fis-
sato. Denotiamo quindi con €4 e €p le velocita dei punti P e O nell’istante t.
Evidentemente nell’istante ¢ si ha €4 = Up e €g = Up e quindi la puo

1Gian Antonio Maggi nato a Milano nel 1856 e morto nel 1937 a Milano. Insegno Calcolo
nelle Universita di Modena e Messina e Meccanica Razionale a Pisa e Milano. Si interesso
di Dinamica Analitica, teoria del potenziale, elasticita e elettromagnetismo. Svolse inoltre
accurate ricerche sui fondamenti della Meccanica classica e Relativistica.
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riscriversi come
_'A:é)B—l-@’/\(A—B). (IV45)

L’equazione caratterizza ad ogni istante fissato la distribuzione delle
velocita in un qualunque moto rigido.

Analogamente, la proprieta caratteristica dei moti rigidi espressa in termi-
ni lagrangiani dall’equazione , seguendo un approccio di tipo euleriano
diventa

ey (A-B)=¢é5-(A-B), (IV .46)

qualunque siano le posizioni A e B.
Studiamo il comportamento dei due vettori caratteristici & e €g al variare
della posizione B.

Prima proprieta: Il vettore & non dipende da come si sceglie la
posizione B.

Per dimostrare tale proprieta iniziamo a verificare che il vettore & non cam-
bia se, mantenendo fisso B, si riferisce il sistema rigido ad una terna solidale
Bxqy; 2 avente orientazione diversa dalla “solita” terna solidale Bxyz (confron-
ta anche con la terza parte della dimostrazione delle formle di Poisson). Infatti,
se denotassimo con &' la velocitd angolare calcolata nel sistema di riferimento
Bxyy, 21, avremo che la velocita in A sara data da

é’A:gB—F@T/\(A—B).
Ma, relativamente alla prima terna solidale Bxyz, tale velocita vale
gA:€B+QA(A—B).

Per cui, eguagliando le due espressioni trovate per la velocita nel punto A si
trova

G'A(A—-B)=&A(A-DB),

che possiamo riscrivere come (&' — &) A (A— B) = 0. Poiche quest’ultima
equazione deve essere soddisfatta qualunque sia la posizione di A che si scelga
(ovvero per qualunque scelta del vettore A— B), deve necessariamente verificarsi
che &t — & = 0, ossia &' = @. Ora cambiamo la posizione portandola da B a
B’. Poiche abbiamo appena dimostrato che la velocita angolare non dipende
dall’orientazione della particolare terna solidale con assi concorrenti in B’ a cui
si riferisce il moto, non e restrittivo considerare la terna avente gli assi paralleli e
equiversi alla prima terna solidale Bxyz e origine in B’. Poiche in questo modo
non variano i versori fondamentali, non varia in base alla neanche la
velocita angolare .
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Seconda propieta: Il vettore € varia al variare della posizione B in
accordo alla seguente legge:

ey =g +@A(B —B)=éz+(B—-B)AG. (IV.47)

La dimostrazione ¢ immediata e discende direttamente dalla legge ([V.45)).

Le due proprieta ora ricavate permettono di concludere che: ¢ vettori caratte-
ristici di un moto rigido & e €g si comportano, al variare del polo, rispettivamen-
te come il risultante e il momento risultante di un sistema di vettori applicats,
al variare del polo. Percid tutte le proposizioni ottenute nel Capitolo [I] e rela-
tive alla riduzione dei sistemi di vettori applicati forniscono proposizioni valide
relativamente agli atti di moto. Tali proposizioni si ottengono semplicemente
sostituendo la parola momento con il temine velocita e la parola risultante R
con la velocita angolare .

In particolare, nella Teoria dei Momenti si e definito ’asse centrale di un dato
sistema di vettori applicati come il luogo geometrico dei punti rispetto ai quali il
momento risultante e parallelo al risultante (supposto diverso dal vettore nullo).
In analogia a tale concetto introduciamo ’asse del moto rigido all’istante
t (o asse di Mozz@ come il luogo dei punti di velocita parallela alla velocita
angolare & (supponendo & # 5) Inoltre, il componente della velocita nella
direzione di & non dipende dal polo B. Quindi se B & un punto dell’asse di
moto si ha €g = 7//d e, tenendo conto di cio, la assume la forma

€a=T+WJN(A—B), essendo 7//dJ e B indipendente da A. (IV.48)

Questa equazione rende esplicito che il vettore 7 rappresenta il componente di
€p parallelo ad w, tale vettore € anche detto velocita di traslazione del sistema
rigido allistante t.

Avendo in mente ’espressione lagrangiana stabilita per le velocita nella sezio-
ne “Moti rigidi particolari”, possiamo interpretare la ([V.48)) nel seguente modo:
In un moto rigido, in ogni istante, I’atto di moto e elicoidale, nel senso
che si compone di una traslazione lungo ’asse di moto e di una rotazione attorno
allo stesso asse. Quest’ultima affermazione e solitamente nota con il nome di
Teorema di Mozzi. Osserviamo che come casi particolari della ([V.48)), troviamo
1 seguenti:

o Atto di moto traslatorio. Equivale a prendere & = 0 nella (IV.48) che
quindi fornisce la seguente equazione:

Epr=T.

5Giulio Mozzi nato a Firenze nel 1730 e morto a Firenze nel 1813. Pubblico un solo lavoro
scientifico: quello in cui viene evidenziata 1’esistenza dell’asse di moto.
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Quindi in un atto di moto traslatorio la velocita non dipende dal posto.
Se un moto rigido ¢ traslatorio I’atto di moto ¢ traslatorio in ogni istante.

e Atto di moto rotatorio. Equivale alla possibilita di scegliere B in modo

che la (IV.48) diventi
ér=dJAN(A-DB),

essendo 7 = 0 e con B e & indipendenti da A. Ogni moto rotatorio ha
Iatto di moto sempre rotatorio con & di direzione invariabile.

Dalle definizioni sopra presentate di atto di moto rotatorio e traslatorio segue
che: in ogni istante ¢ in cui si annulla & 'atto di moto e traslatorio, mentre
ogni istante in cui si annulla 7 corrisponde a un atto di moto rotatorio. Dalla
(IV.48]), moltiplicando scalarmente per &, otteniamo

W€y =w-T==2|d||T] = up + vqg + wr,

essendo (u,v,w) le componenti di €4 e (p,q,7) le componenti della velocita
angolare. La quantita & - €4 e detta trinomio invariante. Condizione necessaria
e sufficiente affinché un atto di moto rigido sia traslatorio o rotatorio é che si
annulli, in quel dato istante, il trinomio invariante.

Non e difficile verificare che ’asse di moto ¢ altresi caratterizzato dal fatto di
essere la retta dei punti di minima velocita. Infatti ogni punto dell’asse di Mozzi
ha, per definizione, velocita in modulo uguale a |7|. Sia ora A una qualunque
posizione del sistema che, nell’istante ¢, non appartiene all’asse di moto e si
indichi con d4 la distanza di tale punto dall’asse. In base alla il modulo
della velocita €4 € |€4] = \/|T|? + |w|?d4 > |7] e vale I'uguale se e solo se d4 = 0.

6.2 Composizione di atti di moto rigidi

Se i vettori €4 e ﬁ; rappresentano in un dato istante ¢, le velocita euleriane nella
posizione A di due distinti atti di moti rigidi, il vettore

ga=€a+ fa
caratterizza, nello stesso istante t, il cosiddetto atto di moto composto. E abba-
stanza semplice provare che I'atto di moto composto di due atti di moto rigido

e anche esso un atto di moto rigido. Infatti, poiche per ipotesi €4 e f4 sono atti
di moto rigido, per ciascuno di essi la (V.46 assicura che

€r-(A=B)=é-(A=B), fa-(A=B)=fs-(A-B),

qualunque siano le posizioni A e B dello spazio ambiente. Sommando membro
a membro queste relazioni si trova

(€A+ﬂ)-(A—B):(€B+ﬁs)-(A—B)
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che comporta

ga-(A—B)=gp-(A—B)
ossia che 'atto di moto composto e rigido. Per lo studio diretto della composi-
zione degli atti di moto rigidi e necessaria la seguente osservazione. Se €p e W)
sono i vettori caratteristici del primo atto di moto rigido, mentre fo e wy sono i
vettori caratteristici del secondo atto di moto rigido in modo che

&1 =Eo+wh A(A=B),
fa=fo+wyA(A—B)

allora I'atto di moto rigido risultante ¢ dato da
ga = <670+J?0> + (W1 +wi) A (A= B),

cioe 1 wvettori caratteristici, rispetto a una qualumque posizione, di un atto di
moto rigido composto si ottengono sommando vettorialmente gli omonimi vettori
caratteristict degli atti di moto componenti rispetto alla medesima posizione.

Essenzialmente usando quest’ultima proprieta si perviene ai seguenti teoremi
di cui omettiamo la dimostrazione:

Teorema IV.4 L’atto di moto composto di due atti di moto rotatori intorno ad
assi concorrenti in un punto € anch’esso rotatorio intorno ad un asse passante
per quel punto, ed ha per velocita angolare la somma algebrica delle velocita
angolari degli atti di moto componenti.

Teorema IV.5 L’atto di moto composto di due atti di moto rotatori intorno
ad assi paralleli v e v e di velocita angolari &y e Wy non opposte, ¢ anch’esso
rotatorio intorno ad un asse parallelo a r e r' e giace nel piano della striscia r
e r' dividendola in parti inversamente proporzionali a wy e Wy (internamente o
esternamente a seconda che W) e Wy siano di verso concorde o meno).

Teorema IV.6 L’atto di moto composto di due atti di moto rotatori intorno ad
assi parallelir e r’ e di velocita angolari Wy e Wy opposte, ¢ puramente traslatorio
in direzione ortogonale al piano degli assi v e r' e ha per velocita il momento
della coppia delle velocita angolari Wy e Wy ciascuna di esse localizzata lungo il
rispettivo asse.

7 Angoli di Eulero

7.1 Definizione degli angoli di Eulero

Nella sezione [1] si & gia sottolineato che per determinare la posizione di un siste-
ma rigido rispetto a un’assegnata terna fissa 2£n(¢ basta conoscere la posizione
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di una terna Oxyz solidale con il sistema rigido rispetto alla terna prefissata
Q&nC. In particolare, le equazioni mostrano che la posizione della terna
Ozxyz rispetto alla terna 2¢n( € nota quando si conoscono le coordinate «, 3,
dell’origine O e i nove coseni direttori «y, 3;,; dei versori ;,j, k. Questi ultimi
non sono tutti indipendenti fra loro, ma devono soddisfare le sei relazioni espres-
se dalle (IV.4). Quindi i parametri indipendenti che consentono di specificare la
posizione del sistema rispetto alla prefissata terna Q&n( sono sei: le coordinate
a, 3, dell’origine e tre dei nove coseni direttori «, 5;, ;.

g
A

Figura IV.4: Angoli di Eulero.

E opportuno introdurre dei parametri che consentono una piu agevole (e
visuale) identificazione della posizione di Ozyz rispetto a Q&n¢. Poiche il modo
piu semplice di localizzare I'origine O e tramite le sue coordinate, cerchiamo tre
parametri indipendenti atti a individuare in modo univoco l'orientazione della
terna Qzyz (parallela alla terna Ozyz ma con 'origine in ) rispetto alla terna
Q&n(. Tre parametri che consentono di identificare facilmente l'orientazione
di Qzyz rispetto a Q2én¢ sono i cosiddetti angoli di Eulero. L’introduzione
di tali angoli puo essere fatta come segue: Supponiamo che i piani zy e &n
non coincidano. In tal caso questi piani si intersecheranno lungo una retta
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che ¢ perpendicolare sia all’asse z che all’asse ( (essendo comune a due piani
rispettivamente ortogonali all’asse z e all’asse () e quindi al piano da questi
individuato. La retta ottenuta come intersezione dei piani xy e £n e orientata
in modo che rispetto ad essa appaia destro I'angolo CAZ delle due rette orientate
( e z, viene detta linea dei nodi e si denota con N, mentre I’angolo CAz si chiama
angolo di nutazione e si denota con 6 (per definizione si ha 0 < 6 < 7). Si
chiama angolo di precessione e si denota con 1 I’angolo fN misurato nel verso
destro rispetto a (; infine, ’angolo Nz misurato nel verso destro rispetto a z si
dice angolo di rotazione propria e si indica con ¢. I tre angoli 6, ¢ e ¢ definiti in
questo modo si chiamano angoli di Fulero della terna Qxyz rispetto alla terna
Q&nC e sono soggetti alle seguenti limitazioni:

0<f<m,
0 < < 2m, (IV.49)
0< o< 2.

E altresi facile osservare che, assegnati tre valori arbitrari a 6, ¥ e ¢ in modo
che le limitazioni espresse dalla siano verificate, resta individuata la po-
sizione della terna Qxyz rispetto alla terna Q2&n¢. Infatti, nel piano £n 'angolo
1) consente di tracciare la linea dei nodi N. Quindi nel piano per 2 perpendico-
lare alla linea dei nodi, 'asse z e individuato come quello che, nel verso destro
rispetto a N, forma un angolo 6 con I'asse (. Inoltre nel piano passante per {2
e perpendicolare all’asse z, ’asse x e localizzato dalla sua anomalia ¢ rispetto
alla linea dei nodi (nel verso destro rispetto all’asse z). Infine I'asse y risulta
univocamente individuato come quello che con gli assi x e z forma una terna
trirettangola destra.

Rimane da considerare il caso in cui i piani £n e xy coincidono. In tal caso
I’angolo di nutazione 6 ¢ uguale a 0 0 a 7. In tal caso la linea dei nodi ¢ indeter-
minata e lo stesso si puo dire per gli angoli ¥ e ¢. Rimane invece determinata la
somma degli angoli ¢ e ¢ che in questo caso sono complanari. Infatti, ovunque
si pensi tracciata la linea dei nodi, si ha ¢ + ¢ = 5?9:, e quest’angolo basta a
individuare univocamente la terna Ozyz rispetto alla terna fissa Q2&n(.

Chiudiamo questo paragrafo sottolineando che gli angoli di Eulero di un
sistema rigido in moto rispetto ad una terna fissa (¢ sono funzioni determinate
del tempo e fino a che il moto e continuo queste funzioni sono funzioni continue.

Possono sorgere difficolta legate alla continuita del moto come conseguenza
delle limitazioni . Infatti, puo capitare che per rispettare tali limita-
zioni occorra far saltare bruscamente qualcuno degli angoli di Eulero da un
valore estremo all’altro senza che cio corrisponda a una discontinuita nel moto.
Per evitare tali discontinuita artificiali si puo rilassare qualcuna delle limita-
zioni espresse dalle : in questo modo si perde pero la biunivocita nella

64



corrispondenza fra i punti dello spazio e terne di valori 6., ¢ degli angoli di
Eulero.

7.2 Espressione dei coseni direttori in funzione degli an-
goli di Eulero

Ci occuplamo di trovare le formule che esprimono i coseni direttori «;, 3;,v; dei
Versori i, j, i,k in funzione degli angoli di Eulero 6,1, ¢. A tal fine osserviamo che
la terna mobile Qzyz a cui competono tre assegnati angoli di Eulero 6,1 e ¢ si
ottiene a partire dalla terna fissa (2¢n( eseguendo tre successive rotazioni destre
rispetto al rispettivo asse orientato di rotazione. Le rotazioni da eseguire sono
le seguenti:

1. La prima rotazione ¢ una rotazione di angolo 1) intorno all’asse (. In questo
modo si ottiene la terna €2¢17;( essendo 'asse & proprio la linea dei nodi.
In base a ([V.16]) le equazioni di tale rotazione sono:

§=~E&cosyy —msiny,
n =& siny +ncosy, (IV.50)
(=g.

In altre parole, in forma matriciale si ha

& cosy —siny 0 &
n| =/|snyY cosy O m
¢ 0 0 1 ¢

2. La seconda rotazione e una rotazione di angolo # intorno alla linea dei
nodi. In questo modo si ottiene la terna €2£;y;z essendo 'asse y; la retta

del piano (z tale che y;z = g e my; = 0 . Usando le (IV.16]) possiamo

scrivere le equazioni di tale rotazione:

51 :£17
m = yi1cosh — zsinf, (IV.51)
( =y sinf + zcosh.

In altre parole, in forma matriciale si ha

&1 10 0 &
m|] =10 cosf —siné Y1
¢ 0 sinf cos#d z
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3. L’ultima rotazione e una rotazione di angolo ¢ intorno all’asse z che porta
la linea dei nodi a sovrapporsi all’asse = (e 'asse y; suy). In questo modo si
ottiene la terna Qzyz. Sfruttando le (IV.16)) le equazioni di tale rotazione

SOno:
& =xcosg—ysing,
Y1 = xsing + ycos o, (IV.52)
z2=z.

In altre parole, in forma matriciale si ha

&1 cos¢p —sing 0 x
y1 | = [sing cos¢p 0O Y
z 0 0 1 z

Sostituendo le ([V.51) e ([V.52)) nelle (IV.50)) e svolgendo semplici prodotti

matriciali si trova:

& o1 Qg Qg T
nl=15 b5 Bs v, (IV.53)
¢ Y1 Y2 8 z

dove «y, B;,7; sono i coseni direttori le cui espressioni sono legate agli angoli di
Eulero dalla seguenti espressioni:

( . .
Q1 = Ccos ¢ cos Y — sin ¢ cosfsiny

Qg = —sin ¢ cos Y — cos ¢ cos fsin ),

a3z = sinfsiny

1 = cos ¢psiny + sin ¢ cos  cos Y,

B = —sin¢siny + cos ¢ cos cos ), (IV.54)
B3 = —sinfcos,

Y1 = sin¢sind

Yo = cos ¢sind

\ v3 = cosf.

7.3 Espressione della velocita angolare in funzione degli
angoli di Eulero

Ci proponiamo di trovare I'espressione della velocita angolare & nel moto rigido
istantaneo corrispondente al passaggio dalla posizione individuata dagli angoli
di Eulero 0,1, ¢ a quella individuata dagli angoli 6 + df, ) + di, ¢ + d¢. Dalla
definizione degli angoli di Eulero sappiamo che l'incremento df dell’angolo di
nutazione 6 corrisponde ad una rotazione elementare di angolo df intorno alla
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linea dei nodi. Analogamente gli incrementi d¢ e diy di ¢ e 1 equivalgono a due
rotazioni attorno agli assi z e ( rispettivamente. Quindi la velocita angolare &
si otterra nel seguente modo:

&= ON + ¢k + 7, (IV.55)
dove N , E,f sono i versori rispettivamente della linea dei nodi, dell’asse z e
dell’asse (.

Per ottenere le componenti di & rispetto alla terna mobile e a quella fissa in
funzione degli angoli di Eulero occorre quindi trovare le componenti dei versori
N k; Z rispetto ai 81stem1 di rlferlmento mobile Oxyz e fisso Q2EnC. A tale scopo,
iniziamo a scrivere la in forma matriciale nella forma ,dove i
coefficienti direttori «;, @,% per ¢ = 1,2,3 sono i coseni direttori dati dalle

(IV.54]). Osserviamo che la matrice formata da tali coefficienti & ortogonale
(cioe la sua trasposta coincide con l'inversa) e quindi si ha anche

ar b m §
= (6] 52 Y2 n . (IV56)
az Pz 73 ¢

Tenendo conto delle (TV.53)) e (IV.56) ¢ ora immediato trovare le componenti di
E, Z rispetto alla terna fissa e a quella mobile. Per quanto riguarda il versore kle
sue componenti rispetto alla terna Q&n( sono, in base alla ([V.56)), (as, 53,73),
mentre rispetto al riferimento Ozyz tale vettore avra componenti (0,0, 1). Invece
il versore Z avra componenti (0, 0, 1) rispetto alla terna Q&n( e, in base a ,
(71,72,73) rispetto al riferimento mobile Ozyz. Per determinare le componenti
di N rispetto alla terna 2{n( basta osservare che, rispetto alla terna Q&;7,(, tale
versore si puo rappresentare mediante il vettore applicato in €2 che ha ’estremo
libero & = 1 e ny = ¢ = 0. Quindi sostituendo nelle ivalori § =1e

n = ¢ = 0, si trovano le componenti rispetto alla terna fissa (cos,sin,0).

N e R

Analogamente, potendosi rappresentare N rispetto alla terna Q& y;2z mediante
il vettore applicato in €2 che ha I’estremo libero &, = 1 e n; = ¢ = 0, sostituendo
& =1em = ¢ =0 nella (IV.52) si ottengono le componenti di N rispetto a
Oxyz che sono (cos ¢, —sin ¢, 0).

Utilizzando quanto sopra trovato nella e indicando con ; ; k i versori
della terna mobile e con €, f, g 1 versori della terna fissa, si ottiene

= (9 cos ¢ + ¢71> i+ (—9 sin ¢ + ¢72> i+ (qb + @/}73) E, (IV.57)
percio indicando con p, g e r le componenti di w rispetto alla terna mobile si ha

p=0cosd+ vy,
g=—0sine+ s, (IV.58)
r=¢+Yy;.
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Procedendo analogamente si trova
3= (Geost+ dag) @+ (~Bsinw+08) [+ (V+d7) 7, (IV.59)
e denotando le componenti di & rispetto alla terna fissa con 7, &, p abbiamo

T =0cost + das,
£ =—0siny + ¢fs, (IV.60)
p=1+dy.

8 Esercizi

ESERCIZIO 1: Un corpo rigido ruota attorno ad un asse fisso con velocita

angolare
— 1 —
W=—1u
1+¢2 7
essendo # il versore dell’asse di rotazione.

a. Calcolare la velocita e il suo modulo di un punto P situato a distanza d
dell’asse di rotazione.

b. Calcolare ’accelerazione e il suo modulo di un punto P situato a distanza
d dell’asse di rotazione.

ESERCIZIO 2: Nel piano cartesiano Oxy si consideri I'asta P(Q) vincolata
con 'estremo P a ruotare uniformemente sulla circonferenza di centro O e raggio
R nel senso antiorario, e vincolata con I'estremo () sul semiasse positivo delle y,
essendo ¢ (¢ > 2R) la lunghezza dell’asta. Inizialmente (cioe, per ¢ = 0) il punto
P si trova sul semiasse negativo delle y.

a. Calcolare la velocita del punto P.

b. Calcolare la velocita del punto Q.

c. Calcolare la velocita angolare dell’asta, sapendo che il punto P si muo-
ve sulla circonferenza con velocita angolare w. Suggerimento: Usare la

formula fondamentale della cinematica dei corpi rigidi.

d. Determinare la traiettoria del punto medio S dell’asta. Basta trovarla
nella forma implicita F'(z,y) = 0 per un’opportuna funzione F'.
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SOLUZIONE: a) Sia # I’angolo polare tale che il punto P ha le coordinate
cartesiane
xp = Rcos, yp = Rsinb,

dove § = —(7/2) + wt. Quindi la velocita del punto P ¢ data dall’espressione
?713 = ZL‘pl + ypj, dove
Tp = wR cos(wt), yp = wRsin(wt).

b) Essendo ¢ I’angolo tra l'asta e I'asse y tale che 0 < ¢ < arctan(¥) < %,
abbiamo ’equazione

(sin¢ = Rcosf = Rcos(—3m + wt) = Rsin(wt).
Calcolando la derivata rispetto a ¢ otteniamo
(¢ cos ¢ = wR cos(wt),

dove cos ¢ > 0 e quindi
wR cos(wt)

V2 — R?sin®(wt)

b=
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Le coordinate del punto ) sono

1o =0, ygo = Rsin(—F + wt) + L cos ¢ = —R cos(wt) + \/62—R2 sin?(wt).

Calcolando le derivate rispetto a t arriviamo alla velocita del punto @), cioe
U = YqJ, dove

wR? sin(wt) cos(wt)

V2 — R?sin®(wt)

Yo = wRsin(wt) —
c¢) Abbiamo
Ug — Up = W N\ (PQ),

dove &y ¢ la velocita angolare dell’asta. In altre parole,

— wRcos(wh)i — wR? sin(wt) cos(wt);, _
V02 — R?sin®(wt)

=W A (—R sin(wt)i + \/62 — R? sin2(wt)f) .

Siccome il moto dell’asta avviene nel piano Oxy, rlsulta Wy =
portuna velocita angolare scalare wy. Utilizzando kAT =

otteniamo
wR cos(wt)

V0 — R?sin®(wt)
Un altro modo per calcolare la velocita angolare &y si basa sulla seguente
formula:

W =

(Tp — ) N (P = Q)

Wy = 2
; ; P
1 WwReos(wt) — wR? sin(wt) cos(wt)
e N sm (wt)
R sin(wt) V2 — R2sin(wt) 0

_ wRcos(wt) 7
V0 — R?sin®(wt)

d) Le coordinate del punto S a meta strada tra P e () sono

T = 3 Rsin(wt), ys = —Rcos(wt) \/52 R2sin?(wt).

Ora bisogna eliminare la variabile ¢ dalle espressioni per xg e ys e arrivare
ad un’equazione del tipo F(xg,ys) = 0. Il trucco e di sfruttare 'uguaglianza
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sin?(wt) + cos?(wt) = 1. Infatti,

. 2xg
f) = =5
sin(wt) 7
 — RZsin®(wt) — 2 7 — dfas]? - 2
cos(wt) = \/ R2sin*(wt) ys _ [zs] yS.

2R 2R

Di conseguenza,

(m 2y5> — 4R?.
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Capitolo V

Moti Relativi

Questo capitolo e organizzato nel seguente modo: in una prima sezione si studia
il moto di un punto in moto rispetto a due sistemi di riferimento in moto I'uno
rispetto all’altro. Nella seconda sezione si studia il moto di un sistema rigido
in moto rispetto a due terne in moto 'una rispetto all’altra. Infine, nella terza
sezione, i principi generali stabiliti sui moti relativi vengono sfruttati per studiare
alcuni importanti esempi di moti rigidi (moti rigidi piani e moti di precessione).

1 Generalita

Consideriamo due terne trirettangole levogire Q¢n¢ e Oxyz I'una in moto rispet-
to all’altra. Convenzionalmente chiamiamo fissa la terna 2£n¢ e diciamo mobile
la terna Ozyz. Sia P un punto mobile rispetto alle due terne. Nel passare
dal riferimento fisso a quello mobile le grandezze cinematiche (per esempio la
velocita e I'accelerazione) associate al punto P in generale cambiano. Si pone
quindi il problema di trovare il legame fra tali grandezze qualora il moto di P sia
osservato contemporaneamente da due osservatori (uno solidale alla terna fissa
e l'altro solidale a quella mobile). Per risolvere tale problema premettiamo le
seguenti definizioni: Si chiama moto assoluto il moto del punto P rispetto alla
terna fissa 2£n(, moto relativo il moto del punto P rispetto alla terna mobile
Ozyz e moto di trascinamento il moto rigido della terna mobile rispetto a
quella fissa (cioe il moto dello spazio rigido solidale alla terna mobile rispetto
alla terna fissa).

-

Indichiamo con €, ﬁ g i versori degli assi della terna fissa e con jl, jQ,jg i
versori degli assi della terna mobile. Siano inoltre £(t), 7(t), ((t) le coordinate del
punto P rispetto alla terna fissa mentre x1(t), zo(t), 23(t) individuino P rispetto
alla terna mobile. La dipendenza dal tempo delle coordinate di P e giustificata
dal fatto che esso e in moto rispetto ad entrambe le terne.
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Supponiamo che siano date le equazioni del moto relativo di P
r1 = 21(t), T2 = 22(t), 23 = 23(1), (V.1)

e che sia assegnato il moto di trascinamento della terna mobile rispetto a quella
fissa tramite le funzioni O(t), 71(t), ja(t), j3(t). L’equazione del moto assoluto di

\"

P(t) 13
/Il‘\\\\\

Figura V.1: Moto del punto P rispetto a due sistemi di riferimento in moto
I'uno rispetto all’altro.

P in forma vettoriale ¢
P=0+ xJ1 + Isz + $3j37 (V.2)

dove x1, x5, x3 sono date dalle (V.1)). Le equazioni (V.2]) differiscono dalle (IV.1))

perche le coordinate di P non sono costanti rispetto alla base ji, j2, j3. Proiet-
tando le (V.2]) lungo gli assi della terna fissa si ottengono le equazioni del moto
assoluto di P

5 = o+ o121 + ey + 373, (V3a)
n =B+ Bix1 + Poxs + [sx3, (V.3b)
¢ =7+ w1+ Yre + V323, (V.?)C)

—

essendo oy, B;,vi (1 = 1,2,3) i coseni direttori di 1, J2, 3 introdotti in (TV.2).
Le ([V.3) sono molto simili alle (IV.3)) ma, rispetto ad esse, x1, s, 3 dipendono
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dal tempo (essendo date dalle ) Quindi, se sono noti il moto relativo di
P e quello di trascinamento, e possibile scrivere esplicitamente le equazioni del
moto assoluto di P. Viceversa, assegnati il moto assoluto e quello di trascina-
mento, invertendo le si possono scrivere esplicitamente le equazioni del
moto relativo di P.

1.1 Legge di composizione delle velocita e teorema di
Coriolis

Denotiamo la velocita e ’accelerazione del punto P rispetto alla terna fissa
rispettivamente con ¥(® e g(@ (il pedice a sta per “assoluto”), mentre la velocita
e l'accelerazione del punto P rispetto alla terna mobile si denoteranno con ")
e @ (qui il pedice r sta per “relativo”). Infine denoteremo con o) e @
la velocita e I'accelerazione di trascinamento. Per velocita di trascinamento si
intende la velocita di quel punto dello spazio rigido solidale alla terna mobile
che, nell’istante considerato, ¢ sovrapposto al punto P. In maniera analoga si
definisce 'accelerazione di trascinamento.

Per stabilire il legame fra velocita assoluta, relativa e di trascinamento deri-
viamo la rispetto al tempo e otteniamo

dP-Q) dO0-Q) . - < djh
dt dt +;“+;x dt (V-4)
A o dO .
Se consideriamo il quadrinomio — + > 7 | x;— si osserva subito che esso for-

nisce, istante per istante, la velocita del punto dello spazio rigido solidale alla
terna mobile in moto di trascinamento rispetto alla terna fissa. Infatti, se, a
partire da un certo istante t = t*, il punto P si arrestasse nel suo moto rispetto
alla terna Ozyz la darebbe (a partire dall’istante ¢ = t*) la velocita di un
punto le cui componenti sono costanti rispetto alla terna mobile (e quindi tale
punto appartiene allo spazio rigido solidale alla terna Ozyz). Percio possiamo
porre

3 e
dO dj;
S(t) def 7 el V.5
! dt i (V-5)
mentre, per definizione di velocita relativa si ha
3
7=y g (V.6)
i=1
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Quindi la (V.4)) si puo riscrivere come
7 = ) 5O, (V.7)

L’equazione costituisce il principio dei moti relativi che asserisce che
ad ogni istante la velocita assoluta di un punto ¢ la risultante della sua velocita
relativa e della sua velocita di trascinamento.

Per stabilire il legame fra accelerazione assoluta, relativa e di trascinamento,

iniziamo con il derivare la (V.4
3

d?P  d?0
= + zz]z +2 Z xz

A2 dt?

d jl
dt2

(V.8)

Introducendo la cosiddetta accelerazione complementare (o accelerazione
centrifuga composta) come

dj
G '1—“22@ Ji (V.9)

e poiche, per definizione di accelerazione di trascinamento e relativa, si ha

3

420 d2} 3 -

- def 7 —(pr) def " 7

N TR A S (V.10)
i—1 =1

1=

possiamo scrivere la ((V.8]) nel seguente modo
a” =a" +a® + . (V.11)

Quest’ultima equazione esprime il teorema di Coriolis: ad ogni istante ’acce-
lerazione assoluta é la somma wvettoriale delle accelerazioni di trascinamento,
relativa e complementare.

L’accelerazione complementare si puo scrivere in un modo piu significativo
se si tiene conto delle formule di Poisson e della definizione di velocita relativa
(cioe della (V.6))). Infatti, si trova subito:

3 - 3 3
dj - o
~(c) def i —(t) — —(t)
—2; i —Q;Q:Zw A J; 2;w N T;7;
3
= 20® A (Z 3:]) =25 A ), (V.12)
i=1

essendo &) la velocita angolare della terna mobile rispetto a quella fissa (velocita
angolare di trascinamento).
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Il teorema di Coriolis mette in evidenza come le accelerazioni di un medesimo
punto misurate in due sistemi di riferimento in moto 1'uno rispetto all’altro, siano
in generale diverse. Sorge allora spontanea la curiosita di individuare rispetto
a quali classi di sistemi di riferimento I'accelerazione rimanga invariata. A tale
interrogativo risponde il seguente teorema:

Teorema V.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché l’accelerazione sia
wmvariante nel passaggio da un riferimento in moto rispetto ad un altro e che
tale riferimento si muova di moto traslatorio e uniforme rispetto al primo.

Dimostrazione.  Supponiamo che il moto della terna mobile sia traslatorio
uniforme. In tal caso si ha
2
a2

Quindi, per la (V.10) e la (V.12|), accelerazione di trascinamento e quella
complementare si annullano e la (V.11]) fornisce @® = @),

Viceversa supponiamo che si abbia @® = @™ per ogni moto di P. Per la
(V.11)) deve quindi aversi

= 0.

-

3 7

Gzt a0 L0 DJi | o) 5 )

=a’+d —W—Findﬁ—%Zw ATV, (V.13)
=1

Si osservi che la velocita di trascinamento dipende solo dalla posizione del punto
P e non dal moto relativo di P, percio @® e @© sono ambedue (separatamente)
nulle, cioe:

d2—0+ 3 x-ini—G
dt2 - =Thder (V.14)

GO AT = 0.

La seconda di queste due equazioni deve essere soddisfatta per ogni moto di P,
ovvero per qualunque valore di 7(") e, conseguentemente, essa ¢ equivalente alla
condizione &® = 0. Quindi il moto & traslatorio. Inoltre, tenendo conto delle
formule di Poisson e della formula fondamentale dei corpi rigidi (eq. (IV.40))),
possiamo riscrivere 'espressione dell’accelerazione di trascinamento nel seguente
modo:

P20 < d2j 20 < d@ A i)
—'(t) _ 7 _ v 1
T T e T Z
_ PO~ dEYAP-0)
Cdrr & dt
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3

:CZ(2)+ (59 A (P~ 0>+Z< 0)> (V.15)

=1
Se ora si tiene conto della prima delle (V.15) e che & = 0, si trova

2
—’(t) . d O

7 =0 (V.16)

e questo assicura che il moto della terma mobile rispetto alla terna fissa oltre
che traslatorio e anche uniforme. a

2 Moto di un sistema rigido rispetto a due ri-
ferimenti mobili

Nella sezione precedente abbiamo studiato il moto di un singolo punto in moto
rispetto a due sistemi di riferimento in moto reciproco. Consideriamo lo stesso
problema qualora anziche un singolo punto, si ponga l’attenzione su un sistema
rigido S in moto rispetto a due terne in moto 'una rispetto all’altra. Cio che
interessa e determinare il legame fra le caratteristiche cinematiche del moto di .S
ad un fissato istante t rispetto ai due sistemi di riferimento. Anche in questo caso
indichiamo con 2¢n( la terna fissa e con Oxyz la terna mobile. In base a quanto
esposto nel capitolo dedicato ai moti rigidi, per poter individuare I'atto di moto
del sistema S (in un fissato istante t) basta conoscere i due vettori caratteristici
Ug e & che rappresentano, rispettivamente, la velocita di un punto (), comunque
prefissato e solidale ad S, e la velocita angolare di S. Poiche nella sezione
precedente abbiamo imparato (tramite il teorema dei moti relativi) a esplicitare
il legame tra le velocita di un qualunque punto di S rispetto ai due riferimenti in
moto reciproco, rimane solo da trovare il legame fra le velocita angolari. A tal
fine indichiamo con &® e @™ rispettivamente le velocita angolari di S rispetto
al riferimento fisso e rispetto al riferimento mobile, mentre si ¢ gia introdotta la
velocita angolare di trascinamento & come la velocita angolare del moto rigido
della terna Oxyz rispetto alla terna fissa Q2¢n(.

Quindi se P ¢ un punto di S e () ¢ un prefissato punto solidale a S (cioe
dello spazio rigido solidale a S), allora rispetto alla terna fissa si avra

o) =3y + 3 A (P - Q), (V.17)
mentre rispetto alla terna mobile si ha

7 =55 + 3O A (P - Q). (V.18)
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Inoltre, se si considerano i punti dello spazio rigido solidale alla terna mobile che
nell’istante considerato sono sovrapposti a P e @, le velocita di trascinamento
di questi soddisfano ancora alla ([V.40)) e pertanto si ha:

o) =i +3Y A (P~ Q). (V.19)

Teniamo ora presente che il teorema di moti relativi richiede che #(® = ¢(") + )
e, se sommiamo membro a membro la ([V.40) e la ([V.41]), perveniamo alla
seguente equazione:

7O = <17g) +?7S)) + (@D + G A (P - Q)

cioe

7 = 35+ (@9 + 3 A (P - Q). (V.20)
Confrontando la ([V.20)) con la si ottiene

GON(P = Q)= (@ +dY) A (P -Q),

e poiche tale relazione deve valere qualunque siano i punti P e ) che si scelgono,
essa conduce alla seguente importante equazione

3@ =G 4+ G, (V.21)

Questa equazione rappresenta l'analogo per le velocita angolari dell’equazione
(V.7). La afferma che: In un moto rigido qualunque la velocita ango-
lare assoluta ¢, istante per istante, uguale alla somma vettoriale delle velocita
angolari relativa e di trascinamento.

Si verifica facilmente che la velocita angolare rimane invariata nel passaggio
da un riferimento in moto rispetto ad un altro solo se il moto del riferimento
mobile ¢ traslatorio (cioe se G® = 0.)

3 Applicazioni ai moti rigidi
In questa sezione discutiamo tre importanti applicazioni della teoria dei moti
relativi ai moti rigidi: il rotolamento di due superfici rigide, i moti rigidi piani e

i moti di precessione.
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3.1 Rotolamento di due superfici rigidi

Siano ¢* e o due superfici rigide delle quali la prima e fissa mentre la seconda
si muove mantenendo sempre il contatto con la prima almeno in un punto C
(naturalmente, si suppongono soddisfatte tutte le condizioni di regolarita ne-
cessarie, in particolare, I'esistenza del piano tangente comune alle due superfici
dove questi piani hanno punti in comune). Il moto di o rispetto a o* si dice mo-
to di rotolamento. Sia C' uno qualunque dei punti di contatto (potrebbe anche
essere I'unico, come accade se o* e o sono due superfici sferiche). Esso varia ge-
neralmente sia su ¢* che su o, descrivendo due curve. La velocita di quel punto

di o che nell’istante considerato si trova sovrapposto a C' si chiama velocita di
strisciamento in C'. Evidentemente, essa risulta parallela al piano tangente in C'
alle due superfici. Infatti, se 7™ e T" sono due terne rispettivamente solidali a o*
e 0, la T* si puo considerare come una terna fissa, la 7' come una terna mobile
e interpretare il moto di C' su ¢* come moto assoluto, quello su ¢ come moto
relativo. Il moto di trascinamento € il moto di rotolamento di ¢ su ¢* e, per-
tanto, la velocita di strisciamento esprime proprio la velocita di trascinamento.
Dette 17§C), 79 e 79 le velocita assoluta, relativa e di trascinamento di C, il
principio dei moti relativi da

7O = 7O 4 79, (V.22)

I vettori 17510), 17,(10), esprimendo velocita di punti che si muovono su o* e su o
rispettivamente, sono parallele al piano tangente comune alle due superfici. La

(V.22)) dimostra, pertanto, che anche il vettore 79 & ad esso parallelo.

80



Il moto di o su ¢* si dice di puro rotolamento se la velocita di strisciamento
¢ nulla in ogni punto C'. In tal caso si dice che o rotola senza strisciare su o*.

Dato I'annularsi di 17£C), ¢ chiaro, in base alla (V.22)), che in un moto di puro
rotolamento le due traiettorie descritte da C' su ¢* e su ¢ hanno la medesima
tangente in C' e vengono da C' percorse con uguali velocita. Inoltre, risultando
nulla la velocita del punto solidale a o sovrapposto a C, 'atto di moto rigido
cui e soggetto o ¢ ad ogni istante un atto di moto rotatorio intorno a un asse
passante per C.

3.2 Moti di precessione

Consideriamo un sistema rigido S avente un punto solidale O = (2 all’origine
comune alla terna fissa T™ e alla terna solidale T avente costantemente la velocita
nulla. In tal caso la velocita vp di un qualsiasi punto solidale P diviene

Tp =@ A (P —Q). (V.23)

Ad ogni istante sia a la retta uscente da €2 e parallela ad & (supposto non nullo).
Tale retta ¢, in generale, variabile sia nello spazio (cioe, rispetto alla terna fissa
T™), sia nel sistema mobile (cioe, rispetto alla terna solidale 7'). Passando la a
sempre per il punto fisso O, essa descrivera due coni, uno nello spazio ambiente,
I’altro nello spazio mobile. Tali coni si chiamano con: di Poinsot. Se si considera
un qualunque punto P della retta del sistema rigido S a cui in ogni determinato
istante la a e sovrapposta, la velocita di P risulta nulla. Infatti, in tal caso
P — Q risulta parallelo ad & e quindi @p = 0 (vedi la (V.23)). Dunque abbiamo
dimostrato I'esistenza di una retta a, il cosiddetto asse di moto, tale che ogni
punto di a appartenente allo spazio mobile ha velocita nulla. In generale, la
retta a non e solidale allo spazio mobileH

Particolare interesse tra i moti rigidi con un punto fisso rivestono i moti di
precessione. In tal caso una retta, f, uscente da O e solidale al sistema mobile
forma un angolo invariabile, 6, con una retta, p, anch’essa uscente da O ma fissa
nello spazio ambiente. La retta f si chiama asse di figura, la retta p asse di
precessione, il punto O polo della precessione. La velocita angolare, &, risulta
somma di due vettori, uno di direzione invariabile nel sistema mobile, 'altro
di direzione invariabile nello spazio ambiente. Tale proprieta si esprime con la
relazione

W=pu+vd, (V.24)

dove @ & un versore solidale al sistema mobile (versore di f) e & & un versore
invariabile nello spazio ambiente (versore di p, supposto non parallelo a ). Le
quantita p e v si chiamano rispettivamente velocita di rotazione propria e velocita
di precessione. Risultano le seguenti due identita:

1Se 1o fosse, il moto sarebbe rotatorio.
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P
f
0=Q
¢+ 1 = cos ) = costante, (V.25a)
di d dc
FAGAD) = — = — (@) — —-T=0. 2
C-(WAU)=¢C o dt<c W) i 0 (V.25Db)

Di conseguenza, la velocita angolare & e parallela al piano dei vettori u e C.
L’annularsi di una delle velocita u, v, riduce il moto a un moto rotatorio.

Il moto di precessione si dice precessione regolare se ambedue le velocita u, v,
sono delle costanti. In tal caso, la evidenzia come & sia la somma di due
vettori, uno costante nel sistema mobile, I’altro nello spazio ambiente. Poiche
in tal caso gli angoli che la retta, a, uscente da O e parallela ad &, forma con f
e p sono costanti, si deduce che i due coni di Poinsot sono rotondi.

L’esempio pit noto di questo tipo di moto rigido e la precessione dell’asse
della Terra. In tal caso, sotto l'ipotesi che la Terra abbia la forma di una
sfera, I'origine O coincide con il centro della Terra, I'asse di precessione p ¢ la
retta che attualmente passa per i due poli nord e sud, e 6 ~ 23,5°. In prima
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approssimazione, la precessione e regolare: il periodo di rotazione propria e 24
ore incirca, mentre il periodo di precessione vale 26.000 anni.

Figura V.2: La precessione dell’asse della Terra. Vedi Wikipedia.

Ritorniamo ora a discutere i coni di Poinsot, dimostrando che il cono mobile,
o, rotola senza strisciare sul cono fisso, o*. Sia, infatti, A* una qualunque curva
tracciata su ¢* e che abbia un’intersezione semplice con ogni generatrice e sia
C l'intersezione di A* con la generatrice che nell’istante considerato costituisce
I’asse di moto. Durante il moto il punto C' descrive su ¢ una curva A ben deter-
minata. Interpretando il moto di C su ¢* con traiettoria A* come moto assoluto
e quello su o con traiettoria A come moto relativo, il moto di trascinamento
¢ il moto di o (cioe, il moto del sistema rigido). Ne segue che la velocita di
trascinamento di C' e nulla, appartenendo tale punto all’asse di moto in un atto
di moto rotatorio.

Per il principio dei moti relativi, si ha, pertanto,

A = 7O, (V.26)

Dalla ([V.26)) risulta che A* e A hanno la medesima tangente e cio, essendo quella
tangente distinta dalla generatrice comune ai due coni, implica che i due coni
abbiano in comune il piano tangente. Inoltre, la velocita di trascinamento nel
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moto di o su o* e, evidentemente, nulla. Si tratta, pertanto, di un moto di puro
rotolamento.

3.3 Moti rigidi piani

Un moto rigido si dice piano se e possibile trovare un piano 7 solidale al corpo
che, durante il moto, si mantiene parallelo ed equidistante ad un piano 7’ solidale
all’osservatore. Lo studio del moto rigido piano ¢ riconducibile ad un problema
in due dimensioni, ovvero allo studio del moto di una figura rigida piana nel suo
piano. Infatti ¢ immediato verificare che tutti i punti di una retta ortogonale
al piano 7 hanno la stessa velocita. Quindi la velocita di ogni punto del corpo
¢ conosciuto se si conosce la velocita della sua proiezione sul piano 7, ovvero la
velocita della sezione del corpo con il piano .

Considerato un punto qualunque P del corpo distinto dalla sua proiezione
P’ sul piano 7/, affinche il moto sia rigido piano, il vettore PP’ deve risultare
costante. Infatti si puo scrivere:

PP = | PP, (V.27)

dove u e il versore normale al piano 7, concorde con PP’. Allora derivando
rispetto al tempo abbiamo:

d(PP') d|PP'|

d  dt
Ma (d||PP’||/dt) = 0 per la condizione di rigidita e quindi (d@/dt) = 0. Que-
st’ultimo segue anche direttamente dal fatto che il piano 7 si mantiene sempre

parallelo a se stesso durante il moto e quindi il versore @ ad esso normale e
costante. Di conseguenza:

. du

d(PP) _dP' _dP _

dt At dt

oppure:
Upr = Up, (V.28)

qualunque sia il punto P’ appartenente alla retta passante per P e normale
al piano w. Dunque il moto della sezione del corpo con il piano 7m determina
completamente il moto del corpo.

Dalla legge di distribuzione delle velocita (IV.40)) e dalla (V.28) otteniamo

le seguenti informazioni sulla velocita angolare:
G APP =0. (V.29)

Essendo per ipotesi P # P’, per la velocita angolare nel moto rigido piano
rimangono le due seguenti possibilita:
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e & =0 nel qual caso I'atto di moto risulta traslatorio;

e (J ¢ parallelo a PP’, cioe & ¢ parallelo al versore @ al piano w. In questo
caso l'asse di Mozzi esiste ed € normale al piano 7. Ricordiamo che la
velocita di ogni punto dell’asse di Mozzi ¢ parallela a .

Non abbiamo ancora utilizzato I'informazione relativa all’invariabilita della
distanza fra i piani paralleli 7 e 7’: questa comporta che la componente della
velocita normale a questi piani deve essere nulla. Infatti considerando un punto
A appartenente alla sezione del corpo con il piano 7 e la sua proiezione A’ sul
piano 7', la distanza tra i due piani si puo esprimere come:

h=1i-AA. (V.30)

La sua invariabilita equivale a richiedere

dh

=i Ta=T=0 (V.31)

dal momento che la componente della velocita di A’ lungo @ € necessariamente
nulla, essendo A’ per definizione, un punto del piano fisso 7’. Ora la ci
informa che la velocita dei punti del corpo o sono nulle o sono parallele al piano
7, in quanto risultano ortogonali al versore normale a . Questo significa anche
che le velocita dei punti della sezione del corpo con il piano 7 costituiscono un
sistema di vettori piani il cui piano ¢ 7 e quindi la sezione piana si muove nel
suo piano, senza mai uscire da esso.

Si conclude allora, che in un moto rigido piano I’atto di moto o e
traslatorio, e allora tutti i piani hanno velocita uguali e parallele al
piano 7, oppure e rotatorio con le velocita dei punti sempre parallele
al piano 7. Il piano 7 si dice allora piano del moto. In questo caso il
vettore velocita angolare ¢ sempre normale al piano del moto.

Esaminiamo ora il caso in cui & # 0; allora Datto di moto & rotatorio e
I’asse di Mozzi e un asse di istantanea rotazione, essendo una retta i cui punti
hanno velocita nulla, ed € ortogonale al piano del moto. Definiamo ora centro
di istantanea rotazione il punto di intersezione dell’asse di istantanea rotazione
con il piano di moto. In un atto di moto rigido piano, in cui 'atto di moto e
rotatorio, il centro di istantanea rotazione, € quel punto della sezione del corpo
che, nell’istante considerato, ha velocita nulla. La velocita di un qualsiasi punto
P del corpo e data da:

vp =W A CP, (V.32)

essendo C' il centro di istantanea rotazione.
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Per definizione di centro di istantanea rotazione si ha vz = 0, mentre il
teorema di Poisson implica che

Uo = U + @ A QC.

Quindi

g+ AQC =0, (V.33)
essendo {2 un punto qualunque del corpo, scelto come origine di un sistema di
assi solidali nel piano del moto. Moltiplicando vettorialmente per & a sinistra

la ([V.33) riusciamo ad isolare QC"

0

wAUg+dA(GAQC)
=G A g+ (J-Q0)G — (G- G)QC
=& A T — wQC,

essendo & - QC = 0. Essendo Patto di moto rotatorio, ciod w = 0, otteniamo

WA Ug
2

QC =

. (V.34)

w
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Capitolo VI

Vincoli

In questo capitolo vengono introdotti alcuni dei concetti piu importanti per lo
sviluppo della Meccanica, e cioe quelli di vincolo, coordinate lagrangiane e grado
di liberta.

1 Vincoli e loro classificazione

Nello studio della Meccanica molto spesso ci si imbatte in sistemi materiali
(continui e discreti) vincolati, cioe il cui movimento ¢ ostacolato. Per vincolo
si intende ogni dispositivo che limita la liberta di movimento dei punti di un
sistema.

Ci soffermiamo sulla rappresentazione analitica dei vincoli, cioe sulla loro
descrizione mediante opportune equazioni e/o disequazioni. Infatti una prima
classificazione dei vincoli viene fatta tenendo conto della natura delle equazioni
che li rappresentano.

Per prima cosa occorre distinguere fra vincoli di posizione e vincoli di mo-
bilita. 1 vincoli sono detti di posizione se le equazioni che li rappresentano
coinvolgono le coordinate dei punti del sistema ma non le loro velocita. Invece
si ha un vincolo di mobilita se le equazioni del vincolo tengono conto sia della
posizione dei punti che delle loro velocita.

Soffermiamoci inizialmente sui vincoli di posizione. Essi possono ulterior-
mente essere classificati in:

a. vincoli bilaterali e vincoli unilaterali
b. vincoli fissi e vincoli dipendenti dal tempo
¢. vincoli interni e vincoli esterni
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In particolare un vincolo viene detto di posizione e bilaterale se esso e rappre-
sentato da un’equazione del seguente tipo:

f(P1, Py, ..., Py;t) =0, (VL.1)

essendo f una funzione degli N punti del sistema ed, eventualmente, del tempo
t. Discutiamo alcuni semplici esempi di tale tipo di vincolo.

1. Punto materiale P vincolato a stare su una superficie. Sup-
poniamo che l'equazione della superficie su cui il punto & costretto a restare
costantemente in contatto sia

f(.iC,y,Z;t) = 07 (VIQ)

dove (z,y,z) denotano le coordinate del punto P, mentre la dipendenza dal
tempo t evidenzia che la superficie ¢ mobile nel tempo. Evidentemente, 1'e-
quazione rappresenta un vincolo del tipo 1) e quindi di posizione e
bilaterale. Per esempio, il punto P(x,y, /1 — 22 — y?) & vincolato a stare sulla
superficie sferica di centro l'origine e raggio unitario, in altre parole il vincolo &
rappresentato dall’equazione della sfera 2 +y? 4 22 = 1.

2. Punto materiale P vincolato a stare su una curva. Supponiamo
che 'equazione della curva su cui il punto e costretto a restare costantemente in
contatto sia

=0, (VL3)
g(x7y727t> 207 ‘

{ fx,y, 2 t)

dove (z,y,z) denotano le coordinate del punto P. In tal caso, ciascuna delle
due equazioni (indipendenti) rappresenta un vincolo di posizione bilaterale. Per
esempio, il punto P(x,+/1 —y?,20) & vincolato a stare sulla circonferenza di
centro l'origine e raggio unitario del piano xy. Tale vincolo e di posizione e
bilaterale perche le coordinate del punto P soddisfano le seguenti equazioni

2?2yt 22—-1=0,
z=0.

3. Sistema rigido (vincolo di rigidita). Come gia discusso in un pre-
cedente capitolo, un sistema (continuo o discreto) si dice rigido se la distanza
fra due punti qualunque del sistema e costante al trascorrere del tempo. Per
semplicita, supponiamo che il sistema sia formato da un numero finito di pun-
ti Pi(x;,yi,2;) (con i = 1,2,...,N). Il vincolo di rigidita sara allora espresso
mediante le equazioni (ciascuna del tipo (VI.1))

d(P;, Pj) = cost. peri,j=1,2,...,N, ei#j, (VI4)
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dove con d(P;, P;) si ¢ denotata la distanza fra i punti P; e P;. Se ai punti B
si aggiunge un altro punto P, questo soddisfa il vincolo di rigidita se d(P, P;) =
cost. con i = 1,2, ..., N. In particolare, questo significa aggiungere N vincoli a
quelli gia presenti.

Un vincolo viene detto di posizione e unilaterale se esso € rappresentato da
una disequazione del seguente tipo:

f(P1, Py, ..., Pyjt) > 0. (VL5)

Le configurazioni per cui la (VL.5)) ¢ soddisfatta come uguaglianza si dicono di
confine, mentre quelle per cui la (VL5)) e verificata come disuguaglianza sono
dette ordinarie. Consideriamo alcuni esempi di tale tipo di vincolo.

4. Punto materiale P appoggiato a una superficie. Supponiamo che
un punto P sia costretto a rimanere sempre dalla stessa parte di una superficie
senza poterla attraversare. Si dice allora che tale punto ¢ appoggiato alla superfi-
cie. Se I’equazione della superficie su cui il punto € appoggiato, e f(z,vy, z;t) = 0,
allora le coordinate del punto P(xp,yp, zp) dovranno soddisfare la relazione

f(xp,yp,zp;t) >0, (VIL.6)

dove la dipendenza dal tempo ¢ evidenzia che la superficie ¢ mobile nel tempo.
Evidentemente, I’equazione rappresenta un vincolo del tipo e quin-
di di posizione e unilaterale. Un esempio di punto appoggiato ad una superficie
e rappresentato da un punto costretto a restare all’esterno della superfice sferica.
In tal caso le sue coordinate z,y, z dovranno soddisfare la disequazione

4yt +22—-1>0.

In particolare, le configurazioni di confine sono quelle in cui le coordinate del
punto P soddisfano all’equazione della sfera, mentre sono ordinarie le posizioni
in cui la distanza di tale punto dall’origine ¢ maggiore di uno.

Chiariamo ora la distinzione fra vincoli fissi e vincoli dipendenti dal tempo.
Un vincolo si dice fisso se il tempo non compare esplicitamente nelle equazioni
o disequazioni che lo rappresentano. Tutti gli esempi finora analizzati sono
vincoli fissi. Un vincolo € invece dipendente dal tempo se il tempo appare
esplicitamente nelle equazioni o disequazioni che lo rappresentano. Un esempio
di vincolo dipendente dal tempo e quello di un punto P vincolato ad una retta
r che ruota con velocita angolare w attorno ad un asse normale e incidente tale
retta. Se la rotazione e uniforme allora tale vincolo si esprime nella forma

sz:wt—i—eo

a seconda che tale rotazione sia destra o sinistra.
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Infine un vincolo che presuppone l'interazione fra elementi facenti parti del
sistema e detto interno. Un tipico esempio di sistema soggetto a vincolo interno
e costituito da un corpo rigido. Infatti, si e gia avuto modo di osservare che la
velocita di ogni punto di un sistema rigido ¢ nota una volta che siano assegnati
i due vettori caratteristici w e Up (si veda il capitolo dedicato ai corpi rigidi
per maggiori dettagli) e questo determina che le sue parti non possono muoversi
indipendentemente 'una dall’altra. Sono vincoli esterni invece quelli che operano
fra una parte fissa (il cosiddetto telaio) e un elemento del sistema.

2 Coordinate lagrangiane e sistemi olonomi

Consideriamo un sistema materiale vincolato. In un fissato istante ¢ ogni punto
del sistema occupa una determinata posizione, compatibilmente a quelle permes-
se dai vincoli. Quindi I'insieme delle posizioni occupate all’istante ¢ dai punti del
sistema individua la cosiddetta configurazione del sistema all’istante considerato
t. In tutti i problemi da affrontare in questo corso, sara sempre possibile de-
scrivere la configurazione del sistema attraverso un numero finito di parametri
indipendenti. Illustriamo ora quest’ultima affermazione riconsiderando alcuni
degli esempi discussi nella sezione precedente e considerandone qualche altro.

Un punto P vincolato a stare su una curva, e individuato da un solo para-
metro: si potrebbe scegliere come parametro l'ascissa curvilinea s di P su tale
curva. Un punto vincolato a stare su una superficie ¢ individuato da due pa-
rametri indipendenti che potremo indicare con u,v essendo tali parametri tali
che #(u,v) fornisca una parametrizzazione della superficie. La configurazione
di un corpo rigido, libero da vincoli esterni, ¢ individuata da sei parametri in-
dipendenti: si potrebbero scegliere per tali parametri le tre coordinate di un
punto del corpo e i tre angoli di Eulero. Se invece sul corpo rigido agiscono dei
vincoli esterni in modo che esso abbia un punto fisso, allora per determinarne la
posizione bastano i tre angoli di Eulero. Come ulteriore esempio consideriamo
un corpo rigido con un asse fisso. In tal caso la configurazione del sistema e, in
ogni istante, individuata da un solo parametro: basta infatti assegnare ’angolo
fra due piani, uno di questi fisso e ’altro solidale al corpo, contenenti I’asse fisso.

Si chiama coordinata lagrangiana di un sistema materiale vincolato ciascuno
dei parametri indipendenti necessari a individuare la configurazione del sistema.
A seconda del particolare problema studiato occorre scegliere i parametri lagran-
giani che meglio consentono di affrontarne lo studio. In generale, tali coordinate
si denotano con ¢i,qs,...,q,, essendo n il numero di coordinate lagrangiane
necessarie a specificare la configurazione del sistema. Negli esempi prima con-
siderati si potrebbero fare le seguenti scelte (che, ribadiamo, in contesti piu
specifici potrebbero non essere le pitt convenienti).
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a. Punto wvincolato a stare su una curva: 'ascissa curvilinea puo scegliersi
come unica coordinata lagrangiana.

b. Sistema rigido senza vincoli esterni: come coordinate lagrangiane possono
adottarsi le tre coordinate z,y, z di un punto P del sistema e i tre angoli
di Eulero 0, ¢, .

c. Corpo rigido con un asse fisso: come unica coordinata lagrangiana si puo
scegliere I'angolo # formato fra un piano fisso contenente 1’asse e un piano
solidale al corpo e passante per 'asse.

Possiamo introdurre la seguente definizione: Un sistema si dice olonomo se é
soggetto solo a vincoli di posizione e bilaterali, cioé del tipo . Nei sistemi
olonomi la posizione di ogni punto P del sistema dipende dalle n coordinate
lagrangiane e, eventualmente, dal tempo. In formule si ha

P:P(q17QQ7"'7QTL;t>7 (VI7)

o, equivalentemente, le (VI.8) possono scriversi, scalarmente, come

T = x(Qla q2,---,qn; t); (VIS&)
y=y(q1,4q2, -, qn; ), (VI1.8b)
z=2(q1, q2; - - -, @3 ). (VL8c)

Come esempio, potremo considerare il bipendolo. Tale dispositivo e costituito da

O

Figura VI.1: Bipendolo.

un punto materiale A vincolato a muoversi sulla circonferenza di centro ’origine
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e raggio r e da un altro punto B soggetto al solo vincolo di rigidita rispetto al
punto A (cioe la distanza fra A e B ¢ invariabile e supponiamo sia uguale a [.)
Conviene scegliere come parametri lagrangiani gli angoli 6 e ¢ indicati in figura
(si osservi anche il verso dell’asse z!). In tal caso, si ha

x =1rsinf + [sin ¢,
y =0,
2z =rcosf + lcos ¢,

e quindi le coordinate di B sono espresse mediante equazioni del tipo (VLg).

Si osserva subito che, in base alla definizione, per i sistemi olonomi gli incre-
menti che le n coordinate lagrangiane possono subire sono del tutto arbitrari sia
in grandezza che in segno. Se nella definizione di sistema olonomo non si fosse
richiesto che ogni vincolo fosse bilaterale, allora questo non sarebbe piu vero:
per esempio, nel caso di un punto appoggiato su un piano si avrebbe qualche
limitazione del tipo dg, > 0. Tenendo conto di questa osservazione possiamo
introdurre i gradi di liberta nel seguente modo:

St definisce numero di gradi di liberta di un sistema materiale il nu-
mero di incrementi arbitrari indipendenti che le coordinate lagran-
giane possono subire compatibilmente con 1 vincoli. In particolare,
per un sistema olonomo il numero di gradi di liberta coincide sempre
con il numero di coordinate lagrangiane.

3 Cenni sui sistemi anolonomi

Sebbene in questo corso tratteremo quasi esclusivamente il caso di vincoli di
posizione, per completezza introduciamo anche i vincoli di mobilita, cioe quei
vincoli tali che la loro rappresentazione analitica implica la dipendenza dalle
velocita dei punti del sistema, oltre che dalla posizione occupata da questi punti.
Piu precisamente possiamo dare la seguente definizione: Un vincolo si dice di
mobilita e bilaterale se si puo rappresentare con un’equazione del seguente tipo:

N

[Clh(Pl,PQ, . pN;t)xh —|—bh(P1,P2,. . PN7t)yh —|—Ch(P1,P2, . PNyt)Zh}
h=1

+ f(Py,...Py;t) =0, (VIL.9)
in modo che non esista una funzione F'(P;, P, ..., Py;t) tale che

oF oF
- —— =} VI.10
axh Ap, ayh h> ( a)
oF oF
- i VI.10b
82h Ch, ot f7 ( )
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per h = 1,2,... N. Quest’ultima richiesta deve sempre essere soddisfatta se il
vincolo ¢ di mobilita. Infatti, se cosi non fosse, tenendo conto della (VI.9)) si
avrebbe:

AF S~ . .
o Z [andn + bugn + cnin] + f =0
h=1
da cui si ottiene subito F(Py, Ps, ..., Py;t) = cost. e quindi il vincolo sarebbe

di posizione!

I vincoli di posizione appaiono quasi sempre quando si studiano problemi
di rotolamento. Nei seguenti due esempi mostriamo come la condizione di non
integrabilita della funzione F' assuma un carattere decisivo. Come primo esempio
consideriamo un disco circolare vincolato a rotolare senza strisciare su una guida
rettilinea. Assumiamo che la guida rettilinea coincide con ’asse x. Poiche il disco

R

Figura VI.2: Disco circolare vincolato a rotolare senza strisciare su una guida
rettilinea.

rotola senza strisciare, ad ogni istante I'unico punto C' di contatto fra disco e
guida avra velocita nulla. Se con A indichiamo il centro del disco e con R il suo
raggio, ’applicazione della formula fondamentale della cinematica a questi due
punti fornisce la seguente equazione

Uo=0Us+dN(C—A),
ed essendo nulla la velocita del punto di contatto si ha
A+ @A (C—A)=0. (VL11)

Considerando la proiezione di tale equazione lungo ’asse x e denotando con 6
la velocita angolare del disco, si trova la rappresentazione analitica del vincolo

@4+ RO =0. (VL12)
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Questa equazione rappresenta solo apparentemente un vincolo di mobilita, in
quanto la (VI.12)) puo essere integrata conducendo alla seguente equazione

x4+ RO = cost. . (VI.13)

In definitiva, il vincolo cui deve soddisfare un disco che rotola senza strisciare
su una guida rettilinea ¢ di tipo posizionale. Come secondo esempio conside-
riamo una sfera rigida vincolata a rotolare senza strisciare su un piano. Anche
in questo caso cerchiamo di rappresentare analiticamente il vincolo. A tal fine,
prendiamo come piano fisso su cui la sfera rotola, il piano di equazione ( = 0,
e consideriamo il riferimento fisso €2(n( con origine §2 su tale piano. Conside-
riamo poi il riferimento mobile Ozyz solidale alla sfera (di raggio R) e avente
origine nel centro della sfera stessa e supponiamo che gli assi ( e z si trovino
dalla stessa parte del piano in cui giace la sfera Ora introduciamo le coordinate

k
\"
Y w
Y
A
X
N
R
C i

Figura VI.3: Sfera rigida vincolata a rotolare senza strisciare sul piano 7.

lagrangiane che, ad ogni istante ¢, consentono di individuare in modo univoco
la posizione della sfera. Tale posizione sara completamente conosciuta qualora
sia nota la posizione del centro della sfera O(a, 3, R) rispetto alla terna fissa
(o equivalentemente del suo unico punto di contatto C') e sia specificato il suo
orientamento rispetto alla terna fissa. Tale orientamento ¢ individuato tramite
gli angoli di Eulero 6, ¢,v. In definitiva, servono cinque coordinate lagrangiane
(e, 3,0, ¢,1). Occorre osservare che ad ogni sistema di valori di questi parame-
tri corrisponde un’unica posizione della sfera a contatto con il piano. Inoltre, se
le coordinate lagrangiane sono espresse da cinque funzioni del tempo, si otten-
gono le equazioni del moto della sfera costantemente a contatto con il piano di
equazione ( = 0. Per ottenere un moto di puro rotolamento occorre inoltre che
la velocita dell’unico punto di contatto C' della sfera con il piano sia nulla. Te-
nendo conto di questa informazione e applicando la formula fondamentale della
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cinematica ai punti C' e O, si perviene alla seguente
o = (C—0) N, (VI.14)

essendo & la velocita angolare della sfera. Si verifica subito che sia & che Up
sono paralleli al piano fisso (o perche e la velocita del centro della sfera che si
muove parallelamente al piano, & in quanto perpendicolare al vettore C' — O)
Proiettando, la lungo gli assi £, 7, ¢ si trova (indicando con €, f, g 1 versori
di tali assi e con w; e ws le componenti della velocita angolare rispetto a tali
assi

)

aé+ Bf = R(—w1f+ w2§>. (VL15)

Ricordando le equazioni ([V.54]) e (IV.60)), si trovano le espressioni di w; e wsy in
funzione degli angoli di Eulero

wy = 0 costp + ¢sinthsin,
Wy = 9sinw — écoswsine.

Utilizzando queste ultime e le (VI.15]), si trova la rappresentazione analitica del
vincolo di puro rotolamento

a=R (0 sin ) — ¢ cos v sin 0) , (VI.16a)
=R (0 cos i — ¢sin 1 sin 9) . (VI.16b)

Si puo dimostrare che queste relazioni non sono integrabili, nel senso che non esi-
ste una funzione F'(a, 3,0, ¢, 1)) tale che, differenziando questa equazione rispet-
to al tempo e tenendo conto delle , si arriva a delle identita. Tralasciamo
la dimostrazione di questo fatto.

Anche i vincoli di mobilita possono essere classificati come unilaterali, fissi o
dipendenti dal tempo. Piu precisamente un vincolo di mobilita e unilaterale se
si puo rappresentare con una disequazione del seguente tipo:

N
[ah(PlaP27"-PN;t)i‘h—i_bh(PlaPQa"'PN;t>yh+Ch(PbP27"'PN;t)Z"h}
h=1

in modo pero che non esista una funzione F(Py, Py, ..., Py;t) tale che
oF oF
- —— =} VI.18
8xh Qp, ayh h> ( a)
oF oF
— = — = f. VI.18b
azh h; ot f ( )
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Un vincolo di mobilita ¢ detto fisso se nella loro espressione analitica (VI.9) il
tempo non figura esplicitamente, mentre e detto dipendente dal tempo se nella
(VL.9) il tempo appare esplicitamente.

Possiamo dare la seguente definizione: Un sistema e detto anolonomo se &
soggetto a soli vincoli bilaterali, di cui almeno uno di mobilita.

Si e sottolineato, nella precedente sezione, che per un sistema olonomo il
numero di liberta ¢ esattamente uguale al numero di coordinate lagrangiane.
Questa affermazione non rimane vera se riferita a sistemi anolonomi. Piu pre-
cisamente, in un sistema anolonomo il numero di gradi di liberta ¢ uguale al
numero di gradi di coordinate lagrangiane diminuito del numero di vincoli di
mobilita (o, il che & lo stesso, del numero di relazioni non integrabili). Infatti,
in tali sistemi, gli incrementi di tali coordinate non sono indipendenti fra loro
ma legati dalle relazioni lineari che si ottengono moltiplicando per dt i vinco-
li di mobilita del tipo . Per esempio, nel caso prima considerato della
sfera che rotola senza strisciare sopra un piano, si ¢ visto che per determinare
ad ogni istante la configurazione della sfera occorrono cinque coordinate lagran-
giane «, ,0,1,¢. Gli incrementi di tali coordinate sono legati dalle seguenti
relazioni lineari (ottenute moltiplicando per dt le ), si ottiene

da — Rsindf + R cossinfde = 0, (VI.19a)
dB + Rcosdf + Rsin sin0dg = 0. (VI.19b)

Quindi solo tre dei cinque incrementi delle coordinate lagrangiane possono essere
attribuiti ad arbitrio mentre gli altri due sono determinati dalle (VI.19)). Percio
il numero dei gradi dei liberta del sistema e tre. (Si osservi che questo € in
perfetto acccordo con il fatto che ad ogni istante 'atto di moto € una rotazione
attorno ad un asse passante per il punto di contatto C.)

4 Spostamenti effettivi e spostamenti virtuali

96



Capitolo VII

Dinamica Newtoniana

1 Meccanica di una particella

I fondamenti teorici della meccanica classica risalgono ai tre volumi di Philoso-
phiae Naturalis Principia Mathematica (in breve, Principia), pubblicati nel 1687
da Isaac Newton (1643-1727). I Principia hanno rivoluzionato la fisica, poiche
in essi, per la prima volta, viene presentata una teoria matematica consistente
della meccanica classica. Nei libri sono stati introdotti per la prima volta il
calcolo differenzialdl] e il calcolo integrale.

La meccanica classica riguarda la dinamica dei punti materiali (e di corpi,
cioe di aggregazioni di punti materiali) in uno spazio euclideo tridimensionale,
R3, in cui i moti dipendono dal tempo ¢. Lo spazio ed il tempo sono ambedue
assoluti. Inoltre, lo spazio e isotropo nel senso che le sue proprieta fisiche sono
globalmente le stesse in tutte le direzioni. Le forze influiscono sulle particelle
in modo istantaneo, qualunque sia la distanza tra loro, anche se le particelle
si trovano in galassie diverse. Due osservatori, trovandosi in luoghi diversi,
misurano gli stessi valori della posizione di un punto materiale e dell’istante in
cui si verifica un certo evento, se utilizzano lo stesso sistema di riferimento.

Gia durante la sua vita, Newton e stato criticato per aver introdotto il po-
stulato dell’istantaneita dell’effetto di una forza su un punto materiale. Dopo
lo sviluppo della relativita speciale (1905) e della relativita generale (1916) ad
opera di Albert Einstein (1879-1955), ¢ apparso chiaro che la meccanica classica
e soltanto un’ottima approssimazione della meccanica relativistica per velocita
molto inferiori di quella della luce (¢ ~ 300.000 km/s) e per campi gravitazionali
deboli. Inoltre, le leggi della meccanica classica vanno sostituite da quelle della
meccanica quantistica per distanze microscopiche essendo, in principio, impos-

LGottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pubblico una teoria del calcolo differenziale per
poter calcolare I’area sotto il grafico di una funzione y = f(x) nel 1686, costringendo Newton
alla pubblicazione dei Principia. Leibniz utilizzava la notazione f’ e Newton dy/dz.
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sibile separare l'effetto delle osservazioni delle quantita fisiche dall’intervento
stesso dell’osservazione.

Isaac Newton ha formulato le tre leggi su cui poggia ’edificio della meccani-
ca classica (note con il nome di leggi di Newton). La prima legge di Newton (o
principio d’inerzia) afferma che un punto materiale si muove con velocita vetto-
riale costante se non viene sottoposto ad una forza.ﬂ In altre parole, l'effetto di
una forza ¢ di cambiare la velocita vettoriale (sia la velocita scalare, sia la sua
direzione), cioe di causare un’accelerazione vettoriale. Cio contraddice le idee
in vigore dai tempi di Aristotle (384 aC-322 aC). Infatti, la legge sembra essere
controintuitiva, poiche secondo la nostra esperienza, la mancanza di una forza
implica che la particella resti ferma. Purtroppo una tale esperienza ¢ basata
sul fatto che abbiamo la tendenza di non prendere in considerazione certe forze
(quali, ad esempio, la forza d’attrito).

Secondo la seconda legge di Newton (il cosiddetto principio di proporziona-
lita), la forza totale F' agente sulla particella e la derivata della quantita di moto
p (o momento lineare rispetto al tempo t):E|

_dp

F=—" 1.1
o (VIL1)

Indicando con i pedici z, y e z le componenti lungo gli assi di un fissato sistema
di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz di R3, si puo proiettare la (VII.1))
lungo tali assi, ottenendo

dps dp dp:
F,=— F, == F, = .
dt’ Yoodt’ dt
La quantita di moto & definita come
p = muv, (VIL.2)

dove v e la velocita vettoriale della particella e m e la sua massa. Nella maggior
parte dei casi la massa della particella e costante e la (VII.1]) si riduce aﬁ

F = ma, (VIL.3)

dove a e 'accelerazione vettoriale della particella. La prima legge di Newton si
puo dedurre dalla (VII.1)) come seguente legge di conservazione della quantita

2Lex I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

3Lex II: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum
lineam rectam qua vis illa imprimitur.

4Tn molti testi la viene enunciata come la seconda legge di Newton.
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di moto: se la forza totale F & zero, allora p = 0 e la quantitd di moto p si
conserva.

Nella cinematica del punto abbiamo trattato le velocita vettoriali e le accele-
razioni vettoriali come vettori liberi in R3, spesso dipendenti da ¢, che si possono
comporre: Una velocita vettoriale ha componenti x, y e z, oppure ha componenti
radiale e trasversa, che hanno la velocita vettoriale totale come loro risultante.
Nella meccanica classica le forze che agiscono su una particella (considerata un
punto materiale) si comportano nello stesso modo: La forza totale agente sulla
particella e la risultante di tutte le forze agenti su essa. La stessa cosa vale per
la quantita di moto.

Il momento angolare L di una particella rispetto all’origine O dello spazio
tridimensionale e definito dall’espressione

L=rAp,

dove r ¢ il raggio vettore diretto da O wverso la particella. Definendo il momento
della forza rispetto ad O come

N =rAF,
si vede subito che

. . . d :
N=rAF="9rAp= A Ap=—(rAp)=L
r rAp=_7"_AN p +rAp dt(r D) ,

=v =mv

poiche v A (mv) = 0. Abbiamo trovato la seguente legge di conservazione del
momento angolare di una particella: se il momento totale N della forza e uguale
a zero, allora L = 0 e il momento angolare L si conserva.

La terza legge di Newton riguarda due particelle. La legge dice che le forze
che le due particelle esercitano 1'una sull’altra, hanno la stessa intensita e dire-
zioni collineari opposte.ﬂ In altre parole, se F' ¢ la forza esercitata dalla prima
particella sull’altra, allora —F' e la forza esercitata dalla seconda particella sulla
prima, mentre

FAQ-P)=0,

essendo P e () le posizioni delle due particelle. La terza legge viene anche
chiamata il principio di azione e reazione. La terza legge implica che tutte le
forze sono interazioni tra particelle; quindi non esistono forze unilaterali che
agiscono su una singola particella se sono presenti altre particelle.

Le leggi di Newton, come tutte le altri leggi della fisica, dipendono dal moto
dell’osservatore rispetto all’oggetto fisico. Infatti le tre leggi valgono soltanto in

5Lex III: Actioni contrariam semper et qualem esse reactionem: sive corporum duorum
actiones in se mutuo semper esse quales et in partes contrarias dirigi.
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Figura VII.1: Secondo la terza legge di Newton, i due pattinatori esercitano
forze collineari opposte 'uno sull’altro. Vedi Wikipedia (Newton’s laws).

un cosiddetto sistema inerziale. Spesso la prima legge viene interpretata come
definizione del sistema inerziale: I sistemi inerziali sono esattamente i sistemi
di coordinate in cui vale la prima legge. Indichiamo con {7;} la classe di tutti i
sistemi di riferimento inerziali.

Osserviamo che affinche la (e la (VIL.3)) acquistino un preciso signi-
ficato, occorre specificare lo spazio fisico di riferimento e la scala dei tempi a
cui queste leggi si riferiscono. Infatti, se focalizziamo ’attenzione sulla ,
mentre F' traduce azioni fisiche concrete (dovute alla presenza di altri corpi) e
ha significato assoluto, l'accelerazione a ¢ una grandezza relativa (cioe per es-
sere definita occorre specificare lo spazio fisico e la scala dei tempi). Pertanto
il legame stabilito da (e da (VILI1)) sara verificato solo in riferimenti
privilegiati e indichiamo con R* uno di questi. Come gia osservato, in R* dovra
essere soddisfatta anche la prima legge della dinamica che potra quindi enunciar-
si nel seguente modo: In assenza di forze un punto materiale si muove (rispetto
a R*) di moto rettilineo e uniforme, oppure rimane indefinitamente in quiete.
In particolare, 'uniformita del moto comporta che la scala assoluta dei tempi in
R* ¢ scelta con la condizione che siano uguali i tempi nei quali vengono percorsi,
in assenza di forze, spazi uguali. Tale scala dei tempi non e quindi univoca,
ma definita a meno di una trasformazione lineare. Infatti se t e ¢’ indicano due
scale dei tempi che soddisfano in R* il principio di inerzia, la condizione che ogni
moto uniforme nella prima scala lo sia anche nella seconda, implica le seguenti
relazioni:

ds ds
E C1, % Ca,

. L . . ds
essendo ¢; e ¢y costanti. Dalle due relazioni di sopra si ricava subito che =
ds dt dt .. dt 1 . ) .
s cl% e quindi 7 cost., e da quest’ultima relazione otteniamo il
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legame fra le due scale dei tempi (assoluti) in R*:
t=at'+0b

essendo a e b due costanti numeriche.

Se ora indichiamo con {7*} l'insieme dei sistemi di riferimento spaziali per
cui ¢ valida la legge (VII.1)) (essendo la scala dei tempi determinata dalla legge
d’inerzia come mostrato sopra), si puo dimostrare che anche tale classe coincide
con la classe dei riferimenti inerziali, o, in altre parole, {7*} = {7} (tralasciamo
per semplicita espositiva la non difficile dimostrazione di questo fatto). A questo
punto diventa importante specificare almeno un sistema di riferimento inerziale,
poiche tutti gli altri sistemi (inerziali) saranno caratterizzati dal muoversi di
moto traslatorio uniforme rispetto ad esso. Solitamente, si assume come riferi-
mento spaziale 7*, una terna ottenuta dalle stelle fisse, nel senso che gli assi sono
costantemente diretti verso tre stelle fissate ad arbitrio e talmente lontane dalla
terra da apparire fisse (ad un osservatore solidale alla terra stessa) e I'origine di
tale riferimento e posta in una stella analoga.

Giova anche sottolineare che un riferimento avente l'origine localizzata nel
centro della terra e per assi una terna di assi solidali alla terra, non puo con-
siderarsi inerziale in quanto, rispetto ad esso, ogni singola stella che sia suf-
ficientemente lontana da tutti i corpi celesti (quindi su di essa non agiscono
forze) descrive una traiettoria non rettilinea violando cosi il principio di iner-
zia. Va comunque rimarcato che, nei problemi di meccanica terrestre, in prima
approssimazione si puo identificare 7% con una terna solidale alla Terra.

Le tre leggi di Newton sono invarianti sotto le cosidette trasformazioni ga-
lileiane. Per ogni t; € R (traslazione temporale), ogni ¢, € R? (traslazione
spaziale), ogni vg € R?® (moto uniforme) ed ogni matrice ortogonale del terzo
ordine R (rotazione se det R = 1; rotazione piu riflessione se det R = —1) la
corrispondente trasformazione galileiana ¢ definita come

(VIL4)

x' = Rx + x( + vot,
=t +t,.

La massa resta invariante sotto una tale trasformazione. Utilizzando che le
derivate rispetto a t e t’ coincidono, otteniamo dalla (VII.4) per la velocita
vettoriale e ’accelerazione vettoriale

v' = Rv + v,
a’ = Ra.
Dunque la quantita di moto e la forza si trasformano nel seguente modo:

p' = mv' = m(Rv +vy) = Rp + p,,
F' =p' = Rp = RF.
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Di conseguenza, le prime due leggi di Newton sono invarianti sotto le trasfor-
mazioni galileiane. La stessa cosa vale per la terza legge. E facile dimostrare
che tutte le trasformazioni galileiane sono composte dalle seguenti quattro tra-
sformazioni galileiane elementari: a) traslazioni spaziali (&' = @ + xq, t' = t),
b) traslazioni temporali (' = x, ' =t + ty), ¢) moti uniformi (' = x + vot,
t' =1t), e d) rotazioni e riflessioni (z' = Rz, t’ =t).

2 Meccanica di un sistema di particelle

Per estendere la meccanica classica a sistemi di piu particelle, bisogna fare una
distinzione tra forze esterne, esercitate sulle particelle da sorgenti poste al di
fuori del sistema, e forze interne, esercitate su ogni particella del sistema da
tutte le altre particelle del sistema stesso. Cosi, la seconda legge di Newton per
la particella i-esima assume la forma:

S F;i+FY =p, (VIL5)
J#i

dove Fge) rappresenta la forza esterna e F'j; la forza interna sulla particella i-

esima dovuta a quella j-esima. Secondo la terza legge di Newton, si ha per ¢ # j

Fji = _Fija (VIIG&)
FjiN(P,—P;) =0, (VIL6b)
essendo P; la posizione della particella i-esima.

Sommando su tutte le particelle e poiche p, = m;a; (essendo m; la massa e
x; il raggio vettore della particella i-esima), la (VIL.5|) assume la forma

j—;z miwizz Fge)+z Fji:Z F§€)+Z{FU+FJ-Z~} Z Fz(e)-
i i irj i irj i
i i<j
Definendo la massa totale M e la forza esterna totale F© come
M= my F9=>"F¢
otteniamo l'equazione di moto
MR =F©, (VILT)
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dove

- - - Z mix; Z m;Z; Z miY; Z m;z;
R=X Y Ik == = ! ! L VIIL.8

si chiama baricentro o centro di massa del sistema di particelle. Quindi le sole
forze interne non hanno alcun effetto sul moto del centro di massa.

X

X

o

Figura VII.2: Baricentro di tre particelle. Si osservi che il baricentro appartiene
alla faccia del tetraedro costituita degli estremi dei vettori @, x5 e a3.

Calcoliamo ora la quantita di moto totale del sistema:

e . d d .
Pd:fz m;x; — % (Z m,ml> = %(MR) =MR.

Si trova cosi legge di conservazione della quantita di moto di un sistema di
particelle: se la risultante delle forze esterne e zero, la quantita di moto totale
si conserva.

Definiamo ora il momento angolare totale del sistema come

LE (i A p;).
Si ha:
) d
L= Z (@ AP)
= Z (Vi terT0;) + Z (zi A\ p;)

ST(@ AF)+ Y (2 AFy)
i Wi

(]
i#£]
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:Z(CI’J@'/\FEe))—f—Z(iBi/\Fﬁ—FiB]‘/\Fij)

,J
1<j
V11.6a e
LS (@ A FO) + Y (2, - @) A Fy,
7 ]
i<j

S (@ A F).

Definendo il momento delle forze esterne N© come

N© =Y (2 A FY),

i

otteniamo

L=N®.

In altre parole, abbiamo dimostrato la legge di conservazione del momento an-
golare totale: il momento angolare totale L ¢ costante nel tempo se il momento
delle forze esterne e uguale a zero.

Scomponiamo il momento angolare L in due termini: uno riguardante il moto
come se il sistema fosse concentrato nel baricentro, e 'altro riguardante il moto
attorno al baricentro. A tal fine, introduciamo le seguenti quantita relative al
baricentro:

z,=xz;,— R, vi=v;,—V, (VIL.9)

dove V = R. Dunque

baricentro

O

Figura VIL.3: Moto della particella i-esima relativo al baricentro.
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L:Z(xz‘/\Pi>
= Z(R/\miV) +Z(m; A mv)) +Z(miw;/\V) +Z(R/\mi:&:;)
:M(R/\V)—l—Z(a:;/\pg)—l—M/\V—i—R/\%Z m;lz; — R)

d
=M(RAV "AD) + RN —(MR—MR)
( )+;(a/y i)+ RA

=RAMV +> (2} Ap))

=RAP+) (o Ap)),

dove il primo termine e il momento angolare se I'intero sistema fosse concentrato
nel baricentro e il secondo termine corrisponde al moto attorno al baricentro.

3 Lavoro, energia cinetica e energia potenziale

In questo paragrafo discutiamo il lavoro compiuto da una forza, ’energia cinetica
e quella potenziale, sia per una singola particella che per un sistema di particelle.

3.1 Lavoro e energia cinetica

Consideriamo una singola particella di massa m sotto l'effetto di una forza F'.
Il lavoro compiuto dalla forza F' sulla particella per lo spostamento dal punto 1
al punto 2 e definito come

2
Wi, = / F . ds, (VIL10)
1

dove l'integrale curvilineo viene calcolato lungo la traiettoria della particella. Se
la massa m e costante, risulta

dv 1 9

_ _ ey g = Lz o
ng—/F ds=m 7 vdt = 2/dt(v)dt—2m(02 vy),

dove v; e vy sono le velocita scalari nei rispettivi punti 1 e 2. La quantita

1
T = —mav?
2
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viene chiamata energia cinetica. Il lavoro compiuto dalla forza per spostare la
particella dal punto 1 al punto 2 ¢ uguale all’aumento della energia cinetica:

W12 = T2 - Tl.

Per un sistema di particelle (del tipo studiato nel paragrafo , calcoliamo il
lavoro totale compiuto da tutte le forze, esterne ed interne, per lo spostamento
del sistema dalla configurazione iniziale 1 alla configurazione finale 2:

Wm:Z/QFi'dsizz/QFEE)'d3i+Z/2Fji'dSi
— 1 — 1 R4

i#]
2 2
. 1
Z / mz"bi"vidtzz / d<§mzvf) .
i U1 i U1

Introducendo 1'energia cinetica totale T' come
1 2

segue che il lavoro compiuto da tutte le forze per spostare il sistema di particelle
dalla configurazione 1 alla configurazione 2 ¢ uguale all’aumento della energia
cinetica totale:

W12 - T2 - Tl.

Scriviamo ora la velocita vettoriale come la somma di due termini: la velocita
vettoriale del baricentro e la velocita relativa al baricentro, come fatto prima

nella (VIL9)). In tal caso
1
T = 52 mi(V +v)) - (V +v)

9) 1 1 d

3 1 1 d
§ZmiV-V+§Zmiv;-vg+V-£M
—EMVQJF}Z m;[v])?

_2 2 : 1Y)

dove V = ||V e v} = ||v}||. Come il momento angolare, anche I’energia cinetica
si compone di due parti: I'energia cinetica che si avrebbe se tutta la massa fosse
concentrata nel baricentro, piu I’energia cinetica corrispondente al moto attorno
al baricentro.
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3.2 Forze conservative e energia potenziale

Una forza F' che agisce su una singola particella di massa m si dice conservativa,
se il lavoro Wi, compiuto dalla F' per spostare la particella dal punto 1 al punto
2 dipende soltanto dai punti 1 e 2 e non dalla traiettoria seguita per passare da
1 a 2. In tal caso si puo scegliere un punto di riferimento, che indichiamo con
0, e definire I'energia potenziale (o potenziale) Uy come il lavoro compiuto dalla
forza per spostare la particella dal punto 1 al punto di riferimento 0, cioe,

1
Ul—Wlo——W()l——/ F . ds.
0
Poiche
Uy =W =1y — 11,
essendo 77 e Ty le energie cinetiche della particella nei punti 1 e 0, otteniamo
T+ U, =1y. (VIL.11)

L’equazione esprime il fatto che I’energia totale, essendo la somma delle
energie cinetica e potenziale, non cambia nel tempo. Per I'energia totale esiste
un’ambiguita basata sulla scelta del punto di riferimento. Se scegliessimo un
altro punto di riferimento, che indichiamo con (', e definissimo U] ' Wi, allora

U{ - Ul = WlO’ - WlO = _WO/l - WlO = _WO’O = WOOH

cioe la differenza di energia potenziale nel punto 1 eguaglierebbe il lavoro com-
piuto per spostare la particella dal punto di riferimento 0 al nuovo punto di
riferimento 0.

Ricaviamo ora il legame tra la forza e ’energia potenziale. Supponiamo che
la forza dipenda dalla posizione, F = F(x) per x € R?, e scegliamo z, € R?
come punto di riferimento in cui si annulla ’energia potenziale, risulta

Uz) = — / F(a) - ds(a), (VIL12)
Zo
indipendentemente dalla traiettoria che connette xy a . Sia
p(r) =1 —m)zo+ 12, TE0,I]
il segmento che congiunge x, e . Allora

dy
dr

= T — Xo.
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Quindi
d
—‘pH dr = ||z — xo||7.

dr

.
st = |
0
Di conseguenza,

U(z) = — / " F@) - ds
—— [ Pt der) == [ Fle) - (@ -aar.  (viL13)

Teorema VII.1 Sia F una forza conservativa e sia U il potenziale. Allora

F=_VU=— (a—UEJr U ~ aUE) .

— — 11.14
ox ayj * 0z (v )

Dimostrazione.  Supponiamo che ci siano due funzioni a valori vettoriali FV
e F® tali che per ogni & € R3

m@=—/‘“WM%W=—/)“Wﬂ»MC (VIL15)
o o

Supponiamo cioe che esistano due forze conservative FM e F® che conducono
alla stessa energia potenziale. In tal caso la funzione a valori vettoriali AF =
FY — F® verifica, per ogni coppia di punti =,y € R3, la relazione

x T Yy .
/ AF(x')-ds' = / AF(x')-ds' — / AF(x')-ds' =0,
Y o

Zo

e quindi AF(x') = 0. In altre parole, F) = F®).
Verifichiamo ora che la funzione (VII.14)) e soluzione della (VII.13)). Infatti,

- /0 (=VU)(p(7)) - dp(T) = /O %U(s@(ﬂ)dT

= [U(p(T)];= = U) = Ulo) = U().
Poiche vale la (VIL.15) per F = F ¢ F® = —VU, risulta la (VII.14), grazie

alla prima parte della dimostrazione. |
Definiamo il rotore della forza F = Fyi + F — yj + F.k comeﬁ
oF, O0F,\ - oF, OF,\ - oF, O0F,\ -
VAF:(é’y _5_;)Z+(52 - 5$)j+(8_;_ 0y)k
T
— a% a% % ) (VIL.16)
F, F, F,

6Un’altra notazione per il rotore & rot F.
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Se la forza F' = —VU e conservativa, allora

Vapo (L2, 0 (000, D00
Oy 0z 0z dy 0z 0r  Ox 0z
- (—ﬁa—UjLﬁa—U)E:ﬁ
Ox 0y Oy Ox ’

dove abbiamo utilizzato il fatto che le derivate parziali del secondo ordine non
dipendono dell’ordine di derivazione parziale.ﬂ In altre parole, una forza conser-
vativa F' e irrotazionale nel senso che

VAF=0. (VIL.17)

Esempio VII.2 Esistono forze irrotazionali che non sono conservative. Infatti,

sia
y = T

_:EQ—I—yzZ—'— 24y
dove ¢ un punto di R?® che non appartiene all’asse z. Si verifica facilmente
la (VIL.17)); quindi la forza F' ¢ irrotazionale. Sia v la traiettoria definita come
v={x(t) : t € [0,27]}, dove

x(t) = cos(t)i + sin(t)].

5]

Calcoliamo il lavoro compiuto dalla F' per spostare la particella lungo la traiet-
toria chiusa ~:

W= /0 " (—sin(t)i + cos(t)]) - () dt

—

= /027r <— sin(t)i + Cos(t)j> : (— sin(t)i + cos(t)j’) dt

- /OZW[siHQ(t) + cos?(t)] dt = 2,

il che dimostra che F' non & una forza conservativa.

Nella seguente tabella presentiamo un confronto tra concetti simili utilizzati
nei corsi di meccanica razionale e nei corsi di analisi matematica.

meccanica razionale | analisi matematica
F=F,i+F,j+Fk|w=Fds+ F,dy+ F.dz
forza conservativa forma differenziale esatta
energia potenziale U | funzione primitiva —U
forza irrotazionale forma differenziale chiusa
lavoro integrale curvilineo

"Ci vuole l'ipotesi che il potenziale U sia di classe C? (oppure: che le componenti della
forza siano di classi C') per poter applicare il teorema di Schwartz.
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Consideriamo ora un sistema di particelle. La particella i-esima del sistema
e sottoposta ad una forza Fge) ed ad una forza interna F'j; dalla parte della
particella j-esima, con j # i. Le forze interne hanno le proprieta a
causa della terza legge di Newton. Supponiamo che tutte le forze esterne siano
conservative (cioe, che F' 56) = —V,U; per un opportuno potenziale U;) e che le
forze interne provengano dai potenziali

Uij = Us(|zi — x;]),

che dipendono soltanto dalla distanza tra le particelle. Sia V; il vettore delle
derivate parziali rispetto a @;. In tal caso le due forze sono uguali e oppostef]

F; = -V,Uj; =+V;Uy; = —Fy, (VIL.18)
e dirette lungo la retta che congiunge le due particelle:
ViUij(lzi — x;]) = =V,Ui(|le; — x5]) = (@ — ;) f,
dove

_ Uz -z

|T; — ;]

f

Quindi il lavoro compiuto da tutte le forze per lo spostamento del sistema dalla
configurazione 1 alla configurazione 2 ¢ dato da

2 2
W12:Z/ Fge)-dsi—kZ/ Fj; - ds;
i 71 i 71

, i#] , ,
:—Z/ (ViUi)'dSi‘l‘Z/ Fji'd5i+2/ Fij-ds;
—Z/Q (V.U;) - ds; — Z /2 (V,Uij) - ds; — Z /2 (V;Uy) - ds;

(utilizzando Sij =8;, — Sj € VzUzj = vijUi]’ = —VJUZ)

2 2 2
= Z/l (lez> -ds; — Z /1 (VUUZ]) -ds; + Z /1 (vz]UZJ) . de
¢ i\ I

1<J 1<j

2 2
i 1,7

1<j

8V, denota le derivazioni parziali rispetto alle componenti di x;.
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:_E:Hﬂf—EZH%ﬁ:‘ﬂm?

dove 'energia potenziale totale & data da

U=> Ui+> Uj=)Y_ Ui+%z U;.
( i2J ( b,J
i<j i#j

In analogia con il caso di una singola particella, si calcola facilmente che

2 2 2
Z . 1
dove

T:%Z miv?

¢ 'energia cinetica totale. Di conseguenza,
2
Wi =T,-T=-[U]].

Quindi abbiamo dimostrato che 'energia totale (cioe, l'energia cinetica pil
I'energia totale) non dipende dal tempo t.

4 Vincoli e reazioni vincolari

Finora abbiamo discusso soltanto sistemi di particelle le cui equazioni di moto
hanno la forma
TTI,Z.’.BZ = Fge) + Z th
J
dove le forze interne soddisfano alle . In generale, bisogna tenere conto
dei vincoli che limitano il moto del sistema.

Ci sono vari modi di classificari i vincoli. Se le condizioni imposte dai vincoli
sono tali che le coordinate delle particelle e il tempo siano legate da equazioni
del tipo

fj(wl,wg,:ng,...,t) = 07 (VIIlg)

allora si dice che i vincoli sono olonomi. Uno degli esempi principali € rappresen-
tato dal corpo rigido, per il quale i vincoli sono esprimibili mediante equazioni
della forma

|, — x|* — c?j = 0.
Un altro esempio di vincolo olonomo consiste in una particella che e costretta
a muoversi lungo una curva o su una superficie. In tal caso, le funzioni f; nella
(VIL.19) rappresentano le equazioni della curva o della superficie.
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Esempio VIIL.3 (pendolo semplice) Consideriano il pendolo semplice. Una
massa m appesa ad un filo di lunghezza [ ¢ vincolata a muoversi nel piano
Ozxz sotto leffetto dalla forza gravitazionale costante. La forza F' = mgk ¢

0)

Figura VIL.4: Il pendolo semplice.

conservativa con potenziale U = —mgz. I vincoli sono y = 0 e 22 4+ 22 = [2.
Introduciamo i versori

u = (cos0)k + (sin )i,
w = —(sin 0)k + (cos 0)i.
Allora 1 = éw, w=—fue
d ) . ) ; )
v = %(ru) =ru+rfw = (7 +rf)w =l w,

dove 'ultimo passaggio ¢ dovuto al vincolo r = /22 4+ 22 = [, cioe r ¢ costante
e 7 = 0. Quindi I’energia cinetica si esprime nella forma

1 1 .
T = §mv2 = §ml2(6)2,

mentre I’energia potenziale ¢ data data

U= —mgz = —mglcosb.
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Poiche I'energia totale T4+ U non dipende dal tempo, risulta

B d B d 1 9/ /9 B an g .
Ofdt(T+U)—dt (2ml (0) mglcos@) fml9<9+l81n0).

Otteniamo in questo modo I'equazione di moto
b= —%’ sin 6. (VIL.20)

Se I'angolo # ¢ piccolo, possiamo approssimare sin da 6 e risolvere 'equa-

zione di moto approssimativa

. g
b=—Y0.
l

La sua soluzione generale ¢ data dall’espressione

B . sin(t+/g/])
0(0) = by os(tv/51) + 60— L2,

dove 6y e 6, sono I’angolo iniziale e la velocita angolare iniziale. Il moto del
pendolo e periodico con periodo 27T\/l/_g.

Si puo anche introdurre una reazione vincolare F',, diretta verso 1’origine O,
tale che la risultante di F', e della forza gravitazionale mg ko tangenziale. 11 tal
caso la reazione vincolare e la forza centripeta e si trova

ml 0 = —mgsin(6),

che riconduce all’equazione di moto (VII.20]).
Il pendolo semplice viene discusso nell’Appendice [B] senza imporre la condi-
zione che ’angolo 6 sia piccolo.

Esempio VII.4 (paracadutista) Supponiamo che una massa m cada con la
caduta smorzata in proporzione alla velocita. In tal caso

Z=—-g—cz,

essendo ¢ un’opportuna costante positiva. Ponendo w = 2z, otteniamo w = g —
cw. Risolvendo quest’equazione differenziale lineare di primo ordine, otteniamo

p =g — L(1 = e,
C

essendo 2y = 2(0). Integrando quest’espressione rispetto a t si ottiene, per
2o = 2(0),

Z t
z:zo+[—0+%} (1—6’“)—9—.
c ¢ c
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Quindi 2 — —(g/c) se t — +oo. Inoltre, per Z; > 0 il valor massimo
Zo g T g CZo
max — + - + | - ;7 ;7 ~ _1 1 + E—
s [ E] it -8 ()
di z viene raggiunto all’istante

1 |
tm:_m(Hﬂ).
& g

Supponiamo ora che una massa si sposti nel piano xz sotto l'effetto della
forza di gravita e di una forza smorzante proporzionale e in direzione contraria
alla velocita. In tal caso

T = —cz, Z=—g—cz,
essendo ¢ un’opportuna costante positiva. Come spiegato prima, otteniamo

g(l —e M),

ct t I
C

T = Zt()e_ s z = 7;’06_0
essendo &9 = #(0) e Zp = 2(0). Integrando queste espressioni rispetto a t si
ottiene, per xy = z(0) e zg = 2(0),
jZO —ct 20 g —ct gt
rT=x90+ —(1l—e"7), z=2+|—+5|(1—e - =.
0T ¢ ( ) 0 {c 02} ( ) c
Quindi x — x¢ + (Z0/c) e 2 — —(g/c) se t — +o0.
Supponiamo ora che una massa m cada con la caduta smorzata in propor-
zione della velocita al quadrato. In tal caso

5 =g— 3,

essendo ¢ un’opportuna costante positiva. Ponendo w = 2, otteniamo

_C,

1 [c 1 1 o
5\/§<w_m+w+¢g—/c)w‘
w= Ve

w++/g/c

oppure

In

= —2t\/cg
per un’opportuna costante a. Esponenziando e scrivendo w = Z, risulta
¢ %[l — e 2V + \/g[l + e~ 2]
B \/E Zo[eVeI + eV + \/g[et\/@ — e~V
¢ ZyletVes — etV + \/g[et\/@ + e~ tved]
- \/g %y cosh(t\/cg) + \/g sinh(t,/cg) [etVes — e=tVed] N g
c % sinh(t,/cg) + /2 cosh(t,/cg) c

Y
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se t — +o00. Di conseguenza, per un’opportuna costante (3 si ha

1
2(t)=pF+ —In {z’o[et\/@ — e V) ¢ el [e!VeI e_t@]}
c c

1
=+ _In {%ZO\/§ [V — eIV 4 J[eVI 4 e—t@]}
¢ g

=+ {ZO\/E sinh(t,/cg) + cosh(t\/@)} |
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Capitolo VIII

Forze Centrali e Problema dei
Due Corpi

In questo capitolo studiamo il moto di un punto materiale sottoposto ad una
forza centrale. Uno dei risultati piu importanti che verra presentato consiste
nella derivazione delle tre leggi di Keplero. Come € noto tali leggi descrivono
I'orbita di un pianeta nel sistema solare.

1 Cinematica

Consideriamo ora un moto r = 7(t) per cui l’accelerazione # ¢ collineare al moto,
cioe

rAr=0. (VIIL.1)
In tal caso g
E(r/\'i") =rAr+rAr=020.

=0
Di conseguenza r A 7 € un vettore costante. Nel caso in cui il vettore r A 7 si
annulli, abbiamo la collinearita dei vettori r, e # e il moto e rettilineo. Nel
caso contrario i vettori r e r appartengono al piano per l'origine ortogonale al

vettore costante r A 7, quindi il moto ¢ piano.
Utilizzando la seconda legge di Newton, si vede che l'ipotesi (VIII.1)) implica

rAF =0, (VIIL2)

dove F' = m7 ¢ la forza che agisce sulla particella di massa m. Cio implica che

il momento angolare
L=rAp (VIIL3)

e costante, dove p = mr e la quantita di moto. Il moto e rettilineo se L = 0,
mentre risulta essere ristretto al piano per 'origine ortogonale ad L se L # 0.
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Scegliendo le coordinate (z,y,2) tali che L-4 = L-35 =0e L-k > 0,
adottiamo le coordinate cilindriche (r, 6, z) tali che

x =rcosb, y =rsind, z=z.

Introducendo il versore radiale e, e quello tangenziale €y nel seguente modo

~

& =2i+ 25 = (cos)i + (sinf)j,
T T

&y = _Q-+ Ej = —(sin#)i + (cosh)j,
T T

otteniamo
i =4 (rcosf) =7cost — 70 sin 6,
Y= %(rsin@) = 7sin 6 + r6 cos b,
e, = —(sin0)0i + (cos 0)0j = Oéy,
ey = —(cos 0)0i — (sin0)0j = —be,.
Dunque
i =4 (icos — rfsin ) = i cos § — 270 sin @ — rf sin @ — ()% cos b,
j=4(rsin6 + 10 cos §) = i sin 6 + 270 cos 0 + 10 cos § — r(0)? sin 6,

mentre Z = 0. Di conseguenza, essendo r = re,,

P = ié, + ey, (VIIL4a)
= [i — r(0)*]&, + (270 + rf]e. (VIIL4b)

Calcoliamo ora il momento angolare. Si ha

L=m(rAr)
=mre, A (re, + réég) = mrQé(éT A €q)
= mr2fk = omAk,
dove A = %Tzé ¢ la velocita areale. Quindi L = |L| = 2m|A| ¢ il momento

angolare.

2 Baricentro e Forze Centrali

Si considerino due oggetti di massa Mg e m (assimilabili, ad esempio, al Sole
ed un pianeta che ruota intorno ad esso), che immagineremo di schematizzare
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con due punti materiali, le cui posizioni rispetto all’origine O di un sistema di
riferimento inerziale sono individuate dai due vettori posizione r; (per il pianeta)
e ro (per il Sole). Le sole forze agenti sul sistema dei due corpi sono quelle di
mutua interazione F'i5 e F'51, che supporremo essere dirette lungo il segmento
tra i due corpi e di avere risultante zero.

Introduciamo le nuove variabili

mry + Mgry

rT=17— Ty, R
1 2 i+ Ms

9

dove r ¢ la posizione relativa del pianeta rispetto al Sole e R e la posizione del
centro di massa dei due corpi. Siccome

m 1+ Ms r
m—i—MS ! m—i—MS 2

¢ una combinazione lineare convessa (cioe, aventi per coefficienti numeri compresi
tra 0 e 1 la cui somma ¢ 1) delle posizioni 7, del pianeta e 5 del Sole, la posizione
del centro di massa R appartiene al segmento congiungente dei due corpi. Le
posizioni 7, e ry si esprimono nelle nuove coordinate nel seguente modo:

MS m

rm=R+4+——r, rh=R——r.
! m+ Mg 2 m+ Mg

Rispetto alle nuove coordinate 1’energia cinetica totale si esprime come

T = Imlr > + 2 Mg|ry)?

2 2
1 r S . 1 - m
- mMS
= Y+ M)l R + -

= SM|R]? + Julif,

essendo
mMS

M = M =
m + S 1% m+MS

La quantita M rappresenta la massa totale (massa del Sole pitt massa del piane-
ta) del sistema, mentre u € la cosiddetta massa ridotta. Nel caso in cui m < Mg,
abbiamo p < m e (m — pu) < Mg, che giustifica il termine massa ridotta.
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Una tale trasformazione si applica anche al momento angolare. Infatti, siano
P, € Py la quantita di moto del pianeta e del Sole. Allora

L:’rl/\pl—i-rg/\pQ:m(rl/\h)—l—Ms(Tg/\i"g)
Mg . Mg .
—m(|R+—5— R+ 5
(o o )

m . m .
+Ms<{R——m+MSr} A [R_—m+Mer
mM3 + Mgm?

(m+ Mg)?
Mg
m+ Mg
= M(RAR)+ pu(r A7)
=RAP+1rADp,

= (m+ Ms)(RAR) + (r A7)

= (m+ Ms)(RAR) + (r A7)

dove P e la quantita di moto del baricentro e p e quella del moto relativo al
baricentro.
La risultante delle forze, F',, , si trasforma nel seguente modo:

cht. - mrl + MST2

= R4+ ——— Me | R— —
m( +m+MSr>+ S( m—l—MSr)

Quindi la risultante delle forze causa un’accelerazione del baricentro.
Nello studio del problema dei due corpi facciamo l'ipotesi che il loro baricen-
tro sia fermo:

R=0.

Scegliendo 'origine del sistema di riferimento sul baricentro, I’energia cinetica
sara 1 = %M”HQ ed il momento angolare sara L = r A p, dove p = ur. Suppo-
niamo inoltre che le forze agenti tra i due corpi, F'i5 e F'y1 = —F'15, dipendano
soltanto dalla distanza tra loro, cioé da r = |r| = |r; — rs|. In altre parole, la
forza F'15, che il Sole esercita sul pianeta, dipende soltanto da 7:

F; = f(T)ém

essendo la f(r) una funzione continua di r e &, il versore radiale (cioe, prove-
niente dal baricentro).
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Sia U(r) una primitiva della —f(r): f(r) = =U'(r). Allora r = |r| =
Vet +yP+22e
0 .0 .0
VU(r) = gU(r)z + a—yU(T)] + EU(r)k:

o for, o or,

- or &xz (‘3y'7 0z
—uym It Y. 2
—U(r){rz+ry+rkz}
= _f(r)ér = _F127

dove &, ¢ il versore radiale (con componenti z/r, y/r e z/r). In altre parole, la
forza, che il Sole esercita sul pianeta, ¢ conservativa.

3 Forza Gravitazionale

Secondo la teoria della gravitazione di Newton, due corpi esercitano una forza
gravitazionale uno sull’altro che € proporzionale al prodotto delle loro masse e
inversamente proporzionale al quadrato della distanza tra essi. In altre parole,
GM sm

€,

Fi,=—

12 2
dove G ¢ una costante universale (determinata sperimentalmente per la prima
volta da Henry Cavendish nel 1797-98). Siccome

Mgsm = pu(m + Mg) = pM,

abbiamo anche CuM
F12:— K :—VU<7”),

r2

dove CulMl
Ur)=— 'Z )

Per trovare 'orbita del pianeta intorno al Sole, applichiamo la seconda legge
di Newton nel sistema di riferimento del centro di massa:

ulit —r(0)*) = =U'(r),

dove pir6? ¢ la forza centrifuga. Siccome la velocita areale A = 1720 = (L/2p)
per L il momento angolare, si ha

pr(0)° = pr (i)Q S

pur?) ot
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Infine arriviamo all’equazione differenziale

GuM | L*

2

= —. VIIL5
pr 1 ( )
Per risolvere la (VIIL.5) introduciamo la nuova funzione u = (1/r) e conver-
tiamo le derivate rispetto al tempo in derivate rispetto a 6:
d 0 d L d Lud

dt ~ do " wr?do " p do

r

In particolare,

d _dl_Lldijw _ Ldu

"Ta T dtu T p de ude’
. Lu*d Ldu L*u? d*u
f=——— == | = ———.
o do  do u?  do?
Sostituendo tali espressioni per r e 7 nella (VIIL.5) otteniamo
L2u? d*u L?
— — = —GuMu® + —u?
o dp pudMu” + p U
Oppure:
Gu*M
u"(0) + u(f) = T3 (VIIL.6)
La soluzione generale ¢ la seguente:
Gu*M
u(f) = T3 (14 ecos(d —6y)),

dove € e 0y sono costanti arbitrarie. Di conseguenza
o 1
© GuEM 1 +ecos(f — )

r(0) (VIIL.7)

Introducendo le coordinate x e y tali che ’asse x positivo ha la stessa direzio-
ne della semiretta di angolo polare 6, (cioe, © = rcos(0 —0y) e y = rsin(6 — b)),
risulta

L2
x2+y2+8x:7’—|—€x :7’[1+€COS(9—¢90)] = m
Eliminando la radice quadrata arriviamo all’equazione quadratica
L2 2 L2
2 2 _ 2,2

Si presentano quattro casi:
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Figura VIII.1: Orbita di un pianeta nel sistema solare.

a. e =0: r(0) = [L?/Gu?M] & costante. Il moto ¢ una circonferenza attorno
al baricentro del Sole e del pianeta.

b. 0 <e < 1: Siha

2 2 2
B B eL? s L 1
S E>($ GN2M(1—52)> v _(G/PM) 1—¢e?’

oppure:

el? ?
(“"‘ GMZM(1—62)> . v

L2 2 L2 2
(GMZM(1—62)> (GMQMV1—€2)

cioe un ellisse con semiassi

=1

L? L?
Gu2M(1 — e?) Gu2M+/1 — &2

semidistanza dei fuochi d = eL?/Gu?>M+/1 — €2 e I'eccentricita (d/a) = &,

mentre il baricentro ¢ uno dei fuochi.

a

c. e =1: In tal caso

2 2
y2 = L L — 2z
GuAM | Gu2M ’
una parabola con il baricentro nel fuoco.
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d. € > 1: In tal caso

eL? 2
(x G M(e? — 1)) B y? _1

L2 2 L2 2
(i) (G
un’iperbole con semiassi
L? L?
T GuEM(2— 1) b= GueMye? — 1
semidistanza dei fuochi d = eL?/Gu*M+/e2 — 1 e I'eccentricita (d/a) = ¢,

mentre il baricentro ¢ uno dei fuochi.

a

e. Per ¢ < 0 abbiamo le stesse coniche, poiche* la transformazione (z,¢)

(—x,—¢) converte la (VIIL.8|) in se stessa.
Torniamo al caso 0 < € < 1. Il periodo del moto ¢

mab  mab  2mabp
A L/2un L

T =

Poiche b = av/1 — &2,
o AmtaPbPp? Amta’(1—e)p?
T T e
_ a347r2,u2(1 —£?) L? _ 3 472

2 GiEM(1-e) " GM

Sotto 'ipotesi che m < Mg (cioe che M ~ Mg e p ~ m) risultano le tre
leggi di Keplero [Astronomia Nova, 1609]:

1. Prima legge di Keplero: Le orbite dei pianeti sono ellissi con il Sole
che occupa uno dei fuochi. In realta, le orbite dei pianeti sono ellissi con
il baricentro del Sole e del pianeta che occupa uno dei fuochi.

2. Seconda legge di Keplero: La velocita areale A ¢ costante:

it
2p

3. Terza legge di Keplero: Il rapporto tra il quadrato del periodo 7 e il
cubo del semiasse maggiore a ¢ una costante che non dipende dal pianeta:

72 472 472

p— ~

a3 GM o GMS
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4 Vettore di Laplace-Runge-Lenz

Una proprieta caratteristica del problema di Keplero e l'esistenza di un ulte-
riore vettore che si conserva oltre al momento angolare. Per una forza centrale
qualunque si puo scrivere la seconda legge di Newton come:

p=f(re
per un’opportuna funzione f(r). In tal caso
PAL=f(r)e, A\ prAr)
pf(r)

= T[r A (r A7)
@[(r ) — 12,
Poiche
(T'Tf';)r —ri- C= [(re,) - (re, + rbeg)le, — r(ie, +rfeg) = —r*de,,

risulta grazie alla conservazione del momento angolare L:
%(p ANL)=pAL=—uf(r)ribe,.
Utilizzando f(r) = —[GuM/r?], si ha:

%(p A L) = Gu*Mbeéy = Gu*Me,.

Di conseguenza, il cosiddetto vettore di Laplace—Runge—Lenﬂ

def

A=Z=pAL—-Gu*Me,

e costante. Inoltre, essendo ortogonale al piano di moto il momento angolare L,
si ha: ‘
A L= [p/\L—GuZMGég] L=0.

Si vede facilmente che
A-r=((pAL)-r—Gu*Mle, -]
=(AL)-r—Gu*Mr=—(LAp)-r—Gu*Mr
=—L-(pAr)—Gu*Mr=L-(r Ap)— Gu*Mr
=L-L—Gu*Mr = ||L||> - Gu*Mr.

1 vettore fu utilizzato in pubblicazioni di Pierre-Simon de Laplace [Traité de Mécanique
Celeste, 1799], Carle Runge [Vektoranalysis, 1919] e Wilhelm Lenz [Uber den Bewegungsver-
lauf und Quantenzustédnde der gestorten Keplerbewegung, Zeitschrift fiir Physik 24, 197-207
(1924)], ma venne gia discusso da J. Hermann in due lettere (1710).
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m,

Figura VIII.2: Vettori posizione s; = ry — r3, So = T3 — 1 € S3 =T — Ty per
il problema dei tre corpi.

Essendo ¥ I’angolo tra r e la direzione fissa di A, risultaf]
|Allrcos 9 = || L||* — Gp*Mr,

oppure:

1 GeM 1Al
- = 1 .
A { T GEm ¢

Dunque abbiamo ricavato la prima legge di Keplero, se il modulo di A e stret-
tamente inferiore di Gu?>M. In tal caso ¢ = [||A||/Gu?M] & leccentricita e (e
quindi A = 0 se e solo se Uorbita del pianeta ¢ una circonferenza) e il vettore di
Laplace-Runge-Lenz ¢ diretto dal Sole verso il perielio dell’ellisse (cioe, 9 = 0).
Infine, il modulo del vettore di Laplace-Runge-Lenz e dato da:

| Al = Gu*Me.

5 Problema dei Tre Corpi

Il problema di Keplero dei tre corpi riguarda la risoluzione delle equazioni di
moti di un sistema di tre masse, m; in posizione ri, msy in posizione r, e ms in
posizione 73 (con tutte le posizioni relative al centro di massa), che interagiscono

211 modulo del vettore di Laplace-Runge-Lenz viene scritto come ||A||, per non confonderlo
con 'area che figura nella discussione della velocita areale.
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tramite la forza gravitazionale tra ogni coppia di particelle. Le equazioni del
moto sono le seguenti:

T —T TT—7T S S
’.I.'l = —Gm2 ! 23 Gm3 ! 33 = Gm2 33 + Gm3 23,
71— 7o |71 — 73] | s3] |82
. To — 71 ro —T3 S1 S3
= -G G = -G G
e e e P ER R PA )
. T —T Ty —7T S S
T3 — —Gm1 3_ 13 G’TTLQ 3_ 23 = Gm1 23 + sz 13,
73 — 71 73 — 79 EX |51
essendo

§1=T2—T3, S2=7T3—T1, 83=7T1—Ta

In tal caso si ottengono le tre equazioni di moto

+mG, i=1,2,3, (VIIL9)

dove

s s s
m = my +my + ms, G=G( St 33>.
|s1] E3] |83]
Dalle tre equazioni accoppiate (VIII.9) non si conosce la soluzione generale, ma
soltanto quella che si ottiene in alcuni casi abbastanza elementari. Si osservi che

le tre equazioni (VIIL.9)) sono accoppiate, poiche

81+ 85+ 83=0. (VIIL10)

Nel caso in cui G = 0, le equazioni di moto (VIIL.9) si disaccoppiano e la

(VIIL.9) si riduce alla stessa forma del problema di Keplero dei due corpi:
§; =-—mG—-= 1=1,2,3,

con ciascuna delle masse che si muove lungo un’orbita ellittica che giace sullo
stesso piano con lo stesso punto focale e lo stesso periodo. Il disaccoppiamento
si verifica quando le masse si trovano ai vertici di un triangolo equilaterof] Man
mano che il moto procede, le equazioni rimangono disaccoppiate e quindi la
condizione del triangolo equilatero rimane valida anche se il triangolo cambia
orientazione e grandezza. In astronomia una tale situazione consiste nei cosidetti

troiani, asteroidi che condividono la stessa orbita di un pianeta maggiore ma
costituiscono un triangolo equilatero con il pianeta maggiore ed il Sole. Sono

3Le equazioni (VIIL.10) e G = 0 valgono simultaneamente se e solo se le tre masse si trovano
nei vertici di un triangolo equilatero.
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Figura VIII.3: L’ipotetica formazione della Luna. Vedi Wikipedia.
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stati infatti trovati asteroidi troiani per Giove, Marte e Nettuno, e, di recente,
per la Terra. Secondo una teoria (da comprovare) la Luna € nata dalla collisione
della Terra con un pianeta ipotetico (chiamato Theia oppure Orpheus) che prima
formava un triangolo equilatero con la Terra ed il Sole e poi e stato disturbato
gravitazionalmente (vedi Wikipedia, Formazione della Luna).

Un altro caso particolare che si puo trattare abbastanza bene, ¢ il caso in cui
le due masse m; e ms sono molto grandi e si muovono 'una rispetto all’altra di un
moto confinato, mentre la terza, ms, molto piu piccola, si limita a perturbare il
moto delle altre due. In tal caso la terza massa si muove nel campo gravitazionale
generato delle prime due masse. Un esempio ¢ il moto di una navicella spaziale
in orbita tra la Terra e la Luna.
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Capitolo IX

Calcolo delle Variazioni e
Equazioni di Eulero-Lagrange

In questo capitolo discuteremo il calcolo delle variazioni e la sua applicazione
alla formulazione lagrangiana delle equazioni di moto sia per un sistema non
vincolato sia per un sistema soggetto a vincoli olonomi. Infine, deriveremo da
un’opportuna lagrangiana le equazioni di moto di una particella soggetta alla
forza elettromagnetica.

1 Calcolo delle Variazioni

Nella sua forma piu semplice il calcolo delle variazioni consiste nel minimizzare
il cosiddetto integrale d’azione

5= /t Lyt dt (IX.1)

al variare di tutte le funzioni y = y(t) ai valori prefissati y(t1) = y1 e y(t2) = yo.
Essenzialmente si cerca un cammino y = y(t) (t; <t < t5) che collega i due punti
(t1,11) e (ta,y2) e che minimizza 'integrale d’azione S. Uno degli esempi pit
semplici ¢ il seguente: Fissati nel piano due punti, quale ¢ il cammino piu breve
che li congiunge? Per poter dare una risposta a tale domanda (dimostrando
rigorosamente che tale cammino ¢ il segmento di retta per i due punti dati)
occorre trovare la funzione y(¢) che minimizza l'integrale d’azione

5= / CTEGRd (1X.2)

essendo y(t1) = y1 e y(t2) = yo.
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Supponendo che la f sia di classe C*! nelle tre variabili y, 3 e ¢, consideriamo
i due cammini y = y(t) e Y(t) = y(t) + an(t) passanti per i punti (t1,y1) e
(t2,y2), dove o & un parametro. Quindi y(t1) =Y (t1) = y1 e y(t2) = Y (t2) = yo
e dunque

n(t1) = n(tz) = 0. (IX.3)

Calcolando la derivata dell’integrale d’azione
to .
S =5(a) :/ fY Y t)dt
t1

nella (IX.1]) rispetto alla variabile a (rispetto alla curva Y (t)) otteniamo, utiliz-
zando l'integrazione per parti e le relazioni ([X.3)),

B(of  .of
s = [ ( or '—.)dt
(@) . \"ay Ty
2/ 9f dof of 1"
= == =N | dt+ |ns=
/tl (77 oy~ dt ay) {n ay:|t1
2 rof  dof
- 97 29T g
/tl ! <ay at ay) |
dove la n = n(t) & una funzione arbitraria di classe C' che verifica la (IX.3)). Di

conseguenza, S’(a) = 0 se e solo se il cammino y = y(t) & soluzione dell’equazione
di Eulero-Lagrange

L - — = =0. (IX.4)

Tornando all’esempio (IX.2), sostituiamo f(y,y,t) = /1 + (§)? nell’equa-
zione di Eulero-Lagrange ([X.4]). Poiche la f non dipende da y, risulta che

of .y
0y 1+ (y)?

¢ costante, cioe y ¢ costante. In altre parole, la soluzione che minimizza 'inte-
grale d’azione, e il segmento che collega i punti y; e o, cioe

(t = s + (= 1)y

1) =
y(t) —y

Esempio IX.1 (La brachistocrona) Dati due punti P, e P, con il primo
punto posto a una quota superiore a quella del secondo punto, quale deve essere
la forma che dobbiamo dare a uno scivolo privo di attrito affinché uno slittino
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lasciato scivolare dal punto P; raggiunga il punto P, nel minor tempo possibile?
Il tempo di percorrenza da P; a P, ¢

P
2d
tempo(P; — P) = / —S,

p v
in cui la velocita alla quota generica y vale v = \/29y.E| Poiche

ds = \/(dx)* + (dy)?> = \/(2'(y))* + 1 dy,

dove x = z(y) ¢ la funzione incognita e (dz/dy) = z'(y), risulta

1 TR

tempo(P1 — B

essendo zero la quota in P} e —ys la quota in P,. L’equazione di Eulero-Lagrange

e la seguente:
0 Va'(y)?+1  d 0 a'(y)?+1
or gy dyor  fy
e, osservando che il primo membro non dipende da z, questa equazione si puo
scrivere come:
@) |y
Ve Ve

dove @ ¢ un’opportuna costante positiva. Poiche z(y) ¢ una funzione crescente,

risulta
/ Yy

Infine, utilizzando la sostituzione y = a(1 — cosf) (0 < 6 < 7), si trova

cos(30)

0 in(1lp

sin(=0

:/ L)Qasin
0

Tniziando con velocitd uguale a zero abbiamo per l'accelerazione, velocita e distanza
percorsa al tempo t: g, gt e s = %th. Quindi t = /2s/g e v = 1/2gs.
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Quindi il cammino consiste nella curva rappresentata parametricamente da
x = a(f — sin ),
y = a(l — cosb),

dove 0 < # < a. Tali equazioni costituiscono la parametrizzazione di una
cicloide.

Esempio IX.2 (Superfici di rotazione) Consideriamo il solido di rotazione

C={(z,y,2) ER*:0< /a2 + 92 < g(2), 21 < 2 < 2},

essendo g = ¢g(z) una funzione positiva di classe C'. Allora il volume e larea
della superficie tonda (’area del bordo senza i dischi contenuti nei piani z = z
e z = z9) sono date dalle espressioni

22
Volume = 7T/ g(2)*dz,

zZ1

Area = 27r/ g(2)\V 1+ ¢'(2)%d=.

1
Supponiamo ora che g(z1) = g1 € g(22) = ¢go. Minimizzando il volume si trova
I’equazione di Eulero-Lagrange

2mg = 0,

che non possiede alcuna soluzione soddisfacente le condizioni g(z1) = ¢1 € g(22) =
g per g2 + g3 > 0. Minimizzando l'area tonda si trova 'equazione differenziale
(di Eulero-Lagrange)

d /
2my/1+(¢')? = 27Td— (gg—> :
2

1+ (g')?

oppure

g 1
1 N2 — o "
V1it+(g)?=g s mETEs

1+ (¢)?
oppure
1+ (g')* = 99",

un’equazione differenziale non facilmente risolubile [

2Ponendo p = ¢’ e scrivendo l'equazione differenziale in termini della variabile p, risulta
un’equazione differenziale a variabili separabili di soluzione g(p) = ¢y/p? + 1, dove ¢ & un’op-
portuna costante positiva. Sostituendo p = ¢’, risulta I'equazione differenziale a variabili
separabili g = ¢y/1+ (¢’)? di soluzione g = g; cosh([z — z1]/c) £ \/g? — ¢? sinh([z — 21]/c),
dove ¢ segue dalla condizione g(z3) = ga.
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Complichiamoci ora la vita minimizzando l'integrale d’azione

to
_/ f[yb'"ayNayl7"'>gN7t]dt7 (IX5)
t1
dove y = (y1,...,yn) ¢ un cammino in RY che collega i due punti y* =

(yh,...,yn) e y* = (v2,...,y%). Supponiamo che la f sia di classe C' nelle

2N + 1 variabili y1,...,yn, U1,-..,Yn € t e perturbiamo il cammino y = y(¢)
nel seguente modo:

Y =y+oan,

Y = (lea"wYN)a

n= (7717"’7771\7)7
essendo y(t1) =Y (t;) = y' e y(ts) = Y (t2) = y% Quindi
n(t1) = n(tz) = 0. (IX.6)

Calcolando la derivata dellintegrale d’azione S = S(«a) nella (IX.1)) rispetto alla
variabile a otteniamo, utilizzando 'integrazione per parti e la relazione (IX.6|)

8f>
== +1) dt
o= [ (v s

b~ Of  dof
:/t Z( oy, ~ Vit oy, )‘“Z{ }

1 j—l
d of
- [ (5 - )

dove la ; = n(t) ¢ una funzione arbitraria di classe C' che verifica la ([X.6)).
Di conseguenza, S’(a)) = 0 se e solo se il cammino y = y(t) ¢ soluzione delle N
equazioni di Eulero-Lagrange

2 Equazioni di Lagrange

Avendo a disposizione i metodi del calcolo delle variazioni, possiamo intraprende-
re lo studio della formulazione della meccanica che Joseph Lagrange (1736-1813)
(nome di battesimo Giuseppe Lodovico Lagrangia) pubblico nel 1788 [Mécanique
Analytique|. Il vantaggio principale delle equazioni lagrangiane & il fatto che esse
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mantengono la stessa forma in ogni sistema di coordinate. Inoltre la formula-
zione lagrangiana permette di eliminare le reazioni vincolari. In questo modo
si semplifica notevolmente la maggior parte dei problemi in quanto le reazioni
vincolari sono generalmente incognite.

Consideriamo il caso particolare pit semplice: una singola particella sotto
I'effetto di una forza conservativa. In tal caso I'energia cinetica della particella
vale

T = imv® = im(i* + §° + 27),

essendo m la sua massa. L’energia potenziale ¢ U = U(x,vy, z). La lagrangiana
e definita come
L=T-U,

quindi come differenza dell’energia cinetica e di quella potenziale. Cerchiamo
ora di minimizzare 'integrale d’azione

to
Sz/ L(x,y,z,T,9,2,t)dt.
t1

La traiettoria » = r(t) che minimizza un tale integrale d’azione deve soddisfare
le equazioni di Eulero-Lagrange

oc_doc  oc_doc oL _doc
or  dtoi’ dy  dt oy’ 0z  dt 03’

che possono anche scriversi come:

ov_dor - oU _doT  _oU _ doJT
Oxr  dtoi’ oy  dt oy’ 0z dt 9%’
Tenuto conto dell’espressione dell’energia cinetica si trova
or oy v oz

ovvero in forma vettoriale:

mr = —VU,

che coincide con la seconda legge di Newton per una forza conservativa. In altre
parole, la formulazione lagrangiana e equivalente alla seconda legge di Newton.

Abbiamo trovato il seguente Principio di Hamilton: Il moto effettivo di
una particella dal punto Py al punto Py nell’intervallo di tempo compreso tra gl
istanti t1 e ty € tale che l'integrale di azione

t2
S:/ Ldt
t1
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assume su di esso un valore stazionario.
La generalizzazione delle idee precedenti al caso di un sistema costituito da
N particelle non vincolate ¢ banale. In tal caso abbiamo

N
L= %Z m]'"i‘j‘z_U(rla' .- 7TN) .
=1 —
energia potenziale

=energia cinetica
Il principio di Hamilton ha la forma

Lo _dor .o OU_dor .0 U _dor_ .
al’j N dt 8:17] N 8y] N dt@y] N iYis aZj N dt@zj N I

per j =1,2,..., N. Abbiamo trovato N copie della seconda legge di Newton:

mj"f'j:—V,,].U, j:1,2,7N

3 Principio di Hamilton: Sistemi Vincolati

La potenza dell'impostazione lagrangiana si rivela sopratutto nella possibilita di
trattare sistemi vincolati. In tal caso basta esprimere la lagrangiana nel numero
minimo di coordinate indipendenti e enunciare le equazioni di Eulero-Lagrange.

Si consideri un sistema arbitrario di N particelle occupanti le posizioni r;
(j =1,...,N). I parametri ¢, ...,q, si dicono coordinate generalizzate (o la-
grangiane) del sistema se e solo se ogni vettore posizione r; si puo esprimere in
funzione delle ¢y, ..., g, ed eventualmente del tempo t:

rj:rj(ql,...,qn,t), jzl,...,N,

e se, viceversa, ogni ¢; si puo esprimere in funzione delle ; ed eventualmente
del tempo t:

ql:ql(r177rN)t)7 lzl,...,n.

Inoltre si richiede che il numero n delle coordinate generalizzate sia il minimo
numero intero che consente di descrivere il sistema in questo modo. Nello spazio
tridimensionale il numero n delle coordinate generalizzate di un sistema di N
particelle non puo superare 3/N. Per i sistemi vincolati questo numero ¢ sempre
minore, a volte anche molto minore.

Il grado di liberta di un sistema e il numero di coordinate che possono essere
fatte variare indipendentemente in un piccolo spostamento. In altre parole e il
numero delle direzioni indipendenti in cui il sistema puo muoversi a partire da
una configurazione iniziale data. Un sistema di N particelle nello spazio a tre
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Figura IX.1: Il pendolo semplice.

dimensioni si dice libero se il grado di liberta e uguale a 3N e vincolato se e
strettamente minore di 3N.

I sistemi per cui il grado di liberta ¢ uguale al numero minimo n delle
sue coordinate lagrangiane si dicono anche olonomi. Un sistema olonomo &
quindi un sistema con n gradi di liberta che puo essere descritto da n coor-
dinate generalizzate qi,...,q,. In questo corso non ci occuperemo dei sistemi
anolonomi.

Discutiamo ora due esempi dal punto di vista lagrangiano.

Esempio IX.3 (Pendolo semplice) Un piombino di massa m ¢ fissato a un’e-
stremita di un’asta priva di massa, a sua volta fissata all’origine O e libera di
ruotare senza attrito nel piano xz. Il piombino e vincolato dall’asta in modo
tale che la distanza [ = v/ 22 + 22 rimane costante. La posizione del piombino ¢
data da

x =1sinb, z=1lcos#,

essendo # l'angolo tra l'asta e il verticale. L’energia cinetica T e l’energia
potenziale U hanno la seguente forma:

T = %m1292, U = mgl(1 — cosf),
essendo g l'accelerazione gravitazionale. Quindi

L=T-U= %leQQ —mgl(1 — cosb),
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e 'equazione di Eulero-Lagrange é:

oL d oL d . ..
98 _ Q98 O 20y = mi2d
86 di 98 gy (mi70) = mi’9,

—mglsinf =
che si puo scrivere piu semplicemente come
. g .

0= -7 sin 6.

Conclusione: Abbiamo un singolo grado di liberta e una singola coordinata
generalizzata, 0, per cui r = (Isinf,0,lcosf) e § = arctan(x/z).

Esempio IX.4 (Problema dei due corpi) La forza esercitata da un corpo
esercita sull’altro ¢ attraente, diretta lungo il segmento congiungente e dipende
soltanto dalla loro distanza r. Utilizzando il sistema di riferimento in cui il
baricentro delle due masse si trova nell’origine, abbiamo

L=31u(*+ r20%) — U(r),

essendo o la massa ridotta e (r,6) le coordinate polari nel piano del moto.
Abbiamo le seguenti equazioni di Eulero-Lagrange:

0.9 _doL _d

09 dt o9 dt
0L doL d
T Or  dtor  dt

(ur0),

prt® —U'(r) () = i,

La prima equazione di Eulero-Lagrange conduce alla costante di moto L = urQQ,
il momento angolare. Sostituendo # = L/ur?, otteniamo dalla seconda equazione
di Eulero-Lagrange
L2
s —U/ )

W (r)

Nel caso della forza gravitazionale tra il Sole e un pianeta abbiamo
GMpu

v = -2,

essendo G la costante gravitazionale e M la massa totale. Conclusione: Ab-
biamo due gradi di liberta e due coordinate generalizzate, r e 6, per cui r =

(rcos@,rsinf,0), r = \/x2 +y? e 0 = arctan(y/x).

Deriviamo le equazioni di Eulero-Lagrange nel caso di una singola particella
vincolata. Per ragioni di semplicita supponiamo che la particella sia vincolata
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a muoversi mantenendosi sempre su una superficie data. In tal caso la parti-
cella ha due gradi di liberta e il suo moto si puo descrivere con due coordinate
generalizzate indipendenti ¢; e ¢s.

Le forze che possono agire sulla particella sono di due tipi. Il primo tipo com-
prende le reazioni vincolari (che in generale non sono conservative): indicheremo
con F, la risultante delle forze vincolari agenti sulla particella, nel nostro ca-
so normale alla superficie. Il secondo tipo comprende tutte le forze rimanenti
agenti sulla particella. La loro risultante ¢ supposta conservativa:

F=-VU(r,t),

dove il potenziale U puo dipendere dal tempo t. La forza totale sulla particella
eF,.,=F,+F.
Al solito la lagrangiana e definita come

L=T-0,

dove 'energia potenziale e dovuta alle sole forze non vincolari. Vedremo che la
formulazione lagrangiana permettera di eliminare le forze vincolari dalle inco-
gnite del problema.

Indicheremo con r(t) la traiettoria effettiva della particella, essendo 71 =
r(t1) e 7o = r(t2) le posizioni iniziale e finale della particella, ambedue supposte
prefissate. Indichiamo con R(t) un qualunque moto variato passante per gli
stessi punti. Conviene scrivere

R(t) =r(t) + (1),

dove g(t) & un vettore infinitesimale che congiunge i punti r(¢) del moto effettivo

con quelli R(t) nel moto variato. Assumeremo che entrambi le traiettorie r(t) e

R(t) appartengano alla superficie vincolare. Poiche entrambi le traiettorie r(¢)

e R(t) congiungono gli stessi due punti iniziale e finale, si ha e(t;) = e(t2) = 0.
Indichiamo con S l'integrale d’azione

to .
S:/‘URRﬁﬁ
t1

calcolato lungo un qualunque cammino R(t) sulla superficie vincolare e indi-
chiamo con Sy il valore che esso assume lungo il moto effettivo r(¢). Studiamo
I’'andamento della differenza

0S5 =5-295

se |e| — 0. La differenza 65 ¢ l'integrale della differenza tra le lagrangiane
calcolate lungo i due moti:

6L =L(R,R,t)— L(r,7,1).
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Poiche
L7 t)=iml#)> =U(r,t),  L(R,R,t)=3im|R]’ —U(R,1),
otteniamo

=mr-€—e-VU+O(e]?),

dove O(|e|?) contiene la somma di tre termini che, nel dividere da |e|?, |€]* e
le| |€], rispettativamente, rimangono limitate se |e| + |€| tende a zero. Dunque

to
552/ 0L dt

t1

- /tz[mq'« & —¢e-VU]dt + O(|e]?)

t1

to
:/ [—m# e —e-VU]dt + [mi- €]}, +O(le]?)

=t
t1

to

- —/ e - [mit + VU] dt + O(|e]?),
t1

dove abbiamo applicato 'integrazione per parti e tenuto conto che e(t;) =

g(ty) = 0. Poiche F,,, = F,+ F ¢ F = —VU, risulta

t2
55:—/ e Fydi+0(le]).

t1

Tranne un termine di tipo O(|e|?), il vettore € appartiene al piano tangente alla
superficie, mentre la forza vincolare F', ¢ ortogonale alla superficie. Quindi

05 = O(le]),

e I'integrale d’azione ¢ stazionario lungo il moto effettivo.

Abbiamo dimostrato, in modo non troppo rigoroso, la validita del principio
di Hamilton, ossia che l'integrale d’azione ¢ stazionario lungo il moto che la
particella effettivamente compie. Nella dimostrazione non sono ammessi tutti gli
spostamenti ma soltanto quelli tra due moti appartenenti alla superficie. Questo
fatto significa che non sussistono le equazioni di Eulero-Lagrange rispetto alle
tre coordinate cartesiane, ma solo rispetto alle coordinate generalizzate. Nel
nostro caso (n = 2 vincoli e n = 2 coordinate generalizzate ¢; e ¢2) possiamo
scrivere l'integrale d’azione in funzione di ¢; e ¢

t2
S:/ E(Qla%adhd%ﬂ dt

t1
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e questo deve essere stazionario per ogn: variazione di q; e ¢y rispetto al moto
effettivo [q1(t), g2(t)]. Si verificano le equazioni de Eulero-Lagrange

E abbastanza semplice generalizzare la derivazione del principio di Hamil-
ton ad un sistema vincolato di N particelle. Un sistema olonomo con n gradi

di liberta (e quindi n coordinate generalizzate (qu,...,qn), Soggetto a forze non
vincolari il cui risultante e derivabile da un’energia potenziale U(qq, ..., Gn,1), €
completamente determinato dalle n equazioni di Eulero-Lagrange

oL 1 0L

=890, I=1,...,n (IX.8)

dq  dtOq

Esempio IX.5 (Moto su una superficie cilindrica) Siconsideri una parti-
cella di massa m vincolata a muoversi senza attrito sulla superficie cilindrica
22 + y?> = R? sotto leffetto della forza centrale F = —kr, essendo k una co-
stante positiva. Utilizzando le coordinate cilindriche (p, 6, z), dove x = pcos@ e

= psinf, 'energia cinetica T' e quella potenziale U valgono

T = imv* = im(R*0* + 2?), U=L1kr® =1k(p* + 2%).
Quindi la lagrangiana vale
L=T-U=1im(R* + %) — Lk(R* + 2°),

essendo la particella vincolata a muoversi sulla superficie p = R. Scegliamo
ora le coordinate generalizzate z e #. Risultano le seguenti equazioni di Eulero-
Lagrange:

o _doc T
92 dt 03 Fmme
oL _ doL 4R — 0.

0 diod  dt

Le soluzioni sono del tipo z = A cos(wt — §) e 8 = Oy + wot, essendo w = y/k/m
e mR*wy il momento angolare attorno all’asse z.

Esempio IX.6 (Biglia su una guida rotante) Una biglia di massa m ¢ vin-
colata a una guida costituita da un filo di ferro circolare di raggio R. La guida
appartiene a un piano verticale ed e fatta ruotare attorno al suo diametro verti-
cale con velocita angolare w. La posizione della biglia sulla guida ¢ determinata
dall’angolo 6 misurato a partire della verticale. La lagrangiana e

L= %mR2(92 + w?sin?0) — mgR(1 — cosf),
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Figura IX.2: La biglia su una guida rotante.

a cui corrisponde 'equazione di Eulero-Lagrange
mR2w?sin 0 cos  — mgRsin 0 = mR?0.
Dividendo per mR?, otteniamo ’equazione del moto
. g .
0= (w2 cosf — —> sin 6.
R
Moltiplicando per 26 e integrando otteniamo

. . 2
0% = 65 + sw’(1 — cos26) — Eg(l — cosf),

dove la costante di integrazione , verifica |6y| > 1/2g/R. Ne segue
dt 1

o

Y

\/93 + sw?(1 — cos 20) — 2Eg(l — cosb)

e il calcolo della primitiva ¢(f) conduce ad un cosiddetto integrale ellittico (non
esprimibile analiticamente).

4 Momenti generalizzati

In un sistema con n coordinate generalizzate ¢; (i = 1,...,n) le quantita F; o
OL/0q; si dicono forze generalizzate e le quantita p; oL /0q; quantita di moto
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generalizzate o momenti generalizzati. Cio consente di riformulare le n equazioni
di Eulero-Lagrange come fossero n componenti della seconda legge di Newton:

d
E:Ep“ Zzl,,n

In particolare, se la lagrangiana £ non dipende da una certa coordinata g¢;,
allora F; = (0L£/0q;) = 0 e la quantita di moto generalizzata p; si conserva. Tali
coordinate generalizzate si dicono ignorabili o cicliche.

Un caso interessante ¢ il problema del proiettile soggetto solamente alla forza
gravitazionale. La sua energia potenziale e U = mgz, e la sua lagrangiana e

L(z,y,2,0,7,%,t) = tm(i® + 9° + 2*) — mgz.

La forza generalizzata e proprio quella usuale. La quantita di moto generalizzata
e quella usuale. Poiche £ non dipende da x e y, si conservano le quantita di
moto p, e p,.

Per motivi di efficienza scegliamo le coordinate generalizzate in modo che la
lagrangiana dipende dal minor numero di coordinate generalizzate g;, per poter
derivate il maggior numero di leggi di conservazione per le quantita di moto
generalizzate.

Calcoliamo la derivata della lagrangiana rispetto al tempo:

d . : ) oL . oC, oL
%E(q177Qn7Q177QH7t)_Z2:1: a_ql%,—i_a_%Q’L +E

=pi
S . oc
= ; {Pidi + pidi} + o
_d _ 8£

Nel caso in cui la lagrangiana £ non dipende esplicitamento dal tempo, cioe nel
caso in cui (0L/0t) = 0, si puo concludere che la cosiddetta hamiltoniana

n
HE Z pigi — L
1=1

€ una quantita conservata.
Dimostriamo ora che I’hamiltoniana H coincide con l’energia totale del si-
stema. Poiche r; = r;(q1,...,qn), 1 =1,..., N, si ottiene I'identita



Percio

N n
T= %Z my|ri|* = 3 Z AjkG;dn,

i=1 Gk=1
essendo N
87“1- 873-
J J ( 1 ) Z aqj an

i=1
Dunque, utilizzando il fatto che Aj, = Ay,

oL or
pi = an 8(]@ = % <Z A]jq] + Z A]ijQk)

i<k

= A + 5 Z A + 5 Z Ajig;

k>i j<i

n
=" Audi
=1

Quindi
Z p’ql = Z <Z Aildl) Qz = Z A@lqlql =2T.
i=1 i=1 \I=1 id=1

Di conseguenza,
M= pg—L=2T—-[T-Ul=T+U,

che e I'energia totale.

5 Lagrangiana per la Forza Magnetica

Finora abbiamo introdotto la formulazione lagrangiana esclusivamente per i si-
stemi il cui risultante delle forze non vincolari ¢ conservativo. Ponendo £ =
T —U, si ¢ poi passati alle equazioni di Eulero-Lagrange, considerate un sistema
completo e minimale (in termini del numero delle equazioni) di equazioni che
descrivono il moto del sistema. Cio non ci impedisce di introdurre la lagrangiana
come qualsiasi funzione

CZ£<QIa"'7qn7QI7"'aCjn7t)

tale che le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange descrivono completamen-
te e in modo minimale il moto del sistema, anche se non esistesse il potenziale

U.
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Un esempio significativo e il seguente: Si consideri una particella di massa
m e carica elettrica ¢ in moto in un campo elettrico E e magnetico B. Sulla
particella agisce la forza (non conservativa) di Lorentz

1
F:q<E+—v/\B),
c

dove v ¢ la velocita della particella e ¢ ¢ la velocita della luce. La seconda legge
di Newton assume la forma

mr = q <E+1'i°/\B> . (IX.9)
c

Possiamo trovare, in modo non unicoE| il potenziale elettrico V(r,t) e quello
magnetico A(r,t) tali che

E——VV—la—A B =V AA.
c Ot’

Definiamo la funzione lagrangiana
1
L(r,r,t)=im|r|> — ¢ <V — =7 A)
c
=Im@+9*+ %) —qV + = (xA +9A, + 2A,). (IX.10)

Possiamo quindi scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange:

%—i%:_ 8_V+g 'aA$+'aAy+ 0A, i( +qA>
or  di i Tox o Vo Yo (T \™

oL doc oV g (.0A, 0A, A d ¢
ok _ ot 2.1 2 14
oy dtoy - Tay {xay TV, e 8y} dt(my+ ).
oc  d oL OV qf.0A, 0A, OA\ d [ . q
- @z~ Yoz T { 5 ¥, V%, }_dt(m”cAZ)'

Queste tre equazioni conducono alle seguenti:

8V+q [ 0A, +Z,/8Ay +28AZ_ it & 0A, +$8A$ _i_yan —i—:i:aAz}
Tox | Ox oz oz | c| Ot oz y 0z |’
oV q[.0A, .04, . 0A,] . ql04, .0A, .0A, .04,
—qa—y—i—g T oy —i—yay +28y_ :my+g_ BN +x B +y oy +x 8z}’
8V+q x’an +y@Ay n 20AZ_ iy 4 [0A, —|—x’aAZ ‘HJaAz _i_x_@Az} .
To2 | 0z 0z 0z | c| Ot Ox Jy 0z

31 campi elettrico E e magnetico B non cambiamo sotto le trasformazioni V — V + cost.
e A— A+ V¢ per qualunque ¢ che non dipende da ¢.
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Queste ultime sono equivalenti a:

el (Y LOAN g (0A, OA) q, (0A, 0A,
AT &\ or oy c 0z ox )’
C(OV 104\ g, (0A. 0A)\ q. (DA, OA,
= q(8y+cat)+cz(8y 82) cx<8x oy )’
el [V LOAN g (0A. A g (04, 04,
~ T\, T o c 0z Ox i oy 0z )’
oppure:
L oV 10A, q -.
mx——q<%+gat)Jrz[r/\(V/\A)]z,
. oV 104, q ..
my = q<a—y+zﬁ)+g[’f‘/\<V/\A)]y,
. oV 10A, q..
mZ——q<§+Eat)+z[r/\(VAA)]z,

o, in forma vettoriale,

. 10A q:.
mr = —q (VV+ EE) + E[T A (VA A),

la quale implica la (X.9)).

Si consideri il caso particolare in cui B = (0,0, B) & costante e V' = 0. In tal

caso si scelga

A= %B(—y,x,O) = %BTég,
essendo €y = —(sin )i+ (cos )y il versore tangenziale. Utilizzando le coordinate
cilindriche, risulta facilmente

P =re, +rheg+ 2k, |7]? =724 r20* 4 22,
- A= 1Dr(re, +rfey + ik) - & = 1 Br?0,
essendo e,., ey e k ortogonali tra loro. Di conseguenza,
: : . B ,.
L=3im(r?+r*0* + %) + (12—67‘29,

in cui risultano cicliche le variabili 6 e z. Quindi le quantita di moto generalizzate

oL : B oL .
pgzgzmﬂﬁ—kg—c?ﬂ, ]%ZEZWZ,
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vengono conservate. Ci rimane una singola equazione di Eulero-Lagrange non

banale:
doc_oc
dt or  Or

. B .
mit = mre* + q—r&,
c

oppure:

2
mi =y (P _ 4B\ 4B (o 4B\ _ wm _¢Br
mr?  2me 1 mr?  2me mr3  4dmc?’

Moltiplicando ambedue le parti da 27/m e calcolando la primitiva, risulta per
un’opportuna costante positiva :

2 2327"2
72— A2 Dy q

Com2r? Am2

Scegliendo v > 0 tale che il secondo membro si annulla per r = ro, si ottiene
il moto lungo 'elica r = ry, # = cost. e Z = cost. Uno dei moti consentiti dal
sistema lagrangiana e 'elica attorno al campo magnetico costante B.

6 Moltiplicatori di Lagrange

Finora abbiamo discusso la formulazione lagrangiana di un sistema olonomo
vincolato sempre nello stesso modo, utilizzando i vincoli per arrivare ad un
minor numero di coordinate generalizzate. Una tale riduzione del numero delle
variabili non e sempre facile da eseguire. In certi casi potrebbe essere opportuno
utilizzare un sistema con piu variabili, sfruttando alcuni vincoli esplicitamente.

Consideriamo, per esempio, un sistema con soltanto tre coordinate cartesiane
x, vy, z, legate da un’equazione del vincolo del tipo

f(z,y,z)=0.

Al posto della lagrangiana £ = L(x,y, z, &, 7, 2,t) si consideri la funzione

E('x7 y’ Z’ j"? y7 2.71(:) + A<t>f<x7 y? Z)?

essendo A(t) un cosiddetto moltiplicatore di Lagrange. Al posto delle solite
equazioni di Eulero-Lagrange, abbiamo le seguenti equazioni modificate:
oL aof doL
g VA S b
oz T Vo " @ar O

oL of docL
oL of doL
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piu il vincolo f(z,y,z) =0.
Consideriamo il caso di una singola particella soggetta ad una forza conser-
vativa. La lagrangiana e

L=1im(@®+ 9" +2%) — Ulz,y, 2),

e le equazioni di moto sono

ou of .
"o g T
ou  of .
ou of .
“o. T T A

o, in forma vettoriale,

mi = —VU + AV [.

Quindi la forza vincolare vale F', = AV f e risulta essere ortogonale alla superficie
di equazione f(z,y,z) = 0.

Nel caso di due vincoli, f(x,y,z) = 0e g(x,y, z) = 0, si derivano le equazioni
di Eulero-Lagrange dalla lagrangiana ampiata

‘C(LL" y7 Z’ j"? y’ 27 t) + A(t)‘f(al% y? Z) + /"L(t)g(x7 y7 Z))

essendo A e p due moltiplicatori di Lagrange.

Esempio IX.7 (Pendolo semplice) Consideriamo la lagrangiana (confronta
con 1"'Esempio [[X.3))

EzT—V:%m(x'2+y2+z’2)—mgz,

sotto i vincoli f(z,y,2) =2+ 22— 1> =0e g(x,y,2) = y = 0. Partendo dalla
lagrangiana ampiata

%m(a’;2 + 92 + 2% —mgz + M2 + 22 — 1) + py,
otteniamo

2 \r = mi,

p=my,
—mg + 2\z = mz,

pitt i vincoli 2 + 22 = [? e y = 0. Il vincolo y = 0 ci consente di eliminare
I’equazione per y e di arrivare al sistema di tre equazioni

2 \x = mi, —mg + 2Xz = mz, 2422 =1
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V.

m,

Figura IX.3: Macchina di Atwood.

Moltiplicando la prima equazione per z, la seconda per Z e calcolando la somma
si ottiene

2N (zd + 22) = m[iE + 22 4 gZ],
e quindi

2
———
=T =U

Ma? + 2%) = Im(i® + %) + mgz +cost.

=12

Allora la costante vale M2 — H, essendo H ’energia totale del sistema.

Esempio IX.8 (Macchina di Atwood) Si consideri la macchina di Atwood
formata da due masse, m; e ms, collegate da un filo privo di massa e inestendibile
che passa per una puleggia, priva di attrito. Essendo la lunghezza del filo, [, fissa,
la massa my si trova al di sotto di una distanza x da un opportuno livello di
riferimento e la massa ms al di sotto di una distanza y da questo livello, mentre
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x 4+ y = cost. Allora la lagrangiana ampiata e

L= Imi® + Imog® +(migz + magy) + Az +y — L),
o %,—/

-~

=T =-U

dove L =1 — 7R (essendo R il raggio della puleggia). Le equazioni di Eulero-
Lagrange sono le seguenti:

mig + A = ma,

mag + A= m2g7

accompagnate dal vincolo z 4+ y = L. Calcolando la somma delle due equazioni
di Eulero-Lagrange e sfruttando il fatto che & + 4 = 0, otteniamo

mlg+/\+mgg—|—/\

0=i+j= ,
mq meo
quindi A = —2gmymy/(my + msy). Di conseguenza,
. My —me . —Mm1+my
P=——rg, =
my + Mo my + mo

Integrando due volte, troviamo le soluzioni

. mip — Mg
t2, t) =L —xy — dot — 1 ——=gt°.
m1+m29 y(t) 0 0 le—i—ng

. miyy —m
2(t) = wo + it + 1 ———2

Alternativamente, eliminando la variabile y, y = L — x, si puo partire dalla
lagrangiana
L= 1(mi+mp)i® + (mq —ma)gx

e arrivare all’equazione di Eulero-Lagrange
(m1 —ma)g = (my +ma)i,

che conduce alla stessa soluzione x(t) gia trovata. La y(t) si trova poi dall’equa-
zione y(t) = L — x(t).
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Capitolo X

Equazioni del Moto di Hamilton

In questo capitolo verra sviluppata la formulazione hamiltoniana della meccanica
analitica. Cio conduce allo studio delle equazioni di Hamilton, delle trasforma-
zioni canoniche, delle parentesi di Lagrange e di Poisson e dell’equazione di
Hamilton-Jacobi.

1 Equazioni di moto di Hamilton

A un sistema avente n gradi di liberta corrispondono n equazioni di moto di
Eulero-Lagrange:

oL doL
essendo qi, ..., q, le coordinate generalizzate. Poiche le equazioni (X.1)) sono
del secondo ordine, il moto del sistema e completamente determinato, ad ogni
istante di tempo, se sono assegnati i 2n valori iniziali di q1,...,q, € q1,-- -, Gn-
Definiamo ora i momenti generalizzati (o le quantita di moto generalizzate)
D1y -, Pp COME

0, i=1,2,...,n, (X.1)

oL
pizaq_i, 1=1,2,...,n. (X.2)
Utilizzando la (X.1)) si verifica facilmente che
oL
p=go i=l2.n (X.3)

Applichiamo ora la cosiddetta trasformazione di Legendre alle equazioni di
Eulero-Lagrange (X.1]) con I'obiettivo di arrivare ad un sistema di equazioni nelle
variabili g1, ..., qn, P1, ..., Dn,t. Introduciamo la hamiltoniana

H(pla coesPnyqiy - 7Qn7t) = Z qlpl - E(Qh s 7%7@17 ) Q’nat) (X4)
=1
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Il suo differenziale ¢ dato da

"\ OH “~ OH OH
—d(]i + Z a—pldpz + Edt

"L oL
S gy - L
8g 1T oy

dove si sono sfruttate le equazioni di Eulero-Lagrange (X.1)), la definizione
dei momenti generalizzati p; [vedi (X.2)] e delle loro derivate p; [vedi (X.4))].
Troviamo due espressioni per il differenziale dH:

— M — oM oM
=5 g+ S Pap+
H=2 gt 2 5, dnt

i=1 =
= ; ¢idp; — ; Didg; — Edt-

Di conseguenza, sfruttando I'indipendenza delle variabili ¢;, p; e t (e quindi degli
spostamenti virtuali dg;, dp; e dt), si ottengono

. OH
G = I (X.5a)
OH
_p = 2 X.5b
b= 50 (X.5D)
oL OH

La (X.5a]) e la (X.5b|) si chiamano equazioni canoniche di Hamilton. Esse costi-
tuiscono un sistema di 2n equazioni del primo ordine che prendono il posto delle
equazioni di Eulero-Lagrange.

Osserviamo ora che una coordinata ciclica g;, cioc una coordinata che non
appare esplicitamente nella lagrangiana, ¢ anche ciclica per quanto riguarda
I'’hamiltoniana. Infatti, se ¢; non appare nella lagrangiana, allora (0£/0¢;) =0

¢ quindi (per (X.4))

, 4oL
Pi=dtag ~
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che significa che il momento generalizzato p; viene conservato. Dalla
segue che (0H/Jq;) = 0, e quindi ¢; non appare esplicitamente nell’hamilto-
niana. Viceversa, se ¢; non appare nell’hamiltoniana, allora p; = 0 e dunque
(0L/0q;) = 0. In altre parole, la coordinata generalizzata g; ¢ ciclica per la
lagrangiana, se e solo se essa ¢ ciclica per 'hamiltoniana, se e solo se il momento
generalizzato p; ¢ una quantita conservata.

Sia ¢, una coordinata ciclica. Allora la lagrangiana ha la forma

£ = E(qh cee anfluq'b s 7q.n717q.n7t>7

in cui figurano tutte le velocita generalizzate ¢, ..., ¢,. Il problema ha ancora
n gradi di liberta. D’altra parte, la ciclicita della coordinata generalizzata ¢,
rende costante il momento generalizzato p, e dunque rende banali le equazioni
di Hamilton per i = n. Si ottiene un sistema di 2(n — 1) equazioni di Hamilton
(le equazioni e per i =1,2,...,n— 1) che contengono il momento
generalizzato conservato p,, come parametro.

Il metodo di Routh consente di trattare agevolmente il caso in cui una parte
delle coordinate ¢ ciclica e l'altra parte non lo ¢. Tale metodo consiste nell’ef-
fettuare la trasformazione da (¢;,¢;) a (g, pi) solo per le coordinate che sono
cicliche, ottenendo cosi le corrispondenti equazioni di moto sotto forma hamil-
toniana, mentre le rimanenti coordinate continuano a essere governate dalle
equazioni di Eulero-Lagrange. Se indichiamo ora con q,...,qs le coordinate
cicliche, possiamo introdurre una nuova funzione R, detta funzione di Routh,
secondo la seguente definizione:

s
R(Ql? <o qn, Py - - Jps7qs+17 cee 7qn7t) = Z ngz - L(qs+17 s 7Qn7q1; s 7qn7t)'
=1

(X.6)
Il suo differenziale risulta pertanto
2 " oL " oL oL
dR = i dp; — - dg; — 709 — at,
Z 4 dp - 8qi dq Z 8ql- dq ot di
i=1 i=1 i=s+1
da cui
gz i i=1,.. s (X.7a)
OR oL d oL
= — = - :—.i:O, ':17"'77 X.7b
04 0y dt 9g; b ' ’ ( )
OR oL
an an ) 1 s+ ) , I, ( 7C)
OR oL
= — ) = 1,...,n. X.7d
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Si noti che, essendo cicliche le coordinate ¢, ...,qs, i corrispondenti momenti
generalizzati py, . . ., ps si conservano, giustificando I'ultimo membro della (X.7h)).

Le equazioni (X.7a)) e (X.7b) relative alle coordinate ¢y, ..., ¢s hanno la forma di
equazioni di Hamilton con hamiltoniana R, mentre le equazioni (X.7¢) e (X.7d))

indicano che le coordinate rimanenti possono essere ricavate dalle equazioni di
Eulero-Lagrange

OR dOR

0, 1=s+1,...,n, (X.8)

con lagrangiana R.

2 Leggi di conservazione

Abbiamo visto prima che 'hamiltoniana & una quantita conservata (uguale al-
I'energia totale) se la lagrangiana non dipende dal tempo esplicitamente. Grazie
alla una tale legge di conservazione vale anche se I’hamiltoniana non di-
pende dal tempo esplicitamente. Ora (ri)dimostriamo tale fatto utilizzando le
equazioni di Hamilton (X.5a) e (X.5b]). Infatti,

dH =~ [(OH . OH. OH
_—Z(a_%Qi+fpi)+—

=1

dt

da cul dH OH oL
TS (X9

Esempio X.1 (Singola particella, forza centrale) In tal caso
1 .
L=T-U= ém(fﬁ2 +7%0%) — U(r),

e quindi

_9L mr _9L_ mr*0
br = or - ) Po = 89 - .
Essendo H =T + U(r), troviamo

1 2 Di
’H—Qm(pr+r2 + U(r).
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Ne escono quattro equazioni di Hamilton:

. aH Pr A 87’[ Do
e

S Oop, m ~Opp mr?
OH _ 1
ar  mr3

Si osservi che la coordinata 6 ¢ ciclica e quindi che il momento generalizzato py

(uguale al momento angolare) viene conservato.

pr = - U/(T’), p@ = 0.

Esempio X.2 (Singola particella, forza elettromagnetica) In tal caso
1 1
[,:—m|7'“|2—q(V——'r'°-A),
2 c

essendo q la carica della particella, ¢ la velocita della luce, V' il suo potenziale e A
il suo potenziale magnetico [Vedi (IX.10])]. Possiamo scegliere come coordinate
lagrangiane le coordinate cartesiane z,v, z, per cui

O A, i=123
ov; c

L’hamiltoniana ¢ data da

Di

3
1 1 q .2

Jj=1

3 Principio variazionale per I’hamiltoniana

Secondo il principio di Hamilton le equazioni di Eulero-Lagrange si trovano
richiedendo che I'integrale d’azione

to
S = / L dt (X.10)
t1

sia stazionario al variare di tutti i moti con gli stessi punti iniziale q* = q(t;)
e finale g* = q(t3), essendo ¢* = (¢5,...,q’) per s = 1,2. Sostituendo la (X.4))

nella (X.10]), si ottiene
t2
0=065=9¢ / Ldt

t1

to n
= 5/ (Z pidi — H(q. p, t)) dt
t1 i=1
n to to
:52/ pidq¢—5/ H dt.
i=1 Y1 t1
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Nello spazio delle configurazioni definito dalle n coordinate generalizzate, le
configurazioni iniziale e finale del sistema agli istanti ; e t5 rispettivamente, sono
rappresentate ciascuna da un punto. Con 'espressione variazione dell’integrale
si intende la variazione del valore dell’integrale allorché si cambia la traiettoria
percorsa dal punto rappresentativo del sistema tra i due punti estremi. La va-
riazione va costruita mantenendo costante il tempo. Di conseguenza, il tempo
di viaggio tra le due configurazioni iniziale e finale risulta lo stesso per tutte le
traiettorie. In piu, le traiettorie variate vanno considerate come costruite me-
diante una successione di spostamenti virtuali (che non implicano alcun cambio
di t) fatti a partire dai punti della traiettoria effettivamente percorsa. Dire allora
che la variazione dell’integrale in un intorno della traiettoria effettiva e uguale a
zero, ¢ equivalente ad affermare che l'integrale ha un estremo in corrispondenza
a questa traiettoria.

L’operazione di variazione ¢ e esprimibile mediante i comuni metodi del cal-
colo differenziale, individuando con un parametro « ciascuna delle possibili tra-
iettorie nello spazio delle configurazioni. Le coordinate ¢; di un punto dello
spazio delle configurazioni diventano allora funzioni sia del tempo che di «a, I'ul-
timo parametro stando ad indicare qual’e il cammino di integrazione utilizzato.
Si puo allora considerare I'integrale d’azione S come una funzione di «, per cui
la variazione ¢ viene a coincidere con ’espressione piu familiare del differenziale
corrispondente a un incremento da attorno al valore «a associato alla traiettoria
reale:

0

Nel seguito ricaveremo le equazioni di Hamilton dal principio di Hamilton, se-
guendo essenzialmente lo stesso procedimento. L’'unica differenza sara quella di
trattare la variazione delle g; e delle p; come indipendenti.

Infatti,

S 0 ([ .
5S = ada = da% /t1 (; pidi — H(q, p, t)) dt

2 L/ Op; 0¢; O0HOgq; OHOp;
:da/ Z(apqi+p~ ¢ ¢ p)dt.
b =1

Q 0o 0q; Oa B Jp; O«

Il secondo termine sotto il segno dell’integrale viene riscritto tramite la seguente
integrazione per parti:

= 0g, 2 d dg, 9g: 1" = 0g; = g
q; q; 4q; . 0g; . 0g;
pig - dt = / P oo dt = {pz—] —/ Pig—dt = —/ Pim— dt,
/t1 Ja 4 dt Oa oal,_, Ji, = O« 4 Oa
poiche tutte le traiettorie variate hanno gli stessi punti estremi (cioe, ¢;(¢1) e

¢i(t2) non dipendono da «) e quindi d¢;/da si annulla ai valori t; e t3. Di
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conseguenza,

0= da/tl ; (%qi _pi% N dq; da Opi 804) “

tg M

: : oH oH
= > (%‘51% — Pi0g; — 50,00 — 8—5]%) dt
t1 i=1 qZ p’L

t2 0 0
:/ Z{(qz——H> opi — (PH‘—H) 5%‘}dt,
t1 i—1 ap’b a%

7

che si annulla. Poiche le variazioni dp; e d¢g; sono indipendenti, i loro coefficienti
nella sommatoria sotto il segno dell’integrale si devono annullare. Cosi risultano
le equazioni di Hamilton

oH
j, = X.12
q’L apz7 ( a’)
OH
)i = — , X.12b
P 90, ( )

dover=1,2,...,n.

Nella derivazione delle equazioni di Eulero-Lagrange dal principio di Hamil-
ton abbiamo eliminato le variazioni d¢; tramite n integrazioni per parti e trattato
le variazioni dg; come fossero indipendenti. Nella derivazione delle equazioni di
Hamilton invece, abbiamo trattato tutte le 2n variazioni dg; e dp; come fossero
indipendenti.

4 Trasformazioni canoniche

Consideriamo il moto di un punto in presenza di una forza centrale. Tale moto
¢ un moto piano e supponiamo che il piano del moto sia il piano xy. Si puo
studiare il moto utilizzando le coordinate cartesiane x e y oppure adottando le
coordinate polari r e 6. Quest’ultima scelta appare piu conveniente perche la
coordinata # e ciclica. Quindi, se si partisse impostando lo studio del moto in
coordinate cartesiane, sarebbe poi opportuno passare alle coordinate polari per
semplicare le equazioni di moto. Una trasformazione di coordinate di questo tipo
e detta trasformazione puntuale, poiche si passa da un sistema di coordinate ¢;
ad un nuovo sistema di coordinate @);.

In molte occasioni € comodo trasformare sia i ¢; che i p; mediante equazioni
di trasformazione del seguente tipo:

{Qi = Qi(p. q.1), (X.13)

Pi = Pl<q7p7 t)v

159



essendo q= (Qla s 7Qn> ep= (pla s 7pn)-
In meccanica hamiltoniana rivestono particolare interesse solo quelle trasfor-

mazioni per le quali le nuove coordinate Q@ = (Q1,...,Q,) e P = (P1,..., P,)
sono canoniche. Questa condizione sara soddisfatta purché esista una funzio-
ne K = K(Q, P,t), tale che le equazioni di moto riferite al nuovo sistema di
coordinate abbiano la forma hamiltoniana

: oK

: oK

P=—— X.14
SN (Ab)

dove i = 1,2,...,n. Le trasformazioni, per le quali valgono le (X.14)), si dicono
canoniche.
Se le nuove coordinate (); e P; sono canoniche, deve valere il principio

variazionale
ta n .
i [ (z PG - K(Q,P,t)> at=0
t1 i=1

Allo stesso momento le vecchie coordinate soddisfano a un principio analogo:

to n
o \i=1

I1 verificarsi simultaneo dei due principi variazionali significa che gli integrandi
dei due integrali possono differire al pitt per una derivata totale, rispetto al
tempo, di una funzione arbitraria F delle coordinate, degli impulsi e del tempo:

to
/ = F(Py) — F(P),
"

1

e la variazione di questo integrale ¢ automaticamente nulla qualunque sia la
funzione F, poiche la variazione si annulla nei punti estremi. La funzione arbi-
traria F si chiama funzione generatrice della trasformazione, poiche, come ve-
dremo, nota F, le equazioni di trasformazione risultano completamente
determinate.

La funzione generatrice F dipende dalle 4n variabili ¢;, p;, @; e P;, ma non
tutte queste variabili sono indipendenti. Soffermandoci su 2n variabili, scriviamo
la F nei seguenti quattro modi diversi:

«Fl(anat)a F2<q>P7t)7 f?)(paQat): -F4(p7P7t)

Esistono comunque altre funzioni generatrici F che non hanno una tale forma.
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Nel caso in cui la prima forma JF; sia indicata, gli integrandi nei due principi
variazionali sono legati dalla relazione

szqz H = Z PQi—K+ fl(q Q. 1), (X.15)
dove
dF 8]—"1 , OF 8]—"1
5= Z 769

Poiche le vecchie e le nuove coordmate ¢; e (Q; sono considerate come variabili
indipendenti, la (X.15) sussiste se e solo se i coefficienti delle ¢; e delle Q; si
annullano:

pi:@qi’ i = T@v

8.7:1

Abbiamo trovate la relazione tra la vecchia e la nuova hamiltoniana.
Facendo lo stesso discorso per la forma Fy(q, P,t), si definisce

0F, P 0F1

da cui

Fa(q, P.t) = Fi(q, Q1) Z PQ;.
In tal caso si ottiene dalla (X.15)

Zpiq’i—H:ZPiQi—lCJr%(Fg(q,P,t)—ZQiH>

i=1 i=1 =1

d
=—Z Qib =K+ - Falq P.1)

=—ZQZPZ ’C+Z 8]—"2qz+z 0F; afg

Di conseguenza,

0F, 0F,
_ =22 X.16
con af
2
K=H+ ot

Partendo dalla relazione

n

fl(anvt) = Z qiPi +-F3(Q7p7 t),

=1
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troviamo dalla (X.15))

—Zquz H = ZPQZ K+ Fg(ijt)

da cui 9F 9F
3 3
L= — P=—-———= X.1
ql apl ) 1 aQ/L 9 ( 7)
con OF
3
K=H-+ T

Infine, ponendo
]:4(p7P7t) - ]:1<q7Q7t) + Z PzQz - Z Di4i,
i=1 i=1

si ottiene
— ipi—H =— P — K+ —Fip, P,t).
; ;P ; Q + 2 Fa(p, P.t)
Di conseguenza,

0F, 0F,
= R X.1
G o5, Qi 9B, (X.18)
con 3]:
4
K=H+ o

Esempio X.3 (Trasformazione identita) Sia

Fo = Z ¢ P
=1

Allora
0F,
i = = Pia
b dq;
0F5
Qi = op, = (i,

e quindi L = H. Di conseguenza, JF» genera la trasformazione identita.

Esempio X.4 (Scambio delle coordinate) Sia

Fi=> qQx
K1
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Allora K =H e

0F1
Di = aqi = @i,
o0F;
P=—2 = =g
0Q;

Tranne il segno, abbiamo scambiato i ruoli delle coordinate generalizzate e dei
momenti generalizzati.

Funzione generatrice F Derivata Caso banale
Fi(q, Q1) pi:a—(;,ﬂz—an' ' ;q@
l ' Qi =pi, Pi=—pi

. OF. OF. Fo = e
Folg, P,1)=> QP pi=m Qi=pn ? ;;q

=t v z Qi = ¢, Pi=p;

- IF; IF; F3 = piQsi;
]:3(197Q7t)+2 qiPi Qi:_a_?a Piz—(%; ’ ;

=l P " Qi=—q, Pi=-p

- OF. OF. Fy= P,
F4(p7P7t>+Z[Qipi_QiPi} qz'za—4, Qi:a_; ! ;p

= Di i

= Qi=pi, Pi=—q

Esempio X.5 (Moto armonico) Sia

Fi= %qu%otg Q,

essendo m e ¢ delle costanti. In tal caso K =H e

R

—— = mwqcotg Q,
dq
P OFR mwg?
O 0Q  2sin?Q’

Quindi
2P .
q=1/— sinQ, p=V2mwP cos Q.
mw

Di conseguenza, se avessimo ’hamiltoniana della forza elastica

2 2
P mw® o
H=—+ ,
2m 2 ¢
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allora
H = wPcos®> Q + wPsin?Q = wP.

In altre parole, I’hamiltoniana H & ciclica nella nuova variabile () e il momento
associato P & pertanto una costante (uguale all’energia totale diviso da w: P =
F/w). L’equazione di moto per @ si riduce alla semplica forma

oH
C=op =
la cui soluzione immediata &
Q = wt + Q(b

essendo (g il valore iniziale di ). Di conseguenza,

q= sin(wt + Qo).

mw?

5 Integrali invarianti di Poincaré

Consideriamo una superficie bidimensionale 3 nel cosidetto spazio delle fasi, i
cui punti sono rappresentati dalle coordinate

(q>p) = (QIa <o qn, Py 7pn)
Siano u e v due parametri relativi alla superficie ¥, cioe
q; ZQj<u7v)7 Dj :pj<U,U),

per ogni (g,p) € X. Allora I'elemento di superficie dg;dp; si trasforma nell’ele-
mento di superficie du dv mediante il determinante jacobiano

dq; Op,
9(45,p5) _ 5‘_“ g)_u
A(u,v) 94; b\
ov  Ov

Si consideri la trasformazione canonica che fa passare dalle coordinate g e p
alle coordinate @ e P e che viene generata dalla funzione generatrice F3(q, P, t).
Utilizzando le (X.16)) otteniamo

I DOF, ([ PF OB | F g
ou  Oudq; — \0q;0P; du ~ 9q;0q;, Ou ’
Iy 0OF, <~ PF 0B OPF, g

ov  Ovdg — \9q;0P; dv ~ 9q;0qy Ov ’

164



Dunque

v |20 o0, P

Q7p 2
Z S = 2 Gy |0, G|+ Z_ S| B
g vl ov Ov

Scambiando i pedici j, k nei termini della prima sommatoria si produce il suo
termine contrario, quindi la prima sommatoria vale zero. Dunque

0Py

dq;
(g;,p ~ PF 5
Zajj 23%32%%
ov  Ov

Cosl otteniamo

I i or, | L o
Qva] 2 2 _u
Z d(u (9p P, («?ﬁ] 5% + Z dq;0P; & gﬁk
- 7,k=1 J -
o Ov ov  Ov

essendo, in base a considerazioni analoghe, la prima sommatoria uguale a zero.
Osservando che:

i 0*Fy OP; n 0*F, % 0 (9}"2
OP;0P, Ou  0q;0P; Ou " Ou aPk

z”: O*F, 0P PF, dq;\ 9 OF
0P;0P, Ov ~ 0q;0P; v Qv oP,’

e ricordando le (X.16), si ottiene infine

N RS
Z S =X\ KX T (X.19)
“lov o =

Di conseguenza,

J = // > dadp; = // > dQydP
=1 X k=1

e un integrale invariante sotto le trasformazioni canoniche.
Ripetendo la procedura, si dimostra che 'integrale, esteso ad una superficie
4D nello spazio delle fasi,

5[5 dgdvdadp = [[ S do,araqur
% k=1 > j k=1
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e invariante sotto le trasformazioni canoniche. Infine, I'integrale, esteso a qual-
siasi regione dello spazio delle fasi,

Jnd:ef/.../dql...dqndpl...dpn,

¢ invariante sotto le trasformazioni canoniche.

6 Parentesi di Lagrange e di Poisson

L’equazione (X.19)) sull'invarianza della somma dei determinanti jacobiani si puo
anche scrivere nella seguente forma:

S (20 0ns 0pi0) _ 5~ (0008 0F;00,
ou Ov ou Ov = ou Ov ou Ov )

j—

E pertanto evidente che la cosiddetta parentesi di Lagrange

def . a%‘ Opj ap'/ an
wv def % _ 2 X.20
{u: vtap ; <8u ov ou ov )’ ( )

¢ invariante sotto le trasformazioni canoniche. Inoltre, la parentesi di Lagrange
¢ antisimmetrica rispetto ai suoi due argomenti:

{u’ U}q?p - _{U7 u}qﬂp'

L’indipendenza delle coordinate ¢; e p, conduce alla relazione

oq O Opy 0
{9, a} = Z (—Qk P _ —p% —Qk> = 0. (X.21a)
Allo stesso modo si dimostra che

0qr Opr,. Opy Oqi,
§ ' _ZEEZEIR ) — . X.21b
{pjvpl} (ap] apl ap] apl> 0 ( )

D’altra parte,

- Oqr, Opr,. ~ Opy, a%)
n — E Lt A =0.. X.21c
{qJ pl} 1 (8q] (9pl 8q] (93)1 at ( )

Di grande utilita sono le cosiddette parentesi di Poisson

- ou Ov ou Ov
[U’? U}q.p = Z << = ), (X.22)

~ \0qx Opr  Opr O

166



le quali soddisfano la relazione di antisimmetria
[u,v] = —[v, ul.

Le parentesi di Poisson si possono scrivere in forma complessa

Ju Ov v Ju
_ _zz Du 0v 0v Du) (X.23)
&zk sz &zk 8zk
essendo » ,
Z_Qk-i‘lpk 5 Ok = Pk
k=T k=
V2 V2
Proposizione X.6 Se uq,...,us, rappresentano un sistema di 2n funzioni in-
dipendenti tali che ciascuna w; sia funzione delle 2n coordinate q,...,q, €
Piy-- -, Pn, allora

> L i Hug, w] = 651 (X.24)

Dimostrazione.  Si puo scrivere

Z L, uj } ug, w]

Z Z Z 0q, Op, 0q, Op, Ouy, Oy _ %(9%
N Quy, Quj 8uj Ouy | | Ogs Ops  Oqs Ops |

k=1 r=1 s=1

Scrivendo la tripla sommatoria come la somma di quattro termini otteniamo
per il primo termine

apr aul aQT auk apr aul aQT aul 8pr
Z duj Ops ; Ouy, Ogs Z duj Ops 8qs TZ opr Ou;’

T81 7‘57

767"9

Il quarto termine, ottenuto scambiando ¢, e p,., €

aqr aUJZ apr auk aQT 8114 apr aul aqr
Z duj Ops g Ouy, Ogs TZ duj Ops 8qs ; g, Ouj

r,s=1

:67"5

La loro somma risulta ad essere uguale a
"\ (0w Op,  Ou Dg, oy
—|— _ —— = (5jl'
Zr:l Opr Ou;  0gq, Ou; Ou,
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A parte il segno, il secondo termine vale

i an 8(]7“ 8“1@ 8pr aul -0
Ouy Ops Ouj dqs

r,s=1 k=1

=0

mentre, trascurando il segno, il terzo termine vale

n n 2n
apr auk aQT aul o
222 G og u g ="

r=1 s=1 k=1
=0
La somma dei quattro termine produce la (X.24)). O

Corollario X.7 Valgono le sequenti relazioni delle parentesi fondamentali di
Poisson:

[pj> @l = =0z, (X.25a)
[, p;] = dj1, (X.25Db)
[pj. 1] =0, (X.25¢)
lg;,q] =0 (X.25d)

Dimostrazione.  Se si prendono nella (X.24) (u;, ;) ordinatamente uguale a
ciascuna delle seguenti coppie (¢;,q), (pj,p1), (g5, 1) € (pj, @), si ottengono le
seguenti relazioni:

n

Z ({ak; g5 Har @] + {pr, @ }pr @l) = 04,

k=1
n

Z ({ax, psHar, pil + {pr: pj ok 2i]) = 0z,

k=1
n

Z ({ax, @i }aw, pi] + {px, @5} PR, pi]) = 0,

k=1
n

Z ({ax, pi}Haw, @] + {px, pi} Pk, al) = 0,

k=1

che, grazie alle uguaglianze (X.21]) valide per le parentesi di Lagrange, implicano
le rispettive identita (X.25)). O

Il seguente teorema esprime il fatto che le parentesi di Poisson non dipendono
dal sistema di coordinate canoniche nel quale sono espresse.
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Teorema X.8 Siano (q,p) e (Q, P) coordinate canoniche dello stesso sistema
e F' e G due funzioni arbitrarie di tali coordinate. Allora

[F,Glqp = [F,Glo.p- (X.26)

Dimostrazione.  Si calcola facilmente:

[Fv G]q,p =

j

[ o]
9q; Op;  Op; Og;
{3F< 0G 0Qy, n oG 8Pk) (9F( 0G 0Qy n 0G 8Pk)}
dgi\0Qx Op; ~ 0P, Op; ) Op;\0Qx 0q; ~ OBy Jg,
oG 8G
(a@ F-Qilap + 57 1P Plan ).

Sostituendo F' +— @Q); e G +— F' si ottiene

oF OF
[, Qilgp = —[Q1, Flgp = — ( [Q1, Qrlgp + ap, [Ql?Pk]q,p> =B
Analogamente, sostituendo F'+— P, e G — F si ottiene
(’9F or
= — P P Pilgp | = ==

Di conseguenza,

“~ (OF 0G  OF 0G
F = E — = |F X.27
[ aG]q,p (an apk aPk an> [ ,G]Q7P7 ( )
che e quanto volevasi dimostrare. O

Il Teorema giustifica la scelta di non far comparire i pedici g, p nelle
parentesi di Poisson:
[, 0] = [u,0]qp = [u, ],y
qualunque siano le coordinate canoniche. La parentesi di Poisson ¢ una forma
bilineare antisimmetrica, poiche ha le seguenti proprieta:

[u>u] =0,
[u + v, w] = [u, w] + [v, w],
[u,v] = —[v, u).
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Inoltre, dalla (X.27)) ¢ immediato che
[u, vw] = [u, v]w + v]u, w].
Applichiamo le identita

oF oF
[F7 q]] - _@7 [F7pj] - 8_(]]‘7 <X28)

alla hamiltoniana . Risultano le equazioni di Hamilton

lg;, H] = 45, (X.29a)
[pj, H] = bj. (X.29Db)
Di conseguenza, per qualunque funzione u = u(qy, ..., ¢, P1,-- ., Pn,t) si ha

s (B )
dt = oq; 7 Op;t? ot
S (e vty o

<\ 9q; Op;  Op; Oq; ot

Abbiamo dimostrato che rimane valida la seguente equazione di evoluzione

du ou
E = ['U,,H] + a

Ricordando che [H,H] = 0, si trova anche che:
an_om
d ot
Abbiamo anche un’altro risultato: Una quantita che non dipende esplicitamente

dal tempo ¢ una costante di moto se e solo se la sua parentesi con [’hamiltoniana
st annulla. In altre parole:

ou du
Se e =0, allora : pn =0+ [u,H]=0.

Vale anche il seguente risultato.

(X.30)

Teorema X.9 (Identita di Jacobi) Siano u,v,w tre funzioni delle variabili
Qls--sQn €P1y .- Pn. Allora

[w, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0. (X.31)
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Dimostrazione.  Si calcola facilmente:

[w, [ wll + [v, [w, ul] = [u, [v, w]] = {v, [u, v]
" ou 9 K[ ow v dw ou 0 ~=[0v ow v dw
> |l |~ 5,25 2= e~ |

Aqr, Opr. Opr gk
[y on Dudu]_0u 0§ [0udu_u 0w

j=1 _8% Op; k=1 Ip; g —1 9q Opr. Opk Og
=D, Dyw— D,D,w,

0qr Opr,  Opr Oqy,

0qi Opr,  Opi, Oy,

essendo

Gli operatori differenziali ausiliari D, e D, hanno la forma
2n 8
Dv = T Oe 0 s
Yo DY 0

dove a, e [ possono essere espresse in u e v e loro derivate rispetto alle

coordinate g; e p;. In tal caso

2n Ow
D,Dyw — D,D,w = Z [55 < 8&) oL, (688175)}

r,s=1
0*w 0*w Oy, Ow 0, Ow
|:ﬁs 7‘8 58571 - rﬁsagrans} Z |:65 8775 afr 7‘8_& 8775:|

5 Jda, Ow % ow
“on. 06, T 0&, o,

NGERANGE

TS

dove &, e ns sono, separatamente, le variabili ¢1,...,q, € p1,...,p,. In altre
parole
ow ow
u, [v, wl|| + [v, [w,u]] = Ak—+B—)
o o] + [, o, ] Ek:f( L B

dove A; e By sono funzioni di u e v che non dipendono da w. Nei casi w = p; e
w = ¢q; abbiamo rispettivamente

[w, [v, @]] + [v, [@, v]] = A,
[u7 [val]] + [U, [pla u]] = By.
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Grazie alle (X.28)), quest’ultime equazioni si possono scrivere nella forma

= {U_G_} ; [ 3“] )

Ipy " Opy O,

ov ou 0
By = |u, | + [v,— | = +5—[u,v].
: {u a(ﬂ] [U 5611} dq [, )

Quindi

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] = Z <8iqk[u’ U]g—;’i - (%k[u’ v}?—i) = [[u, v], w],

k=1
che si voleva dimostrare. a
Corollario X.10 Siano u e v due variabili che non dipendono esplicitamente

dal tempo e che sono costanti del moto. Allora la loro parentesi di Poisson é
una costante del moto.

Dimostrazione. Se u e v non dipendono esplicitamente dal tempo, anche
[u, v] non dipende esplicitamente dal tempo. Inoltre,

d
E[U7U] = [[u,v],?—[] = _[%7 [va]]
2w, [, 1)) + [o, [H, u]]
[X30) dv du| 0
242
Quindi 4[u,v] = [[u, v],H] = 0, come si voleva dimostrare. =

7 Equazione di Hamilton-Jacobi

Supponiamo che esista una trasformazione canonica dal sistema nelle vecchie
coordinate ¢ = (q1,...,q,) € p = (p1,...,pn) allo stesso sistema nella nuove
coordinate Q = (Q1,...,Q,) e P = (Py,...,P,) tale che le nuove coordina-
te diventano costanti del moto. Indicando con K I'hamiltoniana nelle nuove
variabili, abbiamo

oK . oK .
an Q] I aQJ ] 9
dove j = 1,...,n. K e legata alla vecchia hamiltoniana H e alla funzione
generatrice F dalla relazione
OF
K= —
H+ ETE
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e quindi K si annulla se F soddisfa all’equazione

F o, (X.32)

Prendendo come funzione generatrice F la funzione F5(q, P,t) (cio¢ prendendo

F = FQ(qa Pat))7 per la " si ha

_0F

== =1,...,n.

Quindi la (X.32) fornisce la cosiddetta equazione di Hamilton-Jacobi:

OF: 0 0
H<(]17"'7q72757"-- F2 f>+(:;2_0 <X33)

L’equazione (X.33)) & un’equazione differenziale alle derivate parziali nelle varia-
bili q1,....q,,t per la funzione generatrice F;,. Di solito la soluzione della
viene indicata con S ed e chiamata funzione principale di Hamilton.

L’equazione di Hamilton-Jacobi ¢ di primo ordine nelle n+ 1 variabili
q1s- -+, qn,t e quindi cerchiamo una soluzione (abbastanza) generale contenente
n + 1 costanti d’integrazione indipendenti aq, ..., a,, ozn+1.E| Poiche la funzione
principale di Hamilton § non figura nella ma appaiono soltanto le sue
derivate parziali di primo ordine, una delle costanti puo essere utilizzata per
rendersi conto del fatto che con & anche § 4+ «a € soluzione, essendo « una
qualunque costante. Lasciando fuori della discussione tale costante, la soluzione
completa della (X.33) avra la forma

S=8(q, - qn,01,...,0p,t)+ cost., (X.34)
dove le costanti d’integrazione ay, ..., @, sono i nuovi momenti (costanti) P; =
a; (j =1,...,n). Le n equazioni di trasformazione (X.16) possono ora essere
scritte nella forma

0S(q, a,t)
= =1,...,n, X.35
essendo a = (ay, ..., qy,). Le altre n coordinate nuove seguono dalle equazioni
0S(q, o, t) .
Q;

'La soluzione contiene n + 1 funzioni generali indipendenti. Quindi ci limitiamo ad una
sottoclasse di soluzioni.

173



dove le costanti B8 = (B, ..., 3,) sono ricavabili calcolando il secondo membro
della (X.36]) al tempo iniziale con i noti valori delle ¢;. Si possono poi invertire

le equazioni (X.36]) per ricavare
q=q(a,B,1).

Calcolando la derivata della S rispetto a t otteniamo [usando le (X.32)),

(K39 o (K30)

dS = 9S. 0S8 < .
E—j:1a—qjqj'+a—;qu]'—7{—£.

Quindi la funzione principale di Hamilton ¢ una primitiva (rispetto a t) della
lagrangiana.

Esempio X.11 (Oscillatore armonico) Per una costante positiva k, sia

p2
H(Q7p) - % + %kq27

essendo m la massa della particella. Sostituendo p = (0S/0q), si trova 'equa-
zione di Hamilton-Jacobi

1 (68)2 ke | 0S _

m\og) T2 T T

Ponendo
S(Qa «, t) = W(Q) O[) - Oét,

si puo eliminare il tempo ¢ e arrivare all’equazione differenziale ordinaria

2m \ Oq 2

con la costante a > 0 (essendo ¢ € R). Quindi

W:x/ﬂ/dq,/%o‘—qa 3:@(/@,/%&—(]2) — at.

Dunque

0SS  Im dg
==\ [t
__q2
V &
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che implica:

t+8=— ™ o L
= - arceos [ gy o— |-

Ponendo w = 4/k/m, si puo invertire quest’ultima equazione:

N

Prendendo in considerazione i dati iniziali

vy

p2 —1/2
ST NUTRREN I

2m km

e sfruttando il fatto che

p:§:\/mk 2—a—q2,
dq k

0= \Jai + D confut + 9)]

L’esempio suggerisce di separare nell’equazione di Hamilton-Jacobi la
dipendenza di S in q da quella in ¢, appena H non dipenda esplicitamente dal
tempo. In tal caso scriviamo

si ottiene

S(q,a,t)=W(q,a) — at
e riduciamo la (X.33) all’equazione alle derivate parziali

8l ()U) = qy, (X.37)

nella quale non figura piu il tempo. Ovviamente la costante d’integrazione oy €
uguale all’hamiltoniana #, che & una costante del moto. La funzione W si dice
funzione caratteristica di Hamilton. Poiche la nuova hamiltoniana K dipende
soltanto da uno dei momenti ¢, si ha

- 15),9 .
Qj:aT%Z(SJL Jj=1...,n,
da cui si ha immediatamente
{t + By = (0W/0), j=1,
Q-

B = (OW/dey),  j=2.....n. (X.38)
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La dipendenza della W segue risolvendo ’equazione di Hamilton-Jacobi (X.37)).

La sua soluzione generale conterra le n — 1 costanti d’integrazione o, ..., .
Utilizzando
ow .
pjza ; j:172a"'7n7
4j
si potranno esprimere «g, ..., q, in funzione dei valori iniziali delle g; e delle

p;. Infine, risolvendo la , si possono trovare le vecchie coordinate ¢; in
funzione delle o, delle 3; e del tempo. Si noti che in n — 1 delle equazioni
(X.38]) non figura il tempo. Si puo dunque scegliere una delle ¢; come variabile
indipendente ed esprimere in funzione di essa le altre coordinate, risolvendo
cosi direttamente il sistema di equazioni indipendenti del tempo e arrivando
direttamente alle equazioni della traiettoria.

Esempio X.12 (Problema di Keplero) Sia

1 2 k
H=—(pP+2+ 2 )=,
20 (pr + r? + r2sin? ¢ r

dove k = GMgm = GMyp ¢ una costante positiva e pp = Mgm/(Mg + m) ¢ la
massa ridotta. Si ottiene subito I'’equazione di Hamilton-Jacobi

OWN? 1 [OW\® 1 oWN?|  k
(W) +ﬁ(a¢) *wsmw(ae)]—;—“l—ﬂ (X.39)

essendo E' l'energia totale del sistema e M = Mg+ m la massa Sole-piu-pianeta.
Ponendo

1

2

W(ra 07 ¢) = Wr(r> + W¢(¢> + W@(e)a
si puod effettuare la separazione delle variabili. Infatti, la (X.39) diventaf]

1 2 1 2
% Wi(r) +§Wé(¢) +

! MW@Z—E:E (X.40)

r2sin¢ ° r
Ricavando Wj(6)? dalla (X.40)), troviamo

Wy(0)* = 2uEr?sin® ¢ + 2pkr sin® ¢ — r*W/(r)? sin® ¢ — W (¢)? sin® ¢,
possiamo quindi concludere che

Wy(0) = ay

’In coordinate sferiche si ha x = rsin¢cos 6, y = rsin¢sinf e z = r cos ¢, e quindi p, = pr,
ps = ur2g, pg = pr?(sin® )0 e |7|? = 2 + r2¢% + r20%sin® ¢.
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e costante. Sostituendolo tale risultato nella (X.40]), si ottiene

1 1 a? k
Lz e —2 | _E_p
24 )+ 2 o(9)"+ r2sin? ¢ r
Scrivendo )
Wé)(éb)Z + .ag = 2uEr? 4 2ukr — r*W/(r)?,
sin” ¢
concludiamo che )
W ()2 Oy = o2
o(0)” + sin ¢ Qg

¢ costante. Di conseguenza, oy > oy > 0 e dunque m — @9 < ¢ < ¢y, essendo
singg = (ap/ay) per un angolo 0 < ¢y < (7w/2). Infine risulta I'equazione
differenziale ordinaria

a? k
Wi(r)? + =2 =2p <E+ —) .
r r

8 Variabili azione-angolo

In molti campi della fisica sono di rilevante importanza i sistemi periodici. In tal
caso cambia la procedura per risolvere I’equazione di Hamilton-Jacobi. Invece di
utilizzare le costanti v, si utilizza un sistema di n costanti .J; opportunamente
definite, funzioni indipendenti dalle o; e chiamate variabili d’azione.

Consideriamo un sistema con un’hamiltoniana che non dipende esplicita-
mente dal tempo. Supponiamo che ’equazione di Hamilton-Jacobi per la W sia
separabile relativamente a un sistema di variabili canoniche. Allorche il sistema
si muove, il punto corrispondente descrive, nello spazio delle fasi definito dalle
variabii ¢ = (¢1,...,¢,) e p = (p1,...,pn), la cosiddetta traiettoria di fase.
Si dice che il moto e periodico se la proiezione della traiettoria su ogni piano
(g5, p;) risulta periodica nel senso di un moto a un solo grado di libertaﬂ Essen-
do le variabili separabili, i moti corrispondenti a queste proiezioni sono tra loro
indipendenti. Le equazioni della trasformazione canonica,

b= oW;(gj, 01, .., o)
J aqj ’

ci consente di ricavare ogni p; come funzione della corrispondente ¢; e delle n
costanti aq, ..., ap:

P =g, a1, ..., o), j=1,...,n. (X.41)

3Nel caso di un solo grado di liberta, con variabili canoniche (g, p), ambedue le funzioni q e
p possono essere periodiche in ¢ con le stesso periodo (librazione) o p € una funzione periodica
di ¢ (rotazione).
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La (X.41)) rappresenta I’equazione della proiezione della traiettoria di fase sul
piano (g;,p;). Il moto & periodico se la descrive un’orbita chiusa oppu-
re una funzione periodica di ¢;. Non & necessario che la frequenza del moto
periodico sia la stessa per tutte le coppie (g;, p;)-

Si definisce variabile d’azione, corrispondente alla coppia di variabili g;, pj,
la grandezza J; data da

Jj = ]{ p; dgj, (X.42)

dove l'integrazione e estesa a un intero periodo di oscillazione o di rotazione
della g, a secondo dei casi. Si puo anche scrivere

Jj :fawj(qj,al,...,an) dq] (X43)
9q;

Quindi ogni variabile d’azione risulta funzione solo dalle n costanti d’integrazione
che figurano nella soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi. Dall’indipenden-
za delle coppie (g;,p;) si deduce inoltre che le J; costituiscono un sistema di n
funzioni indipendenti di «,...,q, e che si prestano quindi a essere utilizza-
te come nuovi momenti costanti. Esprimendo le «; in funzione delle variabili
d’azione, si puo porre la funzione W sotto la forma

W = W(Qla"anﬂ]la"'?Jn)a
mentre I’hamiltoniana si presenta come funzione delle sole variabili d’azione:
H:Oél :%(J1,7Jn)

Se una delle coordinate separabili ¢ ciclica, il suo momento coniugato e co-
stante. L’orbita corrispondente nel piano (g;,p;) dello spazio delle fasi ¢ allora
una linea retta orizzontale. Calcolando, nella definizione , I'integrale da 0
a 2m, si ottiene

J; = 2mp;
per tutte le variabili cicliche.

Le coordinate generalizzate coniugate alle variabili d’azione Jj;,

ow

— =1,...
8JJ7 j ’ ,77/,

'lUj:

si chiamano variabili angolari. Le loro equazioni di moto sono alloraf]

OH(T1, ., T) ae |
iy = P ) e (X.44)
a7,

1Al posto di (g;,p;) abbiamo (J;,w;).
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dove vy, ..., 1, sono delle costanti, funzioni delle variabili d’azione. Risolvendo

le (X.44)) si ottiene

wJ:Vjt—i-ﬁj, jzl,...,n

Le costanti v4, ..., v, costituiscono le frequenze associate ai moti periodici delle
qis- - Qn-
Esempio X.13 (Oscillatore armonico lineare) Seguendo 'esempio[X.11} si
ha
= j{pdq: %_@W(q,a) dqg = \/%7{\/2—& —q%dq.
dq k
Sostituendo
2c
q= \/; sin 6,
si ottiene .
J = 204\/E / cos® 0 df = 271'05\/E.
k Jo k
Dunque
ooy L)k R _ 1 [k _w
2r V' om’ oJ 2nVm 21

Esempio X.14 (Problema di Keplero) Seguendo l'esempio [X.12} calcolia-
mo le tre variabili d’azione:

J9:7{p9d9: %—‘g/de—j{Wé(é)dezfagde,
J—jf dgb—jl{a d = ]{W )dop = f
0= PPede= ¢ sm2¢
2
J—%prdr—j{—dr—j{W’ dr—j{\/2uE+M—a—§)dr.
T

Utilizzando la ciclicita della variabile 6 si ottiene

Jy = 2wy = 2mpy.

Poi, utilizzando ’angolo polare della particella nel piano della sua orbita, si ha
per 'energia cinetica:

2T = p,7 + psd + ped = p,7+ + pib,

oppure: pgd¢ = pdip — ppdf. Di conseguenza,
Jo= §pdv = § padd = 2n(p— pn) = 27(ag — au).
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Infine,

2 2
JTZ%\/Q,MEﬂ— e _ o+ Jo)”

r 422
Il calcolo di quest’ultimo integrale ci consente di esprimere 1’energia E nelle tre
costanti J,, J, e Jy. Poiche E dipende solo da J, e dalla somma J, + Jy, le
frequenze corrispondenti v4 e vy saranno quindi uguali e cio indica la presenza
di una degenerazione. Calcolando i residui si trova

2
Jy = —(Jy + Jg) + mky /_—‘];,

quest’ultima equazione implica

272 pk?
(Jr + Jp+ Jp)?

Di conseguenza,

V_(?”H_(?’H_(?’H_ Al uk? T_l_ﬂ'k I
n aJT a 8J¢ a 8J9 N (JT+J¢+J9)3’ - v n —2E37

la terza legge di Keplero.
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Appendice A

Calcolo Differenziale in Piu
Variabili

In quest’appendice vengono discusse la derivazione parziale e direzionale, la
differenziabilita e i campi vettoriali conservativi e solenoidali.

1 Derivate parziali e direzionali

Sia f : D C R® — R una funzione a valori reali definita in un insieme aperto
D di R™. Per semplicita fissiamo 'attenzione ad n = 3, ricordando che tutto si
puo generalizzare a pit dimensioni.

Sia Py = (0, Yo, 20) un punto di D. Allora la derivata parziale di f in By
rispetto alla variabile = ¢ il limite (se esiste finito)

of . f(xo+ h,yo, 20) — f(o, Y0, 20)

%(-r[)?yOaZO) - }Ll_% h .

Analogamente si definiscono (0f/0y)(zo, Yo, 20) € (0f/0z)(x0, Yo, 20)-
Sia n un versore (cioe, ||n|| = 1). Allora la derivata direzionale della funzione
f nel punto Py nella direzione n ¢ definita come il limite (se esiste finito)
f(Py+ hn) — f(Py)

- =

Allora le derivata direzionali di f nelle direzioni ¢, j e k sono le derivate parziali
di f rispetto ad z, y e z.

Supponiamo che la funzione f : D C R® — R ammetta tutte le derivate
parziali nel punto Fy. Allora il vettore le cui componenti sono le derivate parziali
della f in Py si chiama gradiente della funzione f:

af af af

grad f(R) = Go(Ro)i+ 5 (Ro)j + 5 (P
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Una funzione f : D C R3 — R si dice differenziabile in Py = (g, o, 20) € D,
se esiste un operatore lineare L : R? — R tale che

f(Bo+h) = f(R) = Lh +o([h]),  [h] =0,

per ogni incremento h € R? con Py + h € D. 1l simbolo o(||h||) significa che
il resto ¢ infinitesimo di ordine superiore ad | k|| per ||| — 0. In altre parole,
significa che il resto diviso da ||h|| tende a zero per ||h|| — 0. L’operatore
lineare L ¢ lineare nella variabile h e dipende dal punto F,. Dunque Lh viene
rappresentato dal prodotto matriciale della riga L per la colonna h. Si vede
subito che

Lh = grad f(R) - h.

Dunque la differenziabilita della f in R? implica I'esistenza delle derivate parziali
di f in Fy. Il contrario non vale necessariamente. La derivata direzionale di f
in P, nella direzione n e data da

grad f(F) - n.

Data la funzione f : D C R?* — R, sufficientemente liscia (ad esempio, di
classe C'), si puo dimostrare che il gradiente di f in Py ¢ un vettore che &
ortogonale alla superficie di livello

{xeD: flx)=f(R)}

Il piano tangente in Py a questa superficie di livello passa per Py = (o, Yo, 20)
ed & ortogonale a grad f(Fp), quindi ha I'equazione

(x — Fp) - grad f(Fp) = 0.
In altre parole, la sua equazione ¢ data da

g—i(Po) +(y - yo)g—g(Po) + (2 - Zo)%(PO) = 0.

(LE — l’o)
Il gradiente di f ha il verso rivolto verso la parte dove la funzione f cresce.

2 Nabla

B utile introdurre il vettore simbolico V:

o 0 0
V— (%’@’&)
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L’operatore V opera formalmente su una funzione scalare f. Il gradiente di f
si puo scrivere nella forma

Vf =gradf.

Sia F : D C R* — R® una funzione di classe C' con componenti F,, F), e
F,. Quindi le componenti si definiscono come

—

F(x) = Fy(z)i + F,(x)] + F.(x)k, x € R%.

Si definisce la matrice jacobiana J della F' come

oF, O0F, OF,

oF | 5B SBSE

F _or _ y y y
JF(z) ox ox 8% 0z
oFr, O0F, OF,

or Oy 0z

Allora la divergenza della F' viene definita come

oF, O0F, OF
. F — X F — X Yy Z.
div v ox * oy + 0z

quindi la divergenza della F' ¢ una funzione scalare. Il rotore della F' viene
definita come

OF. OF,\. (0F, OF.\. (0F, OF.\ -
rot B = VA <(9y 8z>2+(3z 8:c>j+(8:c 8y)k

Conviene ricordare la regola mnemonica

i ]k
rot F=VAF = 2 2 2 .

Jdr 0Oy 0z

F, F, F,

Supponiamo che F : D C R3 — R? sia di classe C?. Allora vale il teorema
di Schwartz: le derivate parziali delle componenti della F' di secondo ordine non
dipendono dall’ordine di derivazione parziale. In tal caso,

divrot F =V -VAF

_ 0 (0F, 0F, —l—ﬁ or, OF, +2 oF, 0L, _ o

~ 0z \ Oy 0z oy \ 0z ox 0z \ Ox oy ) 7
rotgrad f = VAVf

_ (ﬁa_f _ Qa_f) P (ﬁﬁ _ ﬁa_f> i <ﬁ8_f _ ﬁa_f> =0

Oy dz 0z 0y 0z0x Ox 0z Or dy 0Oyox
. O*f  O0*f O*f

_ . —\72f —
divgrad f =V vf_vf_Af_8x2+8y2+022’
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dove

o? o? 0?
ox?  Oy?> 022
si chiama operatore di Laplace o Laplaciano.
Ricaviamo ora alcune regole prodotto (per funzioni di classe C!):

div(fF)= fdivF +grad f - F,
rot (fF) =grad f AN F + frot F,
div(FAG)=F -totG — G -rot F.

Vi=A=

Proposizione A.1 Sia F: D C R3 — R3 di classe C?. Allora
rotrot F' = grad divF — AF,
dove AF' ¢ il vettore con componenti AF,, AF, e AF.
Dimostrazione.  Sia
OF, OF, oF, OF,\ - oF, O0F,\ -~
G =10t F = T2y 42\
o (8y 82)Z+(8z 8x)]+<8:c 8y)

Allora

ot G — (8GZ B 0Gy) Py (6G 8GZ) i+ (8Gy B 3Gm)
dy 0z 0z Ox Ox dy
_(2 [0Fy GFI} _3{%_85]);
dy | Ox oy 0z | 0z ox
(o 5] o)
z | Oy 0z Oxr | Ox oy
o 5wl %))
ox | 0z Ox oy | Oy 0z '
Cio viene scritto nella forma
rot G =
_ 0 {8& N oF, N 8FZ] o 0 {8Fx N OF, N 8FZ] 7
ox | Ox oy 0 Oy | Ox oy 0z
n o {8]7 OF, N OF, } P {82 n 0?F, N 82Fx] -
0z | Ox oy 0x? oy? 022
[82 8 ] [(‘92 O0?F, 82FZ} -
_ + k
(9&:2 0x? 83/2 0722
= grad div F — [( + (AF)] + (AF.)E],

il che dimostra la proposizione.
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3 Potenziali e potenziali vettoriali

a. Campi vettoriali conservativi e irrotazionali. Sia F' = F,i+ ij'—l— leg
un campo vettoriale continuo (mecc.: una forza continua). Allora F' si dice
conservativo se esiste un cosiddetto potenziale U di classe C* tale che

F = —grad U.

Un campo vettoriale ¢ conservativo se e solo se 'integrale curvilineo

2
/ F.ds
1

non dipende dalla traiettoria che connette il punto 1 al punto 2, ma soltanto
dai punti 1 e 2. In meccanica quest’integrale curvilineo rappresenta il lavoro
compiuto dalla forza F' per il spostamento da 1 a 2. In particolare, il campo
vettoriale F' ¢ conservativo se e solo se I'integrale curvilineo

j{F-ds:O

per ogni traiettoria chiusa. In meccanica quest’integrale curvilineo rappresenta il
lavoro compiuto dalla forza F' per uno spostamento lungo una traiettoria chiusa.

Sia F un campo vettoriale conservativo di classe C*. In tal caso il corrispon-
dente potenziale ¢ una funzione di classe C2. Inoltre,

rot F' = —rotgrad U = 0.

In altre parole, un campo vettoriale conservativo di classe C! & irrotazionale. 11
contrario (cio¢, ogni campo vettoriale di classe C*, che ¢ irrotazionale, ¢ con-
servativo) vale soltanto nei domini stellati oppure, pitt generalmente, nei domini
semplicemente connessi/l|

b. Campi vettorlall con potenziale vettore e campi vettoriali sole-
noidali. Sia F = F,i + F, j + Fkun campo vettoriale continuo. Si dice che il

campo vettoriale A = Al + ij + A,k di classe C' & un potenziale vettore di
F se

rot A = F'.

'Un dominio D si dice semplicemente connesso se per ogni funzione continua (curva) ¢ :
[0,1] — D e per ogni punto &y € D esiste una funzione continua (omotopia) H : [0,1]x[0,1] —
D tale che H(t,0) = o(t) e H(t,1) = xo per ogni t € [0,1]. In altre parole, se ogni curva in D
puo essere deformata in un singolo punto in modo continuo.
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Un campo vettoriale F' ha un potenziale vettore se e solo se il suo flusso attra-
verso una superficie chiusa S in D si annulla, cioe se e solo se

//F~nda=0,
S

dove m ¢ il versore normale esterno sulla superficie S.
Se F ¢ di classe C! e quindi A ¢ di classe C?, allora

divF = divrot A = 0.

In altre parole, ogni campo vettoriale di classe C* in possesso di un potenziale
vettore & solenoidale nel senso che si annulla la sua divergenza. Il contrario
(cioe, ogni campo vettoriale solenoidale di classe C'! ha un potenziale vettore)
vale soltanto nei domini aperti D che hanno la proprieta che il complementare

della sua chiusura, R3\ D, ¢ Connesso

4 Moltiplicatori di Lagrange

In questa sezione svolgiamo alcuni esercizi sui moltiplicatori di Lagrange.

1. Media geometrica vs. media aritmetica. Si dimostri che la media
geometrica /aias...a, dei numeri positivi ay,...,a, non superi la sua media
aritmetica (a1 + ... + ay,)/n:

a1+a2—|—...+an

Yajasg .. .a, < ,
n

dove l'uguaglianza vale se e solo se a; = as = ... = a,. Infatti, cerchiamo il
massimo della funzione

F(zy,29,...,2,) = {129 . .. Ty

sotto il vincolo
T+ ax+...+x, =259,

essendo S una costante positiva. Definiamo
O(r1, T2,y Ty N) = Fxy, @0, ..o xn) + A{S — (@1 + 2o+ ...+ 2,) )

Calcolando la sue derivate parziali prime si ha:

3=

1 i_ Ty...%
—(@1...2p)n 1$1~--$i—1$¢+1...xn—)\:u_)\7
& n;

99 _
@xi_

2In altre parole, si richiede che D non contenga dei buchi aperti. Si richiede che ogni
superficie in D puo essere deformata in modo continuo in un singolo punto.
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peri=1,2...4n,e

0
8_f: — (1 422+ ... +xp).
Azzerando tutte le derivate parziali si ottiene:
(r1. . 2a)
def o . _ T1...Tp)n
E=x1=...=2x, .Y ,
mentre x; + ... +xz, = S. Quindi { = (S/n) e A = (1/n). Di conseguenza,
S
T1 =Ty =...=Tp = —.
n

Ci rimane di mostrare che il punto critico ¢ un massimo. Cio segue comunque
dall’esistenza del massimo della funzione F' sull’insieme compatto

{z1,...,2n):2; >0 =1,2,...,n), 1+ 22+ ...+ x, =S}

2. Distanza da una retta nel piano. Si calcoli la distanza del punto di
coordinate (xo,yo) dalla retta di equazione ax + by = c, essendo a® + b* > 0.
Infatti, calcoliamo il minimo della funzione

F(z,y) = (x — 20)* + (y — v0)*
sotto il vincolo
ar + by = c.

Definiamo
¢(.§L’,’y, )\> = F(I,y) + )\(C —axr — by>

Calcolando la sue derivate parziali prime si ha:

o6

e 2(x — x) — Aa,
¢

— = — — b
8y 2(y yO) )
% =c—axr—2>b

ax v

Azzerando tutte le derivate parziali si ottiene:

m:xo—l—%)\a, y:y0+%)\b, axr + by = c.
Quindi
2(c — azxo — byo) 2
a? + b? ’

2 (c —axg — byo)

A= a? + b2

Fre = (30)? + ()
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Di conseguenza, la distanza, v/ F,.,, del punto (zo,yo) dalla retta ax 4+ by — c &
data dall’espressione

laxo + byo — |
3. Distanza da una retta nello spazio. Si calcoli la distanza del punto
(20, Yo, 20) dalla retta che costituisce l'intersezione dei piani di equazione ayx +
biy+c1z = dy e agx +bay+ oz = da, essendo a? +b? +c2 > 0 (i = 1,2). Infatti,
calcoliamo il minimo della funzione

F(z,y,2) = (x = 20)* + (y — %) + (2 — 20)*
sotto i due vincoli
a1 + by + 1z = dy, s + boy + coz = ds.
Definiamo
O(@,y, 2, A 1) = F(z,y,2) + Mdi — (az+biy+c12) } +p{dz — (022 + by + ¢22) }.

Calcolando la sue derivate parziali prime si ha:

% =2(x — xg) — Aay — pas,
g—j = 2(y — yo) — Aby — b,
% = 2(z — z9) — A1 — jica,
% =d; — (mz + b1y + c12),
g_z = dy — (a7 + bay + c22).

Azzerando tutte le derivate parziali si ottiene:

T =20+ Ay + spas,

Y = Yo + 35Aby + $pubs,

z =2+ %)\01 + %,ucQ,
a1x + by + 1z = dy,
asx + boy + coz = ds.

Sostituendo (x,y, z) nei due vincoli si ottiene il seqguente sistema lineare per %)\
1

e S
2

< CL% + b% + C% aiag + ble -+ 0102) (%)\) _ (dl — 1Ty — blyO — C120)

a1a9 + b1b2 + c1c9 a% + b% + C% %,LL d2 — A2Xg — be() — C22p
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Introducendo i vettori d; = (ay, by, 1), da = (ag, ba, c2), € Ty = (o, Yo, 20), Si
riscrive il sistema nella seguente forma:

H<_1'1||2 ay - Qo %)\ _ dy — ay - Ty

- dy ||l ) \Gu dy —dz-To)

Si vede facilmente che il determinante del sistema ¢ dato da:
@ |2 |@2]* — (a1 - @2)* = ||@1 A @al|?,

il quale si annulla se e solo se i due piani sono parallelli o coincidono. Supponendo
che @y Ads # 0, applichiamo la regola di Cramer per calcolare i due moltiplicatori
di Lagrange:

dy—ay Ty dy-do
dy —dy - Ty ||da]?

|y A da||?

|a@|]* dy—dy - T
a1 - dy dy — dy - T
)\:2 1 2 2 2 0’ M:Q

|y A da|?

Ora si osservi che
Fo= H%Nﬁ + %N@Hz-

La distanza del punto (zo, yo, z0) dalla rettae data dall’espressione

[3Ad1 + §pds]|-
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Appendice B

Pendolo Semplice

a. Il pendolo semplice senza approssimazioni. Il pendolo semplice consiste
in una massa m sottoposto ai vincoli

Va2 + 22 =1, y = 0.
La variabile 6 ¢ definita dalle equazioni
z =1 cos(0), x =1 sin(0).

L’energia cinetica T" e il potenziale sono date da

1 .
T = 5m126’2, U = —mgcosb,

dove [ & la lunghezza del pendolo e g ¢ I’accelerazione gravitazionale. Utilizzando
la conservazione dell’energia totale si ha

1 .
5m1292 — mg cos(f) = —mgl cos(a), (B.1)

dove 6(t,) = a e 6(t,) = 0 per un opportuno t, > 0. Quindi

df 2g

Supponendo che 6 > 0, otteniamo

o [2g
= = \/ cos(f) — cos(a),

/O‘ do
0 +/cos(f) — cos(a) !

il che implica
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Poiche l'intervallo di tempo da t = 0 a t = t, occupa soltanto un quarto del

periodo p, otteniamo
l / « do
29 Jo y/cos(f) — cos(a)

sin(16) = sin($a) sin ¢,

] z do l .
- 4\/j — 4\/jK(sm %oz), (B.2)
g /0 \/1 — sin*(1a) sin®(¢) g

dove, per 0 < k < 1,

Sostituendo

otteniamo

w (2 do [ dr
K(k)_/o V1 — k2sin? ¢ /o\/(l—TQ)(l—k272)

¢ il cosiddetto wntegrale ellittico di prima specie.

Facendo tendere a — 07 e utilizzando K(0) = arcsin(1) = $m, si trova il

limite p ~ 2m/l/g. Un tale limite si ricava anche approssimando ’equazione di
moto

6= —% sin(#),

ottenuta derivando la (B.1)) rispetto al tempo ¢, dall’equazione

..7_g
0 = l&.

Quest’'ultima ha come soluzione

0(t) = 6y cos(tr/g/1) + 90% = acos((t — ta)Vg/l),

dove 6y = 6(0), 6y = 6(0), a = O(t,) e O(ty) = 0.

b. Integrale ellittico di prima specie. Nel 1799 Carl Friedrich Gauss
scopri un metodo per calcolare gli integrali ellittici numericamente. Partendo
da due numeri positivi ag e by tali che 0 < by < aqg, si costruiscono le successioni
{an}22, e {b,}22, nel seguente modo:

n bn
Api1 = ¢ —2i_ , b, = \/a,b,. (B.3)




In tal modo
0<by<b <...<b, <bpy1 < apy1 <ay... <ay <ag,

mentre
(Van = VB2)? 1 (an — by)?
2 2 (\/an +Von)?

Sia a = lim,,_,o a, € b =lim,_,o, b,. Allora

0< An41 — bn+1 =

(a—b)*

1
2(va+ Vo)

0<b<a, a—b=

il che implica a = b. In altre parole,

M(a,b) = lim a, = lim b,.

n—o0 n—oo

La cosiddetta media aritmetico-geometrica M (a,b) ha le seguenti proprieta:

M(Ma, \b) = A\M(a,b),  M(a,b) = M (“ ;r b \/%> .

Quindi

M(1,b) = M((1+b),Vb) = (1 +b)M <1 2\/1_’) :

"1+

Teorema B.1 Per x > 0 st ha:

1 _2/3 do
M(l,z) 7 Jy ecos20+ 22sin?6

2 (2 do 2 -
_ ;/O " SK(VI=@). (B

Dimostrazione.  Per a,b > 0 definiamo 7T'(a,b) come

Tap) = 2 /% do
a,b) == :
T Jo /a2 cos2(0) + b2 sin®(0)

Allora
0 1

2 (3 d
Tia,a) = ;/0 Va2[cos2(0) + sin?(0)] S a

Inoltre, sostituendo ¢ = btan(f) si ha

1 [ dt
Tlab) =2 /_oo JET ) B+
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Sostituiamo ora u = 1 (¢ — [ab/t]):

du = 5 (t + [ab/t])dt,
W+ [Ha+ b)) = (£ +a®)( + ),
u® + (Vab)® = [3(t + [ab/t)),

il che conduce all’identita

9 [ dt
feh =2 /0 NCETD IS

:l/oo du
m s fut + B+ DR + (Vab)

Per x > 0 definiamo a,, e b, ricursivamente dalla (B.3)), dove ap = = e by = 1.
Si verifica facilmente che per ogni x > 0 si ha:

1 .
M(l, x) = T(M(l,:lj), M(LCL’)) = nh_{I;O T(an, bn) = T(ao, bo) = T(l,x),

il che implica la (B.4]). O

Infine ritorniamo all’espressione (B.2)) per il periodo p del pendolo. Utiliz-
zando la (B.4)) esso si scrive nella seguente forma finale:

l 1
S VO A —
b 7T\/; M(1,cosia)

Per @ — 0™ ne risulta la solita formula approssimativa

l
PR 2Ty —.
9
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Appendice C

Angoli di Eulero

1 Definizione degli angoli di Eulero

Per determinare la posizione di un punto rispetto a un’assegnata terna OXY Z
basta conoscere la posizione del punto rispetto alla terna Oxyz e la posizione
di quest’ultima terna rispetto alla terna prefissata OXY Z. In particolare, le
equazioni

X = éle + fgy + 5327 (Cla)
Y =ma + ney + 13z, (C.1b)
Z = (x+ Gy + (3. (C.1¢)

mostrano che la posizione della terna Oxyz rispetto alla terna OXY Z & nota
quando si conoscono i nove coseni direttori &;,7;,(; dei versori ;,j, k. Questi
ultimi non sono tutti indipendenti fra loro, ma devono soddisfare le sei relazioni
espresse dalle

E4+nl+¢ =1, peri=1,23, (C.2a)
Elh + iy + GG =0 peri#h=1,2,3. (C.2b)

E opportuno introdurre dei parametri che consentono una piu agevole (e
visuale) identificazione della posizione di Ozyz rispetto a OXY Z. Tre para-
metri che consentono di identificare facilmente 'orientazione di Oxyz rispetto
a OXY Z sono i cosiddetti angoli di Fulero. L’introduzione di tali angoli puo
essere fatta come segue: Supponiamo che i piani zy e XY non coincidano. In
tal caso questi piani si intersecheranno lungo una retta che e perpendicolare sia
all’asse z che all’asse Z (essendo comune a due piani rispettivamente ortogonali
all’asse z e all’asse Z) e quindi al piano da questi individuato. La retta ottenuta
come intersezione dei piani xy e XY e orientata in modo che rispetto ad essa
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Figura C.1: Angoli di Eulero. Vedi Wikipedia.

appaia destro ’angolo Zz delle due rette orientate Z e z, viene detta linea dei
nodi e si denota con N, mentre 1’angolo Zz si chiama angolo di nutazione e si
denota con 3 (per definizione si ha 0 < 8 < 7). Si chiama angolo di precessione
e si denota con v 'angolo XN misurato nel verso destro rispetto a Z; infine,
I’angolo Nz misurato nel verso destro rispetto a z si dice angolo di rotazione
propria e si indica con a. I tre angoli £, v e « definiti in questo modo si chiama-
no angoli di Eulero della terna Oxyz rispetto alla terna OXY Z e sono soggetti
alle seguenti limitazioni:

0<pB<m,
0 <~ <2m, (C.3)
0<a<?2r.

E altresi facile osservare che, assegnati tre valori arbitrari a 3, v e & in modo che
le limitazioni espresse dalla siano verificate, resta individuata la posizione
della terna Oxyz rispetto alla terna OXY Z. Infatti, nel piano XY l’angolo ~
consente di tracciare la linea dei nodi N. Quindi nel piano per O perpendico-
lare alla linea dei nodi, 'asse z e individuato come quello che, nel verso destro
rispetto a IV, forma un angolo 8 con ’asse Z. Inoltre nel piano passante per O
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e perpendicolare all’asse z, 'asse = e localizzato dalla sua anomalia « rispetto
alla linea dei nodi (nel verso destro rispetto all’asse z). Infine I’asse y risulta
univocamente individuato come quello che con gli assi x e z forma una terna
trirettangola destra.

Rimane da considerare il caso in cui i piani XY e xy coincidono. In tal caso
I’angolo di nutazione [ ¢ uguale a 0 0 a 7. In tal caso la linea dei nodi ¢ indeter-
minata e lo stesso si puo dire per gli angoli v e . Rimane invece determinata la
somma degli angoli v e « che in questo caso sono complanari. Infatti, ovunque
si pensi tracciata la linea dei nodi, si ha v+ a = X x, e quest’angolo basta a
individuare univocamente la terna Ozyz rispetto alla terna fissa OXY Z.

Possono sorgere difficolta legate alla continuita del moto come conseguenza
delle limitazioni (C.3)). Infatti, puo capitare che per rispettare tali limitazioni oc-
corra far saltare bruscamente qualcuno degli angoli di Eulero da un valore estre-
mo all’altro senza che cio corrisponda a una discontinuita nel moto. Per evitare
tali discontinuita artificiali si puo rilassare qualcuna delle limitazioni espresse
dalle : in questo modo si perde pero la biunivocita nella corrispondenza fra
i punti dello spazio e terne di valori (,~, o degli angoli di Eulero.

2 Espressione dei coseni direttori in funzione
degli angoli di Eulero

Ci occupiamo di trovare le formule che esprimono i coseni direttori &;, n;, (; dei
versori 4, j, k in funzione degli angoli di Fulero 5,7, a. A tal fine osserviamo che
la terna mobile Oxyz a cui competono tre assegnati angoli di Eulero 5,7 e «
si ottiene a partire dalla terna fissa OXY Z eseguendo tre successive rotazioni
destre rispetto al rispettivo asse orientato di rotazione. Le rotazioni da eseguire
sono le seguenti:

1. La prima rotazione e¢ una rotazione di angolo vy intorno all’asse Z. In
questo modo si ottiene la terna O X;Y;Z essendo 'asse X proprio la linea
dei nodi. Le equazioni di tale rotazione sono:

X = X;cosy—Yysiny,
Y = X;siny + Y cos7, (C.4)
Z =7.

In altre parole, in forma matriciale si ha

X cosy —siny 0 X4
Y | =|siny cosy 0 Y;
Z 0 0 1 A
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2. La seconda rotazione e una rotazione di angolo [ intorno alla linea dei
nodi. In questo modo si ottiene la terna OX;y;z essendo 'asse y; la retta

del piano Zz tale che yjz = g e Yiy1 = B . In analogia con le (C.4)

possiamo scrivere le equazioni di tale rotazione:

Xl :X17
Yi =yicosfB —zsinf3, (C.5)
Z =ysinff+ zcos .

In altre parole, in forma matriciale si ha

X 1 0 0 X,
Yi| =0 cosf —sinpg U
A 0 sinf cosf z

3. L’ultima rotazione ¢ una rotazione di angolo « intorno all’asse z che porta
la linea dei nodi a sovrapporsi all’asse z (e 1'asse y; su y). In questo modo
si ottiene la terna Ozyz. Sfruttando le (C.4) le equazioni di tale rotazione
Sono:

X1 =xcosa—ysina,
y1 = xsina + ycos a, (C.6)

Z=Zz.

In altre parole, in forma matriciale si ha

X cosa —sina 0 x
Y1 | = | sina cosa O Y
z 0 0 1 z

Sostituendo le (C.5)) e (C.6) nelle (C.4) e svolgendo semplici prodotti matriciali

si trova:
X & & & x
YI=|m mn n]|ly]. (C.7)
Z G G G z
dove
&1 & & cosy —siny 0\ /1 0 0 cosa —sina 0
m M2 m3|=|siny cosy O[O0 cosf —sinf ||sina cosa O
G G G 0 0 1/\0 sing cosp 0 0 1
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Quindi &;, n;, ¢; sono i coseni direttori le cui espressioni sono legate agli angoli di
Eulero dalla seguenti espressioni:

(
&1 = cosacosy —sinacos Gsiny,

& = —sinacosy — cosacos fsiny,

&3 =sinfsinqy,

71 = cosarsiny + sin acos fcos 7y,

1y = —sinasiny + cos acos § cos v, (C.8)
13 = —sin f cos 7y,

(1 =sinasinfg,

(o = cosasin 3,

(3 =-cosf.
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Appendice D

Esercizi

Cinematica

1.

Un treno parte da una stazione con accelerazione costante 0,125 m/sec?
fino a raggiungere la velocita di regime di 90 km/ora, indi il moto procede
uniforme; la stazione da raggiungere dista 10 Am e prima di arrivarvi
il treno viene frenato con una decelerazione costante di 0,833 m/sec?.
Determinare lo spazio e il tempo richiesto per la fase di avviamento e
quella di frenata, la durata totale del percorso e infine la velocita media.

Ammesso, come si dimostrara in dinamica, che un punto materiale, sog-
getto solo al suo peso, si muova di moto uniformemente accelerato con
accelerazione g sen « se obbligato a scendere lungo una retta inclinata di «
rispetto all’orizzonte (meglio la retta di pendio di un piano inclinato di «)
si dimostri che il tempo necessario per percorrere, partendo dalla quiete,
una corda di un cerchio verticale con un estremo nel suo punto piu basso
A ¢ indipendente dall’inclinazione della corda (Galileo).

Trovare l'inclinazione della retta di piu rapida discesa da un punto B di
una parabola (con asse verticale e concavita verso 1’alto) al suo fuoco F.

Un punto si muove con accelerazione costante a e all’istante ¢ = 7 la sua
velocita e u, d lo spazio percorso. Scrivere I'equazione del moto.

Due punti mobili su una stessa retta partono dallo stesso luogo, con accele-

.....

all’istante 7. Dimostrare che la distanza fra i due punti va crescendo
linearmente col tempo.

Due punti si muovono sulla stessa retta, nello stesso verso e con la stessa
accelerazione a, il primo parte dall’origine con velocita vy, I'altro dal punto
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10.

11.

12.

distante d dall’origine e con velocita iniziale nulla. Trovare l'istante e il
luogo in cui avviene l'incontro fra i due punti.

Un punto si muove di moto naturalmente accelerato con accelerazione
a. All’istane 7 viene, con un urto, raddoppiata la sua velocita. Scrivere
I’equazione del moto per ¢ > 7.

Determinare 1’equazione del moto armonico di pulsazione w, sapendo che
la sua ascissa iniziale e sg, la sua velocita vy.

Determinare velocita ed accelerazione del moto rettilineo rappresentato
dall’equazione:
s =ut+ Ccoswt — C,

dove u e C' sono costanti.

Calcolare velocita ed accelerazione del moto rettilineo rappresentato dal-
I’equazione:
s = kt sen wt,

con k e w costanti. Studiarne poi le proprieta tracciandone il diagramma
orario.

Un’asta rigida, lunga 1 si muova in modo che il suo estremo A percorra, di
moto uniforme con velocita u la retta Ox e 'altro estremo B la retta Oy
perpendicolare a Oz. Trovare ’equazione del moto di B, la sua velocita e
accelerazione.

Una pallina A percorre una retta verticale. Essa e attaccata all’estremo di
un filo lungo 1 che passa attraverso una piccola carrucola (assimilabile ad
un punto O) e che ha 'altro estremo A’ che percorre una retta orizzontale
con velocita costante u. La distanza della carrucola dalla retta percorsa da
A’ ¢ b. Trovare 'equazione del moto di A, la sua velocita e accelerazione.

O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Esercizio 12
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

L’estremo A’ del filo considerato nell’esercizio precedente € unito, ad un’a-
sta rigida di lunghezza m che ruota, con velocita costante w, intorno ad
un punto () sulla retta percorsa da A. Trovare I’equazione del moto di A
e la sua velocita, supposto QO = h.

Una pallina, schematizzabile con un punto P scorre su una guida rettilinea
r sospinta da un’asta che ruota uniformemente, in senso orario, intorno a
un suo estremo () distante h da r. Determinare il moto della pallina.

Studiare il moto dell’estremo della biella di un sistema manovella-biella,
quando la manovella ruota uniformemente con velocita angolare w. Di-
mostrare che se il quadrato del rapporto manovella-biella e trascurabile
rispetto all’unita, il moto € armonico.

Un rombo articolato OAPB imperniato in O si muove in modo che A e B
descrivono la circonferenza di raggio OA = OB = a, con la stessa velocita
angolare w, ma in senso opposto. Dimostrare che P si muove su una retta
di moto armonico, con ampiezza 2a.

Esercizio 16

Se z = z(t), y = y(t) sono le equazioni parametriche di una curva piana
ricavare, valendosi della cinematica, I’espressione del raggio di curvatura e
dei coseni direttori della tangente e della normale alla curva stessa.

Dato il moto rappresentato dalle equazioni:
T = ut, y = C cos(wt + ),

con u, C'; w, v costanti, determinare la traiettoria del moto, la sua velocita
e accelerazione, le componenti tangenziale e centripeta di quest’ultima, e
lo spazio in funzione del tempo.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Un punto P percorre una semicirconferenza di raggio r e centro nell’origine,
la sua proiezione sull’asse x si muove di moto uniforme con velocita c.[|
Calcolare velocita e accelerazione di P in funzione dell’angolo ¢ che la
retta PO forma con l’asse delle x.

Un punto P si muove sulla parabola y = kz?, la sua proiezione sull’asse
x si muove di moto uniforme con velocita ¢. Calcolare la velocita e 1'ac-
celerazione di P in funzione di ¢ e delle sue coordinate. Generalizzare il
risultato quando il punto si muove sulla curva y = f(x).

Il punto P si muove sulla parabola y = kz? e la sua proiezione sull’asse x
si muove di moto armonico, cioe con la legge © = C cos(wt + 7). Trovare
velocita e accelerazione P.

Un punto si muove con velocita costante ¢ sulla parabola y = kx?. Trovare
I’accelerazione del punto, in particolare per x = 0, e le componenti della
velocita e accelerazione.

Un punto si muove su un cerchio di moto armonico s = C cos(wt + 7).
Calcolare velocita e accelerazione.

Una locomotiva percorre un trato lungo 2 km con raggio di curvatura 0,5
km, aumenta in quel tratto la sua velocita con accelerazione costante, da
89 a 91 km all’ora. Trovare l'accelerazione della locomotiva nell’istante
finale.

Un punto si muove di moto uniforme su una catenaria di equazione:

y = 9 (e:c/b + e—$/b) —b

2

(b costante). Scrivere le equazioni cartesiane del moto del punto.

Calcolare le componenti sugli assi della velocita e dell’accelerazione nel
moto dell’esercizio precedente.

Se il punto A di contatto col suolo della ruota anteriore di una bicicletta
percorre una retta, trovare la traiettoria del punto di contatto P della
ruota posteriore.

Un punto ) parte dall’origine e si muove sull’asse y di moto uniforme con
velocita v. Un punto P parte da un punto F, dell’asse x di ascissa b e
si muove con velocita u costante in modulo, ma sempre diretta verso )
(problema di inseguimento). Trovare la traiettoria di P.

'Ovviamente il moto di P ¢ il moto dell’intersezione con la semicirconferenza di una retta
che si muove, con traslazione uniforme di velocita ¢, rimanendo parallela all’asse y.
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29.

30.

31.

32.

In dinamica si dimostra che una bomba, lanciata da un aeroplano in mo-
to (in direzione orizzontale) con velocita vy, si muove, se si trascura la
resistenza dell’aria, secondo le equazioni:
x=uvt, y=39t°,

dove g e l'accelerazione di gravita ed essendo il sistema di assi x e y con
origine nel punto dove si trova l'aeroplano al momento in cui lascia cadere
la bomba, 1’asse = orizzontale nella direzione del moto dell’aereo, 1'asse
y verticale e diretto verso il basso. Se h e 'altezza dell’aereo dal suolo,
trovare a quale distanza, in direzione orizzontale dall’aereo stesso, cade la
bomba.

[y Esercizio 29

Un punto P si muove sullo spirale logaritmico di equazione, in coordinate
polari 7 = Ce"? (C' e pu costanti) con velocita angolare w costante rispetto
all’origine. Trovare le componenti della velocita e accelerazione del mo-
to in coordinate polari in funzione di r e 6 e generalizzare la questione
supponendo che la traiettoria del punto abbia equazione r = f(6).

Un punto si muove con velocita areolare costante e uguale a ¢/2 sulla
traiettoria di equazione (in coordinate polari):

p

’r:—
1+ecosvb’

dove p, e, v sono costanti. Trovare ’accelerazione del moto.

Un punto si muove di moto naturalmente accelerato su un piano AB in-
clinato con inclinazione . Trovare la velocita areale e angolare, rispetto
alla proiezione O di A sull’orizzontale per B.
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Esercizio 32

Esercizio 33

33. Nel meccanismo rappresentato dalla figura il cilindro BC' ¢ girevole intorno
al perno B, la manovella OA, lunga r, si muove intorno ad O in senso
destrogiro con velocita angolare costante w. Determinare la velocita v
dello stantuffo C', e la velocita angolare () del cilindro.

34. Un punto si muove di moto elicoidale uniforme con velocita v su un’eli-
ca cilindrica di raggio r e passo p. Trovare ’accelerazione e il raggio di
curvatura dell’elica.

35. Dimostrare che il moto rappresentato dalle equazioni

T = %7" sen 2wt, Yy = rsen2wt, Z = rcoswt,

ha per traiettoria la finestra di Vivianiﬂ e calcolarne velocita e accelerazio-
ne.

Momenti

34. Dimostrare che il baricentro di tre masse puntiforme poste nei vertici di un
triangolo e proporzionali alle lunghezze dei lati opposti si trova nel centro
del cerchio inscritto al triangolo.

35. Trovare il baricentro di un triangolo sotto l'ipotesi che la massa sia con-
centrata nei lati in proporzione alle loro lunghezze e uniformemente.

41. Determinare il baricentro di un trapezio di basi b; e by e di altezza h.

2L’intersezione della sfera 22 + y? + 22 = r? con il cilindro #? + (y — %7‘)2 = ir2.
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43.

44.

45.

46.

47.

+G,

‘M,

G

G

M;
Esercizio 41

Trovare il baricentro di un settore circolare di raggio R e di angolo di
apertura «.

Determinare il baricentro di un settore di corona circolare di angolo di
apertura « a raggio Ry e Ry (R; > Ry > 0).

Determinare il baricentro di un arco in muratura, schematicamente rap-
presentato dalla regione compresa tra un rettangolo di lati @ e b e un
semicerchio di raggio r (r < %a, r < b); il centro del cerchio si trova sul
punto di mezzo A del lato del rettangolo lungo a.

3 Esercizio 45

Determinare il baricentro di una scatola senza coperchio, a forma cilin-
drica, raggio di base r, altezza h, con spessore cosi piccolo da poterla
assimilare alla sua superficie esterna.

Determinare il baricentro di una scatola cubica di spigola a, senza coper-
chio.
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48.

ol.

52.

93.

54.
29.

Esercizio 46

Sia f(z) (a < z < b) una funzione continua e positiva. Trovare il baricentro
del solido di rotazione

{(z,y,2) eR®:a <2 <b, Va2 +y2 < f(2)}.
Determinare il baricentro del segmento di parabola di equazione:
{(z,y) eR*:0<x<a, 0<y<+/2pz},
essendo a, p costanti positiveﬂ

Determinare il baricentro dell’arco di catenaria di equazione:

g (" 4 /) — b

compreso tra i punti di ascissa —a e a.

y:

Trovare il baricentro dell’elica cilindrica di equazione:
r=acostl, y=asinf, z=cl,
essendo a, ¢ costanti positive e § compresa tra 0 e 27/p.
Trovare il baricentro di una semisfera di raggio R.
Trovare il baricentro della zona sferica di equazione:
{(z,y,2) ER*: 2 + 9y + 22 < R*, 0< 2z < h},
essendo h € (0, R).

311 risultato & stato ottenuto prima da Archimede.
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96.

Trovare il baricentro di una colonna di area a forma di cilindro circolare,
di altezza h tale che la sua base sia nel piano zy e la z secondo 'asse del
cilindro, qualora la densita dell’area vari con la legge p = poe**, dove pg
¢ la densita per z = 0 e k una costante positiva.

dz

Esercizio 56

Cinematica

101.

102.

103.

E dato il moto piano definito dalla equazioni:
x(t) = tcos(t), y(t) = tsin(t).

Si chiede: a) l’equazione cartesiana della traiettoria, b) la legge oraria,
¢) discutere il moto.

E dato il moto di equazioni:
x(t) =2+ 3cos(wt),  y=3+2sin(wt),  z=-cos(wt).

Si chiede: a) dimostrare che il moto ¢ centrale e determinarne il centro,
b) scrivere I'equazione del piano del moto.

Un punto P si muove con velocita assegnata:
U(t) = (3sin(t), 2 cos(t),0).

Si chiede di determinare: a) gli istanti di arresto e quando il moto ¢ ac-
celerato o ritardato, b) l'accelerazione scalare, c) il moto nellipotesi che
inizialmente (per t = 0) sia: ¥y = (0,2,0), P, = (—3,0,0).

209



104.

105.

106.

107.

108.

109.

Un’automobile, che viaggia ad una certa velocita vg, inizia a frenare e si
arresta dopo un tempo t;. Supposto che, mentre frenava, I'autoveicolo si
sia mosso di moto uniformemente accelerato, determinare la lunghezza del
cammino percorso durante la frenata stessa.

Si consideri una lampada situata in un punto §2 posto alla quota H sopra
un suolo piano orizzontale. Sia h (0 < h < H) l'altezza di una persona che
si allontana dalla lampada. Supponiamo che sia noto il moto della persona.
Si chiede di determinare il moto del punto P, estremita dell’ombra.

y
Q(O.H)

Esercizio 5

Il moto e dato da:
x(t) = 6t — 3t%, y(t) = 8t — 412

Determinare 1’equazione della traiettoria, la velocita e 1’accelerazione del
punto.

Un punto P percorre con un moto uniformemente accelerato una circon-
ferenza di raggio R partendo da fermo. Dopo aver percorso un arco lungo
$1 esso ha acquistato una velocita s;. Trovare la velocita e I'accelerazione
di P nella posizione s /2.

Un punto P descrive la sua traiettoria con accelerazione scalare assegnata
5(t). Sisa che all’istante ¢ = ¢; la sua velocita ¢ $; e che s; € la distanza
percorsa. Si chiede di scrivere ’equazione del moto.

Si supponga che un sasso, gettato in un pozzo senza velocita iniziale, si
muova con accelerazione costante e che il rumore, dovuto all’urto col fondo,
si propaghi con velocita costante. Detta vy la grandezza della velocita del
suono, si chiama t; il tempo intercorso tra l'istante in cui si lascia cadere
il sasso e quello in cui si ode il rumore. Calcolare la profondita del pozzo.
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

Siano dati n moti armonici su una traiettoria riferita all’ascissa curvilinea
s. Essi presentino tutti il medesimo centro (I'origine delle ascisse) e la
medesima pulsazione w. Si chiede di studiare il moto composto.

Si consideri il riferimento cartesiano ortogonale e levogiro Oxyz e tre mo-
ti armonici di uguale periodo sui tre assi coordinati. Studiare il moto
composto.

Nel piano Oxy si consideri un punto P mobile di moto uniformemente ac-
celerato su una circonferenza di centro O. Determinare la velocita angolare
e la velocita areolare rispetto al centro.

Riferiamo lo spazio al sistema cartesiano levogiro Oxyz e supponiamo che
due punti, P, e P,, si muovano ciascuno di moto rettilineo ed uniforme. Si
chiede 'istante in cui la distanza tra i due punti € minima.

Si consideri una circonferenza di centro O e raggio R. Due punti, P e
Ps, si muovono su di essa partendo dallo stesso punto A, ma con velocita
angolari costanti w; e wy rispettivamente. Si chiede di determinare gli
istanti e le posizioni in cui P; e P, sono sovrapposti.

Un punto si muove su una parabola di equazione y? = hx + k con accelera-
zione @ = (a,0) e con le condizioni iniziali (0) = 0, #(0) = &o. Di chiede:
a) determinare il moto, b) le condizioni sui dati perché il problema abbia
soluzione, ¢) la velocita areale di P rispetto all’origine degli assi.

.
\

Esercizio 15

Le equazioni del moto di un punto P sono:

x(t) = 1kt — Lsin(2kt), y(t) = Lsin®(kt), =(t) = sin(kt),

con k costante positiva. Determinare: a) la velocita e 1'accelerazione vet-
toriali e scalari del punto P, b) il raggio di curvatura e la legge oraria del
moto di P.

211



117. Un osservatore in O vede passare un punto materiale P, che si muove
lungo l'asse y sotto l'azione della gravita, agli istanti ¢;, verso l'alto, e t,
(ta > t1), verso il basso. Si chiedono la quota dalla quale parte e la velocita
iniziale.

Esercizio 17

P(O.h)

118. E dato un punto materiale P che cade sotto ’azione della gravita, da una
quota h con velocita iniziale vy = voi (essendo vy > 0 e i = (1,0)). Si
chiede: a) le equazioni del moto di P, b) listante in cui P tocca il suolo,
c) la velocita areolare di P rispetto all’origine O.

B Y

Esercizio 18

119. E dato un punto materiale P che si muove, sotto ’azione della gravita,
lungo una guida rettilinea £ a partire, con velocita iniziale nulla, dall’in-
tersezione della guida con una circonferenza disegnata come in figura. Si
chiede per quale valore dell’inclinazione 6 della guida € massimo il tempo
impiegato da P per raggiungere O.

120. Un punto materiale P cade per gravita lungo un piano inclinato di /4
sull’orizzontale, con le condizioni iniziali:

P(]EC, 170:6
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F

0 Esercizio 19

Detta B la proiezione di C sul suolo, 6 I’angolo tra BC' e BP, a la lunghezza
del piano inclinato, si chiede: a) la legge oraria del moto, b) la velocita
areale di P rispetto a B, ¢) la funzione 6(t).

/ Esercizio 20
S

121. Sia data una curva piana di equazioni parametriche: z = z(\), y = y(X).
Trovare i coseni direttori della tangente e della normale principale alla
curva e determinare il raggio di curvatura.

ny,y
N t
0
Paill *
O X
y Esercizio 21
94 t
6,
< B
(0] 63 X
n
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