Tabella 2: Best 5 out of 6
es.1 | es.2 | es.d3 | esd | es.db | es.6 | somma

) ) 5 ) ) 5 30

Meccanica Razionale 1: Scritto Generale: 19.07.2011

Cognome € NOME: .......viiiiit i, Matricola: .........

1. Consideriamo il seguente moto di un punto P:
x =t — §sin(4t), y = 5[1 — cos(4t)], z = —sin(2t),
essendo ¢t > 0.

a. Calcolare le componenti e i moduli della velocita del punto P.
b. Calcolare la curvatura della curva descritta dal punto P.
c. Qual’e la torsione della curva in ogni punto?

2. Con r1fer1ment0 ad una terna trirettangola e levogira Oxyz di versori
z ] e k si consideri il sistema di vettori applicati

(P172;+E)7 (P27_;+ E)a (p37_;_];)7 <P472Z)>

essendo P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P; = (0,0,0), P, = (0,0,1). Si
chiede di:

a. Trovare il momento risultante del sistema rispetto all’origine.

b. Scrivere I'equazione dell’asse centrale.

c. Dire, motivando la risposta, quale ¢ il sistema di vettori applicati
piu semplice possibile (cioe costituito dal minor numero di vettori
applicati) a cui il sistema ¢ riducibile.

3. Interpretiamo il moto Z(¢) lungo una curva regolare come il moto di un
corpo rigido.



a. Spiegare perche i versori tangente, normale e binormale ¢, 7 e b
costituiscono una terna solidale.

b. Utilizzando s come variabile temporale e scrivendo

i
ds

SAE W _sni db _ Ab
=4 — =WAN —=d
’ ds ’ ds ’
trovare la velocita angolare &. [Suggerimento: Utilizzare le formu-
le di Frenet dopo aver rappresentato & come combinazione lineare

dei tre versori.]
c. Dimostrare che il moto del corpo rigido € rotatorio se e solo se la

curva € piana.

4. Consideriamo la semisfera omogenea
{(z,y,2) eR*: 2* + > + 2 < R? 2 >0}

a. Determinare il baricentro.
b. Determinare il momento d’inerzia rispetto all’asse z.

c. Determinare il momento d’inerzia rispetto all’asse x.

5. Consideriamo il sistema dei due corpi, il Sole di massa Mg e un pianeta
di massa m. I due corpi si muovono nel piano xy.

a. Determinare la velocita iniziale v affinche la traiettoria del pia-
neta attorno al baricentro sia una circonferenza.

b. Dimostrare la terza legge di Newton (cioe, a®/72 costante) se la
traiettoria del pianeta e una circonferenza attorno al baricentro.

c. Applicare la legge della conservazione dell’energia per calcolare la
velocita di fuga v, dal sistema Solare, partendo da una distanza
r dal baricentro. In altre parole, determinare la minima velocita
scalare vy per allontanarsi in modo definitivo dal sistema Solare,
partendo da una distanza r dal baricentro Sole-pianeta.

6. Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi sulla superficie di
rotazione catenoide di equazione z = cosh(z? + y?) sotto l'effetto della
forza centrale F = —k(z? + y* + 2%)é,, essendo k > 0 un’opportuna
costante e é, il versore radiale esterno.



a. Determinare il grado di liberta N del sistema e formulare la la-
grangiana in N coordinate generalizzate.

b. Formulare le equazioni di Eulero-Lagrange.

c. Indicare due costanti del moto e spiegare perche lo sono.



SOLUZIONTI:

1. a) & =1 — cos(4t), y = sin(4t) e
2| = \/[1 — cos(4t)]2 + sin®(4t) + 4 cos2(2t) = 2.

b) & = 4sin(4t), § = 4cos(4t) e 2

Z = —2cos(2t), quindi

Dunque s(t) = 2t e t = 3s.
4sin(2t). Quindi

d*7
k(s):'@H—A!xH \/1—1—sm 2t) \/1—|—sm
) I versori tangenziale, normale e binormale sono:
t = (3[1 — cos(2s)], + sin(2s), — cos(s)),
1 dt 1
n= R(s) ds = ) (sin(2s), cos(2s), sin(s)),
b=1NT
1
@(% sin(2s) sin(s) + cos(2s) cos(s),
sin(2s) cos(s) — £[1 — cos(2s)] sin(s), 3[cos(2s) — 1]),

Dalla terza legge di Frenet,

—

_, d >

S

x(s) =

=&

2. Sihaéz?+5’+/¥e
MO)=TAN©2]+k)+A(—i+k)+EAN2 =i+ ]+ 3k
Quindi D'invariante scalare & M(O) - R = 5. Inoltre

RAM(O) 2i—2j
A — = =
© R? 3

2

e quindi A = (% -3 Dunque I'asse centrale é:

0).
x—%—/\, y+§:/\, z= A\

) 1l primo vettore applicato ¢ (A, ﬁ) e una coppia di vettori apparte-

nenti al piano ortogonale all’asse centrale.



3. Si ha

a (! 0 k(s) 0 t
e B Bl R A (OOl I N
*\b 0 x(s) 0 b
dove tq/\_’ﬁ —bAAb=1tebA ff 7i. Si ha per ogni combinazione
lineare F' dei vettori solidali ¢, 7i e b:
dF ,
— =WJAF
ds 0

essendo W = ¢t + ¢ + c3b. Dunque

—cob + csit GAT 0 k(s) 0 t
Clb - 03{ =|dA @ = —k(S) 0 —X(S) 7il: ,
—Clﬁ + CQ{ WAb 0 X(S) 0 b
e quindi ¢; = —x(s), ca =0 e ¢3 = k(s). Infine risulta

& = —x(s) + k(s)b.
I1 moto e rotatorio se e solo se x(s) = 0.

4. Sia {(z,y,2) : 22 +y*+ 22 < R?, 2z > 0} il corpo. Allora zg = yg = 0,
mentre

Jmde [Fzdz [V rdr [P ra(R? - 22)d2
zZq — =

2.3 2._p3
37rR 37TR

R.

o|w

Il momento d’inerzia rispetto all’asse z é:

2 R VRZ-22 R A
,u/ d@/ dz/ r3dr = ,u/ I(R*—2*)*dz = —un R’
0 0 0 0 15

Il momento d’inerzia rispetto all’asse x e:

27 R VR2—22
u/ d@/ dz/ r(r?sin? 0 + 2%) dr
0 0 0

R
4
= M/ [Z(R? = 2*)* 4+ m(R* — 2%)z] dz = E,LUTRE).
0



d.

a. Se la traiettoria e una circonferenza attorno al baricentro, allora

la forza centripetale coincide con quella gravitazionale. Cio vuol
X 2
dire £~ = GTAQJH Oppure:

GM
v=4/—.
r
b. Si ha
ot i ow? rr GMp o GM
T2 [2nr/u2 4An? v Am?u r? An?p 4¢?
c. L’energia totale
1 GM
H = —m?* — &
2 r

e una costante del moto. Quindi

\/2GM 2 2H
v = +— =4 —, T — 400,

r 1t 1t

essendo non negativa ’energia totale H. In altre parole,

[2GM
V> Uy = .
r

6. Poiche la forza e centrale e dipende soltanto dalla distanza dall’origine,

si ha U = $k(2? + y* + 2%)*?2. In coordinate cilindriche si ha:
U=3ik(r*+ 2232 = Lk (r® 4 cosh®(r?))*2,
& =7rcosf —rfsinf, g =rsinf+rfcosh, #=2risinh(r?),

T =3im <f2 + 1r20% + 4?2 sinhg(r2)> .

Dunque

k(1% + cosh?(r?))3/2,

L=T—U=4Lm[i®+7%° + 4% sinn?(r?)| — 1

Essendo ciclica la variabile ¢ e essendo indipendente dal tempo la la-
grangiana, il momento generalizzato py = (0L£/060) e 'hamiltoniana



H =T + U sono costanti del moto. Ci sono, ovviamente, due gradi di
liberta. La rimanente equazione di Eulero-Lagrange é:

mr6? + 4mri? sinh?(r®) + 8mr3i? sinh (%) cosh(r?)
- %k(r2 + cosh(r?))Y2{2r 4 47 cosh(r?) sinh (%)}
= mi* + 8mri? sinh?®(1?) + 4mr?i sinh?®(r?) + 16mr*7? sinh(r?) cosh(r?).
Oppure:
6% + 47 sinh® (%) 4 8r%72 sinh(r?) cosh(r?)
— %(7’2 + cosh(r?))/2{2r 4 4r cosh(r?) sinh(r?)}
= ¥ + 8rr? sinh?(r?) + 4r% sinh?(r?) + 167372 sinh(r?) cosh(r?).



