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Compito numero 1

1. Si considerino i seguenti vettori

1 2 -1
1 Vo — -1

1 ) 2 — —11-

-1 1

Vi = V3 =

2
2
1

Si dica se il vettore vy é ortogonale al vettore vy e si calcoli la norma oo, norma 1
e norma 2 del vettore vs. Si costruisca, inoltre, mediante il procedimento di Gram-
Schmidt 'insieme di vettori ortonormali {qi, q2, q3} a partire dai vettori dati. Si
calcoli la matrice A = v3vi e si dica quanto vale il suo determinante.

Soluzione. Il vettore vy non € ortogonale al vettore v,
[Vallow =2, |lvalli =6, [vslla =V10.

I vettori ortonormali richiesti sono

1 s 0 21 1 -1
1 A V6 9
5 5 G 4 2 =2 2
q1 = % ) q2 = V3| qs = V6 | o A= 4 —9 _9 9
6
! v NG 2 —1 -1 1
6 3
Il determinante di A é nullo perché la matrice ha rango 1.
2. Si considerino le seguenti matrici
a 1 0 26 -1 p
A= 1|1 3a 1], B=|-1 1 -1},
1 « g =1 2B

dove a e 3 sono parametri reali. Determinare i valori di « che rendono invertibile la
matrice A e, fissato a = 1, i valori di § che rendono B l'inversa di A. Per gli stessi
valori dei parametri, determinare lo spettro di A e il raggio spettrale di A, B e A3.
Si calcoli infine la norma oo del vettore y = Ax, dove x = (2,i,1 +1)7.

Soluzione. La matrice A ¢ non singolare per a # 0,4+/6/3; B ¢ l'inversa di A per
B =15 0(4) = {1,2— V3,2 V3}, p(A) = 2+ V3, p(B) = p(A™) = 1/(2— V3),
p(A%) = p(A)* = 2+ V3)%y = (2+1,3+ 4,1+ 21)", [ly[ =5.



3. Sviluppare in serie di Fourier la seguente funzione nell’intervallo [—g, %}

1, —r/2<x < —1/2,
f(x) =< cos(mz) + 1 —1/2<x<1/2,
1, 1/2<x<m7/2,

e dire se f(x) ¢ differenziabile termine a termine.

Soluzione. La funzione data é differenziabile termine a termine e la sua serie di

Fourier ¢
2 =, 4cos(k)

4. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, le seguenti equazioni differenziali

T
y'+5y=flx), Y +5y=f[f(z), =€ [—5, 5]
essendo f(x) la funzione dell’esercizio precedente.
Soluzione. La soluzione della prima equazione differenziale é
12 = 4 cos(k)
S =|-+—-— 2kx).
() (5 * 57r2) N ; (7 =4k (5 — 4k o (k)
La soluzione della seconda equazione differenziale &
1 2 - 4 cos(k) .
Sy(x) = (g + ﬁ) + Z (7 — 1k9) (25 + 442) (5 cos (2kx) + 2k sin (2kx)) .

k=1

5. Eseguire i seguenti calcoli
Fl_cos (7x) | 71 i(k + 3)ed* '
54i(x+1) k? + 6k + 12

F(k) =7 [e(5+i)(k—7)H(7 _ k,) + e(5+i)(k+7)H(_7 — k>:| ,

o—3i(@+5)

flx) = —5 [e\/g(mH)H(—x —5)— e V3 (g 4 5)} :

Soluzione.
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Compito numero 2

1. Si considerino i seguenti vettori

-1 2 1
-1 Ve 1
_1 ’ 3 — 1

1 -1

Vi = Vo =

2
2 J
1

Si dica se il vettore vy é ortogonale al vettore vy e si calcoli la norma oo, norma 1
e norma 2 del vettore vs. Si costruisca, inoltre, mediante il procedimento di Gram-
Schmidt 'insieme di vettori ortonormali {qi, q2, q3} a partire dai vettori dati. Si
calcoli la matrice A = v3vi e si dica quanto vale il suo determinante.

Soluzione. Il vettore vy non € ortogonale al vettore v,
[Vallow =1, |lvalli =4, [lvall2=2.

I vettori ortonormali richiesti sono

V10
—3p L 30 2 -1 -1 1
V10 0 10 2 -1 -1 1
q1 = V10 ) q2 = 0 ) qs = V10 ) A= 2) -1 -1 1
5 10
V10 V2 _ V10 -2 1 1 -1
10 2 5
Il determinante di A é nullo perché la matrice ha rango 1.
2. Si considerino le seguenti matrici
2 1 0 36 —-1/2 g
A=11 2a 1], B=|-1/2 1 -1/2],
0 1 2« g —=1/2 3p

dove a e 3 sono parametri reali. Determinare i valori di o che rendono invertibile la
matrice A e, fissato a = 1, i valori di  che rendono B l'inversa di A. Per gli stessi
valori dei parametri, determinare lo spettro di A e il raggio spettrale di A, B e A3.
Si calcoli infine la norma oo del vettore y = Ax, dove x = (2,i,1 +1)7.

Soluzione. La matrice A & non singolare per a # 0,4+/2/2; B ¢ l'inversa di A per
B=1/4; 0(A) = {2,2 V2,2 + V2}, p(A) =2+ V2, p(B) = p(A) = 1/(2 - V2),
p(A%) = p(A)P = 24+ V2% y = (4+1,3+31,2+31)7, ||ylle = VI8



3. Sviluppare in serie di Fourier la seguente funzione nell’intervallo [—g, %}

~1/2, —n/2<z<-1/2,
f(z) = ¢ sin(wz) —1/2<x<1/2,
1/2, 1/2<x<m7/2,

e dire se f(x) ¢ differenziabile termine a termine.

Soluzione. La funzione data non é differenziabile termine a termine e la sua serie di
Fourier risulta essere

Si(x) = i (cos(k) (W(;—Zﬁ) + %) + (_2:“) sin (2kx).

k=1

4. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, le seguenti equazioni differenziali

y//+5y: f(l’), y’+5y=f($)a T e {_375]

essendo f(z) la funzione dell’esercizio precedente.

Soluzione. La soluzione della prima equazione differenziale é

S,(x) = g: (5_—1%2) (cos(k) (7T(7T28—_k4;€2) 4 %) 4 (_;S:H) sin (2kz)

1

La soluzione della seconda equazione differenziale é

R 1 8k 1 (—1)k+1 ,
Sy(z) = kz:; T (cos(k‘) (m + E) + = ) (—2k cos (2kz)+5sin (2kx)).

5. Eseguire i seguenti calcoli

z SiI‘l (3z) | 71 i(k + 2)ed* '
T+ i(x +4) k2 + 4k + 12

Soluzione.
Fk) = il [e(w+4i)(k—3)H(3 k) — (3 (3 k)],
1
o—2i(z+3)
f@) = = [N H (= = 3) — eV (2 1 3)]



