
Scritto del Corso
di Metodi Matematici Avanzati1

1. Calcolare l’integrale

I(z0)
def
=

1

2πi

∮
CR

z − sin(z)

z3(z − z0)
dz,

dove CR = {Reiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π} per R > 0 e z0 ∈ C è qualsiasi punto
per cui |z0| 6= R. SOLUZIONE: Osserviamo che f(z) = [z−sin(z)]/z3

è analitica in z ∈ C. Grazie al Teorema Integrale di Cauchy risultano
I(z0) = f(z0) (dove f(0) = 1

6
) se |z0| < R e I(z0) = 0 se |z0| > R.

2. Calcolare
1

2πi

∮
C

1

(z2 + 9)3
dz,

dove C è il bordo del quadrato con vertici ±4 e ±4 + 6i. Specificare
l’orientamento della curva C. SOLUZIONE: Con l’orientamento di
C antiorario l’integrale curvilineo è uguale al residuo della funzione
f(z) = 1/(z2 + 9)3 in z = 3i. Infatti,

1

2!

d2

dz2
(z − 3i)3f(z) =

(−3)(−4)

1.2

1

(z + 3i)5
→ − 1

1296
i, z → 3i.

3. Calcolare l’integrale ∫ ∞

−∞

eikx

[x2 + 1][x2 + 6x + 10]
dx

per k ≥ 0. SOLUZIONE: Sia CR il contorno con orientamento
antiorario che consiste nel arco ΓR = {R eiθ : 0 ≤ θ ≤ π} e l’in-
tervallo [−R,R] e sia f(z) = 1/([z2 + 1][z2 + 6z + 10]). Siccome
eikzf(z) = O(1/|z|4) per k ≥ 0 se |z| → ∞ nel semipiano superiore,
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risulta per k ≥ 0∫ ∞

−∞

eikx

[x2 + 1][x2 + 6x + 10]
dx = lim

R→+∞

∮
CR

eikzf(z) dz

= 2πi
[
Resz=i(e

ikzf(z)) + Resz=−3+i(e
ikzf(z))

]
= 2πi

[
eikz

(z + i)(z2 + 6z + 10)

∣∣∣∣
z=i

+
eikz

(z2 + 1)(z + 3 + i)

∣∣∣∣
z=−3+i

]
= π e−k

[
1

9 + 6i
+

e−3ik

9− 6i

]
=

π

39
e−k [3(1 + cos(3k) + 2 sin(3k))− i(2− 2 cos(3k) + 3 sin(3k))] .

4. Calcolare l’integrale ∫ ∞

−∞

cos(kx)

[x2 + 1]2
dx.

Si consiglia osservare che l’integrale è pari in k e considerare eikx al
posto di cos(kx). SOLUZIONE: Per k ≥ 0 si introduce il contorno
CR come nell’esercizio 3. Ora segue per k ≥ 0∫ ∞

−∞

cos(kx)

[x2 + 1]2
dx = lim

R→+∞

∮
CR

eikz

(z2 + 1)2
dz = 2πi Resz=i

eikz

(z2 + 1)2

= 2πi
d

dz

eikz

(z + i)2

∣∣∣∣
z=i

= 2πi eikz ik(z + i)− 2

(z + i)3

∣∣∣∣
z=i

=
1 + |k|

2
πe−|k|.

5. Calcolare l’integrale ∫ 2π

0

1

3 + 2 cos θ
dθ.

SOLUZIONE: Sostituendo z = eiθ per 0 ≤ θ ≤ 2π e utilizzando
dθ = dz/iz si ha∫ 2π

0

1

3 + 2 cos θ
dθ =

∮
|z|=1

dz

i(z2 + 3z + 1)
= 2πResz=− 3

2
+ 1

2
i
√

5

1

z2 + 3z + 5

= 2π lim
z→− 3

2
+ 1

2
i
√

5

1

z + 3
2

+ 1
2
i
√

5
=

2π√
5
.

Punteggio massimo: 6 pt. per esercizio.


