
Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Primo Parziale, 19.11.2018

Risolvere gli esercizi 2, 3, 4 oppure, in alternativa, gli esercizi 1, 2, 3, 5.
Valutazione degli esercizi: 1 7→ 4, 2 7→ 14, 3 7→ 8, 4 7→ 8, 5 7→ 4.

1. Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema
iperbolico: {

utt − 8uxt + 12uxx = 0,

u(x, 0) = 3x+ 1, ut(x, 0) = x2 − 1.

2. Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:

utt = uxx − 2ux + u+ x+ 3, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

u(0, t) = −5, u(1, t) = −6,

u(x, 0) = cos(πx), ut(x, 0) = 0.

3. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
y′′ + 6y′ + (10 + λ)y = 0, 0 ≤ x ≤ π,

y(0) + 3y′(0) = 0,

y(π) = 0.

4. Illustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze centrali, del seguente problema ellittico:
uxx + 4uyy + x cos2(πy)ux + (x2 + y2)uy − (2− cos(xy))u = xy cos(πxy),

0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 4,

u(0, y) = f1(y), u(3, y) = f2(y),

u(x, 0) = g1(x), u(x, 4) = g2(x).

5. Illustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze finite centrali, del seguente problema con valori agli estremi:{

y′′ + (x2 + 1)y′ − (2 + sin x)y = x2, −1 ≤ x ≤ 4,

y(−1) = 2, y(4) = 1.



Soluzioni

1. Scriviamo la soluzione nella seguente forma:

u(x, t) = f(x+ 2t) + g(x+ 6t),

dove f, g ∈ C2(R). Risolvendo il sistema di equazioni{
f(x) + g(x) = 3x+ 1,

2f ′(x) + 6g′(x) = x2 − 1,

otteniamo

f(x) = − 1
12
x3 + 19

4
x+ 3

2
+ c, g(x) = 1

12
x3 − 7

4
x− 1

2
− c,

essendo c un’opportuna costante. Di conseguenza,

u(x, t) = − 1
12

(x+ 2t)3 + 19
4

(x+ 2t) + 1 + 1
12

(x+ 6t)3 − 7
4
(x+ 6t)

= x2t+ 8xt2 + 52
3
t3 + 3x− t+ 1.

Verifica: utt − 8uxt + 12uxx = (16x+ 104t)− 8(2x+ 16t) + 24t = 0.

2. Conversione in un problema omogeneo. Per arrivare al problema
iperbolico omogeneo

vtt = vxx − 2vx + v, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

v(0, t) = v(1, t) = 0,

v(x, 0) = cos πx
2
− ψ(x), vt(x, 0) = 0,

sostituiamo u(x, t) = v(x, t)+ψ(x) e risolviamo il problema al contorno{
ψ′′ − 2ψ′ + ψ = −x− 3,

ψ(0) = −5, ψ(1) = −6.

Ponendo ψp(x) = Ax + B si ha: A = −1 e B = −5, cioè ψp(x) =
−x − 5. Dunque ψ(x) = −x − 5 + (a + bx)ex per opportune costanti
a e b. Utilizzando ψ(0) = −5 + a e ψ(1) = −6 + (a + b)e si ha:
a = b = 0. Quindi ψ(x) = −x− 5. Separazione delle variabili. Sia
v(x, t) = X(x)T (t), dove X(0) = X(1) = T ′(0) = 0. In tal caso

T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
− 2

X ′(x)

X(x)
+ 1 = −λ.



Partendo dall’ODE

X ′′(x)− 2X ′(x) + (1 + λ)X(x) = 0

con condizioni di Dirichlet X(0) = X(1) = 0, ci risultano tre casi. Nel
caso a), λ > 0: α = 1± i

√
λ. In tal caso

X(x) = ex
{
a cos(x

√
λ ) + b sin(x

√
λ )
}
.

Poichè X(0) = a e e−1X(1) = a cos(
√
λ ) + b sin(

√
λ ), si ha:

a = 0,
√
λn = nπ (n = 1, 2, . . .), Xn(x) ' ex sin(nπ).

Nel caso b), λ = 0: α = 1 (zero doppio). In tal caso

X(x) = ex(a+ bx),

implicando che X(0) = a = 0 e X(1) = e(a + b) = 0, cioè a = b = 0
(nessun autovalore). Nel caso c), λ < 0: α = 1 ±

√
−λ. In tal caso,

per β =
√
−λ, si ha:

X(x) = ex
{
a eβx + b e−βx

}
,

implicando che X(0) = a + b = 0 e 1
e
X(2) = (1 + β)a + (1 − β)b = 0,

cioè a = b = 0 (nessun autovalore).

Soluzione finale. Dal sistema al contorno

T ′′n (t) = −λnTn(t), T ′n(0) = 0,

segue Tn(t) ' cos(nπt). Quindi la soluzione ha la rappresentazione

v(x, t) =
∞∑
n=1

cn e
x sin(

(

n
πx) cos(nπt),

dove i coefficienti cn seguono dalla serie di Fourier seno

e−x (u(x, 0)− ψ(x)) =
∞∑
n=1

cn sin(nπx).



Infatti,

cn = 2

∫ 1

0

e−x (u(x, 0)− ψ(x)) sin(nπx) dx,

essendo ∫ 1

0

sin(nπx) sin(mπx) dx =

{
1
2
, n = m,

0, n 6= m.

3. L’ODE ha l’equazione caratteristica α2+6α+10+λ = 0, conducendo ai
seguenti tre casi: a) λ > −1 e α = −3± iβ per β =

√
1 + λ; b) λ = −1

e α = −3 [zero doppio]; c) λ < −1 e α = −3 ± β per β =
√
−1− λ.

Nel caso a) si ha:

y(x) = e−3x {a cos(βx) + b sin(βx)} .

Calcolando

y(x) + 3y′(x) = e−3x {[−5a+ 3βb] cos(βx) + [−3βa− 5b] sin(βx)} ,

si ottiene il seguente sistema lineare per le costanti a e b:

−5a+ 3βb = 0, a cos(βπ) + b sin(βπ) = 0.

Quindi a = 3
8
βb e

b
{

3
8
β cos(βπ) + sin(βπ)

}
= 0.

Bisogna trovare tutti gli zeri positivi β dell’equazione

tg (βπ) = −3
8
β,

cioè gli zeri 2n−1
2

< βn < 2n+1
2

per n = 1, 2, . . . il che conduce agli
autovalori λn = β2

n − 1. Inoltre,

yn(x) = 3
8
βnb e

−3x
{

cos(βnx) + 8
3

sin(βnx)

βn

}
.

Nel caso b) si ha:
y(x) = e−3x(a+ bx).

Calcolando y+ 3y′ = e−3x [−8a+ 3b− 8bx], si ottiene il sistema lineare

−8a+ 3b = 0, a+ πb = 0,



oppure: a = b = 0 [nessun autovalore]. Nel caso c) si ha:

y(x) = e−3x
{
a eβx + b e−βx

}
.

Calcolando

y + 3y′ = e−3x
(
(3β − 8)a eβx − (3β + 8)b e−βx

)
,

risulta il sistema lineare

(3β − 8)a = (3β + 8)b, a+ e−2πβ b = 0.

Quindi bisogna trovare gli zeri positivi dell’equazione

e−2πβ =
8 + 3β

8− 3β
.

Tali zeri non esistono, poichè i) e−2πβ è decrescente e positiva per β ≥ 0,
ii) 8+3β

8−3β è crescente e positiva per 0 ≤ β < 8
3
, iii) 8+3β

8−3β è negativa per

β > 8
3
, iv) i due grafici passano per il punto (0, 1). Nessun autovalore.

In conclusione, scrivendo l’ODE nella forma

−(e6xy′)′ − 10e6xy = λe6xy,

si trova la funzione peso r(x) = e6x. In tal caso∫ π

0

yn(x)ym(x)e6x dx =

{
Nn, n = m,

0, n 6= m,

dove Nn sono opportune costanti positive.

Alternativamente, sostituendo y = e−3xz si ottiene il problema di
Sturm-Liouville 

z′′ + (1 + λ)z = 0, 0 ≤ x ≤ π,

z′(0) = 8
3
z(0),

z(π) = 0.

L’equazione caratteristica α2 + 1 + λ = 0 conduce ai seguenti tre casi:
a) λ > −1 e α = ±iβ per β =

√
1 + λ, b) λ = −1 e α = 0 [zero doppio],

c) λ < −1 e α = ±β per β =
√
−1− λ. Nel caso a) si ha:

z(x) = a cos(βx) + b sin(βx).



Calcolando

z′(x)− 8
3
z(x) = (−8

3
a+ bβ) cos(βx) + (−aβ − 8

3
b) sin(βx),

si ottiene il seguente sistema lineare per le costanti a e b:

−8
3
a+ bβ = 0, a cos(πβ) + b sin(πβ) = 0.

Quindi a = 3
8
βb e

b
{

3
8
β cos(πβ) + sin(πβ)

}
= 0.

Bisogna trovare tutti gli zeri positivi β dell’equazione

tg (βπ) = −3
8
β,

cioè gli zeri 2n−1
2

< βn < 2n+1
2

per n = 1, 2, . . . il che conduce agli
autovalori λn = β2

n − 1. Inoltre,

zn(x) = 3
8
βnb

{
cos(βnx) + 8

3

sin(βnx)

βn

}
.

Nel caso b) si ha:
z(x) = a+ bx.

Calcolando z′ − 8
3
z = b− 8

3
a− 8

3
bx, si ottiene il sistema lineare

b− 8
3
a = 0, a+ πβ = 0,

oppure: a = b = 0 [nessun autovalore]. Nel caso c) si ha:

z(x) = aeβx + be−βx.

Calcolando
z′ − 8

3
z = a(β − 8

3
)eβx − b(β + 8

3
)e−βx,

risulta il sistema lineare

a(β − 8
3
) = b(β + 8

3
), aeπβ + be−πβ = 0.

Quindi bisogna trovare gli zeri positivi dell’equazione

e−2πβ =
8 + 3β

8− 3β
.



Tali zeri non esistono, poichè i) e−2πβ è decrescente e positiva per β ≥ 0,
ii) 8+3β

8−3β è crescente e positiva per 0 ≤ β < 8
3
, iii) 8+3β

8−3β è negativa per

β > 8
3
, iv) i due grafici passano per il punto (0, 1). Nessun autovalore.

In conclusione, poichè l’ODE ha già la forma −z′′ − z = λz, si trova
la funzione peso r(x) = 1. In tal caso∫ π

0

zn(x)zm(x) dx =

{
Nn, n = m,

0, n 6= m,

dove Nn sono opportune costanti positive.

4. Sia xi = ih per h = 3
n+1

e yj = jk per k = 4
m+1

. Poniamo uij =
u(xi, yj), fsj = fs(yj) [j = 0, 1, . . . ,m+1] e gsi = gs(xi) [i = 0, 1, . . . , n+
1], essendo s = 1, 2. Allora1

ui+1,j − 2uij + ui−1,j
h2

+ 4
ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

k2

+ xi cos2(πyj)
ui+1,j − ui−1,j

2h
+ (x2i + y2j )

ui,j+1 − ui,j−1
2k

− (2− cos(xiyj))uij = rij,

dove

rij =



xiyj sin(πxiyj), i, j = 2, . . . , n− 1, ,

xiy1 cos(πxiy1)− 1
h2
ui0, i = 2, . . . , n+ 1, j = 1,

xiym cos(πxiym)− 1
h2
ui,m+1, i = 1, . . . , n− 1, j = m,

x1yj cos(πx1yj)− 4
k2
u0j, j = 2, . . . ,m+ 1, i = 1,

xnyj cos(πxnyj)− 4
k2
un+1,j, j = 1, . . . ,m− 1, i = n,

x1y1 cos(πx1y1)− 1
h2
u10 − 4

k2
u01, i = j = 1,

x1ym cos(πx1ym)− 1
h2
u0m − 4

k2
u1,m+1, i = 1, j = m,

xny1 cos(πxny1)− 1
h2
un+1,1 − 4

k2
un0, i = n, j = 1,

xnym cos(πxnym)− 1
h2
un+1,m − 4

k2
un,m+1, i = n, j = m.

L’elemento (i, j) viene “circondato” dagli elementi (i+ 1, j), (i− 1, j),
(i, j + 1) e (i, j − 1). Controllando se la matrice del sistema è stretta-

1Le ipotesi di continuità f10 = g10 = u(0, 0), f20 = g2,m+1 = u(3, 0), f1,m+1 = g20 =
u(0, 4) e f2,m+1 = g2,m+1 = u(3, 4) non vengono mai utilizzate nel formulare la parte a
destra del sistema lineare.



mente diagonalmente dominante, si ha:∣∣∣∣ 1

h2
+
xi cos2(πyj)

2h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

h2
− xi cos2(πyj)

2h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 4

k2
+
x2i + y2j

2k

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 4

k2
−
x2i + y2j

2k

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ 2

h2
+

8

k2
+ (2− cos(xiyj))

∣∣∣∣ ,
il che è vero se 0 < h ≤ 2

3
e 0 < k ≤ 8

25
.

5. Per xi = −1 + ih e h = 5
n+1

otteniamo il sistema lineare

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

+ (x2i + 1)
yi+1 − yi−1

2h
− (2 + sin xi)yi

=


x21 −

(
1
h2
− (−1+h)2+1

2h

)
, i = 1,

x2i , i = 2, . . . , n− 1,

x2n −
(

1
h2

+ (4−h)2+1
2h

)
, i = n.

La matrice del sistema è reale, tridiagonale e strettamente diagonal-
mente dominante, quest’ultimo grazie alla stima (per 0 < h < 2)∣∣∣∣ 1

h2
+
x2i + 1

2h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

h2
− x2i + 1

2h

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=

2
h2

se 0<h≤ 2
x2i+1

<

∣∣∣∣− 2

h2
− (2 + sin xi)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≥ 2
h2

+1

per i = 1, 2, . . . , n. Quindi 0 < h ≤ 2
17

, n ≥ 42.


