FISICA MATEMATICA

Corso di Laurea Magistrale
in Matematica, A.A. 2019-2020
9 Crediti

Cornelis VAN DER MEE

Dipartimento di Matematica e Informatica
Universita di Cagliari
Viale Merello 92, 09123 Cagliari
070-6755605 (studio), 328-0089799 (cell.)

cornelis110553@gmail.com
krein.unica.it /~cornelis/DIDATTICA /FISMAT1/avanzatil9.pdf
LaTeX compilation date: 22 gennaio 2020






Indice

T EQUAZIONI DELLA FISICA MATEMATICA]

(1 Coordinate ortogonalif. . . . . . . . . ... ... ... ...
[2 dSeparazione delle variabill . . . ... ..o 00000000

[3 Equazione di Helmholtzl . . . .. ... ... ... .. ... ...

(3.1 Equazione di Helmholtz nell’Intervallo| . . . . . . .. ..

[3.2 Equazione di Helmholtz nel Rettangolof . . . . . . . . ..
{4 Equazioni delle onde e del calorel. . . . . . . . ... ... ... .
[4.1 Equazioni delle onde e del calore nell'intervallo/. . . . . .
[4.2 Equazioni delle onde e del calore nel rettangolo] . . . . .

MT EQUAZIONI DIFFERENZIALT E FUNZIONT SPECTALI

(1 Equazioni Differenziali di Secondo Ordine] . . . . . . . . .. ..

[3 Funzioni Ipergeometrichel . . . . . . . . ..o

[4.1 Definizione e proprieta semplicil . . . . . ... ... ...

[4.2 Funzioni di Bessel di seconda specie|. . . . . . .. .. ..

[4.3 Ortogonalita e zerl| . . . . . . . ... ... ... .....

b1 Funzion: sferichel . . . . . . . ..o

(5.2 Polinomi di Legendre . . . . . . ... ... ... ... ..
(5.3 Funzioni di Legendre associate. . . . . . . .. ... ...

(5.4 Le tunzioni sferiche per n = 3: Completezzal . . . . . ..
6 Polinomi di Hermitel . . . . . ... ... ... ... ... ...
[/ Polinomi di Laguerre| . . . . . . .. .. ...

(8 Polinomi di Chebyshev| . . . . . . ... ... ... ...
[9 Polinomi Ortogonali Generalil . . . . .. ... ... ... ....




MITEQUAZIONT INTEGRALI 73
(1 Proprieta Elementari e Iterazione] . . . . . . . ... .. ... .. 73

[2 Equazioni integrali di Volterral . . . . . .. ... .. ... .. .. 80

[3 Equazioni Integrali con Nucleo Hermitiano| . . . . . . . . . . .. 82

4 Teorema di Hilbert-Schoadt! . . . . . .. ... ... .. ... .. 89
IV PROBLEMI DI STURM-LIOUVILLE 93
I Problema di Sturm-Liouvillel . . . . . ... ... ... ... ... 93
(L1 Funzionedi Green| . . . ... ... .. ... ... ... 94

(1.2 Riduzione ad un’equazione integrale]. . . . . . . . . . .. 98

(1.3 Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni| . . . . . . 100

(1.4 Alcuni esempi delle funzioni di Green| . . . . . . . . . .. 103

[2 Problemi di Sturm-Liouville singolari| . . . . . .. ... ... .. 105
V_FUNZIONI DI GREEN] 111
(L Classificazione delle PDE di secondo ordinel. . . . . . . ... .. 111

[2 Problemi agli autovalori multidimensionalif . . . . . . . ... .. 113
[2.1 Impostazione del problema agli autovalori| . . . . . . .. 113

2.2 Formule di Green| . . . . . .. ... ... ... .. .... 114

[2.3 Proprieta dell’'operatore L) . . . . . ... ... ... ... 115

[3 Equazioni ellittiche] . . . . . . .. ..o 117
(3.1 Equazioni di Laplace e di Poisson| . . . . . . ... .. .. 118

[3.1.a Fquazione di Laplace nel disco| . . . . . .. .. 119

[3.1.b Equazione di Laplace e funzioni analitiche] . . . 122

[3.1.c Equazione di Laplace nel semipiano|. . . . . . . 124

[3.1.d Fquazione di Laplace nella stera n-dimensionale| 124

B.1.e Funzione di Green in R™ . . . . . ... ... .. 126

[3.2 Equazione di Helmholtz . . . . .. ... ... ... ... 127

|4 Fquazioni paraboliche] . . . . . ... ..o 130
{4.1 Esempi su intervalli limitaty] . . . . . ... ... ... .. 131

[4.2 Esempi su domini illimitaty. . . . . ... ... ... ... 135

[ Equazioni iperbolichel . . . . . .. ..o 0000 139
(5.1 Equazione delle onde in domini limitati| . . . . . . . . .. 139

(5.2 Equazione delle onde sulla retta) . . . . . . . ... .. .. 140

(5.3 Equazione delle onde nello spazio euclideo| . . . . . . .. 142
IVIEQUAZIONE DI SCHRODINGER| 143
(1 Equazione di Schrodinger|. . . . . . .. ... ... ... 143

[2 Equazione di Schrodinger Radialel . . . . . .. ... .. ... .. 145
(2.1 La buca di potenziale| . . . . . . ... ... ... ... .. 147

2.2 Oscillatore armonical . . . . ... .. ... .. L. 150

i



[2.3 Atomo d’idrogeno| . . . . . .. .. 153

[3 Equazione di Schrodinger Periodica] . . . . . ... ... ... .. 154

A LA FUNZIONE GAMMA] 161
B _ANALIST FUNZIONALE 167
(1 opazi di Banach| . . . . . ... ... o o0 167

[2 opazi di Hilbert| . . . . . .. .. ... ... 0000 170

[3 Basi ortonormali in spazi di Hilbert| . . . . . ... ... ... .. 172

{4 Applicazioni all’Analisi di Fourier| . . . . . . .. ... ... ... 174

(5 Operatori linearll . . . . .. .. ... ... ... ... 176
(5.1 Proprieta generali| . . . . . . . ... ... 176

(5.2 Proprieta spettralll . . . . ... ... ... 178

(5.3 Operatori autoaggiunti e unitarif . . . . . . . . .. . . .. 180

(5.4 Operatori autoaggiunti non limitaty) . . . . . . . .. . .. 183

C INTEGRAZIONE SECONDO LEBESGUE 185
(I InsiemidiBorell . . . ... ... ... oo 185

[2 Integrale di Lebesguel . . . . . . . .. ... 0000 187

[3 Alcuni Teoremi Importantyf . . . . . . . ... ... ... ... .. 190

D DISTRIBUZIONI E SPAZI DI SOBOLEYV] 193
[1 Funzionali linearal . . . . .. .. .. ... 195

2 Funzioni Testl . . . . . . . . o 195
3 Distribuzionil. . . . . . . ... 196
M Trasformata di Fourferl . . . . . . ... ... ... ... .. .. 200
4.1 Trasformata di Fourier negli spazi L* e L7 . . . . . . .. 200

@.2  Trasformata di Fourier in S"(R™)] . . .. ... ... ... 202

4.2.a Trasformazione in S(R™)|. . . . . .. ... ... 203

4.2.b Trasformazione di Fourier in S'(R™)[ . . . . .. 204

[4.2.c Proprieta della trastormazione di Fourier| . . . . 206

b Distribuzione in un Dominiol . . . . . . . .. .00 208

(6 Spazi di dobolev|. . . . ... 208
[E_PROPRIETA ASINTOTICHE| 211
(1 Rappresentazioni integrali delle tunzioni di MacDonald| . . . . . 211

[2 Sviluppo asintotico delle funzioni di Bessel| . . . . . . . . . . .. 213

1ii



G SERIE DI FOURIER!
0 Coclficoni I Foumcd

v



Capitolo 1

EQUAZIONI DELLA FISICA
MATEMATICA

1 Coordinate ortogonali

Sia Q un insieme aperto in R®. Sia u = (uy, ug, u3) una funzione delle variabili
cartesiane = (z1, T2, r3) € Q in R3 di classe C? tale che la matrice Jacobia-
na e invertibile. Allora esiste, localmente, una corrispondenza biunivoca tra
le coordinate cartesiane x = (x1, 29, x3) e quelle curvilinee u = (uy, ug, us).
Derivando le variabili x1, x4, x3 rispetto alle variabili uq, us, u3 otteniamo

axl
Z 8u3

Quindi la distanza al quadrato tra due punti vicini tra loro e
ds?® = Z da? = Z gijduidu;,
i,j=1

dove

81:] (995]
Il = Z Ouy Ouy

e la cosiddetta metrica. La trasformazione si dice ortogonale se la metrica
{gr}3 ,_, € una matrice diagonale, cio¢ se le righe (ma non necessariamente le
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colonne) della matrice Jacobiana

[ 3x1 81'2 833'3 T
3u1 8U1 8u1
J = 6:151 8332 (91’3
N 6uz 6U2 811,2
(91'1 8332 (933'3

| 8U3 0U3 8U3 i

sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se

Ox; Oz
— = k £ 1.
gkl = Z Dy, aul 0, #
In tal caso
3
ds® = (hidu;)?,
i=1
dove

3 9 1/2

-1 (6%> ] . k=1,2,3.
8uk

7j=1

Si vede facilmente che la matrice diag (1/hy,1/hy, 1/h3) J & ortogonale (cioe,
U™t =UT e quindi det U € {—1,+1}). Dunque

| det J| = hlhghg.

Per ogni punto (uq,us,u3) per cui (detJ) > 0, ci passano tre superfici
u; = costante (i = 1,2,3). Nel tale punto definiamo il vettore e; di lunghezza
1 normale alla superficie u; = costante e nella direzione di crescita di u;. In
tal caso i tre vettori ey, es, e3 formano un sistema di coordinate cartesiane tale
che +(e; - (ex x e3)) > 0.

Il gradiente di ¢ ha la forma

oy L,
= hj 6uj /

la divergenza della funzione V' = Vie; + Vhes + Vzes a valori vettoriali ha la
forma

1 0 0 0
v-V= hihohs {8711 (Vihahy) + %(%hghl) i (9_<V3h1h2> ’



e il rotore di V' ha la forma

1 O(hsVs)  O(haV3) O(hVi)  O(hsVs)
V = — h — h
VX hlhghg |i( 8u2 8U3 1€1+ (9u3 8u1 262
I(haV2)  O(hW1)
— h )
* < 3u1 8u2 3€3
Quindi I'operatore di Laplace, oppure il Laplaciano,
3 2
A=V?*= 8—2
=1 axj

ha la seguente rappresentazione:

Ay — 1 0 ([ hohs OY n 0 ([ hshy OY n 0 ([ hihy OY
N h1h2h3 6u1 hl 8U1 8u2 hg 8u2 8U3 hg 3u3 ’

Esempio I.1 Introduciamo ora alcuni sistemi di coordinate ortogonali.

a. Coordinate Cilindriche: z = rcosf, y = rsinf, z = z. dove r > 0,
0<0<2m, zeR. Allora h, =1, hg =1, h, = 1. In tal caso
Y 1oy  10% 0%
o2 ror TrRoeE 9
Sostituendo per ¥ una funzione v = ¢ (r, #) che non dipende da z si trova
I'operatore di Laplace in coordinate polari:
82w 10y L 1 82w
@7"2 ror | r? o2

Ay = (I.1)

Ay = (1.2)

b. Coordinate Sferiche: z = p sinpcosf, y = p sinp sinf, z = p cos p,
dove p > 0, ¢ € [0,7], 0 € [0,27). Allora h, =1, h, = p, hg = p sin .

In tal caso
Py, 200 1oy 10 o)
A — — | sinp— | . L.
v= Dp? p@p +pzsin2¢392 +p2singpagp (Slnw8g0> (13)

Introducendo la nuova variabile £ = cosp € [—1,1] (tale che d¢ =
—singdp, 1 — &2 = sin® p) otteniam
0% 200 1 01 N
= — = [.4
dp> p¢p+p2(1—§2)392+0235<( -9 5) 1y

!Usando le coordinate ortogonali (p,6,&) direttamente si trovano le espressioni h, = 1,

ho = pv/T— € e he = (p//T— €9).




C.
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Coordinate Parabolico-cilindriche (vedi [19]): z = £ (u* —v?), y =
cuv, z =z, dove u € R, v > 0, z € R, e ¢ & una costante positiva. Allora

hy = hy, = cVu? + 02, h, = 1.

In tal caso

A = (L5)

1 O*p %Y N 0%
A(u?+0?) \ou?  Ov? 022"
Coordinate Ellittico-cilindriche (vedi [19]): « = ¢ coshu cosv, y =

¢ sinhu sinv, z = z, dove u > 0, v € [0,27], z € R, e ¢ & una costante
positiva. Allora

h, = h, = C\/(:osh2 w sin® v 4 sinh? u cos?v = C\/sinh2 u + sin® v,
h,=1.

In tal caso

Ay = ! (awg%ﬁw>+aw; (L.6)

2[sinh? u 4 sin?v] \ Qu?  Ov? 022

Separazione delle variabili

1. Separazione in Coordinate Cartesiane. Consideriamo 1’equazione di
Helmholtz

AV + k2 =0

in tre variabili (z,y, z) per k£ > 0 nel dominio [0, a] x [0,b] x [0, ¢]. Ponendo

Y(r,y,2) = X(2)Y(y)Z(2),

dove X (z), Y(y) e Z(z) sono di classe C?, si trova

A X// Y// Z//
(0 X(x) Yy  Z(2)
In tal caso esistono tre costanti k7, k7 e kZ tali che
" " "

dove

X(@) 7" Y)Y Z(2)

k24 k24 k2 =k
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2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo I’equazione di Helm-
holtz
A+ k*p =0

in due variabili (z,y) per k£ > 0 nel dominio

D:{(w,y):OS\/WSL},
dove L € (0,+00). Ponendo
P(r,0) = R(r)©(0),
dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? in r € (0,L) e # € R con
O(0 + 2m) = 6(0) [periodicita],
sl trova

A
_¢_|_]{;2:

- 1 [dQR 1@} 1 Pe |,
W R(r)

@ v T e ae T
oppure
¢[ER VAR] |, 1 2O
R(r) | dr? ~ rdr o(0) d9?
L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da ) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due

termini devono essere costanti.

Proposizione 1.2 Sia ©(0) una funzione di classe C?, non banale, tale che

1 d*0 B

Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢

o(0) = costante, m=20
| costy cosm@ + costy sinmb, m=1,2,3,--- .

Dimostrazione.  Prima dimostriamo che C' > 0. Infatti,
2m 2m

c/ e@)2d=— [ ©'0)o@

0

0
2w

—-[e@e@), + [ 1P

0

21
:/ ©/(0)2df > 0.
0



poiche il primo termine della seconda parte si annulla per motivi di periodicita
e ©'(0) # 0. Quindi C' > 0.
Per C' > 0 troviamo la soluzione generale

O(h) = ¢1 cos(0VC) + ¢, sin(VC)
dell’equazione ©"” = —C'©. Risulta il sistema di equazioni lineari

L e a0

con determinante 2(1 — cos(2rv/C)). 1l determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano e
quindi le costanti ¢; e ¢y sono arbitrarie.

Infine, per C' = 0 troviamo la soluzione generale ©(0) = ¢; + c20. In tal

caso O(0 + 27) = O©(0) implica ¢y = 0. O
Sostituendo d*6 = —m? pe =0,1,2 otteniamo
ituen @(6)d92_ m” perm=20,1,2,---, niam
d?R 1dR m?
—_—t+ —— B ——|Rr =0
dr?  rdr * { 7“2} (r)

con le condizioni al contorno R(0%) finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet ¢|sp = 0 si considera la condizione di Neumann g—Z’aD =0,
risultano le condizioni al contorno R(0") finito e R'(L) = 0.

Per k = 0 si trova l'equazione di Eulero r*R"(r) + rR/(r) — m*R(r) = 0
con soluzione generaleﬂ

m

R(r) = c1 + cologr, m=0
cr™4cor™™, m=1,2,3,---.

La condizione che R(0%") sia finito, implica ¢o = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = ¢o = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo 1’equazione di Helmholtz con la
condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.

Per k£ > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione differenziale di

Bessel PR 1dR )
m
—_—t —— 1—— | R(p) =0.
dp2+pdp+( p2> )

2La sostituzione r = e! (se r > 0) converte I'equazione di Eulero nell’equazione differen-

ziale a coefficienti costanti ‘f;f —m2R(t) = 0, dove R(t) = R(e). Quindi R(t) = ¢; + cot

perm=0e R(t) =t +ct ™" perm=1,2,3,....
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Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se
p — 0%. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,(p),
la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo l'equazione di

Schrodinger
AY + k) =V (/a2 + 32 + 22)

nelle variabili (z,y, z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla
variabile r = y/x% 4+ y2 + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

(.0, ¢) = R(r)S(0, ¢),

dove R(r) e S(6,¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,+00) e (0,p) €
R x (0,7), si trova facilmente

Ay, 1 [dR  2dR
T—i_k _V_R(T) [er rdr]
1 1 9%S 1 0 oS
— | sin p=—= k2 —V(r).
+ 2500, 7) Lin2<p802 + 7 <s1ngoagp>} + (r)

0=

Quindi

1 0% 1 8( oS

in %) = —Cs(6
sin? p 062 * sin o Oy s1n<p8¢> (69, ¢),

d*R  2dR C
W + ;% + (kz - T_Q) R(T) = V(’/‘)R(T),
dove C' ¢ una costante.

L’equazione differenziale per S(0, ¢) ha soltanto una soluzione non banale
per opportuni valori della costante C. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ¢)
sono multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora ’equazione per S(6, ). Ponendo

si trova la cosiddetta equazione di Beltram:

L 1o, 1 1 d /(. oo
— | sinp— =0.
sin? p O(0) do2 = ®(y)sin p dyp i SOalgo

Come al solito,



dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X (&) = ®(arccos§), & =
cos , arriviamo all’equazione differenziale

d% ((1 —8)‘2—?) + <C— f—;) X(¢)=0.

Quest’equazione e 1'equazione differenziale per le funzioni associate di Legen-
dre. Le sue soluzioni non banali limitate se & — =41 esistono soltanto per
C=1l+1),dovel =m,m+1,m+ 2,---. Nel caso particolare m = 0 si
ottiene I'equazione differenziale di Legendre

a ((1 _ §2)d—X> +I1(I+1)X(¢) =0,

dg dg
dove | =0,1,2,--.
Enunciamo infine 'equazione per R(r) con C' = (I + 1):
d*R 2dR I(1+1)
i e = (v 1) v

dovem =—l,—l+1,--- 1 —2,1—1,1.

4. Separazione in Coordinate Parabolico-Cilindriche. L’equazione di
Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche dette coordinate
paraboliche) ha la forma (L.5). Sostituendo

b(u, v, 2) = Uu)V(0)Z(2)

otteniamo

1 U'(u) = V"(v) Z"(z)
v (ow v )t 7
Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta
1 U'(u)  V"(v)
e (o 7))

B Z”(Z)

Z(z)

dove A > 0 € una costante. Dunque

U’ (u) + (p — XN2u®)U(u)
V" (v) — (p+ M)V (v)

0,
0,

dove p & un’altra costante. Introducendo le variabili € = uvel e n = vVel,
dove £ € Ren >0, e ponendo u = (2v + 1)cA otteniamo

U"(€) + (2v+1-€)U(§) =0,

V'(n) = (2v +1+7°)V(n) = 0.



Studiamo ora ’equazione
u’ + (2 +1—2%)u =0, (L.7)
dove u, z e ¥ non hanno piu lo stesso significato come prima. Sostituendo
u=e*"y, (L8)

risulta I'equazione
V" — 220" + 200 = 0. (1.9)

Per v = 0,1,2,... la si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della si dicono funzioni parabolico-cilindriche.
3 Equazione di Helmholtz

In questa parte vengono calcolati gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni
normalizzate dell’equazione di Helmholtz in dominio abbastanza semplici.

3.1 Equazione di Helmholtz nell’Intervallo

Consideriamo I’equazione di Helmholtz
u” + k*u =0, 0<z<L, (1.10)

con una delle seguenti condizioni al contorno:

u(0) =u(L) = Dirichlet (I.11)
u'(0) =u'(L) = 0, Neumann (L.12)
u(0) =/ (L) =0, Dirichlet a sinistra, Neumann a destra (I.13)
u'(0) =u(L) =0, Neumann a sinistra, Dirichlet a destra (I.14)
u(0) = u(L), v'(0) =u'(L), condizioni periodiche (I.15)
u(0) =0, (cosa)u(L) + (sin a)u’(L) =0, (1.16)
(cos B)u(0) — (sin B)u'(0) = 0, (cosa)u(L) + (sina)u'(L) =0, (L.17)

dove 0 < a < (1/2) e 0 < 5 < (7/2). Le condizioni e si chia-
mano miste oppure di Robin. In tutti i casi determineremo gli autovalori e le
autofunzioni del problema al contorno. In tutti i casi gli autovalori k% sono
positivi, tranne nel caso delle condizioni di Neumann , dove si annulla
uno degli autovalori.



a. Condizioni di Dirichlet. Per trovare una soluzione non banale del pro-
blema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u(0) = 0
si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
sin(kL) =0 < kL = nm, n=123,....

Quindi gli autovalori \,, = k2 = (n7/L)? e le autofunzioni ¢, (x) ~ sin(nrz/L)

per n=1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
2 2
An = (%T) , on(x) = ”f sin (?) : (I.18)
doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

b. Condizioni di Neumann. Per trovare una soluzione non banale del
problema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u/(0) =
0 si ottiene

u(x) ~ cos(kx).

L’altra condizione u'(L) = 0 conduce alla condizione
cos(kL) =0 < kL = nm, n=0,1,2,3,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = (nm/L)? e le autofunzioni o, (x) ~ cos(nrz/L)

pern=0,1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
Mo =0 (2) = —
= y €Tr) = —,
0 2] \/Z
(I.19)
\ (mr)? (z) /2 cos (mr:v)
— _ n ) = J— — ],
n I I I I
dove n = 0,1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di

L2(0, L).

c. Condizione di Dirichlet in x = 0 e di Neumann in x = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(x) ~ sin(kx).

L’altra condizione u/(L) = 0 conduce alla condizione

1
cos(kL)zO@kL:(n—é)ﬁ, n=123....

10



Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — $)n/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
sin((n — 3)mx/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = <(n—+)7r> , on(z) = \/% sin (W%W) : (1.20)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

d. Condizione di Neumann in z = 0 e di Dirichlet in © = L. Per
trovare una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che
k > 0. Utilizzando la condizione '(0) = 0 si ottiene

u(x) ~ cos(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
1
COS(!{:L)zO@/{L:(n—é)m n=123,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — 3)7/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
cos((n — $)mz/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in

L?(0, L) otteniamo
)m> , (1.21)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

h N =

e. Condizioni periodiche. Le soluzioni non banali sono quelle periodi-
che. Dunque abbiamo la base ortonormale di autofunzioni (con corrispondenti
autovalori)

1
wo(z) = _L7 Ao =0, 2
2 2nwx 2nm
o (@) = ZCOS( T > An = <—L> : (1.22)
S () 2 . (2nnx onm >
=4/ — sin n —
| #n VI A L
dove n = 1,2,3,.... Quindi 'autovalori zero & semplice mentre gli altri

autovalori hanno moltiplicita 2.
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f. Condizione di Dirichlet in x = 0 e mista in + = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(x) ~ sin(kx).
L’altra condizione (cos a)u(L) + (sina)u'(L) = 0 conduce alla condizione
cosa sin(kL) + ksina cos(kL) = 0, n=12.3,....

Escludendo i casi gia trattati, cio¢ a = 0 [Dirichlet] e o = (7/2) [Dirichlet in
z = 0 e Neumann in z = L], risultano & > 0, sin(kL) = 0 e cos(kL) # 0.
Arriviamo all’equazione transcedentale

tan(kL) = —ktana, (1.23)

dove tana > 0. Cercando i punti di intersezione positivi tra il grafico della
funzione k — tan(kL) e la retta k — —ktana con coefficiente angolare nega-
tivo, troviamo una successione infinita di autovalori A, = k2 (n =1,2,3,...).
Le corrispondenti autofunzioni si possono normalizzare in L%(0, L), risultando
in una base ortonormale di L?(0, L).

5

4+ 4

3+ ~ 4

4 ~ 4

-5

Figura I.1: 11 plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(xL) e y = —ktan«
per L =5 e a = . Gli autovalori sono i valori di k£ > 0 corrispondenti ai loro
punti di intersezione.

g. Condizioni Miste Diverse. Ci limitiamo al caso in cui a, 8 € (0,5). In
tal caso la soluzione

sin(kx)
k

u(z) ~ ¢ cos(kx) + ¢z

12



per le opportune costanti ¢y, ¢ e per k > 0 soddisfa alle due condizioni

c1cos B —cysinf =0, (I.24)
sin(kL)
k

+sinacos(kL)| = 0.
(1.25)

c1 [cosacos(kL) — ksinasin(kL)] + ¢ [cos a

I’esistenza di una soluzione non banale conduce alla condizione

sin(kL)

cos f3 {cos ! +sin o cos(kL)}

+ sin B [cos acos(kL) — ksinasin(kL)] = 0,
oppure

cos a cos 3

sin(a + f) cos(kL) = — [ .

— ksin asin 6} sin(kL).

Si cerchino i punti di intersezione positivi tra il grafico della funzione k& —
tan(kL) e quello della funzione razionale

k sin(a + f)

k— — :
cos acos 3 — k? sin asin 3

3.2 Equazione di Helmholtz nel Rettangolo

Consideriamo ora l’equazione di Helmholtz
. + " + k*u(z,y) ) (1.26)

dove 0 < z < Ly, 0 < y < Ly e vengono imposte le seguenti condizioni di
Dirichlet:

u(z,y) =0, x=0,L; oppure y = 0, Lo. (L.27)
Separando le variabili, cioe ponendo
u(z,y) = X(2)Y (y),
e dividendo la ([.26)) da X (z)Y (y) otteniamo

X//(l,) Yl/(y)
X(x)  Y(y)

+ k2 =0.
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Quindi esistono costanti k7 e k. tali che
X"(x) + (37
X(0) = X(Ly) =

ﬂz” (1.28)
{Y”( y)+ kY (y > 129)
v .

Y(0) = Y(Ly)
K2+ k=K (1.30)

Quindi i problemi al contorno nelle variabili x e y sono ambedue problemi al
contorno per l'equazione di Helmholtz in una variabile con le condizioni di
Dirichlet. Quindi i loro autovalori e le loro autofunzioni normalizzate sono

(1), = (Z—”) oa(@) = [ - s (7). (131)

doven=1,2,3,...,e

(k) = (?) eult) =2 (ML),

dove m = 1,2,3,.... Di conseguenza, gli autovalori e autofunzioni normaliz-
zate del problema bidimensionale sono

n?  m? 2  (nmx\ . [(mn
() pm = 7 (L_% + L—%) . Pnm(T,y) = T sin (L_l) sin ( L2y> ,
(1.33)
dove n,m = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale in
L2((0, Ly) x (0, Ly)).

Su tutte le 4 parti del bordo, {0} x [0, Lo, {L1} x [0, Ls], [0, L1] x {0}
e [0, L1] x {Ls}, si possono imporre diverse condizioni al contorno, quali le
condizioni di Dirichlet, quelle di Neumann e quelle miste. In tutti questi casi si
possono separare le variabili e risolvere i problemi al contorno unidimensionali
che ne risultano.

L’equazione di Helmholtz si puo risolvere per separazione delle variabili
anche nei parallelopepidi rettangolari multidimensionali in dimensione > 3.
Per esempio, in tre dimensioni, nel dominio (0, L) x (0, Ls) x (0, L3), e sotto
le condizioni di Dirichlet escono gli autovalori e autofunzioni

n> m? [?
(kg)nvmvl = 7T2 < + + ) )
L 1212

( ) 2v/2 . (nmx\ . (mry\ . [lrz
(T, Y, 2) = sin sin sin [ — |,
L S NG 5% 7 L, L, L

dove n,m,l =1,2,3,....
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4 Equazioni delle onde e del calore

Discutiamo ora alcuni casi in cui ¢ abbastanza facile calcolare esplicitamente
le soluzioni delle equazioni del calore e delle onde.

4.1 Equazioni delle onde e del calore nell’intervallo

Consideriamo ora l'equazione del calore per x € (0, L) con condizione iniziale

ou 0%
u(z,0) = ug(x), (1.35)

dove a? ¢ la diffusivita termicaf]| e quella delle onde con condizioni iniziali

*u 1 0%

o7 = Eon (L.36)

u(z,0) = up(x), (1.37)
ou

5 (©:0) = w(2), (.38)

dove ¢ > 0 e la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizione
al contorno, quali quella di Dirichlet

u(0,t) = u(L,t) = 0. (1.39)

Al posto delle condizioni di Dirichlet si possono imporre quelle di Neumann

ou ou

%(Ovt) = %(L’t) = 0. (140)

In ambedue i casi facciamo una separazione delle variabili di tipo

u(z,t) = X(x)T(t)

e dividiamo la ([.34) e la (1.37) da X (= . Otteniamo
1 X
pe) ®) (z) equazione del calore,

T'(t
PR R
Tt  X(x)’

3Infatti a® = K/(up), dove K & la conduttivitd termica, p & il calore specifico e p & la
densita del mezzo. In generale vale ’equazione up(0u/0t) = KAu+ VK - Vu.

equazione delle onde,
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con le condizioni di Dirichlet

La separazione delle variabili conduce al problema di contorno

{X”(:E) + kX (z) =0, (L41)

X(0)=X(L) =0,
piu il problema in variabile temporale

T'(t) = —a®k*T'(t), equazione del calore,

k2 (1.42)
T"(t) = 5 T(t), equazione delle onde.
c

Quindi la soluzione della ([.41]) ha la forma

2
(K2),, = (%) . Xo(z) ~sin (—”ZI) , (1.43)
dove n =1,2,3,..., mentre la soluzione dei problemi temporali ha la forma
nm 2
To(t) = T,(0) exp (—aQt (T) ) : equazione del calore,

. [ nmt
nmt - (E)
Tn(t) = T,,(0) cos (—> + T/L(O)W, equazione delle onde.
(1.44)

La soluzione generale della equazione del calore o delle onde ¢ una com-
binazione lineare (facendo scorrere n = 1,2,3,...) delle soluzioni elementari
X, (2)T,,(t). Quindi la soluzione generale dell’equazione del calore ha la forma

ety =3 e (et (M) Yo (). e

n=1
dove

up(x) = u(z,0) = i Cp Sin (?) . (1.46)

Il coefficiente di Fourier ¢, viene calcolato nel seguente modo:

o L
Cp = Z/o up () sin (?) dx.
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D’altra parte, la soluzione generale dell’equazione delle onde ha la forma

. [ nmt
= nrt S oL nmwx
u(z,t) = Z Cp, COS (C_L) +d,———| sin (—) ) (1.47)
n=1

nrt/cL L
dove
= nwx
up(z) = u(z,0) = Cpsin | — |, (1.48)
(7
ou = . (nTX
uy(z) = a(J;, 0) = T?:l d,, sin <T> : (1.49)

I coefficienti di Fourier si calcolano nel seguente modo:

) L
Cp = z/o uo(x) sin (?) dz,

2 [ . (nTT
d, = Z/o uy(x) sin (T) dz.

Se invece della (I.39) vengono imposte le condizioni di Neumann, i dettagli
della derivazione della soluzione non cambiano tantissimo.

4.2 Equazioni delle onde e del calore nel rettangolo

La risoluzione delle equazioni del calore e delle onde nel rettangolo ¢ analoga a
quella per i corrispondenti problemi unidimensionali. Al posto degli autovalori
e autofunzioni dell’equazione di Helmholtz nell’intervallo si utilizzano ora quelli
dell’equazione di Helmholtz nel rettangolo.

Consideriamo ora l’equazione del calore per (x,y) € (0,L;) x (0, Ly) con
condizione iniziale

ou [0  O%u
e a {@ + a—y2:| , (1.50)
u(z,y,0) = uo(z,y), (151)

dove a? ¢ la diffusivita termica, e quella delle onde con condizione iniziali

0%u 1 [0%u  0%u
@ = g {@ + a—yQ] , (I.52)
u(‘rayao) = U()(I,y), (153>
0
a—?(ﬂc, y,0) = uy(z,y), (1.54)
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dove ¢ > 0 ¢ la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizioni al
contorno, quali quella di Dirichlet

{u(o,y,t): (Ll,y,t)Z% y €0, Ly, (155)

La separazione delle variabili
u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t)

e la divisione dall’espressione X ()Y (y)T'(t) conducono al problema al contor-

) {X”(w) Y”(y)}
0~ X " Y ) -
X(0)=X(Ly) =0, '
Y(0)=Y(Ly) =0,

per I'equazione del calore e al problema al contorno
T”(t) B i X”(x) Y”(y)
T @ X ) -
X(0)=X(L) =0, '
Y(0) =Y(L2) =0,

per l'equazione delle onde. Otteniamo, come al solito,

X"(z) + kX (z) =
Y (y) + kY (y)

0, X(O) :X(Ll) =0,
0, Y(0)=Y(Ly) =0,

e dunque
nm\’ nmx
(ky)? = (—) , X(z) ~ sin —,
Ly 1
2
wr= () v~ T
Ly 2
dove n,m =1,2,3,.... Inoltre,

T (t) = Torm(0) exp (-ﬁ [(Z—T)Q + (”Z—;T)Q] t)
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per l'equazione del calore e

= (£ () (5)]

per l'equazione delle onde.

Per I'equazione del calore arriviamo alla seguente soluzione completa:

2 2
nm mm nmwT mmy
u(z,y,t) g cnmexp< [<L1> +(L2) ]t) sin i sin I,

n,m=1
(1.58)
dove
up(z,y) = H;I Cm SIN nL_7r1x sin ﬂz;y, (1.59)
L1 Lo
Cnym = T / / (x,y)sin % sin L2 dy dx. (1.60)
Infine I'equazione delle onde ha la seguente soluzione:
= t nm\’ mr\ > s nmwx m
7 7 7 7
U(ma y7t) = n;_1 Cp,m COS E [(L_1> + (L_Q) ] sin L_l sin L2y
9 51 1/2 .
t nmw n mm
sin | - | — —
¢ [(Ll) (L2> nmx mm
+ dy sin % sin T (1.61)

1 nr\ > mr\ 2 2 Ly L
¢ [(L—) +<L—)]



dove

oo
. nTT . mmy
up(z,y) = g Cpm ST —— 81—,
n,m=1 1 2

nmwx mmy
g dy m SIN —— sin

n,m=1 L2
L1 pLs
nmT
(x,y) smL—sm L dydx
1 2
L1 L2
nwT m
uy(z,y) sin L_l sin L2y dy dux.
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Capitolo 11

EQUAZIONI DIFFERENZIALI
E FUNZIONI SPECIALI

In questo capitolo discutiamo prima le equazioni differenziali lineari di secon-
do ordine, in particolare la cosiddetta teoria di Frobenius. Poi discutiamo le
cosiddette funzioni speciali. Tali funzioni vengono utilizzate spesso nelle ap-
plicazioni e loro proprieta vengono tabellate. Tra i libri di tabellazione piu
utilizzati ci trovano i classici libri di Abramowitz e Stegun [I], di Gradshteyn
e Ryzik [10], di Watson [23] (che & specializzato nelle funzioni di Bessel), e di
Whittaker e Watson [24]. Sono pitt moderni il libro di Varshalovich, Moskalev
e Khersonskii [22] e il cosiddetto NIST Handbook [I5] (infatti un aggiorna-
mento di [I]). La teoria dei polinomi ortogonali si trova nel classico libro di
Szeg6 [20].

1 Equazioni Differenziali di Secondo Ordine

Consideriamo l’equazione differenziale lineare non omogenea
v+ ai(2)y + ag(x)y = g(x), x€l, (IL.1)

dove ag, a; e g sono funzioni reali continue di x € I, essendo [ un intervallo
aperto della retta reale. Allora per ogni xy € I e per ogni coppia di numeri
(v0,71) € R? esiste una soluzione unica della ([T.1]) tale che

y(@o) = yo. Y (x0) = y1. (11.2)

Ponendo y,, per la soluzione particolare dell’equazione non omogenea (II.1]) che
soddisfa alle condizioni y,(z0) = ¥y, (2¢) = 0, la soluzione del problema a valori

iniziali ([I.1)-(I1.2) ha la seguente forma:
y(x) = yo Yo(x) + v1 Yi(z) + yp(2), (IL.3)
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dove Yj e Y7 sono le soluzioni della corrispondente equazione omogenea

Y + a1 (2)y + ap(x)y =0, rel, (I1.4)
tali che
Yi(zo) =0,  Y{(m) = 1. (IL6)

Quindi le soluzioni dell’equazione omogenea costituiscono uno spazio
vettoriale reale di dimensione 2.

La mappa (yo,y1) — y, con y la soluzione dell’equazione omogenea (|L1.4])
che soddisfa la , ¢ una corrispondenza biunivoca lineare tra R? e lo spazio
vettoriale delle soluzioni dell’equazione omogenea . Dunque due soluzio-
ni y; e yo dell’equazione omogenea sono linearmente indipendenti se e
solo se sono linearmente indipendenti i loro vettori colonna dei dati iniziali
(y5(o), ¥ (xz0))" (j = 1,2), cioe se e solo se il loro Wronskiano

def yi(zo)  y2(o)
w(zg) = det (yi(ﬂﬁo) yé(xo)) # 0. (IL.7)
La matrice 2 x 2 nella ([1.7)) si dice matrice Wronskiana. Sicome la trasforma-
zione lineare dai dati iniziali delle soluzioni della equazione omogenea in xy ai
dati iniziali in un altro punto o € I € per forza una corrispondenza biunivoca,
ne segue che il Wronskiano w(x) si annulla da nessuna parte oppure si annulla
dappertutto in I. Quest’ultima proprieta si dimostra anche nel seguente modo:

d
w'(z) = (s = v241) = viyz — veyn
=41 (—a1yh — aoya) — y2 (—aryy — aoys)
= —a1 (Y195 — Yoy1) = —arw. (IL.8)
Quindi, w(z) = cost.exp (—A;(x)), essendo A; una primitiva della funzione
coefficiente a;. Di conseguenza, w(z) = 0 se e solo se si annulla la costante se
e solo se w(z) = 0 per ogni = € I.
Per risolvere 1’equazione non omogenea (I1.1) partendo da due soluzioni li-

nearmente indipendenti y; e y» della corrispondente equazione omogenea ([I1.4)),
si utilizzi il metodo della variazione dei parametri. Ponendo

y(@) = cr(@)y (@) + ca(2)ya(x) (IL.9)

e facendo l'ipotesi che ¢} (x)y1(x) + ¢ (x)ya(x) = 0 per ogni x € I, si arriva al
seguente sistema lineare

() 2o () - (). .
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Essendo w(z) # 0 (per ogni « € I) il determinante della matrice del sistema
lineare ([I.10]) (cioe il Wronskiano), risulta la soluzione

()~ (0 ) (i) =0 Cii) -+ 1

da cui si trovano per opportune costanti ¢; e ¢y

= — xfcg(i) z co(x) =c xi’g(i) z
o) =a- [ lBn@. e =or [ @ Lne

Di conseguenza,

o) = eune) + caale) + "8 I (@) () — i (2)a(2))

Zo

Y(2) = ergy () + eagh(e) + / di

zo
dove

/

)
Y1 (7o)  s(wo)

<?Jl (o) y2(zo

2 Metodo di Frobenius

L’equazione differenziale ordinaria

y'+ P(x)y + Q(x)y =0, (I1.12)

dove P(z) e Q(x) sono funzioni analitiche in un intorno di z = 0 e quindi am-
mettono uno sviluppo in potenze di x con raggio di convergenza strettamente
positiva, pud essere risolta sostituendo y(z) = > >~ ¢,2™. Risulta una rela-
zione di ricorrenza per i coefficienti ¢, che ci consente a calcolare cs, c3, ¢y, . . .
in modo unico dai coefficienti iniziali ¢y = y(0) e ¢; = %/(0). Inoltre, il raggio
di convergenza della serie di potenze per la y(z) non ¢ inferiore al minimo dei
raggi di convergenza delle serie di potenze per P(z) e Q(z). Siccome y(0) e
y'(0) determinano completamente la soluzione y, si trovano in tal modo tutte
le soluzioni dell’equazione differenziale ([1.12]).

Esempio II.1 Il metodo di resoluzione sostituendo y = 3 >, ¢,z" viene
illustrato dall’equazione di Airqf]

1/

!George Biddell Airy [1801-1892], astronomo.
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Siccome y”(0) = 0, abbiamo ¢, = 0. Quindi ¢’ = > 07 n(n — 1)¢a" 2 =
Yoo (n+3)(n+2)cppsx™t e xy =307 ) c,a™ ! implicano

> (4 3)(n+ Dengaa™ =Y e,
n=0 n=0

e quindi si arriva alla relazione di ricorrenza
(n+2)(n+3)cpis = cn, n=0,1,2,...,

partendo da ¢y = y(0), ¢; = ¥'(0) e ¢ = 0. Quindi

Co (&1

k= 935.689.....(3k— D3k T 346.7.9.10.....B3k)(3k + 1)’

e cy=c5 =cg=...=0. Di conseguenza
x3k , > 1.3k’+1
— (0 0
y@) =y ); 2356 k=1 Y >; 3467 . .BREk+1)

dove ambedue le serie hanno raggio di convergenza +o00.

Il metodo di Frobenius (1877)E| e stato sviluppato per risolvere certe
equazioni differenziali ordinarie con coefficienti singolari utilizzando lo sviluppo
della soluzione in serie di potenza. In tal caso '’equazione differenziale ha la
forma ([1.12), dove p(z) of xP(z) e q(z) oo 22Q(z) sono funzioni analitiche
in un intorno di = 0. Si dice che x = 0 & una singolarita regolare [inglese:
regular singularity] dell’equazione.

Consideriamo prima ’esempio piu elementare di un’equazione differenziale
con singolarita regolare ad x = 0, la cosiddetta equazione di Eulero

?y" + pry 4+ qy =0, (I1.13)

dove p e ¢ sono coefficienti costanti reali. Per (£z) > 0 sostituiamo = = +e,
dove t € R, e arriviamo all’equazione a coefficienti costanti

d*y dy
-2 -z —0. 11.14
pro (p )dt +qy =0 (IL.14)

La sua equazione caratteristica, ora detta equazione indiziale, e
ala—1) +pa+q=0. (IT.15)

Quest’equazione segue dalla ([1.13)) sostituendo y = (d+x)® per (£x) > 0.
Ci sono tre possibilita:

2Ferdinand Georg Frobenius [1849-1917], teorico dei gruppi.
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a. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ > 0. L’equazione indiziale (II.15) ha due
radici reali diverse oy e . In tal caso la soluzione della ([1.13]) e

y(z) = cr1e™’ + e = ¢1[x]* + colz|*.
b. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ = 0. L’equazione indiziale (TI.15)) ha una
singola radice reale o doppia. In tal caso la soluzione della (II.13) e

y(z) = cre™ + cot e = ¢1|z|* + o]z In |z].

c. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ < 0. L’equazione indiziale ([T.15)) ha due
radici complesse coniugate o + 7 dove o e 7 sono reali. In tal caso la

soluzione della ([I.13]) ¢

y(x) = 7" ey cos(Tt) + ey sin(rt)] =|x|” [c; cos(T In|z|) + co sin(r In|z])] .

Spieghiamo ora il Metodo di Frobenius (1877). Si cerchi la generalizzazione
della risoluzione dell’equazione di Eulero alle equazione differenziali

2y (@) + ep()y () + ala)y(x) = 0, (IL16)

dove p(z) e g(x) sono funzioni analitiche in un intorno di x = 0 nel piano
complesso. Cio vuol dire che

= Z Pz, q(z) = Z Gnx", (I1.17)
n=0 n=0

dove ambedue serie di potenze hanno un raggio di convergenza strettamente

positiva. Sostituiamo ora nella (I1.16))

o0

y(z) = 2 cpx”t = Z Cpx" %, (I1.18)

n=0 n=0

dove, per ipotesi, la serie ha un raggio di convergenza R > O.E| Allora

oo o
g (n+ a)c 2™, o2y (x E (n+a)(n+a—1)c,a"t,
n=0 n=0

(I1.19)

3Si pud dimostrare che il raggio di convergenza di questa serie di potenze non ¢ inferiore
al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenze nella (II.17) (vedi [I8]).
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dove abbiamo calcolato le derivate termine a termine. Sostituendo la ([I.18)) e

la (I1.19) nella (I1.16)) otteniamo
Z (n+a)(n+a—1)c, + Z Pn—j(J + a)c; + Z Gn_jci| 2" =0.
n=0 5=0 j=0

Quindi tutti i coefficienti di questa serie si devono annulare:

(n+a)(n+a-— 1)cn+z pn,j(j—l—a)cj—l—z qn—jcj =0, n=0,1,2....

j=0 j=0
(I1.20)
La (I1.20)) si puo anche scrivere nella forma matriciale
Z T(Oé)njCj = 0,
j=0
dove la matrice semiinfinita T'(«) con elementi
Aa+n)E (a+n)(a+n—1)+pola+n)+q, n=7,
T(a)ﬂf:: pn—j(j+_a)_%QH—j7 n’>.ﬁ
0, n < j.

(IL.21)
e sottotriangolare. In particolare, abbiamo trovate la cosiddetta equazione
indiziale

Aa) = afa — 1) + poa + o = 0. (T1.22)
Affinche ¢y # 0, a deve essere una radice della ([1.22)).

Teorema I1.2 (Frobenius) Supponiamo che l’equazione indiziale ha
due zeri diversi con una differenza non intera. Allora, scegliendo per o uno
degli zeri, si ottengono due soluzioni linearmente indipendenti della (I1.16)) per
|| inferiore al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenza .

Scrivendo la (I1.21]) nella forma

Z T(a)nic; = —coT (a)no, n=12....m,...,

=1
dove « ¢ uno zero dell’equazione indiziale ([1.22)) e

det (T'()n;)" _, = AMa+ DA(a+2) ... Ala+m),

n,j=1
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troviamo in modo unico tutti i coefficienti ¢, ca, ..., Cp, ... se nessuno dei
numeri « + 1, + 2,...,a+m,... € uno zero dell’equazione indiziale ([1.22)).
In tal caso risultano due soluzioni linearmente indipendenti, una per ciascuno

zero della .

Se 'equazione indiziale ha un singolo zero o € R, allora la
conduce ad una singola soluzione linearmente indipendente della . Per
trovare una seconda soluzione linearmente indipendente, si calcolino i coeffi-
cienti ¢, () dal coefficiente ¢y utilizzando la (I1.20)) e inserendo o come fosse
un parametro libero. La seconda soluzione linearmente indipendente ora ha la
seguente forma:

[(;% Z cn(a)x"+a] , (I1.23)

n=0 a=ag

dove «ay ¢ il singolo zeri dell’equazione indiziale.

Se 'equazione indiziale ha due zeri reali con differenza intera, ag e oy —
N per un opportuno N € N, allora la situazione ¢ abbastanza complicata,
poiche in alcuni casi si trovano due soluzioni linearmente indipendenti e negli
altri casi due soluzioni proporzionali. Sostituendo o = g, essendo «qy lo
zero maggiore, si vede subito che si possono trovare tutti i coefficienti ¢,
dal coefficiente ¢q in modo unico. D’altra parte, sostituendo o« = ag — N,
essendo ag — N lo zero minore, si vede subito che si possono calcolare in modo
unico i coefficienti ¢y, ..., co,...,cy_1 dal coefficiente ¢y risolvendo il sistema
di equazioni lineari

Ala+1) 0 . 0 c1 T ()10
T(w)a  Ala+2) : C2 . T'(a)20
. . . : — 0 . )
T(a)n-11 . oo AMa+N-1) CN-1 T(a)n-1,0

determinante=A(ag—N+1)A(ag—N+2)...A(ag—1)#0

dove o = g — N. Arriviamo cosi alla soluzione unica

c1 T'(co — N)io
o | | T |
CN—-1 T(ag— N)n-10

dove M e la matrice quadrata nella ([1.24)).
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Estendiamo ora la ([1.24]) al sistema di equazioni (II.21)) per m = N e
a = ag — N. In tal caso I'ultima equazione ha la forma

N-1
> v +a0—N)+anvjle; =0,
=0
oppure
co{T(ap — N)nyo
T(ag — N)io
—|—(T(a0—N)N71 T(aO—N)NVN_l)Mfl : =0.
T(ag — N)Nq,o

Ora ci sono due possibilita.

Prima: Se non si annulla ’espressione tra parentesi graffe, dobbiamo per
forza scegliere cg = 0. In tal caso ¢co = ¢; = ... = cy_1 = 0. Scegliamo ora un
coefficiente cy. Allora la pern>N+1ea=a — N ci consentono
a calcolare cyy1,cn12,... da cy in modo unico. Ponendo d, = ¢y, per
n=0,1,2,...en=N+mperm=0,1,2,..., la ha la forma

(m+&0>(m+a0_1)dm+z pmfla_'_&(])dl—i_z meldl = 07 m = 07 17 27 SRR
=0 =0

(I1.25)
e quindi per @ = ap— N si otterra una soluzione proporzionale a quella ottenuta
per a = ayg.

Seconda: Se si annulla I'espressione tra parentesi graffe, allora I’equazione
per cy risulta infatti la tautologia 0 = 0, mentre pern > N+1lea=ay— N
la conduce a valori per i coefficienti cy,1,cn12,... che dipendono in
modo unico e lineare dai coefficienti ¢y e cy. Quindi si otterranno due soluzioni
linearmente indipendenti.

Esempio II1.3 Consideriamo I’ equazione differenziale di Besseﬁ

?y"(x) + 2y’ (x) + (2* = v*)y(x) =0

di ordine v > 0, dove p(z) =1 e ¢(z) = 2> — % Quindi py = 1, gqo = -1 e

g2 = 1, e l'equazione indiziale

Aa)=ala—1)+pa+qg=a*-1*=0

4Friedrich Wilhelm Bessel [1784-1846], astronomo, & stato il primo a misurare la pa-
rallasse di una stella [61 Cygni, 1838] e di scoprire il compagno Sirio B della stella Sirio
[1841].
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ha gli zeri £v. Di consequenza, se 2v non € un intero, il metodo di Frobenius
conduce a due soluzioni linearmente indipendenti. Supponiamo ora che 0 #

2v € 7. Allora la ([1.24)) implica

A(— 1) =
(=v+ e =0, (I1.26)
A—v+n)e,+c20=0, n=2,...,

dove 0 ¢ {A(—v+n):n=1,2,...,20—1}U{A(=v+n) : n > 2v+1}. E facile
capire che per 2v dispari si trovano due soluzioni linearmenti indipendenti,
mentre per 2v si trova una singola soluzione linearmente indipendente. Infatti,
se 2v ¢ pari, per n = 2v si trova cg,_o = 0; utilizzando la ([1.26) per n =

2,4,...,2v — 2 pari, otteniamo 0 = ¢g,_o = C9,_4 = ... = ¢3 = ¢y, mentre la
(I1.26)) per n =1,3,...,2v — 1 conduce a 0 =c¢; =c3 = ... = c9,_1 = 0. Per
2v dispari, lo stesso raggionamento conduce a ¢; =c3 = ... =cgy, = ... =0
direttamente.

3 Funzioni Ipergeometriche

Consideriamo ora la funzione ipergeometrica

2P (0, By 2) = o Fi(B a5 y52) = (Z,)— z (I1.27)

per |z| abbastanza piccola, dove il simbolo di Pochhammer (a)y =1 e

<a>kd:efa<a+1>(a+1>(a+2>--~<a+’f‘1):%

Si richiede che v # 0,—1,—2,—3,... per evitare (7); = 0 per un opportuno

intero k. Si controlli facilmente che per m = 0,1,2,... si ha:
am m(0)m
dz—szl(a, By 2) = %gﬂ(a +m, B+ m;y+m;z).
Ne risulta per m =0,1,2,...
d af
o F1 (e, 857 0) = 1, d—2F1(0675;% z) = (I1.28)
< z=0 v
a|Bly |z o P (e, B39 2)
al|pB|B |z (1—2)
1|12z —log(l—2)/z
% 1 % 2? i log }f—j
s 12122 |arcsin(z)/z
5|1 ]2 | —2%] arctan(z)/z




Per trovare un’espressione integrale per le funzioni ipergeometriche si ri-
corda prima che

(B _ TB+KT() _ BB +Fky—0)
Mk TAT (7+k) B(B,v = 5)

1
761t5+k1dt
67 6/0

Sostituendolo nella ([I.27)) otteniamo

b 1
2o Fi(a, 87 2) = B(ﬁ,i —5) kz:; (2?%’“/0 (1 — )P 1PHh=1 gy

_ 1 ' o\ Y—B-146-1 % > k
B, {kZ i (”}‘“
— ; ' _ )\ B8-1B-101 2t)"¢

= B, 00

valida per |z| < 1 ey > 8 > 0, dove B ¢ la funzione Beta di Eulero [Vedi
I’Appendice . Sostituendo z = 1 si ottiene

B(ﬁap}/_a_ﬁ)

Fi(o, B;7;1 - ll—ﬂ—a—ﬂ—ltﬁ—ldt:
2 1( 7ﬂ777 ) B(’}/—ﬁ) 0( )

pervy—a— [ >0e [ > 0. Esprimendo le funzioni Beta di Eulero in funzioni
Gamma (vedi I’Appendice otteniamo il teorema di Gauss

NIy —a —p)

o1 (a, B35 1) = T(y — a)T(y — 5)7

(I1.29)

dovevy—a—>0e [ >0.

La funzione ipergeometrica oFi(a, f;7;2) soddisfa all’equazione differen-
ziale ipergeometrica

z(1—2)y"(z)+{y— (a+ B+ 1)z} y(x) — afy =0. (I1.30)
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Infatti, siano A = zd% e F = oF (a,B;7;2). Utilizzando Az* = pzt, si ha:

-AA+y-1)F = % Z n(n+vy—1) (i'nif%z"
_ 1 - (Oé)n—l(ﬁ>n—1 (Oé +n>(ﬁ + n)zn

(O‘)n—l(ﬁ)n—l n
(n = DUY)n-1

il che si riduce all’equazione ipergeometrica .

Tutti i punti z € C\ {0, 1, 00} sono punti regolari della (I1.29) (cioe, esisto-
no due soluzioni linearmente indipendenti in un intorno di ciascuno di questi
punti), mentre 0, 1 e co sono singolarita regolari.

Intorno a = 0 la ([1.30)) ha la forma

" 7—(a—l—ﬂ+1)x, af o
T B s L

Quindi '’equazione indiziale e

plp—1) +yp=plp+v—-1)=0,

con gli zeri 0 e 1 —~. Quindi la sostituzione y(z) = x> 2, cxz” per pu €
{0,1 — ~} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per |z| < 1 se
v & Z.

Intorno a = 1 'equazione indiziale ¢

pp=1+(@+f-—v+pu=pp+a+p-7) =0,

con gli zeri 0 e y—a— 3. Quindi la sostituzione y(z) = (x—1)*>"°, cx(z—1)*
per u € {0,7 — a — [} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per
lzt—1]<lsey—a—p¢Z.

Intorno a x = oo possiamo trasformare la ponendo z = 1/x e con-
siderando z = 0 come singolarita regolare. Si ottiene ’equazione differenziale

1 (1 _ l) Z2i(z2y'(z)) - {7 - %ﬂ“} EL aBy(z)

z z dz dz
=22z = 1)y'(2) = 221 = 2) + vz —a = B = 1]y'(2) — aBy(z) = 0.
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L’equazione indiziale e

pp—1)+p(l—a—=p)+af=(—a)(p—p5)=0.

Quindi la sostituzione y(z) = 27* > 72, c,a™* per u € {a, B} conduce a due
soluzioni linearmente indipendenti per |z| > 1se a — 5 ¢ Z.

Per passare all’equazione ipergeometrica confluente osserviamo prima che
la funzione oF(«, 5;7v; /) soddisfa all’equazione differenziale

(B ]

Facendo tendere § — oo si arriva alla cosiddetta equazione ipergeometrica
confluente

zy(x) + (v — 2)y'(z) — ay = 0. (11.32)

Siccome (3)x/* — 1se B — oo per k fissa, otteniamo come una delle soluzioni
la funzione ipergeometrica confluente

- (@) &
Fi(a;v;x) = x”. I1.33
Fileinin) =3 03 (11.33)
a E 1F1 (0575 2)
« a |z e?
z
a+1l|alz <1+—)ez
o
NS
: 3 22 2—erf(z)

Tutti i punti in C\ {0, 0o} sono regolari, mentre zero e oo sono singolarita
della (II.31)). Infatti, intorno ad x = 0 si ottiene I’equazione indiziale

plp—1) +yp=pp+v—1) =0,

con gli zeri 0 e 1 —~. Quindi la sostituzione y(z) = x> 2, cxa” per pu €
{0,1 —~} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per |z| < 1 se vy ¢

Z. 1l punto all’infinito non ¢ una singolarita regolare. Infatti, la sostituzione
z = (1/z) nella (I1.32)) conduce all’equazione differenziale

1 ,d [ 5dy 1Y dy B
zzdz(zdz)+(7 z)dz ay =0

d*y dy
23@ +(2+9]2% - Z)a —ay =0,

per cui z = 0 e uns singolarita irregolare.

oppure
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4 Funzioni di Bessel

Consideriamo ’equazione differenziale

2’ + zu’ + (22 — v¥)u =0, (I1.34)

detta equazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente
nulla ¢ detta funzione cilindrica.

4.1 Definizione e proprieta semplici

Consideriamo, per v € R, la funzion

i —1)* T 2k+v
kZ:O T k;—i—u+ JT(k+ 1) (5) ’ (11.35)

dove I'(2) ¢ la funzione Gamma che soddisfa I'(z+1) = 2 '(z) e I'(1) = 1 [vedi
I’Appendice . Si puo rappresentare J,(x) nella forma

J(2?) = 2" f, (2?), (I1.36)

dove f,(¢) & una funzione analitica in tutto il piano complesso,

LO=3 U
Y 226D (k+ v+ DIk +1)’

k=0

(11.37)

con raggio di convergenza R = 4o00. Quindi la sua somma definisce una
funzione analitica f,(¢) in tutto il piano complesso.

Verifichiamo che la funzione J, (z) soddisfa I'equazione ([L.34)). Utilizzando
la relazione I'(z + 1) = 2T'(2), si ottiene

22T (z) + 2 (2) — v* ], (2)

(=DF[(2k +v)(2k +v — 1) + (2k + v) — V2] fa\2k+v
T(k+v+1)T(k+1) (5)

NE

iy
o

NE

) (2 S e (2

(—1)k v,
T(k+v+1)T(k+1) (5) = —a"Jy(2),

r

i

0

—= —xz

NE

=

=0

®La ([1.35)) si puo anche derivare applicando il metodo di Frobenius.
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come dovevasi dimostrare. La funzione cilindrica J,(z) si dice funzione di
Bessel di ordine v, dove ¥ > 0 per x > 0. In particolare

2 D o 2
Jij2(x) = E;(Qk—i—l)x =/ — sing,

T1s(x) = \/%_f; ((;;;f:v% _ \/g cos .

k=

(I1.38)

Se v > 0 non ¢ intero, le funzioni J,(x) e J_,(x) sono linearmente indipendenti.
Cio segue dalla (I1.35)) in virtu del fatto che

v

AT ACES))

[1+O($2)], .%'—)O, I/7é_17_27_377

(I1.39)
poiche I'(v+ 1) ¢ finito. Se, invece, ¥ = n ¢ intero, si utilizzi il fatto che I'(—k)
¢ infinito per k = 0,1,2,--- [vedi ’Appendice |A] e quindi la sommatoria nella
serie (I1.35)) per J_,(x) inizia a k = n. Quindi per n =0,1,2,... si ha

Z —n+ 11)F(k: +1) <§>2’f—”

=N

I'(k
Z BT

1:0 Pl+1 (I+n+1)

~

Dunque le funzioni J,(z) e J_,(z) sono linearmente dipendenti:

Ton(@) = (—1)"Ju (). (I1.40)

Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:

T () = Jyi(z) — g,],,(x) = ~Jyn(@) + ~ (@) (IL.41)

Infatti, la prima formula ([1.41]) segue dalla (II.35)):

J(ff) Ju- ()

[QF k+v +2f);:(ll;)+ 1) (g)mﬂ Tk +(1/_)1F)(k +1) <£>2k+“}

2

O

k

V (—1)
__EZ T(k+v+ DDk +1)

=0

<g>2k+y _ —sz(x).
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Nello stesso modo si ottiene
I () + Ty ()

o lsz( Torean 3) R ETT (%)myﬂ}

“mn(a)
_ 12; [2;(;2 ”(2$>VFJ?2> ST+ utgr(z + 1)} (g)%ﬂ

1 1 €T 2[+V+1 v
- (= 2 = = —J, ().
2F(1/+1)< ) x;Fl+I/+2 (l+2)<2) 27
Le formule ([1.41)) si possono riscrivere nella forma

d v v d —v - —v
- [V, (z)] = 2" J,—1(x), ar (27T (2)] = =27V Ty ().

In particolare, per v = 0 si trova
Jo(x) = =i ().

Infine, sottraendo le formule ([I.41]), si ottiene ancora una relazione di ricor-
renza:

oo (z) — %”Jy(:c) + oy (x) = 0.

4.2 Funzioni di Bessel di seconda specie

Il Wronskiano Wu,v] = ww’ — «'v di due soluzioni u e v dell’equazione di
Bessel soddisfa all’equazione differenziale di primo ordine

W, v](z) + iW[u,v](x) 0,

e quindi Wu,v](z) € proporzionale alla funzione 1/z. Per trovare la costante
di proporzionalita basta studiare I’andamento del Wronskiano se z — 0. Per
v ¢ 7 si vede subito che

(1, (x) = ﬁ (g) +0(2"*?),
2, (2) = ﬁ (5) +0@"),
(10) = 517 () + 0,
\:EJ/_V(x) = F(%V—Fl) <§> L0,
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e dunque [vedi la (A.10) nell’Appendice |A]

Wi, Joo)(w) = oI'(v + 1_)i‘y(—u +1) +\O\(f.)/
B —2v B -2 _:0—2 sin(vm)
AT+ DI(—v+1) 21 —-v) Tr

Quindi J,(x) e J_,(z) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non
si annulla per x # 0] se e solo se v non ¢ un intero. Se v € Z, risulta
J_,(z) = (—=1)"J,(x).

Per v =n (n = 0,1,2,--) esiste una soluzione dell’equazione di Bessel
linearmente indipendente della J,(x). Per trovarla definiamo la funzione di
Bessel di seconda specie

Jy(x)cos(vm) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (z) =

per v ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni anali-
tiche di v € C e (d/dv)sin(vm) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,---, il limite
di Y, (z) per v — n € NU {0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

-] o)

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(x) rispetto a v ed intro-
ducendo la funzione ¥ (z) = I"(z)/I'(z) otteniamo per x > 0

Yo(z) = %Z S [og g — v+ 1)

[e o]

= %JO(.Z') logE — %Z %w(k‘ +1),

Y, (z) = _%Z W (g)an

+ % i (=) /2™ 210g 5 — vk +1) = Gk +n+1)]

“~  kl(n+k) 2
n—1
2 r 1 (n—k—1)! fa\2k-—n
= Sh)log s =237 == (3)

LN (1) (/2
2 S WD+l 1,
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Figura II.1: Panello sinistro: le funzioni di Bessel J,(z), v =0, 1,2, 3. Panello
destro: le funzioni di Neumann Y, (z), v =0, 1,2, 3.

Quest’espressione conduce alle rappresentazioni asintotiche per z — 07"

2 1og & 0
—log = n =
Yo(z)~ {7 &) (I1.42)
n (n—1)! (x)*n 1.9 '
— —_ n = .
7_‘_ 2 ) )= Y

implicando che |Y,,(x)| = 400 se x — 0.

Per ragioni di linearita le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano
alle stesse formule di ricorrenza di quelle di prima specie. In particolare,

Y (z) =Y, 1(x) — ng(:z:) =Y, 1(z) + gyy(x);

d v v d —v _ —v .
V@) =2 Yal), = [NE)] = Y @);

2
Yi@) = Yi(@)  Yin(@) = =Yy(@) + Ya(x) = 0.
4.3 Ortogonalita e zeri

La seguente proposizione ci importa dappertutto nei casi « = 1 e § = 0
(cercando gli zeri) e a« =0 e f =1 (cercando i valori estremi).

Proposizione 11.4 Per o, > 0 con o+ 8 > 0, siano py e po zeri reali
dell’equazione

aly(p) + Budy () =0, (IL.43)
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dove v > —1. Allora

/o xdy, (pix)J, (pex) do

0 ) P 7 3,
1 / 2 1 1%
- 1— —
_ ) S+ ( M) o m=is (g
1 1 v
_5‘]1/’('“1)‘];(_“1) T3 (1 T2 ) (1) (=), 1 = —pia.
1

Dimostrazione.  Siano py, pie € R. In virtu della (I1.34)), le funzioni J, (u1x)
e J, (o) soddisfano le equazioni

d [ dJ,(mmz) , U2 _
& [d—] * (Wﬂ - ) Mma) =0,
d [ dJ,(px) N Z _

Moltiplichiamo la prima per J,(u2x) e la seconda per J,(uix), poi sottraiamo
termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo da 0 a 1. Si ottiene

1
(1 — 117) / oy (1) J, (paw) do
0

[ [ (o) (xwﬂ .
= [, (new) J () — pa, ()T, (12x)] g - (I1.45)

Dalla (I1.35) [vedi anche la (I1.39)] abbiamo per x — 0%

J(px) = ﬁ (%)V—I—O(x”“), px ), (px) = —F(yy—l— 5 (ﬁ) FO(" ),

e percio
gy () I, (px) — pawd, (mx)J) (pax) = O(z®*?), x— 0%,

Quindi, grazie alla condizione v > —1, il primo membro della ([1.45]) si annulla
per x = 0 e si ottiene

Jo(p2)J), (p1) — MzJu(Ml)JL(M)‘
13 — pi

1
/ xd, (), (pox) de = e (I1.46)
0
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Se 11 e uo sono zeri reali dell’equazione ([1.43)) dove o, 3 > 0e a+ 5 > 0, il
determinante del sistema lineare

ad, () + Bpad, () =0, oty () + Bpad,(p2) =0,

per (a, 3) si annulla, cio¢ il numeratore della frazione nella si annulla.
Di conseguenza, se u? # u2, segue la proprieta di ortogonalita (cioe, si annulla
la parte a sinistra della (I1.46))).

Per dimostrare la se ji1 = g, si passi al limite per gy — p; nella
utilizzando la regola di De L’Hopital:

pady (pa) ), () — pady(p1) ), (p12)

1
/ vJ,(pr)? dr = lim
0

H2— 13 — pt
1 1
= 5 )]’ = 5= () [, ) + g} ()]
2 2401
1 2 1 1/2
=_1[J =J, 1—-—
S LT+ 5 )? (1= 2 )
Abbiamo dimostrato la ([1.44)) per u; = puo. La dimostrazione per p; = —ps €
analoga. O

Dimostriamo ora le seguenti proprieta degli zeri dell’equazione ([[1.43) per
v > —1. Per f = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle funzioni di Bessel.

Teorema I1.5 Gli zeri dell’equazione (I1.43)) per v > —1 sono reali, semplici,
ad eccezione, forse, dello 0; questi zeri sono simmetricamente disposti rispetto
all’origine e non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione.  Dalla (I1.35)), in virtu del fatto che «, 5 e T'(£) sono reali,
per ¢ reali, si ottiene J,(z) = J,(Z). Quindi

alty(m) + BaJy () = aty (1) + Bud, (1)
Per questa ragione, se p € uno zero dell’equazione ([1.43)), 7& ¢ anche’esso uno
11.44

suo zero. Se u? # 12, applicando la formula ([1.44) per p, = p e pup = @, si
arriva ad una contraddizione:

1 1
o:/ xJ,,(ua:)Jl,(ﬁx)dx:/ ol () 2 de.
0 0

Cio significa che p? = 1%, cioé p & un numero reale o immaginario. Ma quest’ul-
timo caso non ha luogo, poiche, in virtu della (I1.35)) e del fatto che I'(§) > 0
per £ >0,sihaper0#a€R

v o0

M

a+ B2k +v) (g)ﬂc%o'

/
ad,(ia) + i fad)(ia) ( ) Tlhto+ )Ik+1) \2

k=0
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Siccome " [ad, (1) + fuJ, ()] € una funzione analitica di p in tutto il
piano complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo ora la semplicita degli zeri. Sia pp > 0 uno zero della
di moltiplicita 2, in modo che

ady (o) + Brod, (o) = 0,

2
a#w&+6%ww+ﬁmﬂww=—50m—%)LW®+a%ww=&
(11.47)

in virtu dell’equazione . Dalla [che & un sistema di equazioni
lineari per J,(uo) e J!(t0)] concludiamo che a) J,(uo) = J, (o) = 0, oppure
b) a? + 3%(u2 — v?) = 0. 1l caso a) ¢ impossibile grazie al teorema sull’unicita
della soluzione della , poiche pg > 0 non ¢ un punto singolare dell’equa-
zione ([L.34). Dimostriamo che & anche impossibile il caso b). Per realizzare il
caso b) ci vuole 8 > 0 e (a/B) = \/v? — p3, dove 0 < py < |v|. Sostituendo
quest’equazione nella ([1.47)) si ottiene

2 v?
L)l = (% 1) Lol

Mo

il che, in virtu della ([1.44)), porta all’'uguaglianza contraddittoria

/01 xJ,(oz)? do = % {[J;(uo)]Q + (1 - Z—i) Ju(uo)z} = 0.

0

Il teorema ¢ stato dimostrato. O

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione
(I1.43)), disponendoli in ordine crescente:

w) )

0 < py” < py W«

< K3

Se v >0, J,(z) si annulla per z = 0.
Abbiamo la seguente espressione asintotica per la funzione J,(z):

™

2
J,(z) = \ 7 o8 <33 — gy — Z) + O(x73/2), T — +00. (I1.48)

Ne segue la formula approssimativa per gli zeri di J,(x):

)
ué)%zﬂ—i—gu—{—kﬂ, k — +o0.

La dimostraziona della formula asintotica ([1.48]) si trova nell’Appendice .
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4.4 Altre funzioni cilindriche
Insieme con le funzioni di Bessel J,(z), sono importanti per le applicazioni
altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le seguenti:

1. Le funzioni di Neumann o le funzioni di Bessel di seconda specie
Jy(z)cos(vm) — J_,(x)

sin(v) ’ v¢ L
(@)= q1[00@) 4y0)(@) R
175 (—1) v v=n=0,1,2,
(=1)"Y, (=), v=-n=-1,-2---

Spesso si vede la notazione N, (z) invece di Y, (z).

2. Le funzioni di Hankel di prima specie

H(z) = J,(z) + Y, (z) (I1.49)

e le funzioni di Hankel di seconda specie

HP(2) = J,(x) — i Y, (2). (IL.50)

3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario

L(z) = e™ /2, (iz),|  |K,(z) = %Zem‘/zHS)(m. (IL51)

Le funzioni I,(x) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima specie
("modified Bessel functions of the first kind”), mentre le funzioni K,(x) si
chiamano funzioni di MacDonald[f

Utilizzando ’espressione asintotica per J,(z), si ha® per x — +o00

™ ™

HW(z) = \/%ei <x_ 27 Z> + O(z7%/?), (I1.52)
HO) (z) = \/% - <$_ 2" 9 + O3, (I1.53)

Y, (z) = % sin (a: — gu — %) +O(x7%?), (I1.54)
I(z) = ;x [1+0@™)], (IL.55)
K, (z) = % e [1+0@™)]. (I1.56)

6Nella letteratura ci sono diversi nomi e notazioni per queste funzioni. In particolare, in
[24] si utilizza una definizione diversa della nostra.
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Figura I1.2: Panello sinistro: le funzioni di Bessel immaginarie I,(x) per v =
0,1,2,3. Panello destro: le funzioni di MacDonald K, (z) per v =0,1,2, 3.

Le dimostrazioni delle formule asintotiche ({[1.52))-(|I1.56]) si trovano nell’Appen-
dice . Analogamente, utilizzando la (I1.39)), si ottiene per x — 0%

2t 1 2t 1
H(2)~ —=In=, HP(z)~=In-
0 (l’) T nx7 0 (Z’) T n,f[,"
2 1 1
Y ~——In— K ~ In—
o(x) —In—, o) n-

Calcoliamo ora

g (I_o(2) = I(2)) = = (/2T (iz) — e ™/2 ], (iz))

- gem’/? sin(vr) (J,(i2) + Y, (i2))
= %e””/QHIEl)(iz) sin(vr) = K, (z) sin(vm),

implicando chd|

Z ]—1/(Z> — L/(Z)
2 sin(vm)

K,(z) =

Per v = n € 7Z bisogna calcolare il limite se v — n.

"In 24, Sec. 17.71] la funzione di MacDonald K, (z) viene definita in modo diverso:

K, (z) = 5(I_,(2) — I,(2)) cot(vT).
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Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I,(z) e K,(x). So-

stituendo = +— iz nella ([1.34]), otteniamo 1’equazione differenziale

T

2 u//

+ zu' — (2? + v*)u = 0.

(IL57)

Dal Teorema segue che per v > —1 le funzioni di Bessel immaginarie ()
e le loro derivate prime non hanno zeri reali (con I'eccezione di x = 0 se v > 0).

4.5 Funzioni sferiche di Bessel

Le funzioni di Bessel Jias1y (x),dovel =0,1,2,..., appaiono nello studio dello
scattering quantistico e dello scattering della luce. Per questo motivo vengono
introdotte le seguenti funzioni:

a(z) =4/ 5, i),
u(z) = (1) m(z) = | — Y,
22 I+
. T
WY (z) = =) + i) =y o B

(I1.58)
(I11.59)
(11.60)

(IL61)

Le funzioni j;(2), yi(z) = (=1)"ny(2) e hl(l’Q)(z) si dicono funzioni sferiche di
Bessel di prima, seconda e terza specie. Quindi

jo(2)

_ sin(z)

’

z

_sin(z)  cos(z)

Si vede facilmente che

u(z) = (=) () =
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E anche abbastanza facile trovare le seguenti espressioni esplicite:

i) = # (—li)l M) y2) = (—1) () = — (—li)l c0s(),

zdz zdz

2 z
(IL63)
Asintoticamente (se z — 400) abbiamo le seguenti espressioni:
eyt
(=1)= , [ dispari,
x
(—1)(”2)/2—(:08(%)7 [ pari,
yi(x) = (=1 ny(2) ~ - sin(x)x (I1.65)
(—1)= : [ dispari,
x
( eix
—i(—=1)Y2— [ pari,
hV(z) ~ Jia® (IL.66)
141 . .
k(—1) T [ dispari,
( e—ix
i(—1)Y2—— [ pari,
W () ~ z, (IL67)
+1 € . .
k(—1) 2 , [ dispari.
x

Sostituendo y = /'Y nell’equazione di Bessel di ordine v = [ + % si arriva
all’equazione differenziale

Y”+%Y’+ <1— l(“;l))yzo (11.68)

T

per le funzioni j;, y; = (—=1)"n,, h;l) e hl(Q). Ponendo Y = Z/x si ha inoltre

7" + (1 _ Wi 1>> Z=0 (I1.69)

12

per le funzioni zj,(z), zy(z) = (—1)"tan(z), xhl(l)(x) e xhl(2) ().

5 Funzioni sferiche

Consideriamo adesso una classe di funzioni speciali molto importante per la
fisica matematica.
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5.1 Funzioni sferiche

Si dice funzione sferica di ordine [ = 0,1,2,--- ogni polinomio armoniccﬂ
omogeneo di grado [ considerato sulla sfera unitaria S™"~! C R". Dunque, tra
le funzioni sferiche Yi(s), s € S"!, di ordine [ ed i polinomi armonici omogenei
w(z), = € R", stabilisce una corrispondenza biunivoca l'identita

Yi(s) = u (i) _wlr) 2 (IL.70)

dove Au; = 0.
Le funzioni sferiche Y; e Yy, di ordini diversi sono ortogonali in L*(S™™1),
cloe

0¥ = [ Vi) do =0, 1AL

Infatti, applicando per la sfera la formula di Green ([V.16)) ai polinomi armonici

w(z) = oI’V (g—,) C w(e) = el (f;—,) |

si ottiene per x = rw e r = |z
- / ERZNCRIEE RN R AIRE
Rn

0|z, A(|z|' Yy
[ -t

= [ 2 —Yla“”;f’)} do= =0 [ Vloils)

come volevasi dimostrare.
Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla circonferenza S' (n = 2). In
coordinate polari abbiamo

w(z) = r'Y(6), x = (rcosf,rsenf),
dove Awu; = 0. Risulta I'equazione differenziale
Y/'(0) + *Yi(9) = 0,

da cui seguono le funzioni trigonometriche

costante, =0
Yi(0) =
cpcos(ll) + cosen (10), 1=1,2,3,---.

. . . . . 2
8Una funzione v = v(z1,...,r,) di classe C? si dice armonica se Av = 2?21 % =0.
j
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Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla sfera S? (n = 3). In coordinate
sferiche abbiamo per y;(x) = 7'Y(6, )

16(18%) 1 0%V

sontoop T DYIB ) =0, (IL71)

sengp% sengp%

dove 6 € [0,27], p € [0,7] el =0,1,2,---. Cerchiamo le soluzioni della (II.71)
in C°°(S?). Introduciamo prima & = cos ¢ e scriviamo ([L.71]) nella forma

1Y, 0 oY

o <<1 - ) UL+ 1)Yi(6,€) = 0. (11.72)

Applicando la separazione delle variabili

otteniamo

o) = costante, m=20
cicosmb + casenmb, m=1,2,3,---,

dove abbiamo sfruttato la periodicita della ©(0): ©(0 + 27) = ©(0). Dunque
0"(0) = —m?0O(0). Risulta 'equazione differenziale

m

d > + [1(1 +1) - 1_—£2} P(§) = 0. (IL.73)

5 dP
it (-

Quest’equazione si puo scrivere nella forma

/ m2

—[1=-)P] + 1_—527? =1(l+1)P.

Le soluzioni di quest’equazione nei punti +1 debbono assumere valori finiti.

5.2 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendr&ﬂ P,(€) si possono definire nei seguenti modi:

1. tramite la formula generatrice

1 [o.¢]
= P(K, h| <1,
g - PO

9 Adrien-Marie Legendre [1752-1833] introdusse i polinomi di Legendre nel 1784.
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Figura I1.3: T polinomi di Legendre di grado 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il numero
degli zeri e uguale al grado del polinomio.

2. tramite I'equazione differenziale,

—[(1=2)P)(z) =11+ 1)P(z),| —1 <z <+1; P(1) =1,

3. tramite l'ortogonalita: F,(§) sono i polinomi in & di grado [ con coeffi-
ciente principale positivo tali che

! 2
/_1 PA€)P(E) dE = b,

4. tramite la formula di Rodrigued™|

5. tramite la formula di ricorrenza

20+ 1DEP(E) = (I + 1)Pa(§) +1Pa(E), P(§) =1, Pi(§) =¢.

Noi dimostriamo 'equivalenza tra queste definizioni.
4 = 2. Consideriamo ’equazione differenziale

—[(1 — 25V (z) = \u(z), —1 <z <41, (I1.74)

0Benjamin Olinde Rodrigues [1795-1851] derivo la formula di Rodrigues nel 1815.
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sotto le condizioni iniziali che i limiti di u(x) per x — %1 esistano finiti.
Questo problema al contorno ha soluzioni polinomiali per A = [(l + 1) dove
1 =0,1,2,---. Verifichiamo se i polinomi

1 (d\

soddisfano la (I1.74) per A = (Il + 1). Questi polinomi (di grado [) sono
detti polinomi di Legendre e la (I1.75)) si dice formula di Rodrigues. Infatti,E|
ponendo Wj(x) = (2% — 1)! e derivando I'identita

(2 — DYW/(z) — 2l aW;(x) = 0
[ + 1 volte, si ottiene
(2? = YW (@) + 22w (@) — 11+ YW (z) = 0.

Dunque la funzione I/Vl(l)(x) = 2/(I") P(x) soddisfa I'equazione ([1.74). Inoltre,

Pi(w) = ﬁg (i) ((%)(x— 1)l) ((%)l (x—l—l)l)

) 2%'2 (=m0 (5 r),

il quale implica che P(1) =1 e P(—1) = (-1)".
2 = 4. Sostituendo u(z) = P(z)z(z) e w(x) = 2'(x) nella (I1.74) con
A =1[(l+ 1), otteniamo 1’equazione separabile

wix) Px) 2
w(x) 2Pl(:lr) * 1—a?

implicando che

y(x) = cr Ai(x) + 2 P () /01 ﬂ—;lw

L’integrale nell’ultima espessione ¢ divergente in = +1 (poiche P(+1)? = 1].
Quindi Pj(z) e I'unica soluzione dell’equazione differenziale con \ =
[(I 4+ 1) che soddisfa P(1) = 1. Siccome la formula di Rodrigues rappresenta
una tale soluzione, si ottiene questa formula dalla proprieta 2.

Vale la formula di Leibnitz (fg)™ = Z;n:o (?)f(j)g(m’j). Quindi (zf)™) = 2fm) 4
mfm=1 e (22 = 1)) = (22 = 1) ) + 2ma f=1 £ m(m — 1) f(m=2),

48



(2+4) = 3. Si dimostra facilmente che i polinomi di Legendre sono
ortogonali nello spazio L?(—1,1). Infatti, utilizzando la ([1.74]) si ha

1

N1+ 1) — k(k+1)] / P/(z)Py(x) dx

1

_ / | PR [0 =) = Pela) [0~ )] ] de

1

= _/_ [P/(k)(1 — 2*)Pi(z) — Py(z)(1 — 2*)P/(z)] dz =0,

1

dopo un’integrazione per parti. Quindi (P, Py) f P(x)Pi(x)dx = 0 se
l # k. Per trovare il fattore di normalizzazione, Calcohamo (Pl, P)) tramite [
integrazioni per parti consecutive. Otteniamo

(P P) = — /1P(:1:) 4 l(x2—1)l
1y 11 2ll| . l dx
1
1 d =1 2 1 ! / d - 2 l
o [0(@) @) [ reE) e
1
1 : k—1 p(k—1) d o 2 l
= 57 Z (=D)" P, (z) Iz (" —1)
k=1 4
contiene il fz:tzoro (x2-1)k] 4
1 } )
0 [ B g = b [y
L N——— -1
costante
Inoltre,

21 21
O] _L i 2 Z_L i 21_(2l)!
Br@) = o, (dw) (=" =57, (da; T o

Applicando la formula di ricorrenza (I;—;/I;) = 1+ (1/2]) and I, = 2 per
integrale I; = fl (1 —2?)! dx per arrivare all’espressione I; = 2!711/(21 + 1)!!
[essendo (21 4+ 1)!! = 1.3.5.....(2] — 1)(2] + 1)], si ottiene infine

1ot 272
2000 210 2L+ 2041

(P, P) = (I1.76)
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Quindi 4/ + 5 P(«) ha norma 1 in L*(—1,1).

(34 4) = 5. Per trovare una formula di ricorrenza per i polinomi di
Legendre calcoliamo prima il prodotto scalare (Pyq,xP,). Infatti, dopo [ + 1
integrazioni per parti consecutive e utilizzando (x f)+Y =z f0+H) 4 (141) fO
si ottiene

—1)H*t ! 2 +1
<BH“B>:zm1&alnnwL[fx‘ly *

[:c (%)M (2> = 1) + (1 +1) (%)QZ (2% — 1)1 dz
- —22(1;1?%2 / 11 (2 — 1) (d%)% (2 = 1)l du
- 2%1;(“)2/_11 (1 — 22y (d%)% (2 = 1)l do

(2! 212 (14 1)! 20l +1)
S22l (N2 (2 4+3)(20+1)---3-1  (2A+1)(20+3)

X

Siccome i polinomi di Legendre sono ortogonali, essi sono linearmente indipen-
denti. Dunque

20+ DaP(x) =) a;Py(x),

dove a; = 0 per j > [+ 1 [poiche xP,(z) ha grado [ + 1]. Risultano (21 +
1)(zP, P;) = (2L + 1)(P,2P;) = 0 per | < j — 1 [poiche¢ zP;(z) ha grado < ]
e (2l +1)(z P, B) = 0 [poiche zP(x)? & una funzione dispari]. Quindi

<2l + 1)$PI(Z‘) = CLH_lPH_l(l’) + al_lf)l_1<x>.
Infine troviamo

20+ 1)(@ P, Pii1) = a1 (P, Pr) = @ (2/(20+ 3));
(2l +1)(zP—1,P) = ay-1(P—1, P—1) = a;—1(2/(2l = 1)).

Quindi ;.1 =1+ 1 e a;_1 = [. Risulta la formula di ricorrenza

20+ DzP(z) = (I 4+ 1)Pyi(z) + I P4 (x), Py(z) =1, P(zx)=xz

(IL.77)
Per induzione matematica si dimostrano facilmente
P(1)=1,  PB(-1)=(-1),  B(-=z)=(-1)'Pz);
—1<P@x) <+, —1<z<4+1 (I1.78)
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5 = 1. Dimostriamo ora la formula generatrice

= 1
> Pa)h' = . <1 (I1.79)
P V1 —2xh + h?

Infatti, scriviamo F'(z,h) per la parte a sinistra della (I1.79)). Per |h| < 1 &
permessa la derivazione termine a termine rispetto ad h, grazie alla ([1.78]). Si
trovano facilmente le seguenti espressioni:

> F
+ 1)z P(x z,h)+ 2x x,h) 4+ 2xh—;
21 P(z)ht = xF(x, h) 2h | P(x)h' ™ = 2F (2, h 2hgh
=0 =0
> OF
I+ 1)Py(2)ht = | Py(x)h' ™ = | P(x)h' ™ = —;
OTENCIEDS > 1 = G

T
=

o0

S 1P i(x)h =h*Y (1—1)Py(2)h!” 2+hZPl L(z)h!
=1

=1

F
- hQZ—h + hF(z, h).

Applicando la (I1.77)) si ha

F
F(xz,h) = (1 —2zh + hz)g_h + hF(x,h),

dove F(z,0) = Py(z) = 1. Oppure:

OF/0h x—h
F(z,h) 1—2xh+ h?

F(z,0)=1.

La soluzione unica di questo problema di Cauchy e la funzione F(z,h) data
dalla parte a destra della (I1.79)).

1 = 2. Scrivendo F'(x,h) per la parte a destra nella (I1.79) risulta (dopo
alcuni calcoli)



Cio implica I'’equazione differenziale. Infine, sostituendo = = 1 nella (I1.79]) si

ha
1 1

implicando F(1) = 1.

4 = 5. Prima di concludere la discussione dei polinomi di Legendre presen-
tiamo un’altra derivazione della relazione di ricorrenza e delle costanti
di normalizzazione nella . Calcoliamo ora

n—1
2"+ D Py () = 4 d—2(x2 — 1)
s dx dx?

=2(n+1) (dii)n_l %{x(;ﬁ —1)"

=2(n+1) (%) : {(2* = )" + 2n2?(2* — )" '}
241 () {6 -1 20 -,

implicando che

Pri(x) = mrl ( d )”—1 (2% — 1) + 2n (i)n_l (a2 — 1)

ol \dr 2rn! \ dx
41 (d\"" .
- (%> (22 = 1)" + P,_y(). (I1.80)

D’altra parte, utilizzando la formula di Leibnitz al terzo passaggio, si ha

1 d\" d
Pn - - il . 2 1 n+1
+() 27+l (n +1)! (dx) da:(x )

et () -

T2 i (n+ 1) \de
L ( () () m)
= zP,(z) + m (%)n_l (z2 = 1) (11.81)

Eliminando ()" (2% — 1)" dalle (IL.80) e ([T.81) otteniamo la 5.

5 pil1 ortogonalita = 3. Eliminando la derivata (n—1)-esima dalle iden-

tita ([1.80) e (I1.81]) arriviamo alla relazione di ricorrenza ([[1.77)). Sostituendo
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n — 1 al posto di n nella ([1.77)) abbiamo invece
(2n+ 1P, (z) = (n+ 1)Pyi1(z) + nPy_1(x), (I1.82)

dove n =2,3,4,.... Per il coefficiente principale ¢, di P,(z) [cioe, se P,(x) —
¢z ha grado < n— 1] risulta (2n+1)c, = (n+1)c,41. Prendendo il prodotto
scalare nella prima uguaglianza ([1.77]) e utilizzando l'ortogonalita e la seconda

uguaglianza ([1.82]) otteniamo

n(Pn_1,Pr1) = 2n+ 1)(zP,, Poo1) = 2n+ 1)(2P,—1, P,)

— 2n+ )Y (P, P = (20 + D3 " (P, P).

Cn n—1

Siccome (Fy, Py) = 2, otteniamo infine la (I1.76]).

5.3 Funzioni di Legendre associate

Sostituiamo P(€) = (1 — £2)™/22(€) nella ([1.73)). Risulta

(1—-8%)2"(&) —2(m+ 1))+ (1 —m)(I+m+1)z(&) =0. (I1.83)

Moltiplicando la (IL.83)) per (1 — £2?)™, otteniamo per P = P,
(1 =)™ =~ —m)(I+m+1)(1 - )P, (11.84)

Per m = 0 risulta I'’equazione differenziale per il polinomio di Legendre di
grado [:

(1= )P (€) = 26 P& +1(1 + ) P(E) = 0.

Calcolando la derivata m-esima z = Pl(m) di quest’equazione otteniamo
(1—-8)2"(¢) = 2(m+ 1))+ (L —m)l+m+1)z(§) = 0.

Quindi le funzioni (d/d§)™P(€) sono soluzioni della (I1.83). Moltiplicando la
(I1.84)) per Py (&) e la (I1.84)) con I' invece di | per P(£) e sottraendo, otteniamo

(=) + T+ 1)) (1= E"PUEPr(E) = (&) [(1 — )Py
—Pu(&) [(1=&) R

Integrando quest’equazione tra —1 e +1 e applicando 'integrazione per parti

risulta .

(0= )T+ 1 + 1) / (1 — )" PPy (€) de = 0.

-1
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Quindi, se P(£) sono i polinomi di Legendre, i polinomi (d/d&)™ Prym (&) (I =
0,1,2,---) costituiscono un sistemi di polinomi ortogonali (di grado [) rispetto
al peso w(§) = (1 — &)™,

Troviamo ora la costante di normalizzazione. Si ha

/_ (1 — )P ()P (€) de

1

/

= [u-ernorre) - [ PV [ - e R )] de

-1
1

m=Dm) [ (=@ R de

l+m)(l—m—|—1)(l_—|—m—1)(l—m+2)><

(
(

1
< / (1 — e)ym=2 P2 () P (€) de

(+m) [ 2 (I+m)
~(—m) /_1 Pi(&) () | = 5 (l—m)151~”'
Quindi
2(l+m)+1 Il 2 f g\m )
< 2 (l+2m)!> (d?) Pin(§), 1=0,1,2,--,

¢ il sistema ortonormale dei polinomi rispetto al peso (1—&2)™ [con coefficiente
di & positivo].
5.4 Le funzioni sferiche per n = 3: Completezza

Nella letteratura ci sono diverse normalizzazioni delle funzioni sferiche in R3.
Qui ne scegliamo una. Poniamo

P (cos p)(sen )™ cos(mb), m=0,1,---,1;

Y™ (p,0) = {

P (cos @) (sen )™ sen (jm[6), m = —1,-2,---  —I,

dove [ = 0,1,2,---. Le funzioni sferiche Y, (m = 0,+£1,---,+l) di ordine [
sono linearmente indipendenti e le loro combinazioni lineari

l

Yiw) =Y al™v"(w)

m=—1

a coeflicienti arbitrari al(m) sono anch’esse funzioni sferiche di ordine [.
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Le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
L?(S?), ed inoltre

L+ dom (L +|m])!
20+1 1 —|m|)!"

||Ylm||%2(g2) =27

Infatti,

1|2 = / / Y (6, 0) dO di

_ / P|m|(£ df/ {COSZm@} d0 — 271'1 + Oom |+ im|)!
-1

sen *md 2041 (I —|m|)!

La completezza di un sistema ortogonale di funzioni sferiche {Y;™} significa
che ogni funzione f appartenente a L?(S?) pud essere sviluppata in serie di
Fourier di queste funzioni:

=3 N @YW =Y Yiw)

=0 m=-1 =0

convergente in L2(52). T coefficienti a\™ sono calcolati mediante la formula

(m) 2041 (I —|m])!
a =
! 21(1 + om) (I + |m|)!

/ / F(0,0)Y™(0,p)senpdf dep.

Le funzioni sferiche Y;™", m = 0, 1, - - , I, sono le autofunzioni del cosid-
detto operatore di Beltrama,

d—Ef—liseni——1 >
P sengp 0y ('O&p sen 2 062’

che corrisponde all’autovalore A = I(l + 1) di moltiplicita 2[ + 1.

6 Polinomi di Hermite
Studiamo ora l’equazione

"+ (2u+1—2%)u=0, (I1.85)
dove u, z e ¥ non hanno pit lo stesso significato come prima. Sostituendo

—22/2

v, (I1.86)

u==e€
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risulta I’equazione
V" — 220" + 200 = 0. (11.87)

Per v = 0,1,2,... la si dice equazione differenziale di Hermite.m Le
soluzioni della si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

Sostituendo v(z) = Y7, ¢z' nella si trova la seguente espressione
per il coefficiente di z':

(I+2)(I+ 1)y +2(v = 1) = 0. (I1.88)
La (II.88)) ¢ una relazione di ricorrenza che ci consente a calcolare tutti i
coefficienti ¢; dai coefficienti ¢y = v(0) e ¢; = v'(0). Si vede facilmente
che esistono soluzioni polinomiali se e solo se v = n = 0,1,2,.... Tali
soluzioni hanno la proprieta v(—z) = (—1)"v(z) e hanno il grado n (cioe,
Cni2 = Cpyg = Cpag = ... = O)

Definiamo ora

Hy(2) = (—1)"e? (%)n {e=*1. (I1.89)

Allora H,(z) € un polinomio di grado n, ha il coefficiente principale positivo e
soddisfa H,(—z) = (—=1)"H,(z). Derivando I'equazione w’ + 2zw = 0 (che ha
la soluzione w(z) ~ e=*) n + 1 volte e ponendo u = w™ risulta

u" 4 2zu' 4+ 2(n+ 1)u = 0.

Poi si sostituisca u = e~ v. Infine risulta Uequazione ([L.87) per v = n:
V" — 220"+ 2nv = 0. (I1.90)

In altre parole, il polinomio di Hermite H,(z) soddisfa I’equazione differenziale

di Hermite (I1.90]). La (II.89) si dice formula di Rodrigues.
Scriviamo ora la ([1.87)) nella forma

(e % v) = —2ne " v.

Allora

2(n — m)H,(2)Hp(2)e™ = (e H.) H,(2) — (7% H.) Hpn(2).

12Charles Hermite [1822-1901] studio i polinomi di Hermite, gid introdotti da Laplace
(1810) e da Chebyshev (1859), nel 1864. Nel 1873 lui dimostro la trascendenza di e.
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Calcolando l'integrale rispetto a z si ottiene

o0

n

2(n —m) /_ h H,(2)Hp(2)e ™ dz= [e** (H!.(2)Hp(2) — H.(2)Hp(2))

Z=—00

_/_oo (efZQHin(Z)Hé(z) — e*ZQH;(z)H;n(z)> ds — 0.

[e.o]

Quindi i polinomi di Hermite formano un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert L*(R; e " dz). Per calcolare la costante di normalizzazione si applichi-
no la formula di Rodrigues e n integrazioni per parti, risultando nella
seguente successione di passaggi:

/Z Ho(2)2e d = Z (=1 [H’(lm(z) (%) e }]

j=

oG] ) e

_2 o & _2
= [p(z)e } —i—cnn!/ e * dz = c,nl/T,

Z=—00
) —00

o0

Z=—00

-~

=0

dove p(z) € un polinomio e ¢, ¢ il coefficiente principale di H,,(z) (cioe, H,(z) =
cp2" 4. ..). Calcoliamo ora i coefficienti ¢,. Derivando la formula di Rodrigues

(I1.89) si arriva all’identita

H!(2) =2zH,(2) — Hy11(2). (I1.91)

Confrontando i coefficienti di z"*! nella (I1.91)) otteniamo 0 = 2¢, — ¢pi1,

mentre ¢ = 1. Quindi ¢, = 2". Infine si arriva alla seguente formula di
ortogonalita:

/ Hy(2)Hp(2)e ™ dz = 2 (n)) /7 6pm, (11.92)

dove 0, ,, ¢ la delta di Kronecker.
Derivando la (I1.90]) rispetto a z e scrivendo il risultato come un’equazione
differenziale per v’ si ottiene

(V)" =22(0") +2(n—1)(v") = 0.

Dunque H/(z) e H,_1(z) sono soluzioni della stessa equazione differenziale che
ha soltanto una singola soluzione polinomiale linearmente indipendente. Di
conseguenza, H/ (z) = cost.H,_1(z). Siccome H,(z) =2"2"+... e H,_1(z) =
2nln=l 4 risulta n2" = cost.2" ! e quindi cost. = 2n. In altre parole,

Hl(z) =2nH,_1(2). (I1.93)
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Figura II.4: T polinomi di Hermite di grado 1, 2, 3 e 4. Osserviamo che il

numero degli zeri e uguale al grado del polinomio.

Dalle equazioni (I1.91)) e ([1.93)) arriviamo alla formula di ricorrenza

22H,(2) = Hp1(2) + 2nH,—1(2),

dove Ho(z) =1 e Hi(z) = 2z.
Dimostriamo ora la formula generatrice

o0

62zt—t2 — Hn(Z) tn) teC
n!
n=0
Infatti, ponendo F(z,t) = e2* e scrivendo
- hn(Z) n
F(z,t) = . t

per opportuni coeffienti h,,(z), risultano

oOF
E = 2tF<Z7t),
— () o 2hn1(2)
t" = — "
; n! ; (n—1)!

Quindi A, (2) € un polinomio in z di grado n e

h!(z) = 2nh,_1(2).

o8

(11.94)

(I1.95)

(11.96)
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Dalla risulta che h,,(0) coincide con la derivata n-esima di e pert =0,
cioe con 0 se n & dispari, e con (—1)"2(n!)/(n/2)! se n & pari. Dalla formula
di Rodrigues si vede facilmente che H,(0) = h,(0) per n =0,1,2,....
Utilizzando le espressioni ([1.93) e (I1.97) arriviamo alla identita H,(z) = h,(z)
e quindi alla formula generatrice @

7 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerrﬂ si definiscono tramite la seguente formula di Rodri-
gues:

—Q

T

L (x) =

o ( % >” (zaer), (I1.98)

Si dimostra facilmente che la rappresenta un polinomio di grado n per
ogni o € R. La regola di Leibnitz ci da subito la rappresentazione LY (x) =
(—1)™(z"/n!) + .... Cilimitiamo al caso a > —1.

La funzione w(x) = 2"*e~* soddisfa I’equazione differenziale

n!

zw' + (x —n—a)w = 0. (11.99)

Derivando la ([T.99) n + 1 volte e ponendo u = w™ si arriva all’equazione
differenziale
zu"+ (x+1—a)u' + (n+ 1)u=0.

Sostituendo u = x%e~*v in quest’ultima equazione si ottiene la seguente equa-
zione differenziale di Laguerre:

2"+ (a+1—2)v +nv=0. (I1.100)

Di conseguenza, L (x) & una soluzione dell’equazione ([[1.100)).

Consideriamo ora l’equazione differenziale
"+ (a+1—z) +vv=0. (I1.101)

Sostituendo v(x) = > 72 ¢’ si trova la seguente espressione per il coefficiente
di 2

(l + 1)(l + o+ 1)Cl+1 + (l/ — l)Cl = 0.
Quindi abbiamo trovato la formula di ricorrenza

Cl+1 [ —v
_ , 11.102
& (+1)(+a+1) ( )

13Edmond Laguerre [1834-1886]
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che ci consente a calcolare tutti i coeffienti ¢; dal coefficiente iniziale ¢q = v(0);
bisogna richiedere o > —1 per garantire la positivita del denominatore nella
parte a destra della ([1.102)). Risulta una soluzione polinomiale di grado n =
0,1,2,... se e solo se v =n.

Scrivendo la nella forma
(xa+16_$v')/ + na®e v =0, (I1.103)
otteniamo
(n—m)ze"" L\ (z) L\ (z) = LY () (x"‘“e*qu(f:)/) /—Lg,‘ff) (x) <x°‘+le*‘”L,(f‘),>/ .

Calcolando 'integrale sull’intervallo (0, 00) [dove I'ipotesi @ > —1 serve per la
convergenza dell'integrale] si ottiene

(n—m) / L (2) L) (z) 2%~ dx
0
= [L(a) (2)2* e "L (z) — L@ (a:)a:“Jrle_ngf‘)/(x)}

n m

_ / {L;a)/(x)xa-kle—xl;gg)/(x) _ L%?)I(Jf)xa+le_xL(a /(,CE)} dx =0,
0

dove abbiamo utilizzato %"t — 0 per x — 07. Quindi per o > —1 i polinomi

di Laguerre {lea) (x)}52, costituiscono un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert L?(RT; 2%~ dx).

Per calcolare la costante di normalizzazione facciamo i seguenti passaggi:

/ L9 (z)? % % do = L () <—) {z""%e "} dx
0 dx

n! Jo

+ (—nl!)” /0 ) ((%) Lgﬂ(x)) 2" dr

= [i - (_1)]’*1([15?))(]‘*1)(m)xaﬂefx[/ aJ;J)(x)]

o

=0

n

j=1 =0

—1" d\" o r 1
+ Ut (4 L) (z) / LT oy — L‘H‘)7
n! dx 0 n!

dove abbiamo fatto n integrazioni per parti, utilizzato la ([1.98) con « + 7 al
posto di «, applicato I'espressione L () = (=1)™(z"/n!) + ... e l'identita
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(A.1). In altre parole,

F'n+a+1)

SO, (11.104)

/ L (2) L) (z) 2%~ da =
0

dove 0y, ,, ¢ la delta di Kronecker. Quindi per a = 0 i polinomi di Laguerre
costituiscono una base ortonormale dello spazio di Hilbert L?(R*; e "dz).

40 T T T T T 50

201

_40} N -50)

-60f

80 2 4 6 8 10 12 7100 5 10 15
X X

Figura IL.5: T polinomi di Laguerre di grado 1, 2, 3 e 4 per a = 1 (panello
sinistro) e a = 3 (panello destro). Osserviamo che il numero degli zeri ¢ uguale
al grado del polinomio.

Derivando la (II.100]) si ottiene la seguente equazione differenziale:
()" +(a+2—2)) +(n-1)1") =0.

(a41)

Quindi L%a)/(ac) & proporzionale a L, (). Siccome

(_1)711.71—1 atl (_1)n—1$n—1

risulta per a > —1
L@ (2) = =LV (2). (11.105)

L ortogonalita di L' (x) a tutti i polinomi di grado minore di n nello spazio
di Hilbert L?(RT; 2% dz) conduce all’identita

pL () = ALY, (0) + B L (2) + CO LYY, (), (11.106)



dove n = 1,2,3,... e A,, B, e C, sono opportune costanti da determinare.
Calcoliamo ora il seguente integrale:

C) :/ xL;“)(x)Lgf_‘gl($)$ae_x dx
0

L e (AN biva

= L p @G-y (LT (e N
o e () e
=0
1)n+1 n+1
ol <<d%> i) s
- S )
Z z)(n+1—j)la*He an(flj)](:c)
=1 =0
D d S
R n « 7.’Ed
n+1 (d) "(“’)}/Ox c
B F(n+a+2)
dove abbiamo utilizzato qu(f‘)(x) = (=1)"(z"*/n!) + .... Poi calcoliamo

I'integrale:
D) = / L (2)? 2%~ dx
0
Y d\"
=— oL (z) (d_) {2" % "} da

n! Jo

[n‘z ) L)V () (d%)n_j {$”+°‘e_x}]

+<_n¥/om ((;i)n{xL (a )}) 2" dy

_[n'z D L) ”<:v><—1>"f<n—j>!xa+jewL;a_E”w]

[ (@) i) |

= (=" /000 (n+ 1)z —n(n+ a)n!) 2"t e " dx

o0

=0

62



(n+)I'(n+a+2)—nn+a)l(n+a+1)
n!
Cn+14+a)'(n+a+1)
n!

Y

dove abbiamo utilizzato 2L\ (z) = (—=1)"((z" " —=n(n+a)z™)/n!) +. . .. Dalla
(IT.106) e le espressioni per O e DI seguono AL = —(n + 1), B =
Mm+1l+aeC = —(n + «). Dunque risulta la formula di ricorrenza

2n+1+a—2)LP(z) = (n+ 1)L£f1)1(x) + (n4 )L, (), (I1.107)

dove L' (z)=1e L' (@)=1+a —z.
Per dimostrare la validita della formula generatrice

t oo
(1 — )"+ exp <—1‘r_ t) => L@, <1, (I1.108)

n=0

partiamo dalla serie di funzioni

t oo
F(z,t) = (1 —t)" 9 exp (_1x_ t) = Z cn ()t lt] <1, (I1.109)

n=0

dove ¢, (z)n! ¢ la derivata parziale n-esima di F'(z,t) rispetto a t per t = 0.

Sostituendo la serie ([1.109) nella equazione

(1_t)2%—f+[x—(1+a)<1—z)]F:o,

otteniamo le seguenti espressioni per i coefficienti t" (n = 1,2,3,...) e per il
coefficiente di ¢°:

{(n + Dep(@) + (2 —2n—a— Dey(z) + (n+ @)1 (),
c(z)+ (z —a—1)c(z) =0,

dove co(z) = 1. Quindi ¢, (z) = L' (z) per n =0,1,2,-- (vedi la ([[.107)).
Infine, per esprimere i polinomi di Hermite in quelli di Laguerre riscriviamo
i prodotti scalari tra quest’ultimi utilizzando la trasformazione x = t%:

/ L () L) () e dx = / L&) LD ()|t e dt,  (11.110)
0 —oo
/ L(a)(x)L(a)(x)xo‘exda::/ thf‘)(t2)tL£,‘f)(t2)\t]2“’le’t2 dt. (I1.111)
0 —

m
o
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Per far scomparire i fattori [¢t[?***! in ([L.110) e ([1.111)) scegliamo o = —

1

in (IL.110) e o = 5 in ([L111). Quindi Ha,(¢) ¢ proporzionale a LgL 2)(252
1

e Ha,11(t) & proporzionale a thf)(tQ). Confrontando i coefficienti principali

otteniamo

~— N

Hon(t) = 22" nl(—1)" LS 2 (1), (IL.112)
1
Hopyr () = 22 nl(—1)" tL2 (7). (1L.113)

8 Polinomi di Chebyshev

I polinomi di Chebyshev'!] di prima specie T},(z) e quelli di seconda specie
U, (z) si definiscono nel seguente modof™

T, (z) = cos(nt), Up(x) = W, (I1.114)

where x = cos(t). In tal caso T,,(z) e U,(x) sono polinomi di « di grado n che
hanno le seguenti proprieta:

T z, Thii(z)+ Thoi(x) = 22T, (),
Up(z) =1, Ui(z) =2z, Uyppi(z)+ Uypa(x) = 22U, ().

La formula di ricorrenza ¢ facile da verificare{

Tos1(x) + Th—1(x) = cos((n + 1)t) + cos((n — 1)t)
= 2cos(t) cos(nt) = 22T, (x),

Unt1(x) + Up—i(z) = sin((n + 2)t) | sin(nt)

sin(t) sin(t)
_ 2cos(t)sin((n+1)t) xU, (z
- sin(t) = 2al(a).

Si vede subito che —1 < T,,(z) < +1 per x € [—1, 1], mentre T,,(z) = 2" 12" +
c..eUy(z)=2"2"+...per n € N.

pafnuty Lvovich Chebyshev [1821-1894] introdusse i polinomi di Chebyshev nel 1854.

5Per z € R\ [~1,1] si hanno le definizioni alternative T, (z) = cosh(nt) e U,(z) =
sinh((n + 1)t)/sinht per = cosht.

161e formule di ricorrenza seguono anche dalle definizioni alternative T, (z) = cosh(nt)
e Upy(z) = % per © = *cosh(t). Tale definizioni valgono per x € R\ (—1,1) ma
conducono agli stessi polinomi.
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Figura I1.6: I polinomi di Chebyshev di prima e seconda specia di grado 1, 2, 3
e 4. Nel panello sinistro si trovano i grafici dei polinomi di Chebyshev di prima
specie e nel panello destro quelli di seconda specie. Osserviamo che il numero
degli zeri e uguale al grado del polinomio. Inoltre, i polinomi di Chebyshev di
prima specie hanno £1 come i loro valori estremi.

Sono verificate le relazioni di ortogonalita

/07r cos(nt) cos(mt) dt =

/ sin((n + 1)) sin(m + 1)) dt = %6,
0
Sostituendo = = cos(t) otteniamo
/1 (@) T (2) — = T(1 1 5,)6 (IL.115)
. n m m 9 n,0/)Y%n,m>» .

/ Un( r)V1 —a?de = (I1.116)

Quindi {7;,(x)}5%, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 — z%)~1/2

e {U,(z)}22, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 —%)'/2, tranne
per fattori costanti.

Le funzioni cos(nt) e sin(nt) soddisfano all’equazione differenziale u”(t) +
n*u(t) = 0. Sostituendo x = cos(t) e utilizzando le definizioni per T),(z) e
Un(x) otteniamo

(1 —2*)U/(z) — 32U} (z) + n*U,(z) = 0.

{(1 — 2T (z) — 2T (2) + n?T,(z) = 0,
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In forma Sturm-Liouville abbiamo

d
dx
a
dz

(1 - 22T} (2)) = —n

(1= 2%)*20)(z)) = —n*V1 — 22U, ().

9 Polinomi Ortogonali Generali

Sia I un intervallo della retta reale e w una funzione positiva quasi ovunque su
I tale che [, |z|**w(x)dr < oo (n =0,1,2,...). Allora i polinomi sono tutti
elementi dello spazio di Hilbert L?(I;wdx). Infatti, i polinomi costituiscono
un sottospazio lineare denso in L?*(I;wdx), un fatto che non dimostriamo.E]
Applicando il processo di Gram-Schmidt al sistema {1, }2°, dove ¢, (z) = 2",
si ottengono i polinomi ortogonali {p,}32, rispetto al peso w, dove il grado
di p, € uguale ad n e i coefficienti principali sono tutti positivi. Data una
funzione f € L*(I;wdx) e definendo i coefficienti

Cp = / f(@)pn(z)w(x) dx, n=0,1,2,...,
I

otteniamo l'identita di Parseval

o0

/I @) Pw() de = feal?

n=0

e lo sviluppo
@)= capala)
n=0

convergente nel senso che

2
lim w(x) dr = 0.
N—oo Jr

f(x) - Z CnPn ()

n=0

I polinomi ortogonali sono stati studiati a profondita nel libro di Szeg6 [20].
Alcune classi di polinomi ortogonali hanno la proprieta aggiuntiva che appa-
iono come le autofunzioni di un problema di Sturm-Liouville su un opportuno

17Al posto della misura “assolutamente continua” w(x)dr si pud anche prendere una
misura discreta oppure una misura in parte assolutamente continua e in parte discreta. Non
si puo prendere una misura discreta p che consiste nel mettere pesi positivi in un numero
finito n di punti, poiche in tal caso lo spazio L?(I;du) sarebbe n-dimensionale.
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intervallo I della retta reale. Ce ’abbiamo gia visto per quanto riguardano
i polinomi di Legendre, i polinomi associati di Legendre, e quelli di Hermite,
Laguerre e Chebyshev. A quelli si aggiungono i polinomi di Gegenbauer (anche
detti polinomi ultrasfericilT_gD e i polinomi di Jacobi.

Nome dei polinomi I w(x)

Legendre (—-1,1) |1

Chebyshev di 1% specie (=1,1) | (1 —a?)"1/2

Chebyshev di 2% specie (=1,1) | (1 —a?)V/?

Legendre associati (-1,1) | (1—=2®)™perm=1,2,3,...
Jacobi (=1,1) | (1 —2)*(1 +2)” per a, 8 > —1
Gegenbauer o ultrasferici | (—1,1) | (1 —2%)* per A > —1

Laguerre (0,00) | %" per a > —1

Hermite (—00,00) | e

Dimostriamo ora alcune proprieta degli zeri dei polinomi ortogonali.
Lemma IL.1 Si ha (f,pn)r2(1wdz) = 0 per ciascun polinomio f di grado < n.

Dimostrazione.  Sia f un polinomio di grado < n. Allora f & una combina-
zione lineare dei polinomi pg, p1, -+, pn—1. Siccome (p;,p,) = 0 in L*([;w dx)
per 7 =0,1,--- ,n—1, risulta (f,p,) =0. a

Teorema I1.2 Gli zeri del polinomio p, sono tutti semplici e contenuti all’in-
terno dell’intervallo 1.

Dimostrazione.  Sia I = (a,b) dove —oo < a < b < +00. Supponiamo che

pn ham (con m < n) zeri ayq, -+, qy, in (a,b) e n —m zeri in C\ (a,b). Allora
pn, ammette la rappresentazione

pa(z) = (2 —a1) - (z — am)q(w),

dove ¢ & un polinomio di grado n — m che non cambia segno in (a,b); dunque
q(z) > 0 per x € (a,b). Consideriamo il polinomio f definito da

fl@)=(@—a) (2 —am).
Secondo il Lemma risulta (f,p,) = 0. In particolare,

0= (f,pa) = / (& = a1) - (& — ) Pa()o(e) de,

181 polinomi ortogonali su I = (—1.1) con w(x) = (1 —22)* per cui 2\ € NU{0}, appaiono
come funzioni sferiche di dimensione > 2\ + 3.
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dove la funzione sotto il segno dell’integrale ¢ non negativa. Cio implica che
¢, l(x—ay)- (& — am))Pq(z)w(xz) = 0 quasi ovunque. Contraddizione. Si
conclude pertanto che tutti gli zeri di p,, appartengono ad (a, b).

Per escludere 'esistenza di zeri multipli di p,,, rappresentiamo p,, come

Pul(@) = (@ — B)™ - (x — B)™,

dove fBy,---, 0, sono gli zeri distinti di p, e m; + -+ + m, = n. Bisogna
dimostrare che r = n, my = --- = m, = 1 e ¢ > 0. Se esiste un indice j
con m; > 1, definiamo n; = 0 se m; € pari e n; = 1 se m; & dispari (cioe, se
m; =3,5,7,---). Poi consideriamo il polinomio ¢ definito da

g(x) = (. — B)™ - (x — Bj—1)" " (x — Bj)" (x — Bjp1)™ -+ (. — B)™.

Siccome il grado di g ¢ strettamente minore di n, si ha (g,p,) = 0. In altre
parole l'integrale

c [0 = Bl = By = B = By o = B da

Vv
1 espressione non negativa, poiche mj-+n; & pari

vale zero. Quindi la funzione sotto il segno dell’integrale si annulla quasi
ovunque. Contraddizione. Quindi tutti gli n zeri di p,, sono semplici. O

I polinomi ortogonali soddisfano una relazione di ricorrenza a tre termini.
Teorema I1.3 Sia o, = (Tppi1,Pn), Cn = (TPpn,Pn) € a1 = 0. Allora
(z = ca)pu(@) = Anpns1 () + Ap1pn-1(2), n=0,1,2---.
Inoltre, se I = (—h,h) e w ¢ pari, allora p,(—x) = (—=1)"p,(z) e ¢, = 0.

Dimostrazione.  Siccome zp,(x) ¢ un polinomio di grado n + 1, ¢ una
combinazione lineare di pg, p1,- - , Pn, Pnr1. Purtroppo

(xpn,p;) = /1 () - 2pj(x)w(z) do = 0, j<n-—1,

poiché zp;(z) con j < n — 1 ¢ un polinomio di grado < n. Quindi zp,(x) &
una combinazione lineare di soltanto tre polinomi ortogonali: p,_1, Py, Pri1-
Scriviamo

xpn(a:) = Cnpn(x> + Oénanrl(x) + 5npn,1($),
dove non c’¢ il terzo termine nella parte a destra per n = 0. Si vede facilmente
che
On = (xpnaanrl)
ﬁn = (xpmpn—l) = (ﬂfpn—hpn) = Op-1
Cn = (TPn> Pn).
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In generale, se {p; 520 sono i polinomi ortogonali rispetto al peso w su I,
allora {(—1)p;(—z)};2, sono i polinomi ortogonali rispetto al peso w(—x) su
—1. Assumiamo ora che I = (—h,h) (potenzialmente con h = +00) e w sia

pari. Allora p,(—

x) =

—~
Cn = / prn(x)2 w<$) dx = 0,
—_————

1

il che conclude la dimostrazione.

(—1)"p,(z) e dunque

pari

dispari

Il Teorema si puo scrivere nella forma matriciale

po(z) po(z) 0
p1() p1(z) 0
po() p(2) 0
T : =x : — Q-1 : ;
Prs(2) Prs(2) 0
\pm_1(7) 1 (2) \po ()

dove T,, ¢ la matrice tridiagonale reale e simmetrica

Co O
Oy C1 O
a; C1 O
T, =
Q-3 Cm—2 Ay —2
Omp—2 Cm—1

In altre parole, se x & uno degli m zeri (reali e semplici) del polinomio p,,(z),
allora x e autovalore della matrice tridiagonale T}, e vice versa. Quindi gli
autovalori di tale matrice coincidono con gli zeri del polinomio p,,(z). Il cor-
rispondente autovettore e il vettore colonna con elementi po(x), ..., pm_1(z),
dove il primo elemento py(z) € una costante positiva. Si osservi che gli zeri di un
polinomio ortogonale si calcolano numericamente piu facilmente come gli auto-
valori della matrice tridiagonale composta dai coefficienti della corrispondente
relazione di ricorrenza invece di utilizzare il metodo di Newton-Raphson.
Siccome i autovalori di T, sono gli zeri di p,,(x), si vede subito che

_ Pm(2)

det(xl,, — T),) 7
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dove d,, > 0 ¢ il coefficiente principale di p,,(x). Dal Teorema si capisce

subito che i d b d
d, = —2 -m-t 227
dm—l dm—Q dl dO
dove dy = Hwal/Q. Dalla formula di ricorrenza segue che d,z"™! + ... =
Q2™+ ... Di conseguenza,
~1/2
0wl

U102 . . . X1

Introduciamo ora la funzione bivariata
Ko(z,y) = pi()p;(y). (11.117)
=0

Lemma I1.4 Vale la formula di Christoffel-Darboux

Ko () = o 2t @Pn() = Po(@)Pnin () (IL118)

r—Yy

dove ay, = (TPp, Pua1). Inoltre,
Ko@) = 6 (s (@pale) = (@pn(@)) . (L119)

Dimostrazione. Il Teorema e la (I1.117) implicano che

(z —y)Kp(z,y) = Z (jpjp1(w) + ajapj1 () + c;pi(x)) pi(y)

— Z pi() (qypj1(y) + aj_1pia1(y) +¢ipi(y))
= Z (apjr1(x)p;(y) — aj_1pj—1(y)p;(x))
£ (@pa (@) — a5y ()py(e)

n Z (cjp;()pi(y) — ¢;p;(y)p;(2))

-~

= @ (P (2)n () — Pu@Pana (8))

La (II.119)) ne segue utilizzando il Teorema di De L’Hopital. O
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Il Lemma conduce alla seguente proprieta degli zeri dei polinomi orto-
gonali.

Teorema I1.5 Tra ogni coppia di zeri consecutivi del polinomio p,i1(z) cade
esattamente uno zero del polinomio p,(z). In particolare, i polinomi p,(zx) e
Pnr1(x) non hanno zeri in comune.

Dimostrazione.  Ci ricordiamo che gli zeri dei polinomi p,(z) € ppi1(x)
sono tutti reali e semplici. Siano ora & < & < ... < &, < &4 gli zeri
del polinomio p,y1(z). Allora la ([1.117) e ([1.119) implicano che per k =
1,2,...,n

0«3 D6 = Aty 1 (6P (&),

J=0

0< Z Pj (5k+1)2 = O‘npizﬂ(fkﬂ)pn(ékﬂ).
=0

Siccome & e &1 sono due zeri consecutivi (e semplici) del polinomio p,,1(x),
risulta che pf, 1 (k) € 11 (§k+1) non si annullano e hanno segni opposti. Poiche
o, # 0, risulta che p, (&) e p,(&k+1) non si annullano e hanno segni opposti.
Dunque i polinomi p,(z) e p,+1(x) non hanno zeri in comune e gli intervalli
(&, €ka1) (K =1,...,n) contengono un singolo zero del polinomio p,(z). O

Gli zeri dei polinomi di Chebyshev T,,(z) e U,(z) sono cos|(k — 3)m/n]
(k=1,2,...,n)ecoslkr/(n+1)] (k =1,2,...,n) rispettativamente. Siccome
1 numeri razionali {2’;—;1 ck=1,...,n, n€N} e {niJrl ck=1,...,n, n €N}
sono sottoinsiemi densi dellintervallo (0,1) e la mappa z — cos(zm) € un
omeomorfismo da (0,1) su (—1, 1), gli zeri di tutti i polinomi di Chebyshev di
prima specie e di tutti i polinomi di Chebyshev di seconda specie costituiscono
sottoinsiemi densi dell'intervallo [—1,1]. Proprieta analoghe valgono per gli
altri polinomi ortogonali. Infatti, i punti di accumulazione degli zeri di tutti i
polinomi p, () riempiono il supporto della funzione peso w.
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Capitolo 111

EQUAZIONI INTEGRALI

1 Proprieta Elementari e Iterazione

Le equazioni contenenti la funzione incognita sotto il segno dell’integrale sono
dette equazioni integrali. Molti problemi della fisica matematica possono essere
ridotti ad equazioni integrali lineari della forma

/ Kz, y)ely) dy = f(z), (IIL.1)
—/\/Iny y)dy + f(x), (I11.2)

rispetto alla funzione incognita ¢(x) in una regione 2 C R". L’equazione
(IIL.1)) si dice equazione integrale di prima specie, mentre I’equazione si
dice equazione di Fredholn{| di seconda specie. Le funzioni note K(z,y) e f(z)
sono dette nucleo e termine noto dell’equazione integrale; A ¢ un parametro
complesso.

L’equazione integrale (II1.2]) per f =0

= A/ K(z,y)p (I11.3)

si dice equazione integrale di Fredholm omogenea di seconda specie corrispon-
dente all’equazione ([I.2). Le equazioni integrali di Fredholm di seconda
specie

b() =X / K* (2, 9)ly) dy + g(2), (ITL4)

= /\/ K*(z,y)¢(y) dy, (I1L.5)

'Erik Ivar Fredholm [1866-1927] sviluppo la teoria delle equazioni integrali di seconda
specie nel 1903.
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dove K*(z,y) = K(y,x), sono dette aggiunte alle equazioni ([11.2)) e (II1.3),

rispettivamente. Il nucleo K*(z,y) si dice nucleo coniugato aggiunto al nucleo
K(z,y). Il nucleo K(z,y) si dice hermitiano se K*(x,y) = K(x,y), cioe se
K(y,z) = K(z,y) quasi ovunque. Il nucleo K(z,y) si dice reale e simmetrico
se K(x,y) e reale e K(y,z) = K(x,y) quasi ovunque. Ovviamente un nucleo
reale e simmetrico ¢ hermitiano.

Scriveremo le equazioni (I11.2)), (I11.3), (II1.4]) e (IIL.5) in forma contratta,

utilizzando la notazione d’operatore:

o=AKp+ f, © =Ko,
Y =AK*Y +g, ¥ = AK*Y,

dove gli operatori integrali K e K* sono determinati dai nuclei K(x,y) e
K*(x,y), rispettivamente:

KD = [ Kepfdy K N@ = [ K@) dy

Tra poco metteremo opportune condizioni sul dominio €2 e sul nucleo
K(x,y) affinché gli operatori lineari K e K* siano limitati in un opportuno
spazio di Banach (o di Hilbert) di funzioni f(z) definite in Q. In particolare,
verranno considerati gli spazi L'(Q), L2(Q) e C(9).

Supponiamo che nell’equazione integrale la regione €2 sia limitata in
R", la funzione f appartenga allo spazio L*(€2) ed il nucleo K(x, y) sia continuo
su Q x Q (diremo continui questi nuclei).

Lemma IIL.1 L’operatore integrale K con nucleo continuo K(x,y) trasferisce
L3(Q2) in C(Q) (e, di consequenza, C(Q) in C(Q) e L*(Q) in L*()). Dunque,
K e limitato come operatore lineare tra questi spazi, ed inoltre

1K fllc < My/m(@Q) Il f € L), (IL.6)
K flle < Mm(€Q)]|fllc, fec@, (IL.7)
1K flla < Mm(Q)]| £ fe L) (IL.8)

dove M = max_ |K(z,y)| e m(Q2) é la misura di .
z,yeQxQ

Il lemma si descrive mediante il seguente schema di operatori limitati:

i

C(@) = 1
L3(Q) = LY
LY(

)

Q) 2 LQ) 2o o@)
) —— C(@Q) L2(Q)
(

imm.
imm. L2 Q) imm. Ll (Q)

)
2

]

C(@

~—
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Dimostrazione.  Siccome Q x Q ¢ compatto il nucleo K(z,y) € uniforme-
mente continuo in (z,y) € Q x Q. Ci ricordiamo che una funzione continua
definita su uno spazio compatto e uniformemente continua. Quindi, datoe > 0,
esiste 6 > 0 tale che |[K(z1,y1) — K(z2,92)| < € se ||(x1 — x2,y1 — y2)|| < J. Di
conseguenza, se f € L*(Q), per |r; — x| < 4 si ha la stima

(K f)(1) — (K f) ()] < / K1) — K(wa )| ()| dy

< / FW)|dy < ex/3TED £ e,

e quindi K trasferisce L2(Q2) in C(Q).
Per f € C(Q) si trova la stima

I1£113 :/Q [f(@)Pdz <m(Q)lIflle, [ e ),

implicando ||f]l2 < v/m(Q) ||fllc. Dunque C(Q) & contenuto in L%(€2), do-
ve 'operatore di immersione e limitato di norma limitata superiormente da

m(€2). 0

Cerchiamo la soluzione dell’equazione (|[11.2)) mediante il metodo delle ap-
prossimazioni successive, ponendo ¢ (z) = f(x),

) (z) = A/Q Kz, )% V(y)dy + f(z) = AKP ™V + f,  p=1,2,--

(I11.9)
Quindi

p

@) :Z NKIf, p=0,1,2,---, (IT1.10)

=0
dove K7 denotano le potenze j-esime dell’'operatore K. Secondo il Lemma
[11.1} le iterazioni di f € L*(Q) soddisfano la disuguaglianza
K7 fllo = [ K (P~ f)lls < Mm(Q)|[ K7~ £l
< (Mm(Q)PEP2fls < - < (Mm(Q))] fl2,
cioe

[P fll2 < (Mm ()| f]2, p=0,1,2---. (II1.11)

2Per i sottoinsiemi di uno spazio euclideo, compatto vuol dire chiuso e limitato.
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Da questa disuguaglianza segue che la serie
Y ON(EIf)(x), xeq, (111.12)
§=0

detta serie di Neumann, ¢ maggiorata nella norma L? dalla serie numerica

1123 WP Om(@) = e, (13)

che converge nel disco || < 1/Mm(£2).

Stabiliamo preliminarmente che ¢ valida la seguente uguaglianza:

(Kf.9)=(f.Kg),  f.g¢eL*%). (I11.14)

Infatti, se f e g appartengono a L?(Q), conformemente al Lemma [[11.1} anche
K f e K*g appartengono a L*(Q) e quindi si ha

wfa) = [ @i = [ | [ s s

:/Q ) {/Q K(x,y)@diﬂ} dy = /Q f(y) {/Q K*(y,z)g(x) dm} dy
:Lﬂmﬁmﬁmzmww

Lemma II1.2 Se K e K5 sono operatori integrali con nuclei continui ICy(x, y)
e Ko(z,y), rispettivamente, ['operatore K3 = Ky Ky € un operatore integrale con
nucleo continuo

Ks(z,y) = /Q Koz, y" )iy y) dy'. (II1.15)

In questo caso ¢ valida la sequente formula:
(K Kq)" = KT K. (II1.16)
Dimostrazione. — Per tutte le f € L*(€) abbiamo
(Kaf)a) = (e ) o) = [ Kaloow) [ Kl )0 dydy
Q Q
= [ [ et ) ) )

da cul segue la formula ({[II.15)). E evidente che il nucleo Ks(z,y) & continuo
per (z,y) € Q x Q. Infatti, dato ¢ > 0, per i = 1,2 esiste ¢; > 0 tale che
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i1, 41) = Kiwa, o) < e/ ([My + Ma]m(Q)) se [[(z1,91) = (22, 92)] < 4.
Quindi, se |[(z1,y1) — (22, y2)|| < 6 = min(dy, d2), risulta
(Ks(z1,y1) — Ka(@2,90)| < / [Ka(z1,9) — Koz, Y)IK1 (v, 91) | Ay
Q

[Mom(2) + Mym(Q)]e
M+ Malm(Q)

+ /Q Koo, Y)Y, 10) — Ka (¥ y2) | dy' <

implicando la continuita uniforme di ICs(x, y).
Prendendo in considerazione 1'uguaglianza ([I1.14)), per tutte le f e g ap-
partenenti a L?(Q) si ottiene

(f7 K;Q) = (K3f7 g) = (K2K1f7 g) = (K1f7 K;g) = (fv KTK;Q)? fag € LQ(Q)a

ciot (f, K39 — K{K;g) = 0 per tutte le f,g € L*(Q), e, quindi, K} = K; K3,
il che equivale all'uguaglianza (II1.16f). Il lemma e dimostrato. O

Dal Lemma [[I1.2] appena dimostrato segue che gli operatori K = K (K?~1)

= (KP~Y)K,p=2,3,---, sono operatori integrali ed i loro nuclei K,(z,y) sono
continui e soddisfano le relazioni di ricorrenza ICy(z,y) = K(z,y),

Kp(@,y) = /Q Kz, y)Kpr (v, y) dy = /Q Kp1(z, 9 )y, y) dy'.  (IIL17)
I nuclei (2, y) sono detti nuclei iterati del nucleo KC(x,y).

Dalle relazioni di ricorrenza ([I1.17]) segue che i nuclei iterati soddisfano la
disuguaglianza

|Kp<xay)| S Mpm(Q)p_17 p= ]-7 27 . (11118)

Dalla ([I1.18) segue che la serie
S NKpr(ny), () € x D, (I1L19)
p=0

¢ maggiorata nella norma dalla serie numerica

> APMP T m()F,
p=0

convergente nel disco [A| < 1/Mm(Q). Percio la serie (LIL19) ¢ uniforme-
mente (anche totalmente) convergente in (z,y,\) € QA x QA x {z € C: |z| <
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(1/Mm(Q2)) — €}, per € > 0 qualsiasi. Di conseguenza, la sua somma ¢ con-
tinua in Q@ x Q x {z € C: |z] < (1/Mm(Q2))} ed analitica in A nel disco
Al < 1/Mm(Q). Indichiamo la somma della serie ([I1.19) con R(x,y; \):

Rz, g \) =D XKy (2, y).
p=0

La funzione R(x,y; \) & detta risolvente del nucleo K(z,y).

Teorema II1.3 La soluzione ¢ dell’equazione integrale ([11.2) e unica nella
classe L*(Q2) per || < 1/Mm(R) e per qualunque f € L*(Q) ¢ rappresentata
con il risolvente R(x,y; \) del nucleo K(x,y) mediante ['equazione

Po) = £@)+ 2 [ Rie.y: 0 f) (11.20)
in altre parole, e valida la sequente equazione operatoriale:
(I = AK) ™' =1+ AR\, I\ < (1/Mm(Q)), (I11.21)
dove R(X) e l'operatore integrale con nucleo R(x,y; \).

Si puo dimostrare che il risolvente R(z, y; A) di un nucleo continuo K(z,y)
ammette un prolungamento meromorfo in tutto il piano della variabile com-
plessa A ed inoltre i suoi poli sono i numeri caratteristici del nucleo K(z, y)E|

Concludiamo ora questa sezione con la risoluzione (in L*(2)) dell’equazione

integrale ([11.2)) con nucleo degenere

lC(a:,y) = Z fj(x)gj(m)’

dove f;,9; € L*(Q) (j = 1,2,..., N). Utilizzando i prodotti scalari in L?*(£2),
la (II1.2)) si puo scrivere nella forma

N
o =AY (p.g)fi=F.
j=1
dove f € L*(Q) ¢ nota e si cerca le soluzioni ¢ € L*(€). Si ha:

pla) = F(@)+ 23 (0, 9) 1)

3) si dice numero caratteristico di K se esiste 0 # ¢ € L'() tale che ¢ = AK¢p. In tal
caso A # 0, 1/X & autovalore di K e ¢ € C(9Q).
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dove 1 coefficienti (f, g;) soddisfano 1’equazione lineare

) AZ 0, 9)(fi90) = (f9),  i=1,2,...,N.

7j=1

In altre parole, si risolvi I’equazione lineare

(¢, 91) (f,91)
(In — AM) : = : :

(¢, 9n) (f,gn)

essendo M la matrice N x N con elementi M;; = (f;, ¢;). Di conseguenza, la
(TIT.2)) con nucleo degenere ha la soluzione unica in L?(2) se e solo se 1/ non
¢ autovalore della matrice M.

Per risolvere la suddetta equazione integrale in L'(£2) si prendano, per
7=12,...,N, fj € Ll(Q) € g; c LOO(Q)

Esempio III.4 Consideriamo ora I’equazione integrale

)\Z / —i(#+y) (y)dy = f(x),

dove fB1,..., By sono costanti distinte con parte reale positiva e ¢q, ..., cy sono
costanti diverse da zero. Risolvendo l'equazione integrale in L*(R"), si ha:

N
p(r) = f(z) + )\Z ;e

dove & = [;" e P¥p(y). Quindi le costanti &, ...,&y sono le soluzioni del
sistema lineare di ordine N

o0 N o0
&= / dze PZf(2)dz + A Z cié; / e~ Bithi)z g,
0 e 0

_ Biz CJ£J
_/0 dze P*f(z dz—l—)\z Bt 5

Tale sistema ha la soluzione unica per ogni f € L*(R™) se e solo se 1/\ non &

N
autovalore della matrice M = ( - ) .
ﬁz“l’ﬁ] ’L] 1
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2 Equazioni integrali di Volterra

Supponiamo che n = 1, la regione € sia l'intervallo limtato (0, a) ed il nucleo
K(x,y) si annulli nel triangolo 0 < = < y < a. Tale nucleo si dice nucleo di

Voltermﬁ L’equazione ([II.2) con nucleo di Volterra ha la forma

o(x) = A / " Ko, y)ely) dy + () (1.22)

e e detta equazione integrale di Volterra di seconda specie.

Supponiamo che nell’equazione sia f € C([0,a]) e che il nucleo
K(z,y) sia continuo nel triangolo chiuso 0 <y <z < a. Allora |[K(z,y)| < M
per un’opportuna costante M e 'operatore integrale

(K f)(x) = / " K y) () dy

trasferisce C([0, a]) in C([0, a]).

Definiamo ora le approssimazioni successive ¢®):

p
k=0

Le iterazioni K?f appartengono a C([0,al) e soddisfano la stima
(M)
p!

Dimostriamo la stima ([I1.24])) per induzione rispetto a p. Per p = 0, la
stima ([I1.24)) e valida. Supponendola valida per p — 1, dimostriamo la sua
validita per p:

((EPF) (@) < [Iflle

, x €0, al, p=0,1,---. (I11.24)

(KPf)(@)] = [(K (B f))(@)] < /Ox K, y)l| (K771 f)(y)] dy

p—1 (Mzx)P

<M MPL de —
<Miflear [ Ly = et

Dalla stima ([I1.24)) segue che la serie di Neumann ([I1.10)) ¢ maggiorata su

[0, a] dalla serie numerica convergente

o M) .
17lle D> W= = [ fllee™™ (111.25)
k=0 )

4Vito Volterra [1860-1940] ¢ stato uno dei fondatori dell’analisi funzionale.
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e per questa ragione ¢ uniformente (infatti, totalmente) convergente in x €
[0,a] per A qualsiasi, definendo una funzione continua ¢(z). Dunque, in
virtu della , le approssimazioni successive p® per p — oo tendono
uniformemente alla funzione :

lim max |o®(z) — ¢(z)| =0, p(x) = Z N (P f) (). (I11.26)

p—o0 z€[0,a]

Quindi, in virtu della ([I1.25)), & valida la disuguaglianza
lelle < [ fllcee. (II1.27)

Enunciamo i risultati ottenuti nella forma del seguente

Teorema II1.5 Ogni equazione integrale di Volterra con nucleo con-
tinuo K(x,y) nel triangolo {(z,y) : 0 <y <z < a} per X\ qualsiasi ha un’unica
soluzione ¢ nella classe C([0, a]) per qualungue termine noto f € C([0,a]). Ta-
le soluzione ¢ data dalla serie di Neumann uniformemente convergente
e soddisfa la disuguaglianza . Dunque un nucleo di Volterra continuo
non ha numeri caratteristici.

Risolviamo ora I'’equazione di Volterra

o) =A [ )dr+ flo), 0<oza

Se f € C1([0,a]), allora I’equazione integrale si riduce al problema di Cauchy
¢'(x) = dp(x) + fi(x),  »(0) = f(0).
La sua soluzione unica ha la forma
ola) = 0)+ [ X )y

= f(0) + [ ()], + A /0 " £(y) dy

— @) [ ) dy
Quest’ultima espressione si generalizza facilmente a f € C([0, a]).
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3 Equazioni Integrali con Nucleo Hermitiano

Un nucleo K(x,y) ¢ detto hermitiano se esso coincide con il suo coniuga-
to hermitiano, K(z,y) = K*(z,y) = K(y,z). La corrispondente equazione
integrale

() = A / K(z,y)e(y) dy + £(x) (I11.28)

per A reali coincide con la sua aggiunta, essendo K* = K un operatore autoag-
giunto nello spazio L?(€2). Se il nucleo K(x,y) ¢ continuo, K & anche limitato
su L*(Q2). T numeri caratteristici e le autofunzioni trovati sono anche i nume-
ri caratteristici e le autofunzioni se la viene considerata nello spazio
L?(2) per un nucleo continuo ed hermitiano qualsiasi.

a. Operatori integrali con nucleo continuo hermitiano: Com-
pattezza. Supponiamo che K sia un operatore integrale con nucleo continuo
hermitiano KC(z, y). Tale operatore trasferisce L?(£2) (€ ¢ una regione limitata)
in L?(Q) (vedi il Lemma ed e autoaggiunto:

(Kf,9)=(fKg), [fgeL*Q) (I1.29)

Inversamente, se un operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) ¢ au-
toaggiunto, il suo nucleo e hermitiano. Infatti, dalla (valida anche per
f,g € O(Q)) segue che K(z,y) e K*(z,y) sono ambedue il nucleo dell’operatore
integrale K e quindi K(z,y) = K*(x,y) per ogni (x,y) € Q x Q.

Ne segue facilmente che tutti i nuclei iterati K,(z,y) di un nucleo continuo
hermitiano K(z,y) sono anch’essi hermitiani:

Ky(z,y) = (K)p(z,y) = Ky(z, ).

Sia M un compatto.! Un sottoinsieme M (ciog, un insieme di funzioni
continue su M) si dice equicontinuo su M se per ogni € > 0 esiste § > 0
tale che |f(z1) — f(z2)| < € per ogni f € M, non appena |r; — x| < § per
x1, 22 € M. In particolare, f € C(M) ¢ (uniformemente) continua se e solo se
I'insieme M = {f} € equicontinuo.

Lemma II1.6 Un operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) trasfe-
risce ogni insieme limitato appartenente a L*(Q) in un insieme limitato in
C(§2) e equicontinuo su ).

Dimostrazione. ~ Sia B un insieme limitato in L*(Q): JA : ||f|l2 < A per

ogni f € B. Dal Lemma [[TL1 segue che ||[Kf[c < Mm(Q)'/?A, f € B, e
quindi K trasferisce B in un insieme limitato in C'(€2). Inoltre, visto che il

82



nucleo K(z,y) ¢ uniformemente continuo su 2 x Q, per un £ > 0 qualsiasi
esiste & > 0 tale che

3

IK(z',y) — K(z", y)| < W,

quando |2/ — 2"| < § e {2',2",y} C Q. Da cid, utilizzando la disuguaglianza
(IIL.6)), in cui K(z,y) ¢ sostituito con |[K(a',y) — K(x”,y)|, per ogni f € B si
ottiene

(K — (K] = / K, y) — K" )] f(y) dy

_ev/m@ Il _

Aym(Q) — 7

quando |z'—2"| < § e {z', 2", y} C Q. Cio vuol dire che I'insieme {K f : f € B}
€ equicontinuo su 2. O

Teorema II1.7 (Teorema di Ascoli-Arzela) Se un insieme infinito B é li-
mitato in C(M) dove M ¢ un compatto, ed é equicontinuo su M, da quest’in-
sieme Si puo estrarre una successione convergente in C(M)ﬂ

Dimostrazione. ~ Come ¢ noto, ogni sottoinsieme chiuso e limitato in R" ha
un sottoinsieme denso numerabile {z,, : n = 1,2,---}. Per ipotesi, I'insieme

di numeri {f(z1) : f € B} ¢ limitato. Quindi esiste una successione {f,il)}zozl
tale che f,gl)(wl) ¢ convergente se k — oo. Inoltre, visto che I'insieme di numeri
{f,gl)(xg) :k=1,2,---} &limitato, estraiamo dalla {f,gl)} una sottosuccessione
{ f,gQ)} tale che { flf) (x2)} € convergente. Continuando cosi, troviamo le suc-
cessioni { f,gm)} in B,doven=1,2,--- e { f,gnﬂ)} ¢ una sottosuccessione della
{£™1} tale che {f\" (2,)} & convergente se n — oc.

Consideriamo ora la successione “diagonale” {gx} in B dove gy = f,gk),
k = 1,2,---. Per un qualunque punto z; la successione numerica {gx(z;)}
converge se k — 00, poiche, per costruzione, per k£ > 7, questa successione ¢
una sottosuccessione della successione convergente { f,gz)(xl)}

Dimostriamo ora che la successione di g, £ = 1,2, -+, ¢ uniformemente
convergente su M. Supponiamo che sia € > 0. Visto che questa successione ¢
equicontinua su M, esiste 6 > 0 tale che per k =1,2,--- si ha

€
k() — gr(2")] < 3 (I11.30)

°In altre parole, se un insieme B ¢ limitato in C(M) dove M & un compatto, ed &
equicontinuo su M, la sua chiusura in C'(M) & compatta. Un’altra dimostrazione si trova in
Wikipedia.
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quando |z — 2’| < § e x,2’ € M. Essendo M compatto, dall'insieme di punti
X1, T, -+ si puo scegliere un numero finito di tali punti, x1, x9, -+ , 2y, | = I(¢),
in modo che, per ogni punto x € M esista un punto z;, 1 < ¢ < [, tale che
|z — x;| <. Ricordando che la successione di gi(x), k = 1,2, -, converge ai
punti xy, - -, x;, concludiamo che esiste un numero N = N(e) tale che
€
lgk(z;) — gp(x;)| < 3 k,p>N,i=1,2--- L. (II1.31)
Sia ora x un punto arbitrario dell’insieme M. Scegliendo un punto x;, 1 <1 <[,
tale che |z — z;] < d, in virtu delle (IIL.30) e (IIL.31) si ottiene

|98(2) = gp(2)] < |g(2) — gr(2i)| + g (i) = gp(2:)] + gp(i) — gp(2)]

E € ¢
<-+-+-=¢ k,p> N,
37373 b=
dove N non dipende da x € M. Cio significa che la successione di g, k =
1,2,-+-, & una successione di Cauchy in C(M). Siccome C(M) & uno spazio
di Banach, la successione converge uniformemente su M. a

Il teorema di Ascoli—ArzeléE] esprime la proprieta di compattezza di un qua-
lunque insieme limitato e equicontinuo in C(M). Inoltre, il Lemma af-
ferma che un operatore integrale con nucleo continuo trasferisce ogni insieme
limitato in L2(£2) in un sottoinsieme di C(2) con chiusura (in C(Q)) compatta.

c. Equazioni integrali con nucleo continuo hermitiano: Il princi-
pio variazionale. In questo paragrafo descriviamo i numeri caratteristici di
un operatore integrale con nucleo hermitiano.

Teorema II1.8 (Principio di Rayleigh-Ritz) Perciascun nucleo continuo
hermitiano K(z,y) #Z 0 l'operatore integrale K ha almeno un numero caratte-
ristico e il numero caratteristico \y piu piccolo in modulo soddisfa il principio
variazionale

1 K
— = sup | fH2 (II1.32)
Ml oxrerzi £
Dimostrazione.  Sia
v= sup |Kfls- (II1.33)

[£ll2=1

Dalla ([IL8) segue che [|K flls < M m(Q) sulle funzioni di L*(©2) di norma
1 e quindi v < Mm(2). E inoltre evidente che v > 0. Dimostriamo che

6Giulio Ascoli [1843-1896] e Cesare Arzela [1847-1912]
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v > 0. Infatti, se v = 0, allora, in virtu della ([IL.33), avremmo || K f|, = 0,
cioe Kf = 0 per tutte le f € L?(Q), e quindi K(z,y) = 0, z,y € Q, il che
contraddice l'ipotesi.

Dalla definizione della v segue l'esistenza di una successione di fj, k =
1,2, || frll2 = 1, tale che

IK filla = v, k= +o0; (I11.34)

inoltre, ¢ valida la disuguaglianza

HK%mzHK(Jﬁi)

15 £]|2 K fll2 < vI|K fl2, fe L2(Q), (111.35)

2

Dimostriamo ora che

K*fi, — vV fr — 0, k — +oo, in L*(9). (I11.36)

Infatti, utilizzando le (I11.29)), (I11.34)) e (LI1.35)), si ottiene

1K fo — V2 full5 = (K fro — V2 fio, K2 fro — V2 )
= (K2 fr, K2 fi) + v (frs fr) = V* (fr, K2 fr) = V(K fi, fi)
= [|K?fill5 + v* = 20*(K fi, K f)
< VK fills + v = 20%|| K fill3

:V4—V2\|ka||§—>0, k — +oo,

il che e equivalente alla relazione limite .

Conformemente al Lemma [[T1.6] la successione delle funzioni K fi, k =
1,2,---, & limitata in C(Q) e equicontinua su . Ma in questo caso, in base
al teorema di Ascoli-Arzela, esiste anche una sottosuccessione ; = K fi,,

i=1,2,---, che converge in C'(2) ad una funzione ¢y € C(Q2), || — i]lc — 0,
1 — o0. Da cio, utilizzando le (I11.6]) e (II1.7)), e la relazione ([11.36)), si ottiene

1520 = v20le < K206 — b)lle + 20 — illo + K2 — v?io
< Mm@)IIK W - v)lle + V20 — dillo + 1K (K2 fr, — v2fi,)
< (Mm(Q)? + )| — Gille + My/mK fi, — v fila = 0, § — +o0,

C

e, di conseguenza,

K2 = %),
Dimostriamo che ¢ # 0. Dalla relazione limite ([11.36)) segue che

Kby — V2 fy, — 0, i — 400 in L*(12),
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e, di conseguenza, ||K1;|ls — v?, i — +oo. D’altra parte, dal Lemma
segue che || K|l = ||[Kv]2, i — +o00. Quindi, || K| = v* > 0, da cui segue
che i # 0.

Dunque, la funzione 1 cosi costruita ¢ un’autofunzione del operatore in-
tegrale Ky con nucleo Ky(x,y) corrispondente all’autovalore v?. Ma, allora,
almeno uno dei numeri £v ¢ autovalore del nucleo (z,y). In tal modo, il
numero caratteristico A\; costruito ¢ uguale a 1/v in modulo e, quindi, in virtu
della , soddisfa il principio variazionale .

Non resta altro che stabilire che A; € il numero caratteristico pit piccolo in
modulo del operatore integrale K con nucleo K(x,y). Infatti, se Ay e ¢g sono
il numero caratteristico e la corrispondente autofunzione, cioe \gKpg = ¢q,

allora, in virtu della ([11.32)), si ha

-~ IKfll2 o I K@ollz 1
— = sup > = )
A ogerz Il loll2 [Xol

e quindi | A1 < [Nl O

Considerando il teorema sopra dimostrato, per le equazioni integrali con
nucleo continuo hermitiano KC(x,y) # 0, si ottengono le seguenti affermazioni:

L’insieme dei numeri caratteristici {\y} non é wvuoto, e sottoin-
sieme dell’asse reale, e non ha punti di accumulazione finiti; ogni
numero caratteristico ¢ di moltiplicita finita ed il sistema di auto-
funzioni {pr} puo essere scelto ortonormale:

(Prs i) = Opie (I11.37)

Se N#E N, k=1,2,-+ Uequazione ([11.28) ¢ univocamente risol-

vibile per un termine noto f € C(Q) qualsiasi. Se X\ = X\, per la
risolvibilita dell’equazione (I11.28)) € necessario e sufficiente che

(f oppi) =0,  i=0,1,-- 1 — 1, (I11.38)

dove Qr, Prt1, ", Pktr,—1 SON0 autofunziont corrispondenti al nu-
mero caratteristico A\, e ry € la moltiplicita di \y.

Sia K(x,y) # 0 un nucleo integrale hermitiano e sia K il corrispondente
operatore integrale in L?(2). Allora esistono un numbero caratteristico 0 #
A1 € R e un’autofunzione ¢; € L*(2) di norma 1 tali che

1
s s [ = K|
Ml =1
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Poniamo

/C1(37,y) — lC(:c,y) . spl(xi\cpl(y>
1
Se Ki(z,y) = 0, allora \; & I'unico numero caratteristico di K e K(x,y) =
©1(2)¢1(y) /M & un nucleo degenere di rango 1. Se Ky(z,y) # 0 e K ¢ il
corrispondente operatore integrale, allora esistono un numero caratteristico
0 # Ay € R con |[\;| < [Ny e un’autofunzione o, € L*(2) di norma 1 e
ortogonale a ; tali che

1
oo S [ K1 fll2 = || K2
R I

Poniamo

Kalr.y) = Ko (a.g) — P02

Se Ko(z,y) = 0, allora \; e Ay sono gli unici numeri caratteristici di K e

K(z,y) = Z @j(ﬂ?))\fj ()

¢ un nucleo degenere di rango 2. Se Ks(x,y) # 0 e K, ¢ il corrispondente
operatore integrale, allora esistono un numero caratteristico 0 # A3 € R con
A1 < [Xa] < |A3] e un’autofunzione @3 € L?(Q2) di norma 1 e ortogonale a ¢
e 9 tali che
1

o = S ([ K flle = (1K e,

Asl =1
ECC. Supponiamo di aver trovato i numeri caratteristici Ay,..., A, (con 0 <
A1 < ... < |A|) e il sistema ortonormale {pq,...,\,} tali che \; = \;Ko;
(j=1,...,p). Poniamo

Kp(,y) = Ky (z,y) — M‘

Se KCp(z,y) = 0, allora Ay, ..., A\, sono gli unici numeri caratteristici di K e

¢ un nucleo degenere di rango p. Se Ky(z,y) # 0 e K, ¢ il corrispondente
operatore integrale, allora esistono un numero caratteristico 0 # A, € R con
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A < o] <o <A < [Ap1a| e un’autofunzione ¢,y € L*(Q2) di norma 1 e
ortogonale a ¢y, ..., ¢, tali che
1

= sup [|Kpfl2=[[Kepll
April e

Se l'applicazione ripetuta del principio di Rayleigh—Ritzﬂ viene abortito

dopo p passaggi, abbiamo trovato tutti i p numeri caratteristici Ay,..., A,
(con 0 < M| < ... < |A]) con il corrispondente sistema ortonormale di
autofunzioni ¢y, ..., A,, mentre il nucleo integrale di partenza

K(z,y) = Z @j(x))\?j ()

e degenere. Se non si abortisce la procedura, troviamo un numero infinito di
numeri caratteristici {);}32, in ordine di valor assoluto crescente con il corri-
spondente sistema ortonormale {¢;}52, di autofunzioni. Almeno formalmente

si puo scrivere

K(z.y) = Z %(x;fj(w'

In tutti i casi vale

1
= sup K flla = [ Kpjll2,
Al 1 fll2=1
flor,.flej

dove j =2,3,...,p < 4o00.
Studiamo ora la condizione sotto cui ¢ una base ortonormale il sistema
ortonormale delle autofunzioni ;. Se K1 = 0, allora

s

J

1 1
(¥, 05) = (W, Kpj) = (K¢, ¢;) = 0.
J
D’altra parte, se (¢, ¢;) = 0 per ogni j, allora

K= (h,9;)p; = 0.
J

In altre parole,

{peL*(Q): Ky =0} ={ypecL*(Q):¢ L ©; per ogni j}.

"John William Strutt, il terzo barone di Rayleigh [1842-1919], e Walter Ritz [1878-1909).
Il loro principio fu introdotto nel famoso libro Theory of Sound nel 1877 da Rayleigh e
formulato come algoritmo matematico da Ritz nel 1908.
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Di conseguenza, {y;}32, € una base ortonormale se e solo se ¢ = 0 ¢ I'unico
vettore ortogonale a tutte le autofunzioni ¢; se e solo se ¢ = 0 ¢ I'unico vettore
tale che K1 = 0. Di conseguenza,

{¢;}52, & base ortonormale di L*(Q) se e solo se zero non & auto-
valore di K.

4 Teorema di Hilbert-Schmidt

Supponiamo che A\, Ao, -+ siano i numeri caratteristici del nucleo continuo
hermitiano K(x,y) # 0 disposti in ordine di crescita del loro modulo, |A\;] <
|Ag| < -+, e che @y, ¢9, -+ siano le corrispondenti autofunzioni ortonormali,
(ks Pi) = O

Come sappiamo, i numeri caratteristici Ay sono reali e le autofunzioni ¢y ()
sono continue su §; in questo caso I'insieme {)\;} & finito o numerabile; nel-
Pultimo caso si ha [A\y| = oo, k — oo. Inoltre, in virth della ([IL32)), & valida
la disuguaglianza

IKfll2 < 51 fllee € L2(9). (IT1.39)

IAI

Notiamo un’altra disuguaglianza e Cioéﬂ
Z ‘90 / K(z,y)|*dy,  xeQ (IT1.40)

Nel seguito verra infatti dimostrato che vale I'uguaglianza nella ([11.40]).
Introduciamo ora la successione di nuclei continui hermitiani

K®(z,y) = Z% "0’, p=1,2---, . (IL41)

I corrispondenti operatori integrali K ® hermitiani soddisfano

W= Kf— Z (f’;”i)% feL*Q). (111.42)

Dimostriamo che Api1, A\pio, -+, € ©pyi1, @pia, -+ costituiscono tutti i nu-
meri caratteristici e tutte le autofunzioni del nucleo KX® (x,%). Infatti, in virtl

della (II1.42)) abbiamo

p
(or i) 1
KWpp = Koy — Y =20 = Ko = —¢,  k>p+1,
el Ak
8Se il nucleo K(x, y) ha un numero finito di numeri caratteristici , A1, Az, -+ , Ay, poniamo

A = oo per k> N.
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in modo che A\, e v, k > p+ 1, siano numeri caratteristici ed autofunzioni del
nucleo K (x,y). Inversamente, siano Ay e @y un numero caratteristico e la
corrispondente autofunzione del nucleo ) (x, 7)), e cioe, in virtu della ([11.42),

si avra

p
K@ — _ (o, %0)
0o = MK P py = MK o — Ao ; S (I11.43)

(2

Da qui per £k =1,2,---,p si ottiene

p
B (0, pi) (@i, Px)
(0, o) = Ao(K o, 1) — Ao ; Y
p
y ¥ A A
= No(00, Kor) = o ) wo}\—:p)fsik = )\_2(9007 Pr) — )\_Z(%Ooaﬁpk) =0,

i=1

e quindi, in virtu della , wo = MK ¢y. Dunque, )y e ¢g sono il numero
caratteristico e la corrispondente autofunzione del nucleo K(z,y). Visto che
o € ortogonale a tutte le autofunzioni 1, ¢, - -+ , ¢,, ne segue che Ay coincide
con uno dei numeri caratteristici A\pi1, A\py2, -+ € ¢ puo essere considerata
uguale a ¢, per £ > p+1. Dunque, A,y ¢ il numero caratteristico piu piccolo
del nucleo K™ (x, ) in modulo. Applicando la disuguaglianza a questo
nucleo e tenendo conto della , si ottiene la disuguaglianza

- sl

< : feL*9), (I11.44)
|/\p+1|

1K [l = HKf Y ’f”%
i=1 v

2

dove p=1,2,---.

Supponiamo che il nucleo hermitiano K(z,y) abbia un numero finito di
numeri caratteristici: A, Ao, - -+, Ay. Da quanto abbiamo dimostrato, il nucleo
hermitiano ) (z, ) non ha numeri caratteristici, e quindi, in base al Teorema

I11.8] si ha X)(x,y) = 0, in modo che, in virtl della ([11.41)), si ha

K(z.y) =Y M, (I11.45)

i=1 g

il che significa che il nucleo K(xz,y) & degenere.
Da cio, e ricordando anche che un nucleo degenere ha sempre un numero
finito di numeri caratteristici, formuliamo il seguente risultato:

Affinché un nucleo continuo hermitiano sia degenere, € necessario
e sufficiente che questo nucleo abbia un numero finito di numeri
caratteristici.
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Dimostriamo che il nucleo iterato Ko(x,y) di un nucleo continuo hermi-
tiano K(x,y) puo essere sviluppato in una serie bilineare in termini delle
autofunzioni di questo nucleo,

T, y) = f: %@, (T11.46)

e la serie ¢ uniformemente convergente su €2 x €.

Tenendo conto del fatto che, in virtu della ([11.17)), si ha

’Cz(rv,y)z/Q K(z,y)K(y', z) dy’z/

) K(z,y)K(z,y') dy’z/ﬂ K(z,y)|* dy,

si ottiene 'uguaglianza

Z ‘“0 / 1K (z, y)|2 dy. (I11.47)

Dal teorema di Diniﬂ segue che la serie ¢ uniformemente convergente in
x € §, poiche la parte a destra ¢ una funzione continua in x € €. Integrando
termine a termine la serie uniformemente convergente e tenendo conto
della normalizzazione delle autofunzioni, si ottiene la formula

— 1
> v Z/Q/Q K (2, y)|* dzdy. (IT1.48)
k=1 "'k

Dimostriamo ora il seguente risultato di Hilbert e Schmidt["]

Teorema II1.9 (Teorema di Hilbert-Schmidt) Se una funzione f appar-
tiene all’immagine di un operatore integrale K di nucleo continuo hermitiano
K(x,y), cioé f = Kh, la sua serie in termini delle autofunzioni del nucleo
K(z,y) & uniformemente convergente su Q0 alla funzione

flx) =Y (fron)pule (111.49)
k=1 k=1

9Teorema di Dini: Sia {f,}32; una successione crescente di funzioni continue definite
su un compatto. Se esiste f(z) = lim,— o fo(z) e f & continua sul compatto, allora la
convergenza € uniforme.

19David Hilbert [1862-1943] e Erhard Schmidt [1876-1959], relatore e dottorando, hanno
contribuito sostanzialmente all’analisi funzionale.
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Dimostrazione. ~ Visto che f = Kh, h € L*(Q), in base al Lemma [[II.1
f € C(Q) ed i coefficienti di Fourier delle funzioni f e h in termini delle
autofunzioni {¢} del nucleo K(x,y) sono collegati con la relazione

(f,00) = (Kh,or) = (h, Kp) = (h;":’”. (IT1.50)

Se il nucleo K(z,y) ha un numero finito di autovalori, si ha, in virtu della

(TTT.45)),

—~ (b o0)
y Pk
f(z) = (Kh)(x) =) or (),
k=1
ed il teorema di Hilbert-Schmidt ¢ dimostrato.
Supponiamo ora che il nucleo K(x, y) abbia un numero infinito di autovalori.
In questo caso |\g| — 400, k — +oo. Percio la serie ([I1.49)) converge a f
nella norma di L?(Q):

_ Inl

9 N |)‘p+1|

— 0, p — +00.

Hf - Z (fa SOk)(pk

k=1

p
(h7 ka)
2 k=1

Resta da dimostrare che la serie (II1.49)) converge in modo uniforme su Q.
Utilizzando la disuguaglianza di Schwartz e la ([IL40), si ottiene, per tutti i
valori di p e ¢ e per ogni x € €,

q q 12 4 )
> ()l < [Z (R, (pk,)‘z] [Z |(pkA(;:)’ ]
_pq 1/2 - 12 - , 12
< [Z (A, @k)|2] [/Q IIC(:r,y)I2dy} < My/m(G) | |(h, gpk)F] |
k=p

k=p

1/2
or(7)
Ak

(I1L.51)

Il primo membro della disuguaglianza (I1I.51) tende a zero per p,q — +o0.
Cio significa che la serie ([I1.49) ¢ puntualmente convergente su ). Siccome il
maggiorante in ([I[.51]) non dipende da = € €2, la convergenza risulta uniforme
inzeq. 0
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Capitolo IV

PROBLEMI DI
STURM-LIOUVILLE

Prima di studiare alcuni problemi al contorno per le equazioni di tipo ellittico
(in particolare le equazioni di Laplace, di Poisson e delle onde nello spazio e
nel piano), trattiamo i corrispondenti problemi unidimensionali.

1 Problema di Sturm-Liouville

1l cosiddetto problema di Sturm-Liouville ha la forma[]

def

Lu= —(pu') + qu = M, 0<z <, (IV.1)
(cos @)u(0) — (sina)u'(0) = 0, (cos B)u(l) + (sin B)u'(¢) =0, (IV.2)

dove o, 3 € [0,%]. Assumiano che p € C'[0,4], p(z) > 0 per ogni z € [0,/], e
q € C[0,/] e reale. Come dominio dell’operatore L prendiamo

u” € L*0,4)
My =< ueC*0,0)NC0,4 : (cosa)u(0) — (sina)u'(0) =
(cos Bu(€) + (sin B)u’(£) =

Per a = 8 = 0 abbiamo le condizioni di Dirichlet; per a = 8 = 7 quelle di
Neumann. Gli altri casi si dicono condizioni miste oppure condizioni di Robin.

INel 1836-1837 Jacques Charles Frangois Sturm [1803-1855] e Joseph Liouville [1809-1882]
pubblicarono alcuni lavori su opportune generalizzazioni dell’equazione del calore. Liouville
fu il primo da dimostrare la trascendenza di un numero, Zzil 107+,

2Presentiamo prima il problema di Sturm-Liouville con condizioni al contorno separate.
Piu tarde discuteremo tale problema con condizioni periodiche e antiperiodiche.

93



L’operatore L ¢ hermitiano, cioe (Lf,g) = (f, Lg) per ogni f,g € M.
Infatti,

(Lf.g) — (. Lg) = / —(pf")5 + af7) do — / —f () + f(q@)] da
¥/
=7+ T+ / T — fo7]) da
= =3+ f@D)]y = p(f7 — 9 -

la quale si cancella se le condizioni sono ambedue di tipo Dirichlet o Neu-
mann (se o, f € {0,3}). Se a, B € (0, 5], sostituiamo f(£) = —(tan3)f'({) e
f(0) = (tan ) f(0) e analogamente ¢g(¢) = —tan 3)g'(¢) e g(0) = (tana)g’(0),
risultando in (Lf,g) — (f, Lg) = 0.

Per f € My Uintegrale d’energia assume la seguente forma:

(Lf, [) = /0 (Plf' PP+ qlfI?) dx + (tan)p(0)| f/(0)[* + (tan B)p(0)] f'(€) %,
(IV.3)

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per o = 7 o per
f = %, rispettivamente. Se q(x) > gmin per ogni z € [0, £], I'integrale d’energia
(Lf, f) soddisfa

(Lfaf) ZQmme”%; fGML

Quindi tutti gli autovalori di L (che hanno un’autofunzione in M) sono reali
e cadono nell'intervallo [gmin, +00). Se Gmin fosse un autovalore di L con la
corrispondente autofunzione 0 # f € M, allora la implicherebbe che
valgono le condizioni di Neumann negli estremi dellintervallo (o = 8 = %),
q(x) = Gmin © costante e I'autofunzione stessa ¢ constante. In tutti gli altri
casi gli autovalori cadono nell'intervallo (g, +00).

1.1 Funzione di Green

Supponiamo che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L. Consi-
deriamo il problema al contorno

Lu=—(pu) + qu = f(x), 0<z <, (IV.4)
(cos a)u(0) — (sina)u'(0) = 0, (cos B)u(l) + (sin B)u'(¢) =0, (IV.5)
dove f € C(0,¢) N L*(0,¢). Dato che A = 0 non ¢ autovalore dell’operatore L,

la, soluzione del problema al contorno (IV.4))-(IV.5)) nella classe M, ¢ unica.
Costruiamo ora la soluzione di questo problema.
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Siano v; e vy soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea Lv = 0
che soddisfano le condizioni

(cos a)v1(0) — (sin a)vy(0) = 0, (cos B)va(€) + (sin B)vy(£) = 0. (IV.6)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste so-
luzioni esistono ed appartengono alla classe C?[0,¢]. Le soluzioni lineari v; e
v sono linearmente indipendenti.

Infatti, nel caso contrario vy (x) = cve(z) per qualche 0 # ¢ € R e, di conse-
guenza, in base alla la soluzione v; soddisfa anche la seconda condizione
al contorno . Cio significa che v; € un’autofunzione dell’operatore L cor-
rispondente all’autovalore A = 0, contrariamente all’ipotesi; inoltre segue che
in tal caso v, € M.

Percio il determinante Wronskiano vale

w(z) = det {“1(‘”) “2% 20, zel0]

vi(z) vy(z)
Allora
(pw)'(x) = (vi(pvh) — va(p))” = vi(pvy)" — va(pvy)’ = —viqua + v2qu1 = 0.
Quindi risulta l'identita
pw = p(0)w(0), x € [0,4]. (IV.7)

Cercheremo la soluzione del problema (IV.4)-(IV.5) mediante il metodo
della variazione delle costanti,

uw(z) = cr(x)vr () + ca(x)ve (). (IV.8)
Allora ¢ (z) e ¢y(x) soddisfano il sistema lineare
vi(x) vz(l’)} [C’l(w)] { 0 }
! ; W V.9
i) i) [0 = s V)
con determinante w(x) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando 'iden-

tita (IV.7)), si ottiene
¢ (x) = ———, cy(r) = —————=. (IV.10)

Per soddisfare le condizioni al contorno ([V.5]), osserviamo che esistono due
costanti d’integrazione ¢, e ¢y tali che

@) = exen(o) +eana(e) = 2 [ (0) ay - 2 / ") () dy.

pw pw
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Calcolando la derivata si trova

/ 4 / z
A et dn =22 [ )y

pw

u'(x) = crvy () + covh(x) —

Tenendo conto dalle condizioni (IV.6)), otteniamo

0 = (cosa)u(0) — (sina)u’(0) = ¢ [(cos a)va(0) — (sin a)vy(0)] ;
0 = (cos B)u() + (sin B/ (€) = e [(cos Bun(£) + (sin B} (0)]

e quindi, in virtu del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si
annullano, troviamo ¢; = ¢ = 0. In altre parole,

u(z) = / G(a.y) () dy, (v.11)

dove

_ L Ju@uwly), 0<z<y<l,
G(z,y) = pw {vg(x)m(y), 0<y<ax<U{,
= —]%Ul(mil’l(fb,y))UQ(maX(xay))‘ (IV.12)

La funzione G(x,y) ¢ detta funzione di Green del problema al contorno (IV.4])-
(IV.5) o dell’operatore L. Tale nucleo ¢ reale, simmetrico e continuo. Inoltre,
vale I'uguaglianza

Gy +0,y) 9G(y—0,9)  wly) 1
B T e = o) ye(0,0). (IV.13)

Consideriamo I'operatore integrale G su L?(0,£) con nucleo G(x,y). Allora
tale nucleo e reale, simmetrico e continuo. Dunque G € un operatore lineare
autoaggiunto sullo spazio di Hilbert L?(0,¢). Siccome u = G f appartiene ad
M, per ogni f € C(0,¢) N L*(0,¢), il dominio M, & strettamente contenuto
nell'immagine dell’operatore integrale G. Ne segue facilmente che I'immagi-
ne di G (cioe, {Gf : f € L?*(0,¢)}) coincide con il dominio dell’estensione
autoaggiunta L di L. Infatti, L = G~



Nel caso in cui A = 0 & autovalore del problema (IV.4)-(IV.5), bisogna
scegliere qualche p € R che non & autovalore, e riscrivere ([V.4)-(IV.5) nella
forma equivalente

(L—pu=—(pu) + (g —p)u= f(z) — pu(x), O<x<t, (IV.14)

Partendo dalle due soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea (L — p)u = 0
che soddisfano le condizioni e quindi sono linearmente indipendenti,
arriviamo ad una funzione di Green G(z,y; u) ed un operatore integrale G/(1)
dipendente di p tali che

u=G(p)[f = pu].

Quest’ultima si puo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

4 4
M@+ML;ﬂ%%uwwwyzzgﬂawuﬁwﬂ% 0<az< (. (IV.16)

Il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L [o di L — p] coincide con
I'immagine dell’operatore integrale G(u).

Esempio IV.10 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(x), (cos a)u(0)—(sin a)u'(0) = 0, (cos B)u(f)+(sin B)u'(¢) = 0.

Le soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea —u” = 0 che soddisfano le
condizioni (IV.6]), hanno la forma (tranne un fattore costante)

vi(x) = xcosa + sina, ve(x) = [¢ — ] cos B + sin f3,
e quindi il Wronskiano

w(z) = —Lcosacos f — sin(a + f)

si annulla se e solo se a = 3 = 7. Si trova per la funzione di Green
[z cos a + sina][(¢ — y) cos 5 + sin fj]

l + sin(a +
G(z,y) = [y cos aciss?ncgz]s[(ﬁﬁ —S;:I)l(caos 55—2 sin ]

¢cos avcos 4 sin(a + )

, 0z <y <Y,

, 0<y<z <Y,

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni vi(z, A) e vo(z, A) del-
I'equazione omogenea —u” = Au che soddisfano le condizioni ([V.6]), mentre

97



A > 0. Otteniamo

I A
1 (2, \) = sin avcos(zV') + cos aM;

VA

L _ cos sin((¢ — z)vV/\)
va(z, ) = sin B cos((£ — z)VA) + cos 3 oy ,

e quindi
w(z) = v1(0, \)vy(0, ) — v1(0, N)va (0, X)
sin(v/\)

— —sin(a + B) cos((V\) — [cos acos B 4 Asin asin f]——~—=.

VA

Un numero A > 0 & autovalore se e solo se w(x) = 0. Sotto le condizioni di

Dirichlet (v = 8 = 0) e sotto quelle di Neumann (o = 3 = 7) segue

sin(£vV/\) = 0.

Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

n=123- -, U () =~ sin <@> ,  [Dirichlet]
nm 2 ¢
)\n = <7> )
n=0,1,2---, un () ~ cos (?) . [Neumann]

Sotto le altre condizioni (cioe, se sin(a+ ) > 0), A = 0 non ¢ mai autovalore e
A > 0 e autovalore se e solo se e una radice positiva dell’equazione transcedente

cosacos B+ Asinasin 3
[sin(a + 8)]VA

C’¢ un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescente \, che
tende a +00) ed ogni radice corrisponde all’autofunzione
, sin(zv/Ap)
Uy, () >~ sin v cos(x\/ \,) + cos a———=.
(@) (ev/A) e
Le radici /A, si trovano piu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autova-
lori fuori dell’intervallo [0, +00).

cotg ((VA) = —

1.2 Riduzione ad un’equazione integrale

Facciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville puo essere ridotto ad
un’equazione integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e continuo

G(z,y).
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Figura IV.1: Il plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(zL) e y = —k tan «
per L =5 e a = . Gli autovalori sono i valori di k£ > 0 corrispondenti ai loro
punti di intersezione.

Teorema IV.11 II problema al contorno

Lu=Mu+ f, u € D(L), f€C0,0)nL*0,0), (IV.17)

con la condizione che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L e equivalente
all’equazione integrale

ul(z) = A / G(z,y)uly) dy + / Gl f(y)dy,  weIX0.0), (IV.18)

dove G(x,y) € la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei
problemi equivalenti (IV.17) e (IV.18|) appartengono ad My.

Dimostrazione.  Se u(x) € una soluzione del problema al contorno (IV.17)),
allora

u(z) = (G[Au + f])(z) = /0 Gz, y)Auly) + f(y)ldy,  0<z <L,

cioé u(z) soddisfa I'equazione integrale (IV.18]).

Inversamente, supponiamo che la funzione uy € L?(0, £) soddisfi I'equazione
integrale ([V.18). Se G denota I'operatore integrale con nucleo § (x,y), allora
up = G(Aug + f) € D(L) e Lug = Mug + f. Dall’'uguaglianza

0 (2) / va(y) eaoly) + £()] dy+va(2) / " o) Do) + F@)] dy
p(0)w(0)
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segue che uy € C10, ¢], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali apparten-
gono ad L'(0, /). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C*[0, /]
con derivata

v (2) / valy) o) + F(y)] dy+vh(x) / " o) Do) + F@)] dy
P(0)w(0) '

Da quell’'ultima equazione segue che ug € C?[0,/]. Inoltre, dalla (IV.6)) segue
che up(x) soddisfa le condizioni al contorno ([V.2). Dunque uo € Mp. Di
conseguenza, Lug = Lug = Aug + f. O

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni

autofunzione dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad
M. Inoltre, tutte le autofunzioni appartengono a C10, ¢]. Quindi il problema
al contorno per f = 0 (ciog, il problema agli autovalori) & equivalente a quello
agli autovalori dell’equazione integrale omogenea

¢
u(z) = )\/0 G(z,y)u(y) dy (IV.19)

in C[0, 4] oppure in L*(0,¢), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’o-
peratore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L.
Per farlo, sia pg € R un numero che non e un autovalore. Allora 4 = 0 non &
un autovalore del problema di Sturm-Liouville

Liu= —(pu') + (¢ — po)u = pu, (1v.20)

(cos a)u(0) — (sina)u'(0) = 0, (cos B)u(l) + (sin B)u'(¢) = 0. (IV.21)

Ma My = My, e D(L) = D(L;). Quindi il problema di Sturm-Liouville
(IV.1)-(IV.2) e equivalente all’equazione integrale

u(@) = (A — o) / Gi(z, y)uly) dy. (1V.22)

dove G;(z,y) ¢ la funzione di Green dell’operatore Lj.

1.3 Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni

Abbiamo dunque stabilito I'equivalenza tra il problema di Sturm-Liouville
omogeneo ed il problema agli autovalori per I'equazione integrale omogenea
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(IV.22) con nucleo integrale Gi(x,y) reale, simmetrico e continuo. Gli auto-
valori A del problema — sono collegati ai numeri caratteristici del
nucleo Gi(x,y) con la relazione p = A — 9, mentre le corrispondenti autofun-
zioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti
gli enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e
simmetrico. In particolareﬂ Uinsieme degli autovalori {\.} di questo problema
non € vuoto e non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e
sono anche di moltiplicita finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed
ortonormali ed appartengono a C?[0, /).
Il problema di Sturm-Liouville ha alcune proprieta specifiche.

1) Gli autovalori appartengono all’intervallo [Gumin,00) dove ¢uin= min g(z).

z€[0,4]
Infatti, per f € My si ha

l
(Lf.f) = / (PIF'P + alf1) de + (tan @)p(O)] £/ () + (tan B)p(0) £ (0)
> gl FI2.

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per o = 0 o
per 8 = 0, rispettivamente. Quindi, se A e un autovalore di L con
corrispondente autofunzione u, allora v € My e Mu|? = (Lu,u) >
Gmin|[u]|3, € dunque A > giin.

2) L’insieme degli autovalori ¢ infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme

fosse finito, {\1, -, Ax}, il nucleo Gi(x,y) sarebbe degenere:
5 on(2)pr(y)
k k
= E V.23
gl (%, y) " >\k + 1 ) ( )
dove @1, - - - , @ sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Sic-

come ¢, € C?[0, ], risulterebbe una contraddizione con la ([V.13)):

ox ox

=0, y € (0,0).

3) Ogni autovalore ¢ semplice. Sia Ag un autovalore. Allora la corrispon-
dente autofunzione u soddisfa Lu = Agu e le due condizioni al contorno
(IV.6]) [per v; = v = u|. Ciascuna di queste condizioni definisce un sot-
tospazio di L*(0, /) di dimensione 1. Quindi I'autospazio corrispondente
all’autovalore Ay ¢ unidimensionale.

3Sfruttiamo il fatto che il corrispondente operatore integrale K & compatto e autoaggiunto
su L?(Q2). Cio si deve alla stima [, [, |G1(z, y)|* dz dy < +o0.
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Le condizioni al contorno (IV.2)) si dicono separate, poiche riguardano i valo-
ri e le derivate della u in estremi diversi dell’intervallo (0, ¢). Piu generalmente,
per u,v € C?[0, /] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (u®’ — u'D)];, .

La parte a destra si annulla se u, v soddisfano le condizioni separate (IV.2)).
Purtroppo si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

VP(0)u(0) = £/p(O)u(l),  /p(0)u'(0) = £/p(€) u'(£),

per la u e per la v, dove bisogna scegliere il segno + due volte oppure il segno
meno due volte. In tal caso si puo introdurre il dominio M, ed estenderlo ad
un dominio su cui 'operatore differenziale L ¢ autoaggiunto.

Per esempio, consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni
periodiche

—u" = Au, u(0) = u(l), u'(0) =/ (0).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

o 2
An = ) n=20,1,2---

2 2
uo(x) =1, wuy(z) ~ cqcos ( ngr:z:) + ¢y 8in ( ngmc) , n=1,23,---.

Tranne per l'autovalore \g = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.
D’altra parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u" = Au, u(0) = —u(¥), u'(0) = —u'(0),

gli autovalori e le autofunzioni sono:

on — D\
/\n:<% , n:172’3,‘”

2n —1 2n —1
Un<$>:C1COS(%>+CQSiH<M%), n=123---.

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.

Siano (\,)22, gli autovalori della L e (¢,,)52; le corrispondenti autofunzioni
ortonormalizzate. Siccome il problema agli autovalori e equivalente a quello per
un’equazione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle
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autofunzioni ¢ completo in L?(0, ¢). In altre parole, ogni funzione f € L*(0, ()
puo essere sviluppata in una serie

[= Z fsor)er, (IV.24)
k=1
dove
o0 N 2
1715 =D [(Fe)l*, Jim — 3" (fren)pn(a)| dz=o.
k=1 k=1
Consideriamo ora Lu = —u” con le condizioni antiperiodiche u(0) =

—u(L) e v/(0) = —u/(L). Allora A = 0 non ¢ autovalore, vy(z) = (L/2) — x
soddisfa Lv; = 0 con v1(0) = —vy(L), e vo(z) = 1 soddisfa Lvy = 0 con
v5(0) = —vy(L), mentre il Wronskiano vjvy — vjvy = 1. Ponendo u(z) =
c1(x)vy(z) + ca(x)ve(2) arriviamo al sistema lineare

(0 i) (40) - ()
con soluzione dz) = f(z) e d(z) = (v — 5L)f(x). Quindi ¢1(z) = 1 +
J7 F(u) dy o ca(a) = ea + [y — B)F(y) dy, o dunque

)

u(@) = (3L —2) + e + (AL — /f dy+/< L) F(y) dy.

0

Sostituendo le condizioni al contorno otteniamo

== /OLﬂy) dy, = %/OL(L —y)f(y)dy.
Di conseguenza, :
= /0 Gantiper. (T, Y).f (y) dy, (IV.25)
dove

gantiper.(xvy) = % (%L - |._'E - y|) :

1.4 Alcuni esempi delle funzioni di Green

In questo paragrafo presentiamo alcuni esempi per cui A = 0 e autovalore
semplice. In tal caso esiste la soluzione unica del problema di Sturm-Liouville
soltanto se il termine non omogeneo verifica un vincolo lineare ed omogeneo.
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Esempio IV.12 Sotto le condizioni di Neumann «'(0) = —u/(L) = 0 risulta

L
clz—é/o Jly) dy = 0,

ristringendo cosi 'insieme delle f per cui esiste una soluzione. Dunque
u(z) = Cz+(%L—w)/ f(y) dy+/ (y—3L)f(y)dy = 62—/ (z—y)f(y)dy.
0 0 0

Imponendo la condizione fOL u(y) dy = 0, otteniamo

1 [F )
=3/ (L—y)"f(y)dy.

Quindi u(z) ha la forma (IV.25]), dove
1
gN(xv y) = i(L - max(x, y))Q

Esempio IV.13 Calcoliamo ora la funzione di Green sotto le condizioni pe-
riodiche. Partiamo dalle espressioni

we)=ciwtea [ [ fdyts et e~ [@- sy
W(z) = 1 — /0 i) dy.

C2

Quindi da u/(0) = «/(L) segue la condizione necessaria fOL fly)dy = 0 per
I'esistenza di una soluzione. Da u(0) = u(L) seguono

¢ = %/0 (L —y)f(y)dy,

X

u(x) = cz + f/o (L—y)f(y)dy — /Ox(x —y)f(y) dy.

Per imporre I'unicita, supponiamo che fOL u(y) dy = 0. Allora

er= =57 | wk=nrway
:_% 0 y(L—y)f(y)dy—%x(L—ff)/o f(y) dy.

Quindi u(z) ha la forma (IV.19), dove
1
gper.(fcvy) = _ﬁ‘x - y‘<L - ‘l’ - y‘)
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2 Problemi di Sturm-Liouville singolari

Finora ci siamo limitati ai problemi di Sturm-Liouville detti regolari. Cio vuol
dire che I'equazione differenziale ha la forma

Lu=—(pu') + qu = Au, 0<z<l{, (IV.26)

dove p € C'0,1] ¢ strettamente positiva (anche agli estremi dell’intervallo
[0,1]) e ¢ € C[0,] & una funzione reale. Nelle applicazioni appaiono, pur-
troppo, problemi di Sturm-Liouville in cui la funzione p & positiva all’interno
dell’intervallo (0,1) e si annulla ad uno (o ambedue) degli estremi. Esistono
anche applicazioni importanti in cui 'intervallo e illimitato. Tali problemi di
Sturm-Liouville si dicono singolari.

Un esempio di un problema di Sturm-Liouville singolare ¢ quello di Legen-
dre:

Lu=—((1 -2

definito su un dominio denso in L?(—1,1) che contiene tutti i polinomi. Gli
autovalori e le corrispondenti autofunzioni sono A\, = n(n + 1) e il polinomio
di Legendre P,(z) [n =0,1,2,...].

La teoria dei problemi di Sturm-Liouville singolari ¢ stata principalmente
sviluppata da Weyl (1908)@ L’esistenza di uno zero della p all’estremo x = 0
implica 'impossibilita di convertire 1’equazione differenziale in un’equazione
della forma y” 4 ... = 0 con condizioni iniziali di tipo y(0) = yo e ¥'(0) = y;.
Cio compromette in modo serio la costruzione della funzione di Green e la
conversione del problema di Sturm-Liouville in un’equazione integrale con nu-
cleo hermitiano. Un’altra difficolta e la descrizione delle condizioni al contorno
che conducono ad un operatore autoaggiunto e quindi ad una teoria spettrale.
La terza difficolta consiste nella possibilita dell’esistenza di spettro continuo.
Cio capita in particolare per ’equazione di Schrodinger radiale con potenziale
che tende a zero se |x| — oo, per cui RT & lo spettro continuo dell’operatore
di Sturm-Liouville. Tutto quanto vuol dire che non c¢’e alcuna speranza di
una teoria generale abbastanza elementare. Invece, se non vorrenmmo gene-
ralizzare la teoria di Sturm-Liouville in modo sostanziale, bisogna trattare le
applicazioni in modo ad hoc.

Esempio IV.14 Sia v > 0. Consideriamo il problema al contorno

2

Lou=—(ou) +Zu=eu, O0<z<l, (IV.27)
xr
u(x) =0("), =0,  au(l)+pu(1) =0, (IV.28)

4Hermann Weyl [1885-1955]
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dove v = min(r,1), « > 0, 8 > 0, o+ > 0. Sia M, l'insieme di tutte le
funzioni u € C?((0,1])NL2((0, 1); x dx) che soddisfano le condizioni al contorno
(IV.28)) e la condizione 2~ /2L,u € L?(0,1). Quest’insieme & denso nello spazio
di Hilbert L?((0,1); z dx) in cui verra studiato il problema al contorno.

Dimostriamo ora che 'operatore L, e positivo. Infatti, nel prodotto scalare
di L?(0,1) si ha per u € My,

1 |u|2

1
(Lyu,u) = —/ (xu’)’ﬂda:—i—f/
0 o
1 1 ‘u|2
:/ :1:|u'|2d:v—[xu’ﬂ]i0—l—l/2/ — dx
0 o 7T
1 |u|2

1
= / r|u'|* do + 1/2/ —dz + g|u(1)|2 > 0.
0 o 7T B

dx

Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatore L, sono non negativi. Affin-
che A = 0 sia autovalore dell’operatore L,, € necessario e sufficiente che v =
0 ed @ = 0 [condizione di Neumann all’estremo = = 1J; a quest’autovalore
corrisponde 'autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplici.
Discutiamo ora il caso A > 0. In tal caso le uniche soluzioni della ([V.27)
limitate per x — 07 sono i multipli della funzione .J,(z). Una tale soluzione

soddisfa la condizione ([V.28]) se e solo se
at, (V) + BVA (V) =0,

cioe, se e solo se = VA & una radice dell’equazione (I1.43). Enumerando

questi zeri da 0 < p{” < u¥) <

-+, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli
diversi da 0) )\,(:) = [MIE;V)]Q e le corrispondenti autofunzioni J,,(,u,(:)x) (k =
1,2,--+). Per v = a = 0 si aggiunga l'autovalore )\(()0) = 0 con la corrispondente
autofunzione costante.

Calcoliamo ora la funzione di Green nel caso v = 0. Per v = 0 le funzioni

vi(z) = 1 e vy(z) =  — alog(x) soddisfano I'equazione (IV.27) e, rispetta-
tivamente, alla prima e alla seconda condizione ([V.28). Quindi le soluzioni
dell’equazione differenziale

Lou = —(zu') =z f(x)

hanno la forma
u(x) = c1(x)v1(x) + co(x)va(), (IV.29)

(zigg ZEQ) (28) = —f(z) ((1]) : (IV.30)

dove



Sia @ > 0 (cioe, escludiamo la condizione di Neumann in z = 1). Dunque
¢ () = log(z) — flaf(z) e ¢h(2) = xf(z)/a. Quindi

cz) =+ /Ox [log(y) - g} yfy)dy,  cafx) =ca— L /ml yf(y)dy.

«

Siccome

u(z) = (—OZCQ + /1 yf(y) dy) log(x) 4+ ¢1 + feo

0

si ha o = = [ yf(y) dy, e dunque

te) = vt [ [roet 2| sty dy — toste) - 2] [ urtwyan

La seconda condizione

0=nu(l)+ gu’(l) =+ /01 [log(y) - g} yf(y)dy

ci da la costante c¢;. Infine

1
u(e) = [ GG ) vy (Iv.31)
0
dove la funzione di Green
B
G(z,y) = o log max(z,y) > 0.

Quindi il problema (IV.27)-(IV.28) e equivalente all’equazione integrale

ulz) — A / G(, y)uly) ydy = / G(w,y)f(y) ydy.

da risolvere nello spazio di Hilbert L?((0,1); z dx).
Per v > 0 'espressione esatta della funzione di Green si trova in [§].

Esempio IV.15 Consideriamo ora il problema al contorno
Lu = —u" + p*u = M, r € R, (IV.32)
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su un intervallo illimitato, dove p > 0. Sia M l'insieme di tutte le funzioni
u € L*(R) tali che la sua derivata seconda (debole) u” € L2*(R). Allora
vi(z) = €' e vy(x) = e * soddisfano 'equazione v} + p*v; = 0 per j = 1,2.
Le soluzioni dell’equazione Lu = —u” + p?u = f hanno tutte la forma

u(z) = c1(z)v1(x) + co(@)va (),

(i) 1200) (40) - ()

Quindi ¢ (z) = —e " f(x)/2u e dy(z) = e"* f(x)/2u. Di conseguenza,

dove

(@) = o + i / Temp)dy, o) = oot i / " e i(y)dy.

Dunque

1 [~ 1 [*
w(x) = c1eM” 4 coe™H + ﬂ/x @Y £ (y) dy + oM /_Oo e MY £ (1)) dy.

(IV.33)
Affinche u € L*(R), ci vuole ¢; = ¢ = 0. Quindi
uw) = [ )i, (1v.34)
dove G(xz,y) = e H==vl /2y,
Esempio IV.16 Consideriamo ora il problema al contorno
Lu = —u" + p*u = \u, xr € RY,
u(0) =0, Dirichlet, (IV.35)
u'(0) =0, Neumann,

(cos a)u(0) — (sina)u’(0) = 0, Condizione mista,

su un intervallo illimitato, dove u > 0 e o € [0, 7]. Sia M, I'insieme di tutte
le funzioni u € L?*(R™) tali che la sua derivata seconda (debole) v’ € L*(R™)
e (cosa)u(0) = (sina)u/(0). Seguendo il metodo dell’esempio precedente

troviamo al posto della (IV.33))

1 oo 1 r
u(z) = 1 + coe M 4 7 / etV fy)dy + — [ e T f(y) dy.
HJ g

24 Jo
(IV.36)

108



Affinché u € L3(R™), ci vuole ¢; = 0. Quindi

1 S
U/(I‘) = 0267“3” + — / e*l‘kﬂ*y‘f(y) dy (IV37>
2 Jo

Ora sostituiamo la condizione al contorno in x = 0. Il risultato finale &

( i 1 o
= e MYl £ (y) dy — — e HETY) £(y) dy, Dirichlet,
21,M 000 ( ) 21N 0o ( )

-{ = e Myl £ (y) dy + —/ eTHEHY) £ (1) dy, Neumann,
21,u /Ooo () 21 Jo )
o | e g+ Flwa) [ e gy, misea
200 Jo 0

(IV.38)
do
Ve psin o — cos o
F(u, o)

" 2ufpsina + cosal’

Quindi la combinazione lineare convessa

e MYl 4 2pF (p, e HEHY)

24
[ sin o COS (v

- . eumann x) +
,usma—l—cosagN (z.9)

G(v,y) =

ILL sin a + CoS o gDirichlet (mﬂ y)

delle funzioni di Green nei casi delle condizioni di Dirichlet e Neumann prende
il posto della funzione di Green.
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Capitolo V

FUNZIONI DI GREEN

In questo capitolo le equazioni differenziali lineari del secondo ordine che pre-
valgono in fisica matematica. Le equazioni prototipali sono le seguenti: (a) le
equazioni di Laplace, Poisson e Helmholtz, (b) I'equazione del calore, e (c) 1'e-
quazione delle onde. Tali tre tipologie sono molte diverse per quanto riguarda
le proprieta delle sue soluzioni. Per questo motivo si studiano separatamente
le seguenti tipologie: (a) le equazioni ellittiche (quali Laplace, Poisson e Helm-
holtz), (b) le equazioni paraboliche (quale quella del calore), e (c) le equazioni
iperboliche (quela quella delle onde). Un’equazione parabolica descrive tipica-
mente ’evoluzione temporale di una quantita fisica, mentre la corrispondente
situazione stazionaria viene descritta da un’equazione ellittica. Le equazioni
iperboliche descrivono tipicamente fenomeni ondosi.

Nel caso unidimensionale si puo utilizzare il metodo della variazione dei
parametri per trovare una funzione di Green G(¥,%) tale che la soluzione u
della. PDE Lu = f con opportune condizioni al contorno si esprime nella
forma

u(@) = / G(& 9@ di.

Nel caso multidimensionale si puo determinare la funzione di Green soltanto
in alcuni casi abbastanza semplici.

1 Classificazione delle PDE di secondo ordine

Consideriamo un’equazione differenziale quasi-lineare (lineare in tutte le sue
derivate di ordine maggiore) del secondo ordine

“ .. 0%u .
Z “”(m)ax-am + ®(Z,u, Vu) =0 (V.1)
0T

2,j=1
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a coefficienti continui a;;(Z) definiti su un aperto Q2 C R™. L’equazione ([V.1))
soddisfa la condizione di simmetria

a;; (%) = a;;(Z) reale, x € Q. (V.2)

Gli esempi prototipali dell’equazione (V.1]) sono ’equazione di Poisson n-
dimensionald]]
Viu = —f, (V.3)

dove a;;(Z) = 0;; (la delta di Kronecker), I'equazione delle onde n-dimensionale

Pu oy
dove ag(Z) = 1 (essendo t la coordinata zero-esima), a () = —c (i =
1,---,n), e a;j(¥) =0 per i # j, e 'equazione del calore n-dimensionale

0

(’3_?; = a*Vu + f, (V.5)
dove ag(T) = 0 (essendo ¢ la coordinata zero-esima), a;;(Z) = a® (i = 1, - ,n),

e a;;(Z) =0 per i # j.
All’equazione ([V.1)) si associa la matrice n X n

A(@) = (ay(2))5 =1, (V.6)

che dipende soltanto dai termini con le derivate parziale del secondo ordine.
Grazie alla (V.2), la matrice A(Z) & reale e simmetrica. Quindi A(z) ha n
autovalori reali \(Z), -, A\, (Z). Inoltre esiste una matrice ortogonale O(Z)
(cioe, O(Z)T = O(Z)~! e la O(%) ¢ reale) tale che

O(7) " A(2)0(7) = diag (M(T), -+, Au(T)), (V.7)

dove la parte a destra ¢ una matrice diagonale. La colonna j-esima della O(Z)
¢ un autovettore (di norma euclidea 1) della A(¥) corrispondente all’autovalore
(@) (j =1,---,n). Le colonne della O(Z) costituiscono una base ortonormale
dello spazio euclideo R".

Introduciamo la seguente classificazione delle equazioni che soddisfa-
no la (V.2). Tale equazione si dice

a. ellittica se tutti gli autovalori \;(Z) sono diversi da zero e hanno lo stesso
segno. L’equazione di Poisson e ellittica.

1v2 ¢ I'operatore di Laplace: V? = Z?Zl 6%22 =V .-V =divgrad.
J
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b. iperbolica se tutti gli autovalori \;(Z) sono diversi da zero, ma non tut-
ti hanno lo stesso segno. La si dice di tipo wperbolico normale
se e iperbolica e tutti gli autovalori tranne uno hanno lo stesso segno.
L’equazione delle onde e iperbolica normale.

c. parabolica se almeno uno degli autovalori (ma non tutti) si annullano.
La si dice di tipo parabolico normale se ¢ parabolica e tutti gli
autovalori tranne uno hanno lo stesso segno. L’equazione del calore ¢
parabolica normale.

Si osservi che la molteplicazione dell’equazione ([V.1)) non cambia la sua tipo-
logia, poiche e equivalente alla trasformazione

a;;(Z) = —a;;(Z), O(Z,u, Vu) — —0(Z, u, Vu).

Osserviamo che in principio la classificazione della dipende dalla scel-
ta del punto & € €). Per la maggior parte delle equazioni della fisica matematica
il segno degli autovalori (spesso gli autovalori stessi) e dunque la classificazione
stessa non dipendono da Z € ) (tranne in qualche punto eccezionale, spesso
di frontiera). Un’eccezione notevole ¢ [’equazione di Tricomi

Pu  u
y@ + 8_y2 =0, (V.S)

dove Z = (z,y) € Q = R% In tal caso A(x,y) = diag(y,1), M(z,y) =y e
Ao(z,y) = 1. Quindi la (V.8)) & ellittica se y > 0, parabolica normale se y = 0
e iperbolica normale se y < 0.

2 Problemi agli autovalori multidimensionali

2.1 Impostazione del problema agli autovalori

Consideriamo il seguente problema al contorno omogeneo lineare per un’equa-
zione di tipo ellittico:

— V- (pVu) + qu = I, 7 e, (V.9)
ou
au + ﬁ—) = 0. (V.10)
( on /) |
Supponiamo che
peC (), ¢eC@Q); p(@) >0, ¢@eR, ze€Q,
ae€C09), pelC(09), (V.11)

a(@) >0, B(@) >0, o) +AE) >0, Ted.
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In alcuni casi supponiamo inoltre che ¢(Z) > 0 per x € Q. Notiamo i seguenti
casi particolari:

a(@) =1, (@) =0, quindiu=0, ¥ € 99, [condizione di Dirichlet]
a(@) =0, (F) =1, quindi ? =0, ¥ €0, [condizione di Neumann]|.
n

Sia 09y = {7 € 09 : min(«a(Z), B(¥)) > 0}.

Il problema (V.9)-(V.10) consiste nel trovare una funzione u(Z) di classe
C%(Q) N CY(Q) che soddisfi I'equazione in Q e la condizione sulla
frontiera 0€). Evidentemente, il problema — ha sempre la soluzione
nulla, e questa soluzione non ha alcun interesse. Percio il problema (V.9)-
deve essere considerato come un problema agli autovalori per 'operatore
differenziale

L=-V*+q

Tutte le funzioni f di classe C?*(Q) N CY(Q) che soddisfano la condizione al
contorno e la condizione Lf € L?(f) costituiscono il dominio My,
dell’operatore L. Siccome lo spazio vettoriale D(Q2) di tutte le funzioni di
classe C'*°(Q2) di supporto compatto (cioe, che si annullano fuori di un compatto
contenuto in ) & denso in L*(2) ed & contenuto in My, anche il dominio M,
¢ denso in L*(Q).

In generale, il dominio M, di L non e abbastanza grande per trovare tutte
le autofunzioni. Per questa ragione bisogna estendere 'operatore L ad un
dominio abbastanza grande per contenere le autofunzioni.

2.2 Formule di Green
Se u € C*(Q)NCHQ) e v € C1Q), & valida la prima formula di Green:

" v Ou ou
vLud:c—/p dx—/ pv—dS—i—/ quv dzx. V.12

Nell’enunciare la abbiamo applicato il solito teorema della divergenza
(per n = 3) e quello di Green (per n = 2) a dimensioni n > 4 senza dimostrarlo.

Per dimostrare la formula prendiamo una regione arbitraria ' con
frontiera 0€Y una superficie regolare a tratti tale che Q' C Q. Visto che u €
C?%(Q), si ha anche u € C?(Q') e, di conseguenza,

//vLudm://v[—V-(pVU)—l—qu] da

"L v du
——//V-(vau)d:B%—/Q,p; 8xi0$idx+/, quu dz.
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Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

v 0u ou L
/leudI—/ p;: 0z, o, _LQ,pU%dS // quv dzx,

dove O€Y' ¢ la frontiera di (2. Facendo tendere (2’ a (2 nell'uguaglianza ottenuta
ed utilizzando il fatto che u,v € C'(2), concludiamo che il limite del secondo
membro esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro ed e valida

I'uguaglianza (V.12). In tal caso l'integrale del primo membro della (V.12)

deve essere considerato improprio. I limiti non dipendono della maniera in
cui ' tende a , poiche gli integrali nelle parte a destra della Sono
assolutamente convergenti.

Se u,v € C?(Q) N CY(Q), & valida la seconda formula di Green:

/Q (vLu—ulv)de = / (ug—:; - v%) ds. (V.13)

Per dimostrare la formula (V.13]), scambiamo u e v nella (V.12)):

Ou Ov ov
L = - — 14
/Qu vdx /Qp; 91, O dx / Pu dS+/Q quudz,  (V.14)

e sottraiamo 'uguaglianza ottenuta della (V.14]). Come risultato, si ottiene la
seconda formula di Green (V.13)).

In particolare per p(Z¥) =1 e ¢(Z) = 0, le formule (V.12)) e (V.13)) di Green

si trasformano nelle seguenti uguaglianze:

v 8u ou
2
V = E 1
/ oViude = / 81’1 8.% /BQ Yon 45, (V.15)

/Q (v VZu —u V) dr = /aQ <va—n - u%> ds. (V.16)

2.3 Proprieta dell’operatore L

1. L’operatore L € hermitiano:

(Lf7 g) = (.f7 Lg)a fag € ML' (V17)

Infatti, visto che f, g € My, siha Lf € L*(Q) e Lg = Lg € L*(R). In tal caso
la seconda formula di Green (V.13)), per u = f e v = g, assume la forma

(Lf,g)—(f,Lg):/Q@Lf—fL_g)dx:/ (f—_—ggf) ds. (V.18)
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Per dimostrare che si annulla I'ultima parte della (V.18]), osserviamo che le
funzioni f e g soddisfano le condizioni al contorno ([V.10)):

0 aJg
(af+5—f) =0, (a§+6—g)
on /|50 on
Per lipotesi (V.11)), a(Z) + 5(Z) > 0 per Z € 9. Percio per ogni & € 99 il

sistema omogeneo di equazioni algebriche lineari (V.19)) ha una soluzione non
nulla (a(%), B(Z)), si annulla il suo determinante, cioe

A Ry
el G
on

—0. (V.19)
[2)9]

qg 0N

Di conseguenza, € hermitiano 'operatore L.

2. Sia f € Mp. Ponendo u = f e v = f nella prima formula di Green
(V.12) e tenendo conto del fatto che f € L%(Q), si ottiene
_ 2 af 2
(Lf.f)= | plgrad f[7de — [ pfo-dS+ [ qlfI" de. (V.20)
Q 0 n Q

Dalla condizione al contorno ([V.10) segue che

%:—%f, B(F) > 0, T € O
f=0, B(Z) =0, & € 0N

Sostituendo queste relazioni nell’'uguaglianza ([V.20)), si ottiene ’espressione
per la forma quadratica

(LS. ]) = /Q (plarad f? + gl f?) di + /8 pSISPdS, e My, (V)

Qo

dove 0€ ¢ la parte di 02 in cui min(a(Z), 5(Z)) > 0. La forma quadratica
(Lf, f), f € My, e detta integrale d’energia.

3. Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouville L con dominio M.
Allora L & hermitiano su L?*(€2) con dominio denso in L?*(€2) che ha la seguente
proprieta: (Lf, f) > quullfll3 per f € D(L). In tal caso esiste un’unica
estensione autoaggiunta L dell’operatore L tale che (Lf, f) > Guullf||? per
fe D(f) Le autofunzioni del problema al contorno - si cercano

nel dominio D(L).

2Vedi Appendix Sec. 5.4.
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Proposizione V.1 Abbiamo le sequenti proprieta:

a) Tutti gli autovalori sono reali e sono contenuti nell’intervallo [q,,,, 00),
dove ¢, = min{q(¥) : ¥ € Q}.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra
loro.

c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Affinché A\ = q,.. € autovalore di L, é necessario e sufficiente che q sia
costante ed o(Z) = 0. In tal caso l'autofunzione é costante.

Dimostrazione. ~ Per dimostrare la parte (a), sia f € D(L) tale che Lf =
Moe f#£0. Allora (A — N||fll2 = (Lf, f) — (f,Lf) =0, e quindi A = X &
reale. Inoltre, se ¢(Z) > ¢, per ogni & € 2 e A & autovalore corrispondente
all’autofunzione f (cioe, f #0 e Lf = Af), allora

MIFIE = (LF, £) = duinll F115.

Per dimostrare la parte (b), consideriamo f,g € D(L) non banali tali
che Lf = \f e Lg = pg; in tal caso A\, u € R. Si controlla facilmente che
(A—w)(f.9) = (Lf,g9) — (f,Lg) =0 e quindi A = p oppure (f,g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), se f & un’autofunzione, il fatto che il corri-
spondente autovalore ¢ reale implica che anche f ¢ una autofunzione. Siccome
le parti reale ed immaginaria della f non si possono ambedue annullare quasi
ovunque, una di loro & un’autofunzione reale.

InﬁneE] per dimostrare la parte (d), sia A = ¢,,;, autovalore con correspon-
dente autofunzione f. Allora dalla segue che grad f = 0 (cio¢ che f &
costante) e ¢f = Guinf- O

3 Equazioni ellittiche

In Cap. [[V] abbiamo espresso la soluzione unica del problema di Sturm-
Liouville unidimensionale

Lu=—(pu) +qu=f, 0<x</t, (V.22a)
(cos @)u(0) — (sin a)u'(0) = 0, (cos B)u(l) + (sin B)u'(¢) =0, (V.22Db)

dove A = 0 non ¢ autovalore, nella forma

u(x) = (Gf)(x) = / G(z, y)uy) dy, (V.23)

3Ci semplifichiamo la vita supponendo che f € M.
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dove la funzione di Green G(z,y) ¢ reale, simmetrica e continua e quindi I'ope-
ratore integrale G ¢ autoaggiunto sullo spazio di Hilbert L?(0,¢). In que-
sto capitolo estendiamo tali espressioni al caso multidimensionale per due
operatori differenziali: quello di Laplace (L = —V?) e quello di Helmholtz
(L =-V?+k?).

Se A = 0 ¢ autovalore, la soluzione del problema esiste se e solo se
f e ortogonale a tutte le autofunzioni corrispondenti all’autovalore A = 0. Se
questo autovalore e semplice e 'autofunzione e ¢, allora esiste, per ogni f &
L*(0, L) che soddisfa (f, ¢o) = 0, un’unica soluzione u che soddisfa (u, ¢g) = 0.
Tale soluzione verra scritta nella forma (V.23)).

3.1 Equazioni di Laplace e di Poisson
Consideriamo prima il problema al contorno (di Dirichlet)
(Lu)(z) = —V2u + ¢(Z)u = f(7), 7 e, (V.24a)
u(Z) = g(2), T € 09, (V.24b)

dove 2 ¢ un sottoinsieme aperto, limitato e connesso di R" con frontiera 0f)
un’ipersuperficie regolare a tratti. Cerchiamo prima la cosiddetta funzione di
Green Gp(Z,v) tale Ch€E|

{L 9p(@ ) = ~Vigo(@. D)+ a@Ip(T D) = 5T =),y o
Gp(Z, ) = 0 per & € 0.
Allora

ue) = [ ii- [ SPED . (v

Infatti, per v(y) = Gp(Z,y) si ha:
| @@ i == [ v Viudi+ [ o i
= —/(vvzu - quj v)dy + / u(—ijv + q()v(y)) dy
Q Q

) <7ﬂ v ) doy + | @s(a ) di
. on, 0

on,

: 0
o) 22 (.

a0 3ny

Y) doy, + u(Z),

4Tecnicamente bisogna utilizzare le distribuzioni [Vedi Appendice@ﬂ. Per comodita siamo
poco rigorosi.
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implicando la ([V.26)).

Consideriamo ora il problema al contorno (di Neumann)

(Lu)(Z) = —V?u = f(Z), T, (V.27a)
;: = g(z), e (V.27b)

Allora D'esistenza di una soluzione unica u della (V.27)) implica

| s@dz+ /a (@) do,

= —/ Viudf+/ 9(%) do, = / (— Ou +g(:i')) do, = 0.
Q a0 a0 on,
(V.28)

Quindi la e una condizione necessaria affinché esista una soluzione della
(]_\/._27 . Inoltre, se u e soluzione della , anche u + cost. e soluzione della
M , qualunque sia la costante.

Nei seguenti sottoparagrafi presentiamo alcuni esempi di funzioni di Green
per 'equazione di Laplace. Grazie alle simmetrie del dominio €2, & abbastanza
semplice calcolare tali funzioni di Green esplicitamente.

3.1.a Equazione di Laplace nel disco

Consideriamo 'equazione di Laplace (V.38) nel disco D = {(z,y) € R? :
Vx? +y? < L} sotto le condizioni al contorno

u = g sul bordo 0D. (V.29)

Ponendo 2 = D, assumiamo che ¢ sia continua sulla circonferenza 0D, e
cerchiamo una soluzione u € C%(Q) N C*(€). In coordinate polari 'equazione

di Laplace ha la forma
ror \_ Or r2 062

dove 0 < 6 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della solu-
zione per r — 0%, La separazione delle variabili conduce alle soluzioni ug(r),

U (1) cosmb e uy,(r) sinmb, dove m = 0,1,2,... e la funzione w,,(r) soddisfa
I’equazione differenziale ordinaria
1d du,, m?
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L’equazione (V.29) ¢ un’equazione di Eulero [r?u”, (r)+rul, (r) — m*u,(r) = 0]
con la soluzione generale

g +cln(r), m=0
U (1) =
ar+cr ™ m=12 ...,

dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie. La continuita se r — 0" conduce ad una
soluzione costante se m = 0 e una proporzionale a ™ se m = 1,2, .... Quindi
la soluzione generale ha la forma

u(r,0) = % + ; r" (a, cosnd + by, sinnfh) , (V.31)
dove ag, ay, by, as, bs, ... sono opportune costanti.

Sostituiamo r = L in ([V.31]) e applichiamo la condizione al contorno u(L, 6)
= g(#). Risulta

ao > n .
g(0) = 5 1 Z L" (a, cosnb + b, sinnb) . (V.32)

n=1

Applicando la teoria delle serie di Fourier abbiamo for n =1,2,...

1 i
= — 9
Qo 7T/ 9( )d9

1 ™ ™
a,L" = —/ g(0) cosnb db, b, L" = l/ g(0) sinnf d,
) . T ),

dove la serie ¢ uniformente convergente in 6 € [—m, 7] se g(f) & continua
(con g(—m) = g(m)) e regolare a tratti.

Sostituiamo ora le espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione
per la u(r, 0). Risulta

u(r,@):%/:r(

(%) " [cos nf cos nd + sin nd sin né] ) g(é) do

= %/:r % + 2 (%)ncos n(0 — é)] g(0)do
LA AG Y e o
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0—6) " o—it0—0) "

i(
1 [™1 € A
—~ [ 5+ L Lo a6)dé

g ) 1 —eit0-0) 1 _ o=i(0-0)
€ I €

A2
L[ - () W
= . ——g(0)dd
- 1—ZZ cos(f — 0) + (E)
1 ™ L2_,r.2 R .

= — - 6)do
2m ) _x L2 —2rLcos(f —0) + 7"29( )

h

il cosiddetto integrale di Poisson. Osserviamo che il nucleo di Poisson
1 L? — 7?2
21 12 — 2r L cos(0 — 0) + 12

& simmetrico in r e L e simmetrico in 0 e 6. Inoltre, & strettamente positivo;
le sue uniche singolarita si trovano sulla circonferenza r = L per 6§ = 6.

Invece, se risolviamo l'equazione di Laplace in D sotto la condizione di
Neumann

% = h sul bordo 0D, (V.33)

ci vuole la condizione necessaria f:r h(0) df = 0 per 'esistenza della soluzione.
Siccome la derivata normale esterna coincide con quella radiale, cerchiamo la
soluzione u(r, #) nella forma (V.31]) con ay = 0 (per garantirne l'unicita), dove

h(8) = Z nr™ !(a,, cosnf + b, sinnf). (V.34)
n=1

Applicando la teoria delle serie di Fourier risultano

1 [7 1 ["
na,L" " = —/ h(0) cosnd do, nb, L™t = —/ h(0) sinnd do,

LR T™J-m

dove la serie (V.34) ¢ uniformente convergente in 6 € [—7, 7] se () € continua,
regolare a tratti e periodica nel senso che h(—m) = h(w). Sostituiamo ora le
espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione per la u(r, ). Risulta

u(r,0) = L /7T i % (%)n [cos nf cos nf + sin nf sin né] h(0) df

T )
T n=1
L [T 1 /r\n AN AN A
— ;/_W; - (Z) cosn(f — 0)h(0) db
L [ r N T 1 id i
=0 3 log (1 — 2z cos(0 — 0) + ﬁ) h(0) do,



dove abbiamo utilizzato Y - (2"/n) = —log(1l — z) per |z| < lﬂ

3.1.b Equazione di Laplace e funzioni analitiche

In questo sottoparagrafo calcoliamo la funzione di Green per l'equazione di
Laplace sul disco. Invece del metodo utilizzato precedentemente e basato sul-
I’analisi di Fourier, adottiamo ora un metodo basato sul teorema integrale di
Cauchy per le funzioni analitiche.

Ogni insieme aperto €2 in R? corrisponde ad un unico insieme aperto Qin
C nel seguente modo:

(z,y) EQe=ax+iycQ, 2€Q <= (Rez,Imz) € Q.

Ad ogni funzione analitica f :  — C corrispondono due funzioni u, v : @ — R
di classe C* che soddisfano alle cosiddette equazioni di Cauchy-Riemann

0 9, 0 0
gw_dvo v _gu (V.35)
or Oy ox oy
Infatti, u(z,y) = Re f(z + iy) e v(z,y) = Im f(z + iy) per (z,y) € Q. Di
conseguenza, u and v sono funzioni armoniche nel senso che

Pu Ou v 0%

D’altra parte, ogni coppia di funzioni armoniche u, v :  — R di classe C? che
soddisfa alle equazioni di Cauchy-Riemann determina un’unica funzione
analitica f : Q — C tale che u(x,y) = Re f(z + iy) e v(z,y) = Im f(z + 7))
per (z,y) € €. Le funzioni armoniche u, v si dicono coniugate armoniche,

Consideriamo ora Q = {(z,y) € R? : \/22 + 42 < L} e dunque Q = {z €
C : |z| < L}. Come nella Subsection [3.1.a] cerchiamo una funzione armonica
u : 2 — R che soddisfa la condizione di Dirichlet . Siav:Q — R
una coniugata armonica di u e sia f :  — C la funzione analitica definita da
flz+iy) = u(x,y)+iv(z,y) per (z,y) € Q. Scegliendo p € (0, L), applichiamo
ora la formula integrale di Cauchy

1 1)
f(2) = 5 7{( ot <o

5Si intende il ramo del logaritmo che ¢ una funzione analitica nel semipiano complesso
destro con valore log(1) = 0.

6Conoscendo u, si pud trovare v dalle equazioni di Cauchy-Riemann, ma tranne un
termine constante arbitrario.
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Sia z* = p?/z. Allora |z*| = p?/|z| > p. Dal Teorema di Cauchy segue
1 f(Q)

218 Ji¢l=p (=2

¢ = 0.

Di conseguenza,

1 1 1
=g 1O |- 2| @ (v.37)
Ponendo ¢ = peié e z = re' si calcola facilmente che
1 IR | 1Pz
(-2 (=2 (-2 ¢-& (¢—2
p? — 2

- peié(peié _ reie)(peﬂ'é — re=i)
02— 2
peid (p2 + 12 — 2pr cos(f — 6))

Sostituendolo nella (V.37 otteniamo

u(re®) = = /7r Flpe™)— P —ipe’ df
2mi J o pei?(p? + 12 — 2prcos(0 — 0))
_ i/ﬂ F(pe®) Yo g
21 ) _x p? + 12— 2prcos(6 —0)

Infine, per p — L~ risulta per r € [0, L) I'integrale di Poisson
) 1 ™ R L2 2 R
u(re) = —/ g(0) r — df.
2 ). L2+ 12 —2Lrcos(0 —0)

Sia = un sottoinsieme aperto e semplicemente Connessom di R? tali che
Z & R?% Secondo il Teorema di Riemann ([13], Vol. III, Th. 1.2) esiste

una trasformazione biunivoca e analitica ¢ : = — €. In tal caso anche la
trasformazione inversa ¢! : ) — = ¢ analitica. Le trasformazioni ¢ e ¢! si
chiamano trasformazioni conforme. Definiamo ora ¢ : = — () da

¢(z,y) = (Red(z +iy),Imd(x +iy)),  (x,y) € .

Allora ¢ induce una corrispondenza biunivoca tra funzioni armoniche in = e
funzioni armoniche in . Le funzioni armoniche in = sono le funzioni ¢! ouod,
dove u ¢ armonica nel disco €2. Conoscendo le trasformazioni conformi tra = e
il disco €2 tali che ¢’e anche la corrispondenza biunivoca tra i punti delle loro
frontiera, si puo risolvere I'equazione di Laplace in = sotto la condizione di
Dirichlet utilizzando le trasformazioni conformi e I'integrale di Poisson.

"Cioé, tale che il complementare R? \ = & connesso, cioé un dominio senza buchi.
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3.1.c Equazione di Laplace nel semipiano

Consideriamo ’equazione di Laplace
Viu =0 (V.38)

nel semipiano {(z,y) € R? : y > 0} sotto la condizione u(x,0) = uy(z). Sicco-
me e~ & soluzione dell’equazione di Laplace limitata nel piano superiore

qualunque sia A € R, rappresntiamo la soluzione della ([V.38)) nella forma

u(x,y)—/ c(N)ePTe= Ay g\,

o0

dove ¢ € L*(R). Sostituendo y = 0 si ottiene

up(z) = / h e™e(N) d,

—00

che vuol dire che ug € L*(R) e ||c||2 = (27)2||ug||2. Invertendo la trasformata
di Fourier si ha

() = = / " Ny (2) da.

:% N

Infine otteniamo

uey) = [ Gladyyun(a) da, (v.39)
dove la funzione di Green ha l’espressione
G, dry) = — / e P W S A (V.40)
T 21 J_ oo Ty 4 (r— )% '

Ovviamente sono operatori lineari limitati le trasformazioni uy — u(-,y)
per ogni y > 0 (da L*(R) in se stesso) e up — u (da L*(R) in I*({(z,y) € R?:
y > 0}). Inoltre la trasformazione uy — u(-,y) € limitato da BC(R) [oppure
Co(R)] in se stesso, uniformemente in y > yo per ogni yo > 0.

3.1.d Equazione di Laplace nella sfera n-dimensionale

Per n > 2 conviene cercare le soluzioni dell’equazione di Laplace V?u = 0 nella
regione sferica {x € R" : ||z||; < L} nella seguente forma:;

u(r,w) = (%)ly(w), r>0, we s, (V.41)
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dove y(w) € una funzione sferica di grado [ = 0,1,2,.... Sia N(I,n) il numero
delle funzioni sferiche di grado [ in n variabili linearmente indipendentiﬁ Allora
esiste una base ortonormale

{yl,s(w)}szl ..... N(l,n);l=0,1,2,...

dello spazio di Hilbert L?(S™~!) che consiste esclusivamente in funzioni sferiche.
Data la funzione g € L*(S™!), si ha lo sviluppo

dove

In tal caso la funzione armonica u(r,w) nelle regione sferica di raggio L che
soddisfa la condizione di Dirichlet u(L,w) = g(w) ha la forma

urw) =3 (5) S cunalw) = [ Grwdg@) s, (Va2)
=0 s=1
dove
~ . , N(n
G(rw.@) =Y (1) D me@)n@) (V.43)
=0 s=1

La funzione armonica u(r,w) nella regione sferica che soddisfa la condizione
al contorno ‘g—ﬁ(L, w) = h(w) ha la formaﬂ

u(r, w) = Z% (%) Z csyis(w) = H(r,w,w)g(w) dw, (V.44)

Hewd) =3 7 (1) X n@)in@), (V.45)

=1

Per I'esistenza della funzione armonica, bisogna richiedere [, , h(w)dw = 0,
mentre per I'unicita richiediamo fQ x)dx = 0.

8Quindi N(0,n) = 1, N(1,n) = n, N([,2) = 2 per [ > 1, N([,3) = 2l + 1, N(l,4) =
(14 1)%, e N(i,n) = G203,
98i spieghi poiche G(r,w,®) e H(r,w,w) dipendono soltanto da (r/L) e w - w.
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Per n = 2 abbiamo N(I,2) = 2 — §;0, w = 0 € [0,27], yo1(w) = (27)~ V2,
Y1 (w) = 72 cos(10), e y,2(0) = 7~ /2sin(1). Dunque

R N A A 1 L=
G(r,0,0) = p (5 - Z (f) cosI(f — 6)> 21 2 — orL cos(f) — ) + 1?2

sotto la condizione di Dirichlet non omogenea, e

L= L = o1 L?
H(r,0,0) = — — = cosl(@ —0)=—1lo -
( ) Zl (L> ( ) 2m gL2—2TLCOS(9—9)+T2

sotto la condizione di Neumann non omogenea.

3.1.e Funzione di Green in R"

Introducendo r = |[(z1,...,2,)]]2 = Va?+...+ 22 e w = (z1,...,2,)/r, il
Laplaciano ha la seguente forma:
1 0 o 1
2 = — (== - = (L V.46
v ¢ Tnil ar (T ar> 7/.2( Bw)(w>7 ( )

dove Lg ¢ il cosiddetto operatore di Beltrami n-dimensionale. Applicando il
Laplaciano al polinomio omogeneo armonico 7'y(w) di grado [ (essendo y(w)
una funzione sferica) otteniamo

(Lpy)(w) =1l(l+n—2)y(w), we s (V.47)

Quindi le funzioni sferiche sono le autofunzioni dell’operatore di Beltrami.
Consideriamo ora ’equazione di Poisson

o(r)
2 __or)
V g(m) - Qn /rn_]_7 (V48)
dove z € R", 7 = |z| e Q, = m(S" )] Allora G(x) dipende soltanto da
r=lx|e

d _,dG o(r)

O (r dr) 0. r >0 (V.49)

10Gia, V;, la misura della palla di raggio 1 in R™. Allora V,,r™ = for dr P, = Q.1 /n.
Inoltre,

1 xl 1 xl—a:2 i1-zi—.—z2_
/ dwl/ dasg/ d;vg.../ dx,,

) 2_ .2
1w wz 1—x% Ty

:/ iy Vi1 (/1 — 22) 1 =V, 13(1 "H)
-1
1 n+1 1n F( (D (v (2)  2x
- V. .B Bl _ 2 2 2/ 7\2) _ .

Quindi 9, = 277/(p — 1)! e Qap 1 = 7P 222 (pl) /(2p)!
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Risolvendo la sotto la condizione che G(r) — 0 per r — oo (solo

fattibile se n > 3) e applicando il Teorema della Divergenza alla (V.48)), si

trovall]

—(2m) "t log(r), n =2,
['(n/2) 1

2(n — 2)gn/2 yn=2’ nzs3,

1/(4mr), n = 3.

G(r) =

(V.50)

Quindi la soluzione dell’equazione V; G(x,y) = d(x — y) nell’intero spazio &
G(|lz — y||). In altre parole, la soluzione unica dell’equazione di Poisson

Viu = —p(x), x eR",

ha la seguente forma (per n > 3)

ww) = [ dyGle oty = 5oy [ dw Y v

Per n = 3 otteniamo 1’espressione

1 p(y)
) = o / Wiz —y]

nota dall’elettrodinamica.

3.2 Equazione di Helmholtz

Utilizzando la (V.46) e la e applicando la separazione delle variabili
P(r,w) = R(r)y(w) (con r > 0 e w € S"!) all’equazione di Helmholtz
n-dimensionale

V2 + ki = Z — + k) =0, (V.52)
otteniamo 'equazione differenziale ordmana
1 d [, ,dR s ll+n—2) B
rn=1dr (r d’r’) " (k N r2 R(r) =0, (V.53)

mentre y(w) € una funzione sferica di grado [ in n variabili. Per n = 2 risulta
'equazione di Bessel di ordine [ nella variabile k7. La sostituzione R(r) =
r7YR(r) nella (V.53)) rende

B+ 20 Ly 4 (k:2 d _'W”*”_Q)) R(r) = 0.

r 72

"Per n = 2 la funzione di Green non tende a zero all’infinito, creando parecchi problemi
tecnici nel trattamento dell’equazione di Poisson nell’intero piano.
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Pery=1- %n risulta I’equazione di Bessel di ordine [ — 1+ %n nella variabile
kr

R'(r) + %R’(r) + (k2 — M) R(r) = 0. (V.54)

72

Per risolvere 'equazione di Helmholtz non omogenea
Viu + ku(z) = — f(x), x € R", (V.55)

nella forma

uwx) = [p. E(x,y)f(y)dy, xecR

bisogna introdurre una funzione &,(r) tale che (i) E(x,y) = E.(||lx — y||),
(i) vale 'equazione differenziald™|

1 d [, ,dE, 9 B
7“"_15 <T W) + k' gn(T> =

o(r)

rn=1Q),,’

dove ©Q,, ¢ la misura di S"7!, e (iii) &,(r) si comporta come onda sferica de-
crescente in R™ per r — +o0o. Per le applicazioni in fisica e ingegneria in cui
Im k > 0, otteniamo per n > 3

L (n—2)/2 )
En(r) = —— (-) HY , o(kr). (V.56)

iH(()l)(kT), n= 27
En(r) = < gikr (V.57)
n =3.
4rr

Per n = 3 la soluzione dell’equazione di Helmholtz (V.55) ha la forma

1 etkllz—yll y - V5s
U(“’)—E/Rgmf(y) Y, T e (V.58)

Consideriamo ’equazione di Helmholtz tredimensionale

1 ou 1
V2u + k*u = s (7‘25> - ﬁLBu + k*u =0, (V.59)

1212 funzione §(r) & il funzionale lineare che attribuisce ad una funzione test ¢ €
C§°([0,+00)) il valore p(0T) [vedi I’Appendice @]

BPern > 3 e k — 0 deve risultare la . Cio necessita uno studio del comportamento
asintotico della funzione H((711)72)/2(kr) per k — 0.
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dove Imk > 0, r = ||z|s > ro(> 0) e Ly & l'operatore di Beltrami. Allora

00 l

u(r, 8, ) = Z Z wm (1)Y," (8, 9), (V.60)

=0 m=-I

dove
U m (1) :/ u(r, 0, 9)Y .m0, @) sinpdedb.
52

Sostituendo la (V.60 nella (V.59) e utilizzando LgY;™ = I(I+1)Y;™ otteniamo

1 d [ ydupy, , Ll+1)
— ’ + — =0. V.61
r2dr (T dr ) <k r2 wm(r) =0 (V-61)

—-1/2

Ponendo uy,(r) =7

1d ( dv,, (I+ 1)
s () (- S e =0

La limitatezza della soluzione per r — +oo (per Im & > 0) implica che vy, (1) ~
H"

I+

v () si arriva all’equazione di Bessel

(k;r) Di conseguenza,

u(r,0,p) = Z Z " 1/2H (k;r) Y,"(0, ). (V.62)

=0 m=—1

Nel caso n-dimensionale (n > 2) abbiamo invece della (V.59)

1 ou 1
2 2 -1 2
V2u + k?u = n V.63
! U (T 87") rn-t ’ ( )
dove Imk > 0, r = ||z|2 > ro(> 0) e Lp ¢ l'operatore di Beltrami n-

dimensionale. Sviluppando la soluzione della (V.63 in funzioni sferiche (con
Ly = l(l4+n—2)y, dove l = 0,1,2,... ¢ il grado del polinomio armonico
omogeneo in n variabile che determina y;), otteniamo invece della (V.61))

1 d n—1 duhm 2 l(l +n— 2)
— —— (7’ —dr ) + (k — —Tn_l ul,m(r) = 07 (V64)

rn—1 dp

dove m parametrizza gli altri indici della funzione sferica. Ponendo u , (r) =
r=(=2/2y, . (r) arriviamo all’equazione di Bessel

1d [ dvom , [+ %(” —2))? _
rm (r o ) + (k — = Um(r) =0.
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Dunque
W (r) ~ D H L ().

Di conseguenza,
=D IRHD, L Ry w), (V.65)
=0 m

dove w € S" L. Per n = 2 le funzioni sferiche coincidono con quelle trigono-
metriche; in questo caso risulta

u(r,0) = )+ Z < kr ) cos(10) + b H, (kr) sm(l@))

=1

4 Equazioni paraboliche

L’equazione del calore

ou _
ot

dove 7€ Q CR3 a>0et >0, hauna delle seguenti condizioni iniziali:

2v2u + f’

a. La condizione iniziale u(Z,t = 0) = uo(Z) per & € ;

b. La condizione al contorno u|s = ug [specificando la temperatura al bor-
do], oppure (Ou/0n)|s = —(uy/k) [specificando il flusso di calore attra-
versa il bordo], oppure k(Ou/0n) + h(u — Uamb)|s = 0 [dove uamy € la
temperatura dell’ambiente e h il coefficiente di scambio di calore]. In
quest’equazione €2 & una regione con bordo S regolare a tratti.

L’equazione del calore si puo generalizzare nel seguente modo:

du

== —Lu(t)+ f(), >0, (V.66)

con condizione iniziale

u(t = 0) = o, (V.67)

dove L e un operatore di Sturm-Liouville autoaggiunto sullo spazio di Hilbert
L?(Q), ug ¢ un vettore in L?(Q) [modellizzando la temperatura iniziale], f(t) &
un vettore in L?(Q) continuo nel tempo ¢ > 0 [modelizzando i sorgenti di calore
al momento t], e u(t) & un vettore di L?(f2) [modellizzando la temperatura al
momento t]. Supponiamo che L abbia un numero infinito di autovalori A,
tutti non negativi, con base ortonormale di corrispondenti autofunzioni ,,:
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Lpn, = Ao, dove n = 1,2, .... In tal caso ogni u € L*(Q) soddisfa I'identita

di Parseval .

lullZey = D (wen)l.
n=1

Da questa impostazione segue subito

d

E(u(t), (Pn) = _)‘n<u(t)7 9071) + (f<t>’ 90”)

con condizione iniziale

(u(t = 0),¢n) = (uo, ¥n),

doven = 1,2, ... e il prodotto scalare ¢ quello complesso di L*(2). Utilizzando
la formula della variazione dei parametri si trova immediatamente

(u(t), on) = e (ug, pn) + /0 e (£ (), o) ds.

Quindi
u(@,t) =Y |:6_)\nt(u07§0n)+ /0 e (f(5), on) dS] on(T)

- /Q G,y t)uo(y) dy + /0 /Q Gla,y;t — )f(s,y) dyds, (V.68)

dove la funzione di Green

o0

G(m,yit) = > e on(@)on(y). (V.69)

n=1

Secondo l'identita di Parseval abbiamo

G(z,y;0) = > ou(®)pnly) = 6(z — ).

4.1 Esempi su intervalli limitati

Esempio V.2 Poniamo 2 = (0,a) e Lu = —u” con condizioni di Dirichlet,
cioe il problema al contorno

ou 0%u
E:_@—kf(x,t), 0<zxz<a,t>0
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u(0,t) = u(a,t) =0, u(z,0) = ug(x).
In tal caso gli autovalori sono )\, = (n7w/a)? e le corrispondenti autofunzioni
ortonormalizzate in L?*(0,1) sono ¢,(z) = \/g sin(™2), dove n = 1,2,....
Quindi la soluzione ha la forma

o0

2 a
u(z,t) = . Z [6”2“%/“2 sin <$> /0 uo(y) dy sin (%)
n=1
t a
+ / / e_”Q”Q(t_S)/GQf(y, s) sin <n7r:c) sin (mry) dy ds]
o Jo a a

1 t 1
- / G,y t)uo(y) dy + / / Gla,y;t — 8)f(y,s) dy ds,

dove
p 20,242 nwr nmy
't “a - (Tr t/a ) ' ( ) ! < )
G(z,y;t) ” nE: e sin " sin "
— Cos (—m(‘fry)) + cos (—m(z*y)>

1 it 202472
-~ 11 ) —n2(m2t/a?)
a + ;e

2

_ _193(7T%7 eiwzt/ﬁ) + J3(r =t eiwzt/&)
B 2a ’
in cui ¥3(2,q) = 1+23°°0, ¢ cos(2nz) & una delle funzioni Theta di Jacobi
(241, 21.11; citeBW, Sec. 11.4)[7]
Consideriamo Lu = —u” nell'intervallo (0, a) con le condizioni di Neumann
W'(0) = '(a) = 0. In tal caso A, = (nw/a)? e p,(z) = (/2220 cos(nma/a),
dove n =0,1,2,3,.... Allora

e.t) = [ G0t s+ [ t [ 9tevst =915 dvas,

dove

1 i )
Gr,y;t) = — |1+4+2 Z e~ (T 9) cos (@) cos <@>]
n=1

a a a

1 [ oo o, <nﬁ(z+y)> + cos (mr(z—y)>
— 1+226—n(wt/a) 5
n=1

a

+ 2 2 _ 2 2
. ’193(71-%76 mt/a ) + ’193<7T%76 it/ )
2a
18i ha 93(z,q9) = G, (1 +2¢*" L cos(2z) + ¢*"~2), dove G =], (1 — ¢*™).

132



Consideriamo ora Lu = —u” nell'intervallo (0,a) con la condizione di Di-
richlet all’estremo sinistro e quella di Neumann all’estremo destro: u(0) =

u'(a) = 0. In tal caso A, = ((n+ 2)7/a)? e pu(z) = \/g sin((n + 1)mz/a),
dove n =0,1,2,3,.... Allora

zmw=Agu%mmwwﬁélgm%m@mewa
dove

Gty = 35 e g (Y g (@0 1
a

—~ 2a 2a

== Z o~ (2n+1)%(w?t/4a?) { < (2n+ Dm(z + y)>
2a

+cos<(2n+1 >}

_,192(71.@ e—7r2t/a 7'(' e—7r2t/a2)
B 2a ’
in cui 952, q) = 23200, ¢+ cos((2n + 1)2) & una delle funzioni Theta di
Jacobi ([24], 21.11; [5], Sec. 11.4)[F]

Consideriamo infine Lu = —u” nell'intervallo (0,a) con condizioni perio-
diche. In tal caso ci sono un autovalore semplice Ay = 0 con autofunzione

corrispondente ¢g(x) = \/g e gli autovalori doppi A\, = (2n7/a)? con auto-

funzioni corrispondenti ¢¢(z) = \/g cos(2nmz/a) e ¢l () = \/g sin(2nwx/a),

dove n=1,2,3,.... Allora

umw=42w%mmw@y[42u@wﬂﬁw@@w

49 Z (2n7) { (2n7rx) cos <2n;ry>
a
. <2n7r3:) ) (Qnﬂy) H
4+ sin sin
a a
(2nm 2 2nm(z —y)

—[1+2 a _—

p + Z e ( . )]
- Lo, (—(x —2, 6‘(2‘3)%) |

a a

158i ha 92(2, q) = 2Gq"/* cos(2) T[22, (1 + 2¢*™ cos(22) + ¢*™), dove G = [[°°, (1 — ¢*).
n=1 n=1

dove

G(z,y;t
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Esempio V.3 Adesso discutiamo il caso Q = {(z,y) € R? : /22 +y2? < L}
e L = —V? con la condizione di Dirichlet al bordo. In tal caso gli autovalori
A > 0. Infatti,

10 ou 1 9%  0%*u
T (r5e) + s + 5 = o), W0

e applicando la solita separazione delle variabili arriviamo, per A > 0, all’e-
quazione differenziale

d’R +1 dR +< m? >R() 0
- r) =0,
d(rv2)? - rVAd(rVX) (rvA)?
dove m = 0,1,2,... e R(r) & limitato se 7 — 0F. Allora R(r) ~ J,(rV/A),
mentre R(L) = 0. Quindi gli autovalori sono A, = (Vmn/L)? [essendo vy, lo

zero positivo n-esimo della J,,(z)], dove m = 0,1,2,...en =1,2,3,.... Le
autofunzioni normalizzate in L?(Q2) ~ L*([0, L] x [0, 2]; rdr df) sono

(

VonT
(r.0 Jo , —1,2,3,...
on(r,0) = L\/_|J0(u0n)| ( I ) n

\/_ CcOsS M Vi
2 s1n mb VT

m=1,23,...,n=12,...

m=1,2,3,..., n=1,2,....

Le costanti di normalizzazione seguono dall’identita

2
/ / an cos m0 dfdr = (1 + Opmo)™ / anr dr

=(1 +5m0) J’ ! (Vin) %,

e ugualmente con sinm# al posto di cosm6 se m > 1.
Risulta

00 2w
u(r,0,t) = / / rG(r, 7,0 — ; t)uo(r, 0) db dr
0o Jo

t e’} 27
N / / / PG (r, 7,0 — b:t — s)f (7,0, s)d0 dr ds,
0 0 0
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dove [cf. (I1.44)]

- J. (M) A (il cos[m(6 — 6)]
Z 2 412 L L

+ 2 e Vint/L

— 7 L2J! (Vin)? ’

in cul abbiamo utilizzato la formula

A

cos(m[f — 0]) = cos mb cos mf — sin'mé sin mo.

4.2 FEsempi su domini illimitati

Esempio V.4 Consideriamo il problema a valori iniziali

ou 0%u
E(x,t) = w%—f(x,t), reR, t>0,

u(z,0) = up(x).

(V.71)

. . . - . F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u v 4 otteniamo

di i :
o7 (&) = —€UE O+ f(61), (R, 1>0, (V.72)

La soluzione del problema (V.72)) ¢ elementare:
t
a6, t) = e tig(€) + / e (e, ) dr. (V.73)
0
Quindi

u(z,t) = %/ e u(E, ) dE

—00

[ e [6—52%(&) - L0 fe, ) dv] o

2 0
o0 t 00
_ / Gla — y: uoly) dy + / Gz — yit — 1) (y,7) dudr,
—00 0 —00
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dove

1 ; 2 1 2 iz \2 1 9
g r,t) = — iwf ,—§ tde = -z /4t/ —(5——2t) t l —x2 /4t
( ) 27 /Oo6 ¢ 5 2716 € 5 ‘/47Tte

¢ il cosiddetto “heat kernel” unidimensionale.

Esempio V.5 Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

2
Nty = T8 L fat), 2 eR 150,
ot o922
u(0,t) =0, z € RY, (V.74)

u(z,0) = up(x).

Per risolvere la (V.74)) introduciamo la trasformata di Fourier seno

\[ / ) sin(z€) dz = %a(g), (V.75)

dove u(z) = —u(—x) per z € R~ ¢ l'estensione di v ad una funzione dispari.

Si vede subito che
_ \/g / (Fow) () sin(€) de. (V.76)
0

Applicando la trasformata di Fourier seno F; alla (V.72 risulta

aJa-“;u(f,t) = —E(Fa)(&t) + (F. )& 1), €€RY, >0,

(]:su>(§v O) = (fsu())(g)a

(V.77)

e ha la soluzione unica (V.73)). Dunque

ula ) = \ﬁ | s Fen
\f [ sin x5[ U F ) (€) + / Ef)(E 7 dr | de
/gsxy, oy dy+// Gl yt — 7)f(y,7) dy dr,
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dovd™|

G.a,t) =2 [ sinfag)sin(ye < dg
_ L / e [ cos(( 1 )€) + cos((x — y)E)} de

us
1

- At

Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

[_efu+wW%_%€fuwaM , (V.78)

62 —l—f(a: t), zeRT t>0,
gu 0.1) = 0 v €R*, (V.79)
(,I,O) = U/()( )

Per risolvere la ([V.79)) introduciamo la trasformata di Fourier coseno

\/7/ ) cos(z€) dx = \/LZ_W u(§), (V.80)

dove u(z) = u(—z) per z € R~ & l'estensione di u ad una funzione pari. Si

vede subito che
= \/g/o (Fou) (&) cos(x€) dE. (V.81)

Applicando la trasformata di Fourier coseno F, alla (V.79) risulta

ot
(Fcu)(fao) = (FCUO)(g)a

e ha la soluzione unica (V.73)). Dunque

u(, 1) = \ﬁ | costaFae.
f | o xg{ U Fu) (€) + / FS)E ) dr | d
/)%xyim @+//‘%x% 7)f(y,7) dy dr,

1981 utilizza £ [ €72 cos(zt) dz = —A=e™* /4. Vedi [I], Eq. 7.4.6.

{af 6.0 = —LEDED + (FNED, EERNS0 o
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dove
Gl yit) = 2 / " cos(2€) cos(ye)e " d
0

- /Ooo e~ {eos((z + y)€) + cos((z — y)€)} de

_ ! [e—<x+y>2/4t+e—<x—y>2/4t]‘ (V.83)
4t

Esempio V.6 Consideriamo infine il problema a valori iniziali

%(m,t) =V2u+ f(x,t), =R t>0,

u(x,0) = ug(x).

(V.84)

. . . - . F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u + 4 otteniamo

ou . . .
E(é?t) = _|£|2u(€7t> + f(€7t)7 £ cR 7t > 07 (V85)

La soluzione del problema (V.85)) ¢ elementare:

a(e,t) = e EP0(8) + /0 ' -ler-n) f(&,)dr. (V.86)
Quindi
1 o
e, 1) = o /_ e, 1) dg
— e [ 0 | + [ ey ar) g
— [ S@-wuwidy+ [ [ Ga-yit-nsyrdyin
R o Jrn
dove

1 : 2
G(x,t) = / UCEIPAS tdé

(2m)"
— 1 6_|m|2/4t/ e*(£+%7£+%)t d£ — < ]- )n 6_@‘2/415
(2m)" n Vit

¢ il cosiddetto “heat kernel” n-dimensionale.
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5 Equazioni iperboliche

In questo paragrafico discutiamo le equazioni delle onde.

5.1 Equazione delle onde in domini limitati

L’equazione delle onde ha la forma

0*u S

— = ¢ V-, V.87

52 (V.87)
dove ¢ > 0 ¢ la velocita della onda, ¥ € Q (un aperto connesso e limitato in
R™ con frontiera 0f) superficie regolare a tratti), e valgono la condizione di
Dirichlet

W@ t) =0, &eon, (V.88)

e le due condizioni iniziali

u(@,0) = up(7), (V.89a)
0
T (%,0) = (). (V.89b)
ot
La separazione delle variabili
u(@, t) = p(@)T(t) (V.90)
conduce alle equazioni
1 7"(t) V*
— = = tant 91
2T 0@ costante, (V.91a)
Y(@,t) =0 per T € 0N). (V.91b)

Supponiamo che I'equazione di Helmholtz
V2 + X2 =0

su {2 con la condizione di Dirichlet abbia un infinito numerabile di autovalori
positivi A2 (dove A\, < \,11) con autofunzioni corrispondenti ¢,, che formano
una base ortonormale di L*(€2). In tal caso la costante nella vale —\2,
e quindi

sin(cAnt)

T(t) =cy, Ant) + d,
(t) = ¢, cos(cAnt) + .
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La soluzione generale della equazione delle onde ([V.93b|) con la condizione di
Dirichlet (V.88) ha la forma

u(z,t) = i (cn cos(cAnt) + dnsmii—)\t)) U (T). (V.92)
Quindi dalle ottZ;ilamo
ug () = i Cntn(Z), (V.93a)
n=1
r) = f: dp (). (V.93Db)
n=1
Dall’ortonormalita delle autofunzioni 1, in L?*(§2) seguono i coefficienti
o = (. )20y = | o(a)0n(@) i, (V.94a)
o= 1)y = | (@0 (a) d (V.94b)

Lo stesso discorso vale se al posto della condizione di Dirichlet (V.88]) si
considera la condizione di Neumann. L’unica differenza ¢ che ora zero ¢ au-

tovalore (con I'autofunzione costante) dell’equazione di Helmholtz su €2 con la
condizione di Neumann. Al posto della (V.92)) si consideri ora

W@ 1) = ﬁ(ﬂ) (co + dot)
+ 2 (cn cos(cAnt) + an) U (), (V.95)

dove () = 1/4/mis(2) & l'autofunzione normalizzata corrispondente al-
l'autovalore zero. Per n > 1 si trovano le espressioni (V.92) e (V.94b),
mentre

—.\

fQuO (7)d fﬂul (7)d

. do = .
Vm(Q) \/()

5.2 Equazione delle onde sulla retta

Per ¢ > 0 consideriamo 1’equazione delle onde

0*u 282u

W(x,t) o (1) + f(z,1), (V.96a)
u(z,0) = ug(x), (V.96D)

Ju

E(JJ, 0) = uy(x), (V.96¢)
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dove x € Ret > 0. Applicando la trasformata di Fourier arriviamo al sistema
di equazioni

—21? (&.1) = =€, 1) + f(€.1), (V.97a)
a(€,0) = ao(§), (V.97b)

i )

5 (60 = w(8), (V.97¢)

con la soluzione unica

. — cos(cEt)i sin(cft)a Psin(cé(t — 7)) & .
(6. 0) = cos(e€t)in(@) + () + [ TSI feryar (Vo)

Per ¢ = 0 si calcola il limite:
w(0,t) = 1ip(0) + ti1 (0) + /O t(t —7)f(0,7)dr. (V.99)
Quindi
) = 5= [ et e = o [ e eos(esnin©)

27 —o0 oo

sin(cét) . sin(c§(t — 7)) ;
+ cf ul(f) +/0 Tf(fﬂ—) dT:| dé

_ /Z %(x — y;huo(y) + Gz — y; t)ua ()

+ / Glx—y;t—71)f(y,7) dT} dy,
0

dove

G(r —yt) = % /_ " ity —Siniggt) d¢

G = L [T it
St = 5o [ ot de

= 2 5y~ et) + 0y — o — et)],

essendo H & la funzione di Heaviside (H(z) = 1 per x € Rt e H(z) = 0 per
x € R7). In particolare, abbiamo trovato la cosiddetta soluzione di D’Alembert

1
u(z,t) = 5 [up(x — ct) + uo(z + ct)]

1 x+ct x+ct—ct
+ — y)dy + — / / T) dy dr.

2¢c T—ct ct+cr
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La soluzione di D’Alembert si trova piu facilmente nella seguente maniera.
Considerando la soluzione u(z,t) dell’equazione delle onde uy;; = c*u,, come
superposizione di un’onda viaggando a destra ed un’onda viaggando a sinistra,
si ottiene (sotto le ipotesi ug € C*(R) e u; € C'(R))

u(,t) = f(o — ct) + g+ ct),
dove f,g € C*(R). In tal caso
up(z) = u(x,0) = f(x) + g(z), up(x) = uy(z,0) = —cf'(x) + cg'(x).

Ne segue subito

) =5 (uo(x) _ %/Oxul(a?) d:z+c) )= (uo(x) +%/Omu1(§:) di — c> ,

dove ¢ ¢ un’opportuna costante. Di conseguenza,

ug(x — ct) +up(x +ct) 1 [*H
u(z,t) = 5 + %

uy (%) di.
xr—ct

5.3 Equazione delle onde nello spazio euclideo

L’equazione delle onde ([V.87) con un’opportuna condizione al contorno e le
condizioni iniziali (V.89) ha la soluzione unica

. G . Lo S Lo
wwt) = [ GHETOu g+ [ 6@ Eon@dr.  (V.10)

dove la funzione di Green e molto singolare. Cio si spiega dal principio di
Huygens: Le singolarita presenti nella soluzione per ¢ = 0 si propagano in tutte
le direzioni con velocita ¢ quindi si manifestano nella soluzione al momento
t > 0. Per esempio, generalizzando la risoluzione del sistema perz € R"
si applichi la trasformazione di Fourier n-dimensionale per trovare la stessa
forma della soluzione. Questa volta la funzione di Green ha ’espressione

U e mesin(elElb)

g(m y? ) (271')” /n € CHEHZ E? ( a)
O 1 o
T = o [ Dol e (V.101D)

Quindi la soluzione verifica di nuovo il principio di Huygens.
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Capitolo VI

EQUAZIONE DI
SCHRODINGER

In questo capitolo discuteremo l’equazione di Schrodinger. Prima verranno
introdotti 'equazione di Schrodinger, i suoi stati limite e il problema di scat-
tering. Poi verra discussa ’equazione di Schrodinger per i potenziali radiali.
Infine verra discussa 1’equazione di Schrodinger per i potenziali periodici.

1 Equazione di Schrodinger

L’equazione di Schrodinger descrive (nell’ambito della meccanica quantistica
non relativistica) la probabilita che una particella si trovi in una regione dello
spazio al momento t. Se m e la massa della particella e h = 27h la costante di
Planck, si ha per la funzione onda v (Z, t):

m%—f - —%v% FV(@)(E,t), TER >0 (VL1)
Y(Z,t = 0) = tho(2), (VL2)

con condizioni al contorno. La funzione V' (Z) € reale e rappresenta il potenziale.

Scegliendo unita fisiche tali che A =1 e 2m = 1, risulta invece della (VI.1)

@%—f = -V +V(@)(Et), TR t>0. (VL3)

Se E C R® & misurabile, l'integrale [, [¢)(Z,t)|* dZ (sotto la condizione di nor-
malizzazione ¢(-,t) € L*(R?)) rappresenta la probabilita di trovare la particella
nel dominio spaziale E all’istante t.

Noi studiamo esclusivamente il problema stazionario, dove ’energia A pren-
de il posto dell’operatore i(0/0t), cioe

— V2 + V(D)(Z) = k*(Z), 7R3, (VI1.4)
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dove A = k? con Imk > 0. Ci sono due problemi di rilevante importanza:

1. il problema degli stati limite: ¢ € L*(R?). In tal caso Penergia A = k? &
un valore discreto negativo.

2. il problema di scattering: in tal caso si impone la condizione di Sommer-

feld
o 6zk|m\ 1
@ZJ(]C,ZE) = €Zk9.m + A ( ) (T) ) |'f| — —I—OO,
|7 " |Z] 7]
dove A(k,0,0') & Pampiezza (come funzione dell’energia A = k? e le

direzioni 0, 0" € S?); e rappresenta un’onda piana nella direzione 6.
Nel problema di scattering si ha 1’energia A > 0.

In quest’ultimo caso la funzione onda 1 (k, Z) non appartiene a L*(R?) e
infatti soddisfa la condizione di Sommerfeld

Uk, ) = €M7 4 1y ()
. ezk|x\ T 1 .
=" 4 Al k6, — ], | 7| — 400,
|Z] 7] |7

dove A(k,0,0') ¢ Pampiezza e k > 0. Ovviamente il potenziale V(Z) deve
essere localmente sommabile (cioe, V' € L. (R®) e tendere a zero abbastanza
rapidamente se |#| — oolf] Cercando la cosiddetta funzione di Green G(k; %, )
tale che

(V2 + k)G (k; 7, §) = —And(Z — §),

cioe scegliendo

si ottiene facilmente
— 1 — = — — —
0@ = -4 [ ST V@) di

Quindi
. oz L T g
w(@) =7 - L [ Gz V@l di
Per calcolare v dal potenziale si puo risolvere per iterazione l’equazione prece-

dente. Facendo una singola iterazione si arriva alla cosiddetta approssimazione
di Born

w(f) zk@x /g ) zk@ydy

IT potenziali di Coulomb V(&) = <3% non conducono ad una teoria di scattering

|Z]

quantistica semplice, poiché non decadono abbastanza rapidamente se |Z| — oo.

144



2 Equazione di Schrodinger Radiale

In problemi con simmetria sferica il potenziale ha la proprieta
V(%) =V(r), r=|7.

Un tale potenziale si dice radiale.

a. Trovare i stati limite. Per studiarne i stati limite (dove ’energia A < 0)
si esprime l'equazione di Schrédinger in coordinate sferiche:

1 [ ,0¢ o (. o 1 0% B
r2 (T 3?“) - 2 sin @ O (Sln@ag)) + 12 sin2 o 062 V(r)y ==X,

dove Z = (rsin ¢ cos @, rsin psinf, rcos ) € R3. Sostituendo

(7)) = R(r)X(p,0)

e moltiplicando da r?/R(r) X (p, 0) si ottiene

L d (LR 1 Lo, X\, 1 X
— (= — (sinp—=— | + —— ==
R(r) dr dr X(p,0) |sing dp v ) sin® ¢ 062

— 72V (r) = =\’

Come al solito, seguono le seguenti equazioni differenziali:

d’R 2dR C
T ot |-G A= V)| RO =0 Vi)
1 0 0X 1 0%°X
; - - = _(CX I.
sin o Oy (smgoa(’p) sin® p 062 CX(,6), (VL6)

dove C' ¢ una costante. L’equazione si chiama spesso 'equazione di
Beltrami.

Secondo la teoria esposta nella §[5.1] esiste una soluzione non banale della
se e solo se C' = [(l + 1) per qualche [ = 0,1,2,..., ed in tal ca-
so X(¢,0) ¢ una combinazione lineare delle funzioni sferiche Y, (¢, 6), dove

m = —I[,...,l. Infatti, eseguendo un’ulteriore separazione delle variabili nella
(VL.6), X (p,0) =P(£)O(0) dove £ = cosp e O(0 + 2m) = ©(F), risultano
o) = costante, | m =20
cicosmb + cosinmf, m=1,2,3,...;
d dP m?
—((1-&)— +1)— —— : VL7
& (a-eF) + ey - ] peo (VL)
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La (VIL.7) si dice equazione differenziale per le funzioni di Legendre associate:
PE) ~Pm(E),dovel=m,m+1,m+2,...em=0,1,2,....
Discutiamo ora la (VL.5)). Sostituendo R(r) = r*S(r) nella (VL5) [con

C = I(l 4+ 1)] per un’opportuna « (da stabilire successivamente) e dividendo
da r?, si trova

d?S  2(a+1)dS [ala+1)—1(1+1)
- _|_
dr? r dr

3 + A= V(r)} S(r)=0. (VL8)

Per far somigliare la (VI.8]) all’equazione di Bessel si scelga « tale che 2(a+1) =
1, cioe « = —1/2:

d2S 1g§+{_a+§V

2t + A= V(r)] S(r) =0. (VL.9)

r2

Per far sparire il termine con la derivata prima dalla (VI.§), ci vuole invece
a = —1. Quindi per S(r) = rR(r) abbiamo

&5 {—l(lnt 1)

dr? 72

A V(r)] S(r) = 0. (VL10)

Per a = 0 otteniamo dalla (VI.8])

d*R  2dR I(1+1)
—_— 4+ —— — A=V R(r)=0 VI.11
dr?  rdr + { 72 + (T)} (r) ' ( )
dove [ =0,1,2,---. Noi imporremo le seguenti due condizioni al contorno:
R(r) = O(r"), r— 0"

> VI.12
/ r|R(r)|* dr < +oo. ( )
0

I seguenti casi sono di rilevante interesse:

1. La buca di potenziale, dove V(r) = =V <O per 0 <r <rge V(r) =0
per r > 1.

2. L’oscillatore armonico, dove V(r) = (v/2)r? per una costante v > 0.

3. L’atomo di idrogeno, dove V (r) = —e?/r per e la carica dell’elettrone.
b. Il problema di scattering. Nel corrispondente problema di scattering
I’ampiezza dipende da k e dall’angolo tra le direzioni 6 e 6':

A(k,0,0) = A(k,0-0').
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In tal caso bisogno separare le variabili in coordinate cilindriche, dove la
direzione di € prende il posto dall’asse z positivo.

Per V = 0 'equazione di Schrodinger per F = k? con k > 0 ha la soluzione
generale [14]

(&) = cost.y fi(kr) + cost.g g (kr),

dove
p . 1y
filp) =1/ = Jies(0) = pirlp),  ailp) = (=1)"/ - Ty (p) = —prulp),
dove | = 0,1,2,... e 5; e n; si chiamano funzioni di Bessel sferiche di prima e

seconda specie. Sviluppando 'onda piana
0o l
ik0-& Silkr) o
= m—Y 97 )
e ;gl = —Y"(0, )

si trova per 'ampiezza

PO 0-0) 5 Ak, 0.0) = %Z 20 + 1) ® sin 5,(k) P60 - 0'),
=0

dove 0;(k) si chiamano fasi di scattering.

2.1 La buca di potenziale

In tal caso

-V, 0<
V(r) = { ooTsreT (VL13)
0, T > T,

dove Vy > 0. Sostituendo R(r) = r~'/25(r) otteniamo [Vedi (VI.9)]

?S 1dS (1+3)?
W—Frd |:‘/0— — 2 :|S(7’)—0, 0<r <rg,
d?S 1dS ,  (L+1)?
e 27 = 1.14
72 + o [/@ + = } S(r) =0, r > T, (VI.14)

dove A\ = —k? per kK > 0. Ovviamente, per r > 1y la (VI.14) ¢ I'equazione
immaginaria di Bessel di ordine [ + % nella variabile xr. Siccome deve tendere
a zero se r — 00, si trova

S(r) ~ KH_%(/{T), r > T, (VI.15)
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dove K, (z) ¢ la funzione di MacDonald di ordine v. Per v > 0 la funzione di
MacDonald K, (z) & decrescente in z € R*.
Per 0 < r < rg la situazione & pitt complicata. Affinché S(01) esista, risulta

per 0 <r <y
Jl+§(7"vvo_/‘52)> Vo > K2,
S(r) ~ 'tz Vo = K2, (VL16)
Il+%(7’\/r<;2—%), Vo < K2,

dove J,(z) ¢ la funzione di Bessel di ordine v e I,(z) ¢ la funzione di Bessel
imaginaria di ordine v.

Per trovare i stati limite richiediamo che la derivata logaritmica della S
(cioe, S'/S) sia continua in r = ry. Grazie al decadimento della funzione di
MacDonald, si vede subito che S’(r)/S(r) ha un limite negativo se r — (o).
D’altra parte, r+3 e la funzione di Bessel immaginaria sono crescenti per r > 0,
mentre la funzione di Bessel stessa ¢ oscillatoria. Quindi gli stati limiti possono
esistere soltanto per Vy > 2. In tal caso

S(r) ~ Jl%(r\/ Vo — K2), (VL.17)

dove
K’ | (kmo) J' 1 (ro/Vo—k2)
B VA s M e 1.1
RTo Kz+%(m0) "o 0= R Jl+%(m\/ Vo—k2) <V . 8)
Le energie A = —x? corrispondenti agli stati limite si trovano dal numero finito

di zeri della (VI.18]) per 0 < k < /Vj; ci sono zeri per soltanto un numero
finitodi 1l =0,1,2,....
Per [ = 0 abbiamo

Ki(z) = \/g e Ni(w) = \/% sin(w).

Allora (VI.18)) si riduce all’identita

tan(y/Vorg — 22) 1

VVerg—22  1+4

dove z = krg. Gli zeri z = krg € (0,79v/Vp) si ottengono graficamente.
Per [ = 0 si possono ottenere i risultati in modo pitt semplice senza utilizzare

le funzioni di Bessel. Partendo dall’equazione di Schrédinger (VI.10]) per V(r)
in (VI.13]), otteniamo per S(r) = rR(r)
SH(T) T (‘/0 o '%2)5(7”) = Oa 0<r< To,
S” - HQS(T) = 07 T >To,

(VI.19)
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Figura VI.1: Per [ = 0 e per r9y/Vo = 5 (pannello sinistro) o 10 (pannello
destro) vengono calcolati graficamente i valori di z = kry per cui I'equazione
di Schrodinger per la buca sferica ha stato limite.

dove []S(r)|?dr < oo, S(0) = OF| e S & di classe C* in r = ry. Per r > rg
risulta S(r) ~ e . Quindi ci vuole (5'/S)(r¢) = —r < 0.

Se 0 < Vp < k% per 0 < r < ry risulta S(r) ~ sinh(ry/s2 —Vp) [gra-
zie alla condizione S(0) = 0] per 0 < r < 79 e quindi ¢ impossibile avere
(8"/S)(ro) < 0. Per k = /Vj risulta S(r) ~ r [grazie alla condizione S(0) = 0]
e quindi (S'/S)(rg) = (1/ro) > 0. Di conseguenza, siamo costretti a limi-
tarci al caso 0 < k < /Vp. In tal caso la condizione S(0) = 0 conduce
a S(r) ~ sin(ry/Vy — k%) per 0 < r < ry. Dalla condizione di derivabilita

continua in r = rq si trova

= —K.

mcos(rm/vo — K?)
‘ sin(rov/ Vo — k2)

Per studiare quest’ultima equazione, poniamo & = r9\/Vy — k2 (che appar-
tiene all'intervallo (0,79y/Vp) e scriviamo ’equazione nella forma

Wi 0<e<nVi

oppure

tan(g) = —\/ﬁ, 0< g < 7"0\/70.

Per n = 1,2,3,... e (n — )7 < r0v/Vo < (n+ )7 ci sono n soluzioni £ di
quest’equazione e quindi n stati limite.

2Una condizione tecnica mai spiegata dal punto di vista fisico per costringere ad una
successione finita di autovalori.

149



2.2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso
1
V(r)= 577“2, (VI.20)
dove v > 0 & una costante. Ponendo ¢ = \/7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la (VL.11)

si riduce all’equazione differenziale

¢ (r) + (2 - 4cr> ¢ (r) + <k2 — 6¢ — W+

) o(r) = 0. (VL.21)

r r?
Sostituendo la serie di potenze
o(r) =r" f: csr?, (VI1.22)
5=0
dove a e un parametro da stabilire, troviamo
i Hla+s)(a+s—1)+2(a+s) =1+ 1)}
5=0

+ {(k* — 6¢) — 4c(a+ s — 2)}es_a] 1772 =0,

dove c_; = c_5 = 0. Supponendo che il coefficiente di r*~2 sia diverso da zero,
si trova
ala—=1)+2a—-1(l+1) =0,

e quindi « = [ oppure & = —(I + 1). La condizione al contorno (VI.12)) se

r — 07 implica che a = [. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 204+ 1)cs + {(k* —6¢) —de(s +1—2)}es o = 0. (V1.23)
Dunque ¢c; =c3=c5=---=0c¢e
4e(s+1—2) — (k* — 6¢)
s = Cs—2,
s(s+20+1) ?
dove s = 2,4,6,---. Il rapporto c,r?/c,_o ~ (4cr?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2,4,6,---, cioe

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6c, §=2,4,6,---.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

{kgn:20(2n+3), l=nn—2n—4,...,1=01,2---,

,éblv”(r? 67 90) = eicr2¢l,n(r)yzm(0a 90)7 m = —l, —1 + 17 ) l7
(VI.24)
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dove ¢p,(r) = rlv,(r) e vi,(r) & un polinomio in 72 di grado n — I. Quel
polinomio soddisfa I’equazione

0" (r) 4+ 2r(L+ 1 = 2cr®)v'(r) + 4e(n — Dr*o(r) = 0.

Ponendo t = 2cr? e w(t) = v(r) [tali che rv/(r) = 2tw'(t) e r?v” (r) = 4t*w" (t)+
2tw’'(t)] otteniamo l'equazione differenziale

3 1
tw"(t) + (I + 5~ Hw'(t) + i(n —Dw(t) =0, (VI.25)
dove n —1=0,2,4,... e w(t) ¢ un polinomio in ¢ di grado 3(n —1).
b. Utilizzando le coordinate cartesiane. Siccome V(r) = 2r* =

2(2* + y* + 2%), Pequazione di Schrodinger ¢ anche separabile in coordinate
Cartesiane. Infatti, scrivendo ¢(z,y,2) = X(2)Y(y)Z(z) otteniamo le tre
equazioni

X" (z) + (k2 ’V;C )X(x) —0,

Y"(y) + (k? 73 >Y(y) — 0, (VI1.26)

Z"(z) + (k2 - 7722) Z(z) =0,

dove k* = k7 + k. + k2. Studiamo ora una delle equazioni in una variabi-
le. Ponendo X(z) = e “’¢(x) per ¢ = /7/8, lequazione X" (z) + [k2 —
(v2?%/2)] X (x) = 0 si riduce all’equazione

¢"(z) — dexd' (z) + (k2 — 2¢)p(z) = 0. (VI.27)

Sostituendo ¢(x) = z* Y, csx°, otteniamo

\

Z a+s)(a+s—1)c,+{(k} —2c) —de(a+ s — 2) }eso| 2*T°72 =0,
s=0

(VI.28)
dove c_1 = c_5 = 0. Scegliendo o = 0, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢
de(s —2) — (k2 —2
s _ Ac(s —2) — (k3 0)7 $=92.4.6,- .
Cs— s(s—1)
risultando in polinomi in z di grado n = 0,2,4,--- se k2 = 2¢(2n + 1).
Scegliendo aw = 1, troviamo ¢y =c3 =c5; =---=0e
; de(s — 1) — (k2 =2
o _dels=)-(2-2) o

Con s(s+1) ’
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risultando in polinomi in z di gradon = 1,3,5,--- se k2 = 2¢(2n+1). Insieme
troviamo le seguenti soluzioni X,,(x) = ¢, (z)e~*", dove ¢, () & un polinomio
di gradon =0,1,2,3,4,--- e k2 = 2¢(2n + 1). Raccogliendo X, Y e Z risulta

(VI.29)

k% = 2¢(2n + 3), n=0,1,23---,
Y2,y 2) = e AT (), (1) iy (2),

dove n = ny + ny + na.

c. Analisi dei polinomi. Sostituendo z = zv/2¢ e v(z) = ¢(z) si arriva
all’equazione differenziale di Hermite. Quindi i polinomi ¢, (z) nella
sono proporzionali a Hn(x\/%), dove H, ¢ il poinomio di Hermite di grado n.
Vale la relazione d’ortogonalita

/00 H,(2V/2¢)Hyp (2V/20)e ™2 da = 2'hvm Snms

dove 0, ¢ la delta di Kronecker.
I polinomi w,,(t) (m=n—1=0,1,2,...) soddisfano I’'equazione differen-
ziale

l (1) + (45— (1) + (1) = 0.

Quest’ultima equazione coincide con 'equazione differenziale di Laguerre per
1

o =1+ 3. Quindi w,,(t) & proporzionale al polinomio di Laguerre L,(qll+2)(t).

In altre parole,

1
G1.n(r) = cost.r! LSjlz)(2C’l°2).

Calcoliamo ora il numero N,, di autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti allo stesso livello di energia, cioe allo stesso intero n = 0,1,2,.. ..
Dalla derivazione in coordinate cartesiane segue che N,, ¢ uguale al numero di
punti (n1,n2,n3) con coordinate intere non negative per cui ny + ns + nz = n.
Dalla derivazione in coordinate sferiche segue che

#{(n1,n2,n3) € Zy i1 +no+ng=n} =1(n+1)(n+2),

1
N, = 204+ 1) = = 1 2
>, @+ =S+ 1n+2),
1=0,1,....,n
n—I[ pari
dove ci rendiamo conto del fatto che ad ogni [ = 0,1,2,3,... corrispondono

2l + 1 autofunzioni linearmente indipendenti con lo stesso livello di energia.
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2.3 Atomo d’idrogeno

In tal caso V(r) = —e?/r, dove e ¢ la carica dell’elettrone, il cosiddetto poten-
ziale di Coulomb. Ponendo A = —x? per x > 0 (cioe, richiedendo che I'energia
sia negativa), I’equazione di Schrodinger (VI.10|) ha la seguente forma:
2 (l+1
S"(r) + (—Ff Lo X - )) S(r) =0, (V1.30)
r r
dove [ =0,1,2,---. Sostituendo S(r) = e " w(r) otteniamo
2 0l+1
w”(r) — 2k’ (r) + <6— _X +2 )) w(r) =0. (VI.31)
r r

. o o0 S .t .
Sostituendo ora w(r) = r* )~ c,r® si ottiene
oo

{a+s)(a+s—1) =11+ 1)}es+{e* = 26(a+ 5 — 1) }esq | 7572 = 0.

(VL.32)
Osserviamo che il termine costante nella (VI.32)) coincide con (a—I—1)(a+1)co.
Scegliendo o = [ 4 1 (escludendo o = —I) otteniamo
s 2 l)—e?
¢ _Zuls+l—e s=1,2,3 . (V1.33)

cs1 s(s+20+1)7

Per produrre soluzioni polinomiali richiediamo che x = (e*/2n) per n =
I+1,14+2,--- E| In tal caso risulta ¢,_; = ¢3¢ = -+ - = 0; dunque w(r) =
rLy(r), dove v(r) & un polinomio in 7 di grado n — [ — 1. In altre parole,

64

Fn =—"3 n=l+1,1+2--,
4n? ,
U(r,0,0) = rtle=e /2y (N)Y™(0,0), m=—1,—1+1,--- L
(VL.34)
Ponendo w(r) = r'*tu(r), t = 2kr, € = 2rxn e 0(t) = v(r), otteniamo
t0"(t)+ 20+ 2 —)0'(t) + (n—1—1)0(¢t) = 0. (VL.35)

Sostituendo = — ¢, a +— 2l + 1 e n +— n — [ — 1 nell’equazione differenziale
di Laguerre si arriva alla (VI.35). Dunque o(t) & proporzionale a Lfﬁ_l)l(t) In
altre parole,

64
En:_’i%:_ﬂ, n:l+1jl+27’
n
2
¢(T’ 0’ 90) :COStrl+1662r/2nL7(12l—;_1)1(£) }/}m(e’ 90)7 m = —l7 —l + ]_7 SN l’
n
(V1.36)
3Gi pone n = s+ 1, dove s = 1,2,... el = 0,1,2,.... Quindin =1,2,3,...el =

0,1,...,n—1.
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doven=1,2,3,....,0l=0,1,....n—1lem=—[,—l+1,...,1.

Osserviamo ora che le energie E,, = —(e?/4n?) degli stati limite dell’idroge-
no vengono determinate dall’intero n € N. Ad ogni n € N corrispondono n — 1
valoridil (I =0,1,...,n—1) e ad ogni tale [ 2+ 1 valori di m (m = —I,...,1).
Quindi ad ogni n € N corrispondono

14+34+54+7+--+2n—1)=n?

valori di (I,m) (I,m € Z, |/m| < 1 < n). In altre parole, per E = —e*/4n?
'equazione di Schrodinger con potenziale V(r) = —(e?/r) ha n? soluzioni
linearmente indipendenti in L*(R?).

3 Equazione di Schrodinger Periodica

a. Problemi al contorno con periodicita. Consideriamo ora ’equazione
di Schrodinger con potenziale periodico

V(@) =V(@+ad), =123 (VL37)

dove {dy, do, @3} ¢ un sistema di tre vettori linearmente indipendenti in R? e il
potenziale V (¥) ¢ continuo. Allora, dato k = (ki, k2, k3) € N? si puo studiare
I’equazione di Schrodinger sotto le condizion: k-periodiche

(T + k;d;) = (), j=1,2,3,vecr € R>. (VI.38)
Cio include le condizion: periodiche
GE+d) =@, =123 FeR, (V1.39)

oppure le condizioni 1-periodiche, dove 1 = (1,1,1). Una terza classe di
condizioni al contorno consiste nelle condizion: t-periodiche

V(T +a;) =e™iw(F), j=1,2,3, ¥R’ (VIL.40)
dove exp(imt;) € una radice dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3) e t = (t1, ta, t3).
Sia
A= {:clc_il —+ 1'262 + l'gag 11, %9, T3 € [0, 1]} (VI41)
il cosiddetto parallelogramma periodo e sia

A(E) = {xlk:lé’l —+ x2k262 —+ ZL‘3]€3(73 1 X1,T9,T3 € [0, 1]}, (VI42)

dove k = (ki, ko, k3) € N3, L’equazione di Schrodinger con le condizioni k-
periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio li-

-

mitato A(k), mentre 'equazione di Schrédinger con condizioni periodiche o
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t-periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio limi-
tato A. Se il potenziale V/(Z) & reale, continua e periodica (seconda la (VI.37)),
allora tutti e tre problemi al contorno hanno uno spettro di autovalori reali
che si accumulano a +oco. In tutte e tre casi esiste una base ortonormale (in
L2(A()) oppure in L2(A)) di autofunzioni del problema al contorno.

Per k = (ky, ko, k3) siano
Ao(k) < Ay (k) < Ao(R) < ... (V1.43)

gli autovalori del problema g—periodico e per t = (ty,ty,t3) un vettore di radici
dell’unita

Mo(t) < M) < Xolt) < ... (VI1.44)

gli autovalori del problema t-periodico.

Si vede facilmente che una soluzione dell’equazione di Schrédinger con
condizione al contorno

V(T + d;) = exp(2mir; k)Y (Z)

per opportuni interi r; € {0,1,...,k; — 1} (j = 1,2,3) soddisfa anche le

condizioni (VI.3§]).

Teorema VL1 Per k = (ky, ko, ks) € N3 siano exp(int,;) = exp(2mir;/k;)
(r; =0,1,...,k; — 1) le radici dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3). Allora le
basi ortonormali dei kiksoks problemi al contorno con condizioni (ty,,tr,,tr,)-
periodiche in L*(A) possono essere messe insieme per formare una base orto-
normale del problema con condizioni k-periodiche in L2(A(E)).

Per esempio, sia k; = 2, ks = 3 e k3 = 4. Allora i vettori t appartengono
all’insieme di 24 elementi tali che il vettore (exp(it,, ), exp(it,, ), exp(it,,)) vale
uno di

((1,1,1),(1,1,4), (1,1, -1), (1,1, —4),
(1,e,1),(1,e,1), (1,6, —1),(1, e, —1),
(1,e%,1),(1,€%,4), (1,2, —1), (1,2, —i),
(—1,1,1),(-1,1,2),(=1,1,—-1), (-1, 1, =),
(—1,e,1),(=1,¢,7),(=1,e,—-1),(=1,&,—1),
L(—1,e%1),(=1,e% 1), (—1,e2, —1),(—1,&2, —i),



b. Principio variazionale. Sia F l'insieme di tutte le funzioni in A continue
e di classe C! a tratti. Per f, g € F si ha secondo identita di Green

J(f9) :/A [Vf(f) - Vg(7) + V(f)f(f)ﬁ} dF
_ /A f(@) [WM_ V(f)m] + f% do, (V1.45)

0A

dove A & la frontiera del parallelogramma periodo e 9/9n la derivata normale
esterna. Per f € F e g = 1,(-;t) € F che soddisfa 'equazione di Schrédinger
con condizioni t-periodiche, si ha

) =MORO,  F) = [ f@nED (VL46)
Per f =,,(-;t) si ha, grazie all’ortonormalita delle autofunzioni,

A(t), n=m,

J(Wm (), n(58)) = {0 n #m.

Riordinando gli autovalori in ordine crescente si trova il principio di Rayleigh-
Ritd]
An(t) = min (f—f) (VI1.47)

FLpm(5t), m<n fA | f(2)|? dz’
fEF,f soddisfa la VI4

Introduciamo ora due problemi ausiliari:

a. 'equazione di Schrédinger in A con condizioni di Dirichlet 1 (Z) = 0 per

T € 0A: autovalori Ay < A; < ---, base ortonormale di autofunzioni
b. l'equazione di Schrodinger in A con condizioni di Neumann —( ¥) =
per ¥ € 0A: autovalori vy < vy < ---, base ortonormale {x,(Z)}22,.

Anche per questi due problemi al contorno esiste il principio di Rayleigh-Ritz.
Utilizzando 'identita di Green (VI.45)) si puo dimostrare che

Un < A(t) < A, n=0,1,2,.... (V1.48)

c. Bandi e funzioni di Bloch. Sia £, l'insieme di tutti gli autovalori A, (),
dove exp(int;) sono opportune radici dell’'unita, e sia £ = U2, L,,. Allora

4Per una matrice n x n A arbitraria si trovano cosi i numeri singolari s1(A4) > ... > s,(A).
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L, € un intervallo chiuso e £ ¢ un insieme chiuso. Si puo dimostrare che £
coincide con l'insieme di tutte le A per cui 'equazione di Schrodinger V21 =
A ha una soluzione limitata non banale. Si puo anche mostrare che £ ¢ la
chiusura dell’insieme di tutti gli autovalori An(E) dei problemi al contorno per
I’equazione di Schrédinger con condizioni k-periodiche. L’insieme L si chiama
I'insieme di stabilita condizionale. 1 sottoinsiemi £,, sono i cosiddetti bandi. 1
bandi £,, sono tutti intervalli chiusi, dove i punti interni sono autovalori ma
gli estremi dell’intervallo spesso non lo sono.

Se A € L, esistono soluzioni limitate non banali dell’equazione di Schrédin-
ger del tipo

(@) = p(@)e*, (V1.49)

dove p(Z) # 0 soddisfa le condizioni periodiche e c € un vettore reale
costante. Soluzioni del tipo si chiamano onde di Bloch oppure funzioni
di Bloch. Tranne per un fattore costante, le onde di Bloch sono le autofunzioni
¥(&;t) dell’equazione di Schrédinger con condizioni t-periodiche.

Per ogni f € L?(R") vale la cosiddetta formula di Gelfand:

[werar=(5)'S [l

0,(t) = | @Dz

Utilizzando la formula di Gelfand si puo dimostrare che le autofunzioni ¢, (Z; t)
(pern=0,1,2,... e tuttii o;(t) costituiscono una base dello spazio di Hilbert
L3(R3).

Se il potenziale V(Z) & reale, continuo e periodico, allora il corrispondente
operatore di Schrodinger L = —V? + V (definito su un opportuno dominio
denso in L?(R™)) ¢ autoaggiunto e quindi il suo spettro ¢ reale. Lo spettro
consiste in autovalori e spettro continuo. Purtroppo, gli autovalori possono,
magari, avere una moltiplicita infinita, un fenomeno che non appare nei pro-
blemi unidimensionali. Si puo infatti dimostrare la non esistenza di autovalori
di moltiplicita finita. Lo spettro e composto di bandi. La distanza tra due
bandi consecutivi tende a zero se n — oo.

Abbiamo ora discusso lo spettro dell’operatore differenziale di Schrodinger
in L?(R™). Lo spettro dello stesso operatore in L?(A) (sotto condizioni t-
periodiche) oppure in L?(A(k)) (sotto condizioni k-periodiche) ¢ molto diverso
e consiste esclusivamente in autovalori di moltiplicita finita.

dove

d. Reticolato reciproco e zona di Brillouin. Siano d; (7 = 1,2,3) i tre
vettori che generano il parallelogramma periodo A. Sia

A= COl((jh 62, Eig)
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la matrice non singolare con colonne i, ds,d3. Per e; = (1,0,0)7, ey =
(0,1,0)0T e e3 = (0,0,1)T si ha @; = Aey, Gy = Aey e @3 = Aes. Ora definiamo
b; = (A")e; (j=1,2,3). Allora

(bk, C_I:]> = ((AT)ilek, Aej) = (ek, A_lAej) = (ek, ej) = 5k,j7 j, k= 1, 2, 3.

(VL.50)
Il reticolato {myb; + maoby + mgzbs : my, ma,mg € Z} si chiama il reticolato
reciproco R. Per un punto b € R qualsiasi abbiamo

exp(2mib-@;) =1,  j=1,2,3. (VL51)
Allora la zona di Brillouin (vedi [6]) associata ai vettori @y, da, a3 € I'insieme

Z = {f € R : || @), < || — 27D]|2 per ogni 0 £ b € R} , (VL52)

cio¢ i punti £ € R3 pil vicino all’origine che a tutti i punti di 27R diversi
dall’origine. Per trovare Z si construiscono i non pitt di 18 piani {7 € R? :
I1Z]|2 = H.f—27r5H2}, dove b & uno dei punti m4 by +maby+msbs con my, ma, m3z €
{-=1,0,1}\ {(0,0,0)}. Tali piani dividono R?® in domini poliedrali. La zona di
Brillouin Z e il poliedro chiuso che contiene 1'origine.

pannello 1

pannello 2 pannello 3

Figura V1.2: La zona di Brillouin in due dimensioni. Le frecme > corrispondono
al punti j:27rb1, j:27rb2, j:27r(61 + bg) e j:27r(b1 — bg) dove b; e by sono propor-
zionali a (5,0) e (1,2) nel pannello 1, a (12,0) e (3,4) nel pannello 2, e a (1,0)
e (0,1) nel pannello 3.

Per ¢ € R3 equidistante da due punti di 27R, sia 27r50 uno dei punti di

27R pill vicino a & In tal caso & = é—2mwby € Z e ||G||2 < ||e— 27b||> per ogni
b € R. D’altra parte, se ¢ non e equidistante da due punti di 27R, sia 27wby il
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punto di 2R pilt vicino a & allora & = & — 2wby ¢ 0Z e ||G]|2 < ||&— 27b]|»
per ogni b € R\ {bo}. Grazie alla (VL.51)), si ha:

exp(ic- d;) = exp(icy - d;), j=1,23. (VL.53)

Si vede facilmente che Z consiste nei punti ¢y di norma euclidea minimale per
cui vale la (VI.53) per qualunque ¢ € R? collegato a ¢, tramite ¢y = ¢ — 27b
con b € R.

e. Il problema al contorno t-periodico per V = 0. Sia ¢ € R? il vettore
unico che soddisfa le equazioni

E-d’j :7th, ] = 1,2,3, (VI54>

Allora ¢ = 7T(t151 + tggz + tggg). Se ¢ ¢ equidistante tra due punti di 27R, sia
27y uno di quelli e poniamo ¢y = ¢— 21by € Z. Se @non & equidistante da due
punti di 27R, sia 2750 il punto di 2R piu vicino a ¢ e poniamo ¢y = ¢ — 2#50.
In tal caso

(7) = exp(i(G + 27b) - T) (VL55)
per qualsiasi b € R ¢ una soluzione limitata non banale dell’equazione di Schro-
dinger V2 + A\ = 0 per A = ||& + 27b|2. Quindi se b € R, questi valori
di A costituiscono gli autovalori del problema al contorno t-periodico. Non
ci sono altri autovalori del problema al contorno con condizioni ¢-periodiche
e le corrispondenti autofunzioni costituiscono una base ortogonale di
L?(A).
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Appendice A
LA FUNZIONE GAMMA

La funzione Gamma e definita dall’integrale generalizzato assolutamente con-
vergente

['(z) = / et dt = 2/ sz_le_p2 dp, Rez > 0, (A.1)
0 0

dove la convergenza assoluta segue spezzando l'intervallo di integrazione in due,
in (0,1) ed in (1, 4+00). Infatti |[e~*¢*71| < tRe="L pert € (0,1) e t*|e 57} —
0 se t — 400 per ogni a > 1. La funzione I' & analitica nel semipiano destro
Rez > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

I(z+4+1) = 2I'(»), Rez > 0. (A.2)

SihaT(1) = [;° e"dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta

F(n+1)=nl, n=0,1,2,---. (A.3)

Un altro valore particolare della funzione Gamma ¢ quello per z = 1/2. Si ha

I'(3) = /0 t~ Y27t dt = 2/0 e du = /7.

Utilizzando la (A.2) si ottiene

1-3---(2n—1)
2n

F(n+1) = VT, n=20,1,2---. (A.4)

L’identita (A.2)) puo essere utilizzata per definire la funzione Gamma al-
trove. Prima si definisca la funzione Gamma nella striscia —1 < Rez < 0
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da I'(z) = I'(z + 1)/z, poi nella striscia —2 < Rez < —1, ecc. Siccome il
denominatore nell'uguaglianza I'(z) = I'(z + 1)/z si annulla per z = 0, risulta
una funzione meromorfa con poli semplici nei punti 0, —1,—2,.... Il residuo
nel polo a z =0 ¢ lim, o 2I'(z) = lim,,o ['(z + 1) = I'(1) = 1, mentre quello
a—n(n=12...) eil seguente

Zl_i)rgn (z+n)'(z) = Zl_i)riln(z + n)@ =...
L ['(z+n)
_zg@n(z—i_n)z(z—}—l)...(z—kn—1)
I'(z+n+1) r'(1) (—1)”.

T G G .

Ha qualche importanza la funzione Beta di Eulero:

1 /2
B(p,q) = / 1 -t dt = 2/ (sin 0)*~(cos 0)?1* do, (A.5)
0 0

dove Rep > 0e Req > 0. E abbastanza semplice dimostrare che

L'(p)I'(q)

, Rep,Req > 0. A.6
T+ o) p,Req (A.6)

B(p,q) =

Infatti, per p, ¢ tali che min(Rep, Req) > 0 abbiamo
F@W@)=4/ /‘ﬁp%mlew“%ﬁds
o Jo

oo  pm/2 )
:4/ /‘,ﬂﬁ%nfﬂ@%@%*@mmMAdmm
0 0

:2/ PPt e g 2/ 2(cos )%~ (sin 0)?4* db
0 0

/ \\ J/

-

T'(p+q) t=cos2 ), 1—t=sin?6, dt=—2cos b sin b db

=TI'(p+q)B(p,q).

dove al passaggio dalla prima alla seconda riga abbiamo sostituito ¢ = pcos 8
e s = psiné.
Discutiamo ora una caratterizzazione potente della funzione Gamma.

Teorema A.1 (Bohr-Mollerup) Sia f : (0,00) — R una funzione a valori
positivi con le sequenti proprieta:

(a) log f(x) € una funzione convessa;
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(b) f(x+1)==x f(z) per ogni x > 0;
(¢) f(1) =1
Allora f(z) =T'(x) per ogni x > 0.

Dimostrazione.  Sia f : (0,00) — R una funzione a valori positivi che ha
le proprieta (a)-(c). Allora la proprieta (b) implica l'identita

fle+n)=z(x+1)...(r+n—-1)f(x), x>0, neN (A.7)
Per z € (0,1] e n > 2 si ottiene dalla convessitéﬂ della funzione f

log f(n —1) —log f(n) _ log f(z +n) —log f(n) _ logf(n+1) —log f(n)
(n—1)—n - (x+n)—n - (n+1)—n '

Siccome f(m) = (m—1)! per m € N (vedi la (b) e la (c)), risultaper 0 < x <1

< log f(x +n) —log(n — 1)

|
- <logn! —log(n —1)!,
x

log(n — 1)! —log(n — 2)!

oppure
x log(n —1) <log f(x +n) —log(n — 1)! <logn, 0<z<1,

oppure
n—=1)%n—-1)!< fx+n) <n®(n—1)!
Applicando la (A.7)) risulta per 0 < z <1
(n—1)*(n—1)!
r(z+1)...(x+n—-1)

< f(z) <

x®(n —1)! r+n
z(x+1)...(x+n) '
Siccome limy,_, [%%] = 1 per 2 € [0, 1], si ha

n!ln®

f(a) = lim w(z+1).. (x+n)

Dalla (A.1)) si trova facilmente

['(z) = lim (1 — E) ==t dt,
0 n

n—oo
mentre n integrazioni per parti ci danno l'identita

" t\" n!n?
1——) ¢ tdt = :
/0 < n) 2(z+1)...(z+n)’ Rez>0

Quindi le ultime due equazioni e la (A.g8]) implicano che f(z) = I'(z) per ogni
x> 0. O

'La convessita della g = log f implica che il rapporto %
n—1lan+1.

cresce se y cresce da
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Il teorema puo essere applicato per dimostrare la seguente rappresen-
tazione prodotto
oz

P(z) = & ﬁ (1 + 2)_1 e/m, (A.9)

z

dove v e la cosiddetta costante di Fulero. Sostituendo z = 1 e utilizzando
['(1) =1 si trova

oppure

Il
M8
[
|
[a—
Q
a3
—
o
_I_
—_
SN—
—+
—
Q
09
o
1

e ? m ket

1m

I ¢ R
= lim exp | 2 T
n—oo z(z4+1)...(2 4+ n) P 2 n

. nln?
im :
n—oo z(z+1)...(2+mn)

Quindi abbiamo dimostrato che la funzione I'(z) definita dal prodotto infinito
(A.9)) coincide con la funzione gamma introdotta prima.

Per 0 < Rez < 15si ha
6_7(1_'2) n k

6(1_Z)/k

ek
I()I(1—2z) =1l — ek
()T ?) ngr;() z ka—l—ze 1—2 k:1k+1_z

k_
_ H 7k
n%oo Py (k+ 2) k +1-—2)
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Tane 2(nt1-2) M k-2
R k2 i
:1. _— = —
nggozg(k+z)(k—z zg k+z —2)

) [Z,f[l <1 - Z_z)]_ - Sinz:rz)’

secondo la rappresentazione prodotto della funzione sin(7z). Vale la rappre-

sentazione prodotto
sin(7m

da dimostrare utilizzando le funzioni analitiche [25]. Quindi

™

T(2)[(1 - 2) = (A.10)

sin(7z)’

valida per z € C \ Z per 'unicita delle estensioni analitiche.
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Appendice B
ANALISI FUNZIONALE

In questo capitolo si introducono gli spazi di Banach e di Hilbert, gli operatori
lineari e loro spettro. Inoltre si discutono gli operatori compatti su uno spazio
di Hilbert.

1 Spazi di Banach

Consideriamo noto il concetto di spazio vettoriale X rispetto ad un campo
di scalari F' che supponiamo uguale a R (numeri reali) oppure a C (numeri
complessi). Quindi in X sono state definite 'addizione X x X — X e la
moltiplicazione scalare ' x X — X con le solite proprieta aritmetiche.

Uno spazio normato X € uno spazio vettoriale su cui e definita una norma
| -] : X = R con le seguenti proprieta:

a. ||¢l| > 0 per ogni p € X; (positivita)
b. [|¢]|| = 0 se e solo se ¢ = 0; (definitezza)
c. |lapll = |al|l¢|| per a € Fe e X, (omogeneita)
d. |l + | < |l + || per ¢, v € X. (disuguaglianza triangolare)

Dalle (c)-(d) segue subito che

e. |[lell = ¥l < lle — Il per ¢,9 € X.

Per distanza tra ¢ e 1 si intende la ||¢ — ||

Una successione {p,}22, di elementi di X & detta convergente al vettore
v € X selim, o ||on — ¢|| = 0, ossia se, per ogni € > 0, esiste un intero n(e)
tale che ||¢, — ¢|| < € per ogni n > n(e).

167



Una successione {p,}>°; di elementi di uno spazio normato X si dice suc-
cessione di Cauchyse per ogni e > 0 esiste un intero n(e) tale che ||, —pm| < €
per n,m > n(e), ossia se lim, m—oo ||n — ©m|| = 0. La norma in X si dice
completa se ogni successione di Cauchy in X e convergente in X. Uno spazio
normato con norma completa si dice spazio di Banach.

Siano X e Y due spazi normati, U C X e f: U — Y. Allora f si dice
continua in ¥ € U se {f(¢n)}o, converge a f(y) in Y per ogni successione
{@n}se, in U che converge a ¢. La funzione f si dice continua se & continua
in ogni punto ¢ € U.

Introducendo in R™ o in C" le norme

lell1 = |z1] + - .. + |znl, norma £,

lzll2 = [lz1)* + ... + |xn|2]1/2, norma euclidea,

|%]|oo = max(|zy],...,|z,]),  norma (>,
dove x = (z1,...,x,), si ha:

1/2
|Zl|oe < [l]l> < (]| ll@lh]? < ]l < Vill2ls < ]2
Quindi le tre norme conducono alla stessa topologia metrica in R™ o in C™.

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Banach, trascurando la dimostra-
zione della completezza della norma.

1. Per ogni sottoinsieme chiuso e limitato €2 di R™, sia C'(€2) lo spazio vetto-
riale di tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue in €. Allora
la funzione || - || : 2 — R,

1l = max | ()],

introduce una norma completa in C(£2). Si verifica che || f, — flleoc = 0
se e solo se f,(z) — f(x) uniformemente in z € Q.

2. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R". Con L?*(2) si indica lo spa-
zio vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di
Lebesgue) in €, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto
in un sottoinsieme di 2 di misura zero, vengono considerate ”"uguali”.
Allora la funzione || - ||o : L3(R2) — R,

Hﬂbz([ﬂﬂwﬁmgwi

¢ una norma completa in L?(().
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3. Sia ¢? lo spazio vettoriale di tutte le successioni {x,}°°, scalari (reali o
. . 00 2 .
complesse) per cui la serie > >, |x,|° € convergente. Allora la funzione
|- 1l2: 0? = R,

~ 1/2
el = (z w) |
n=1

¢ una norma completa in £2.

4. Sia © un sottoinsieme misurabile in R”. Con L!(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni sommabili (nel senso di Lebesgue) in 2,
dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in un sottoinsieme
di 2 di misura zero, vengono considerate "uguali”. Allora la funzione

|- INQ) = R,
1 = / £ (x)|da,

¢ una norma completa in L(Q).

Per un elemento ¢ di uno spazio normato X e r > 0, 'insieme

Blp;r)={Ye X :|lo—9| <r}

¢ definito la sfera aperta di raggio r e centro ¢. Un sottoinsieme U si dice
aperto se per ogni ¢ € X esiste r > 0 (che dipende da ) tale che B(y;7) C U.
Dato il sottoinsieme U di X, la parte interna U® di U & I'insieme aperto pitl
grande di X contenuto in U.

Un sottoinsieme U di X si dice chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte
le successioni con termini in U e limiti in X. Dato il sottoinsieme U di X, la
sua chiusura U @ il sottoinsieme chiuso pill piccolo di X che contiene U.

Dato il sottoinsieme U di X, la frontiera OU di U & I'insieme dei punti di X
che possono essere il limite sia di una successione in U sia di una successione
in X \ U. Si dimostra facilmente che

oU=UnN(X\U).
Un sottoinsieme U di X si dice limzitato se il diametro

diam(U) = sup{|[¢ — [ : ¢, € X}

¢ finito. In tal caso esiste r > 0 (con r > fdiam(U)) tale che U C B(yp;r) per
un opportuno vettore ¢ € X.

Un sottoinsieme D di X si dice denso in X se ogni vettore ¢ € X ¢ il limite
di una successione con termini in . Uno spazio di Banach si dice separabile
se ha un sottoinsieme denso infinito numerabile.
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2 Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso (cioe, F = R oppure F = C).
Allora una funzione (-,-) : X x X — F che soddisfa le seguenti proprieta:

a. (p,p) > (positivita)
b. (¢,¢) =0 se e solo se p =0, (definitezza)
c. (9,4) = (¢, ) per ogni p. ¢ € X, (simmetria)

d. (o + B1h,x) = alp,x) + B, x) per o, BEF e ), x € X, (linearita)

¢ definita prodotto scalare (oppure prodotto interna, oppure, nel caso F = C,
prodotto sesquilineare). Nella (c) il soprasegno indica il coniugato complesso
se F = C. Dalle (c)-(d) segue subito che

e. (X, oo+ ) =a(x, ) + B(x, ) per o, BEF e b, x € X.

Ogni prodotto scalare induce la cosiddetta norma indotta

lell = v/ (0, ©)-

Inoltre vale la disuguaglianza di Schwartzﬂ

[, ) < el ¢l per v, € X,

che ¢ un’uguaglianza se e solo se ¢ e 1 sono proporzionali. La disuguaglianza
di Schwartz implica la disuguaglianza triangolareﬂ

le+oll <llel + vl eveX

Uno spazio vettoriale con prodotto scalare si chiama spazio pre-Hilbert.
Uno spazio pre-Hilbert con norma indotta completa si dice spazio di Hilbert.
Uno spazio di Hilbert soddisfa 'identita del pamllelogmmmcﬁ

le + 201"+l — 201" = 2 (llell* + [121) -

Vice versa, se la norma di uno spazio di Banach soddisfa 1'identita del paral-
lelogramma, essa ¢ la norma indotta di uno spazio di Hilbert.

IDim: Sia ¢ un numero complesso di modulo 1 tale che &(p,v) = |(p, )| e sia x = &p.
In tal caso ||x|| = ||¢||, mentre per ogni t € R si ha 0 < [|p + tx||* = |¢lI® + 2t(p, x) +
2[|x||*. Quindi il discriminante di questo polinomio reale quadrato & non positivo. Dunque
4\(<P,X)|2 —4llel? [Ix[I* < 0 e quindi [(, )| < [l [[¥]]-
3Dlm o+ 1/1||22 el + ||;/f||2 + 21}6(#9 ¢)2< Il + 1101 + 2||2</9|| ¥l = (ol + [l11)2.
o ]ﬂén—lk ”||1;0H+)¢|| + e = ol° = llell® + 1917 + 2Re(p, ¥) + lloll* + [U]* — 2Re(p, ¥) =
¥
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Il prodotto scalare puo essere espresso nella norma tramite la cosiddetta
formula di polarizzazione:

(0,0 = 1Ule +21* = lle — ),
’ Ml + )2 = llo = vI1? +ille + || —ille — i),

F =R,
F=C

(B.1)
Tali formule si dimostrano facilmente sviluppando le norme al quadrato.
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Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Hilbert.

1. Sia ©Q un sottoinsieme misurabile in R". Con L*(Q) si indica lo spa-
zio vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di
Lebesgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto
in un sottoinsieme di 2 di misura zero, vengono considerate "uguali”.

Allora la funzione (-,-) : L*(Q) x L*(Q) — C,

(f.9) = ( / f(ar)@dm) ”

¢ un prodotto scalare in L?*(£2) che induce la solita norma.

2. Sia ¢* lo spazio vettoriale di tutte le successioni {x,}°°, scalari (reali o
. . 00 2 .
complesse) per cui la serie Y | |x,|° € convergente. Allora la funzione

() : 2 x 0?2 - C,

- 1/2
({%}Eiu {?Jn}ff:l) = (Z Tn y_n) )

¢ un prodotto scalare in ¢? che induce la solita norma.

3 Basi ortonormali in spazi di Hilbert

Consideriamo prima uno spazio vettoriale di dimensione N con prodotto sca-
lare. Tale spazio ha una base ortonormale {@, }_, di vettori di lunghezza 1
ortogonali tra loro. Partendo da una base (i.e., un sistema linearmente indi-
pendente massimale) {1, }_, qualsiasi, si puo costruire una base ortonormale
utilizzando il processo di Gram-Schmidt:

(¢ _ ¢1
F el
o — (¢2,¢1)¢1

7 H% - sza 8013901H
g — (3, 1)1 — (%;%)9@

v 13 — (s, 01)e1 — (U3, p2)pa]

oy = U — (N, 1)1 — . — (Un, on-1) N1
\ I[N — (N, p1)er — - — (N, 1) N1
E facile controllare induttivamente che @; ¢ ortogonale ai vettori ¢1,...,¢; 1

ehanormal (j=1,2,...,N).
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Appena trovata una base ortonormale {p,})_,, si ottengono subito le
cosiddette identita di Parseval:

=

lel* = 1, ),

(2,9) = ) (,0n) (#n, ¥).

n=1

Consideriamo ora uno spazio di Hilbert separabile X a dimensione infi-
nita. Estraendo da un sottoinsieme denso e infinito numerabile D un siste-
ma di vettori linearmente indipendente massimale e applicando il processo di
Gram-Schmidt senza fermarsi ad un indice superiore N, si ottiene una base
ortonormale e infinita numerabile {¢, }°° ;. D’altra parte, I'insieme di tutte
le combinazioni lineari dei vettori di una base ortonormale infinita numerabile
di X e denso in X. Concludiamo dunque che uno spazio di Hilbert separabile a
dimensione infinita viene caratterizzato dall’esistenza di una base ortonormale
infinita numerabile.

Data una base ortonormale {¢,}>2; in X risultano le identita di Parseval:

2
lell> = 1, ea)
n=1

(0, 0) =D (0, 0n)(#n, ¥).

n=1

Inoltre, vale lo sviluppo

oo

0 => (0 ¢n)pn
n=1

nel senso che

lim
N—o0

=0.

N
0= (0, 0n)pn
n=1

Introducendo la successione crescente di sottospazi

En =span{py,...,on}

di dimensione N, si puo leggere quest’ultima relazione limite nella seguente
maniera: La distanza (ortogonale) tra ¢ e il sottospazio Ey tende a zero se
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N — oof] Quindi
N

P Y (9, ) A
n=1
definisce la proiezione ortogonale di o in Ey.
Dato lo spazio di Hilbert separabile X con base ortonormale {p,}52,, si
definisce la trasformazione lineare U : X — (2 da

Up=A{(e,0n)} 1

ossia U ¢ la successione dei coefficienti (g, ¢, ) vista come vettore in £2. Allora,
applicando la definizione della norma in ¢2,

9]
2
1Uel> = [, 0n)” = lleell?,
n=1

secondo l'identita di Parseval. Si verifica facilmente che U definisce una cor-
rispondenza biunivoca tra X e 2. Costruendo la U per X = ¢? e la sua base
ortonormale canonica, si vede subito che U coincide con la trasformazione iden-
tita in £2. Concludiamo che, tranne per una trasformazione unitaria della base
ortonormale, esiste un singolo spazio di Hilbert separabile.

4 Applicazioni all’Analisi di Fourier

1. In X = L*(—m, 7) le funzioni

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m,7) e introdu-
cendo i suoi coefficienti di Fourier

1 [7 ,
Cp = —/ flx)e " dx,
2 ) .

si vede subito che ¢, = (27)Y2(¢p, ¢,,) per n € Z. Secondo l'identita di Parseval
segue

I3 =2m Y leal?,

n=—oo

2
4Sia Zﬁle Anpn un vettore arbitrario in Ey e F(A,...,A\n) = H<p - 22[:1 AnPn

la distanza tra ¢ e En al quadrato. Si puo dimostrare che il minimo viene assunto per
An = (0, 0n) (n=1,...,N).
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ossia
1 ([T ad
f@)Pde= > el

o
- n=—00

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

nel senso che

]\}gnoo B f(z) — Zl Cn€ dxr = 0.
2. In X = L*(—m, ) le funzioni
1 :
e/ cos(nx) ‘(2) = sin(nx) n=1.23... .

900(96):\/?’ o (r) = JT Pn JT

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m, ) e introdu-

cendo 1 suoi coefficienti di Fourier

|-
an = — [ f(x)cos(nz)dz, n=0,1,2,...,

f

by =—["_f(z)sin(nz)de, n=1,23,...,
m

si applichi I'identita di Parseval per trovare I'uguaglianza

[e.e]

™ 2
[ @rae =R S o+ ).
n=1

™ —T
Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

Qo

f(z) = 5+ (ay, cos(nx) + by, sin(nz))

NE

1

3
Il

nel senso che
2

flx) — % — Z (a, cos(nzx) + by, sin(nx))| dr =0.

n=

™
lim
N—00 o

—_
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5 Operatori lineari

Siano X e Y due spazi di Banach. Un’applicazione T': X — Y si dice operatore
lineare se

T(Mzy + Aaxa) = MT(21) + AT (x9), 1,2 € X, M, € F,

dove F' = R oppure F' = C. Molto spesso scriviamo Tz invece di T'(x). Gli
esempi principali degli operatori lineari sono le matrici n x m (come rappresen-
tazioni degli operatori lineari da F™ in F™) e gli operatori differenziali lineari.
L’immagine di tale T ¢ l'insieme Im (T") = {Tz : € X}; quest’insieme ¢ un
sottospazio lineare di Y. Il kernel di T ¢ il sottospazio lineare di X definito da
KerT ={x € X : Tx =0},

5.1 Proprieta generali

Un operatore lineare 7' : X — Y si dice invertibile se ¢ una corrispondenza
biunivoca tra X e Y. Un operatore lineare T': X — Y ¢ invertibile se e solo
seImT =Y e KerT = {0}.

Siano X e Y spazi di Banach. Un operatore lineare 7' : X — Y si dice

limitato se sup ||Tz| < +oo. In tal caso il numero
[[=]|=1

Tx
ITI= swp [Tl = sup 12N
veX, |z]=1 ozzex |2l

si dice norma di T. Se X = F™ (dove F' = R oppure F' = C) ha dimensione
finita, ogni operatore lineare 7' : X — Y ¢ limitato.

a. Sia {e1, - ,e,} la base canonica di F". Allora ogni operatore limitato
T : F" — Y puo essere rappresentato come

T (i: xiei) = z”: x;Te;.
i=1 i=1

Se si applica ad una matrice, la norma si chiama norma spettmleE]
Utilizzando questa rappresentazione, si dimostri la limitatezza di 7.

b. Siano XY, Z tre spazi di Banach e sianoT : X — Y e S:Y — Z due
operatori lineari limitati. Allora ST : X — Z ¢ un operatore lineare
limitato e ||.ST|| < |IS|IIIT|-

5La norma spettrale di una matrice & uguale al suo numero singolare pili grande.
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Proposizione B.2 Siano X,Y spazi di Banach e siaT : X — 'Y un operatore
lineare. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

a. T € un operatore limitato.
b. T : X =Y ¢ una funzione uniformemente continua.
c. T:X =Y ¢euna funzione continua.

d T: X —Y ¢ continua in 0.

Dimostrazione.  [(a)==(b)] Per x1, x5 € X si ha grazie alla limitatezza di
T: ||Txy — Tas| < ||T||[|z1 — 22f]. Quindi, se ||x; — xo| < (¢/]|T|]), allora
|Txy — Txs|| < e. Allora T & uniformemente continuo.

[(b)=(c)==(d)] Ovvio.

[(d)=(a)] Sia T continuo in 0. Allora esiste § > 0 tale che ||z < §
implica ||Tz|| < 1. Quindi per qualsiasi x € X con ||z|| = 1 si ha ||(§/2)z|| < ¢
e dunque (6/2)||Tz|| = [|T(6/2)x| < 1. Allora ||z|| = 1 implica ||Tz| < (2/9).
Di conseguenza T' ¢ limitato con norma < (2/9). O

Consideriamo adesso lo spazio di Banach £(X,Y) di tutti gli operatori
lineari e limitati da X in Y, dove X e Y sono spazi di Banach. Scriviamo
L(X)se X =Y. Per X =F"eY = F" (per F =R o F = C) lo spazio
L(X,Y) coincide con quello delle matrici n x m.

Teorema B.3 (Teorema dell’Operatore Inverso) E| Siano X e Y spazi
di Banach e sia T € L(X,Y) invertibile. Allora l'operatore inverso T~! €
L(Y,X).

Teorema B.4 Siano T,S € L(X), e sia T invertibile. Allora S é invertibile
se [T — S| < |[T7Y|7t. In particolare, S ¢ invertibile se ||[I — S|| < 1.

Dimostrazione.  L’equazione Sx = y puo essere scritta nella forma equiva-
lente x = F(x), dove

F(x)=T 'y +T YT - 9)z.

Siccome

1F' (1) = Faa)[| < 17T = S| lz1 — I, (B.2)

6Una dimostrazione, basata sul Teorema di Banach-Steinhaus, si trova in [21]. La sua
dimostrazione non e facile e si basa sul fatto che l'intersezione di una successione di aperti
densi in uno spazio metrico completo & alla sua volta densa [Teorema di Baire].
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dove ||T7Y |IT — S| < 1, si puo risolvere 'equazione x = F(z) per iterazione,
secondo il cosiddetto Teorema delle Contrazioni. Infatti, sia zo € X un vettore
iniziale e poniamo x,,1 = F(z,) per n =0,1,2,.... Allora

|23 — 21| = ||F(21) — F(zo)|| < [T HIT = S|||@1 — o,
|25 — 22| = || F(x2) — F(x1)|| < [T HIIT = S|l||wz — 21|
< [IT7NT = S|Pz — 2o,

[n+1 = 2all = 1F (@) = F@a-)ll < IT7HNT = S|lll2n — @l
<777 = Sy = oll-

Quindi
p—1 p—1
|2nsp = Tnall D NEnsjr — Tngsll < llwx = ol D UTIT = SI™
j=0 Jj=0

<l = ol Y UTHINT — SN+
j=0

THIT = S

— T = S|

= [|1 — @] 1

Quest’ultima espressione tende a zero se n — oo. Dunque {z,};°; ¢ una
successione di Cauchy in X e quindi ha limite x € X. Utilizzando la continuita
della F': X — X [vedi la (B.2))], otteniamo

r=lim z,, = lim F(z,)=F(lim x,)= F(x).
n—oo n— o0 n— o0

L’unicita della soluzione ¢ immediata. O

5.2 Proprieta spettrali

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € L(X). Per ogni A € C
consideriamo gli operatori lineari A —7" (cioe, Al x —T scritto male). Studiamo
I'invertibilita di A — 7" al variare di .

I numero A € C si dice autovalore di T se esiste 0 # x € X tale che
(A=T)x = 0 (cioe, tale che Tz = Az). Il vettore x si chiama un corrispondente
autovettore. In tal caso Ker(A = T) = {z € X : (A = T)z = 0} ¢ l'insieme
di tutti gli autovettori corrispondenti all’autovalore A, piu il vettore zero. La
definizione generalizza quella per le matrici quadrate. Infatti, come per le
matrici quadrate 'esistenza dell’autovettore 0 # x € X tale che Tx = Az
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implica che A — T non ¢ invertibile. Per le matrici quadrate T' basta risolvere
I'equazione det(A — T') = 0 per trovare tutti gli autovalori di 7". Nel caso di
uno spazio X a dimensione infinita la situazione € molto piu complicata.

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € £(X). Il numero complesso
A appartiene allo spettro di T', o(T), se A —T NON e invertibile. Quindi tutti
gli autovalori di T' appartengono allo spettro di 7. Il numero complesso A
appartiene al risolvente di T, p(T'), se A — T' ¢ invertibile. Dunque p(7T) ¢ il
complementare di o(7") nel piano complesso.

Teorema B.5 Sia T € L(X). Allora lo spettro o(T) di T ¢é un sottoinsieme
chiuso, limitato e non vuoto di C, mentre il risolvente p(T) di T' é un aperto.

Dimostrazione.  Se || > ||T||, |A\"'T|| < 1 implica l'invertibilita dell’ope-
ratore A — T = A(Ix — A7'T). Inoltre

=T S ¥
71_ o
(A=T) _XE. j—j = § : VISR (B.3)

dove la serie ¢ convergente nella norma di £(X). Quindi lo spettro ¢ contenuto
nella palla di centro zero e raggio ||T|.

Inoltre, se A € p(T) e |u— A < [[(A=T)7Y| 7}, allora [[(A\=T)— (u—T)|| <
I(A=T)7Y|7 e quindi u € p(T"), dove abbiamo applicato il Teorema [B.4] Di
conseguenza, p(T') € aperto e quindi il suo complementare o(7") & chiuso.

Infine, se o(T) = 0 e quindi p(T) = C, per ogni z,y € X la funzione
(A =T)"'z,y) ¢ analitica nell’intero piano complesso e tende a zero se |\| —
oo[’| Secondo il Teorema di Liouville[f] segue che ((A — T') "z, y) = 0 per ogni
A€ Ceuxye X. Diconseguenza, (A —T)~! = 0, un’impossibilitd per un
operatore invertibile. Quindi o(7") # 0. O

Sia r(T'), il raggio spettrale di T', il minimo di tutti gli r per cui la serie
¢ assolutamente convergente per ogni A € C con |[A| > r. Allora r(T) < ||T'|| e
o(T) ¢ contenuto nel disco di centro 0 e raggio r(7'). Infatti quel disco ¢ il disco
di centro 0 piu piccolo che contiene lo spettro di 7. Utilizzando ’espressione
per il raggio di convergenza di una serie di potenze, troviamo

r(T) = lim |77
n—oo
Sia T' € L(X). La formula C = ¢(T") U p(T') rappresenta una partizione

del piano complesso in due insiemi disgiunti. Adesso discutiamo un’ulteriore
suddivisione di C in quattro insiemi due a due disgiunti.

"In modo implicito abbiamo supposto che X sia uno spazio di Hilbert. La dimostrazione
si adatta facilmente al caso di uno spazio di Banach generale.
8Una funzione analitica e limitata in tutto il piano complesso & necessariamente costante.
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a. Se A — T ¢ invertibile, A € p(T"). Altrimenti, A € (7).

b. Se Ker (A —T) = {0}, Im (A — T") & un sottospazio lineare denso in X
elm(A—T) # X, si ha A € 0.(T). Tali punti A\ appartengono allo
spettro continuo di T'. In tal caso ogni x € X si puo approssimare da
vettori (A — T')z per qualche z € X. Purtroppo esistono = € X tale che
'equazione (A — T')z = x non ha nessuna soluzione z € X.

c. Se Ker (A—=T) = {0} e Im (A —T) ¢ un sottospazio NON denso in X, si
ha X € 0,.(T) [lo spettro residuo di T.

d. Se Ker (A = T) # {0}, A ¢ un autovalore di 7. L’insieme degli auto-
valori si scrive come 0,(7) [inglese: point spectrum]. Gli autovettori
corrispondenti all’autovalore A sono tutti i vettori in Ker (A —7) \ {0}.

Abbiamo ottenuto la partizione

C=p(T)Uo (T)Uo,.(T)Uo,(T)

N S
-~

a(T)

del piano complesso in quattro insiemi due a due disgiunti.

5.3 Operatori autoaggiunti e unitari

Discutiamo ora gli operatori lineari su uno spazio di Hilbert. Sia X uno spazio
di Hilbert e sia T" € L£(X). Si definisce 'operator aggiunto 7* dall'uguaglianza

(T*z,y) = (z,Ty), x,y € X.
Si dimostra facilmente che

17"} = sup [|T"z[[ = sup |(T"z,y)|
Jall=1 Jall=lyll=1

= swp (@, Ty)| = sup [Tyl = [|T]-
Jel=lyl=1 =1

Quindi 7 € L(X) e ||T*|| = ||T||. Valgono le seguenti proprieta: (AT)* = \T*
[(AT")* = AT™ in uno spazio di Hilbert reale|, (T+5)* = T*+5*, (T'S)* = S*T*,
(T*)* =T.

Sia X uno spazio di Hilbert e sia T' € L£(X). Introduciamo le seguenti
classi di operatori lineari:

a. Gli operatori autoaggiunti: T* =T

b. Gli operatori unitari: T invertibile e T = T*.
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In uno spazio di Hilbert complesso X un operatore T' € L(X) & autoaggiunto
se e solo se (T'z, x) € un numero reale per ogni = € X.

Teorema B.6 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora

o(T) C{(Tz,z): ||z| =1} CR.
”numeri;l range”

Inoltre, o,.(T) = (.

Dimostrazione. ~ Prima dimostriamo che 0,(7) C R. Infatti se A € R e
0 # x € X ¢ il corrispondente autovettore tale che Tz = Az, allora \||z||* =
Mz, z) = (Tx,z) € R e dunque A € R.
Sia A € 0,.(T"). Siccome Im (A — T') & un sottospazio lineare non denso in
X, esiste 0 # x € X tale che (A —T)z,2) = 0 per ogni z € X. In tal caso ne
segue, per z = ,
(Tz,x)

A=)

e R.

Quindi 0,.(7T) C R. Da questo fatto si trova per ogni z € X

0=((A-T)za) = (2. (A~ T)a),

e quindi (A — T)z = 0 mentre  # 0. Risulta che A\ € 0,(T). Siccome
0,(T) C R, si ha A € 0,(T). Contraddizione. Ne segue allora che o,(T") = ().

Sia A € 0,(T) U o.(T). Allora esiste una successione {z,}>°, in X tale
che [[z,]l = 1 (n € N) e [[(A = T)an| — 0se n — oof] Allora la stima
(A= T)zp, )| < ||(A = T)ap||||zn|| con ||2,]| = 1 implica che

A= Ty, z,) = (A —=T)xy, ) — 0, n — 0o. (B.4)

Siccome (Txp, x,) € R per n € N, ne segue A € R. Dunque 0,(T")Uo.(T) C R.

Infine, o(T) = 0,(T) U 0.(T) e la relazione [dove ||z,| = 1 per
ogni n € NJ implicano che lo spettro di T ¢ contenuto nell’intervallo chiuso
e limitato piu piccolo che contiene l'insieme {(Tz,z) : ||z|| = 1}. Infatti, sia
{(Tz,z) : ||z|| = 1} C [m, M]. Allora

mlz|® < (Tz,2) < Mlz|*,  z€X.

9Se non esistesse, avremmo |[(A — T)z|| > ¢ > 0 per ogni vettore x di norma 1, il che
esclude A € 0,(T) e implica la limitatezza di (A — T)~!. Siccome o,.(T') = () implica che
(A —T)~! puo essere definito su uno sottospazio denso, la sua definizione si estende a tutto
lo spazio X e quindi A € p(T).
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Dunque per ogni x € X

{A >M: (A= M)[z]* = (A= T)z,2) > (A = m)|z|*
A<m: (m= Azl < (T = Na,z) < (M = N/

Di conseguenza, se A € R\ [m, M], non esiste nessuna successione {x, }>° ; tale
che ||z,]| =1 (n € N) e [|[(A = T)z,|| = 0. Quindi o(T") C [m, M]. O

Si puo infatti dimostrare che per un operatore lineare autoaggiunto l’in-
sieme {(Tx,z) : ||| = 1} & l'intervallo chiuso e limitato reale piu piccolo
che contiene lo spettro di T. In particolare, gli estremi di quell’intervallo
appartengono a o(7"). Purtroppo la dimostrazione non ¢ elementare.

Teorema B.7 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora il suo raggio
spettrale coincide con la sua norma: r(T) = ||T|.

Dimostrazione.  Sia T € L(X) autoaggiunto. Allora

|IT2|)* = (T2, Tw) = (T"z,2) < |T7|ll|lz]l,  z€X,
dove e stata applicata la disuguaglianza di Schwartz. Passando all’estremo
superiore per gli x € X con ||z]| = 1 si ottiene | T']|* < ||T?]] e dunque
172 = 17>
Questo implica
1T 17" =T, neN
Passando al limite se n — oo si trova r(T") = ||T|. O

Passiamo ora agli operatori unitari. Utilizzando la formula di polarizza-
zione si puo dimostrare che un’isometria (cioe, un operatore lineare U su uno
spazio di Hilbert X tale che ||[Uyp|| = ||¢|| per ogni ¢ € X) ha la proprieta

(Up,Uy) = (p,¥), @veX,

e quindi la proprieta

(U U, UY) = (p,¢), o9 eX.

Quest’ultimo implica che U & un’isometria in X se e solo se U*U = Ix. Nella
stessa maniera si vede che un operatore U ha la proprieta che U* & un’isometria
se e solo se UU* = Ix. Conclusione: U & un operatore unitario se e solo se U e
U* sono ambedue isometrie se e solo se U e un’isometria invertibile. Siccome
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in tal caso anche U™ e U™ = (U~!)" sono isometrie (n = 1,2,3,...) se U &
unitario, risulta

U =1U"=1  n=123,....
Di conseguenza,
r(U) =r(U1) <1,
e quindi o(U) C {z € C:|2z| =1}.

5.4 Operatori autoaggiunti non limitati

Ci vuole una teoria degli operatori lineari autoaggiunti non limitati in uno
spazio di Hilbert. Siano H uno spazio di Hilbert complesso e T' un operatore
lineare con dominio D(T') denso in H. Allora T si dice hermitiano [oppure
simmetrico| se

(Tz,y) = (2,Ty),  x,y€D).
Per un operatore hermitiano 7', definiamo 'operatore T™ da

L ‘ Je=c(y) >0:
e {yeHw(Tx,y)\ < eyl xeD<T>}’

In tal caso Az € H : (Tz,y) = (z,2); Poniamo Ty = z.

Ovviamente,

D(T) C D(T%),
T*x =Tz, x € D(T),

cioe T* estende T' (scritto: T C T™).

Un operatore lineare T' si dice autoaggiunto se D(T') ¢ denso in H, T ¢
hermitiano e T* = T. Quindi T e autoaggiunto se T" e hermitiano e il suo
dominio & denso e soddisfa

In tal caso I'insieme risolvente p(7') di tutti i punti A € C per cui

(A =T)[D(T)] = H,
Ker(A—=T) = {z € D(T) : Tz = Mz} = {0},
Je(A) > 0: |(A=T)z|| < c(N)||z|| per = € H,
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contiene C \ R. Quindi il suo complementare, lo spettro o(T) = C\ p(T), ¢
un sottoinsieme chiuso (ma non necessariamente limitatoEl) della retta reale.
Inoltre, lo spettro residuo o,.(T) & vuoto.

Non tutti gli operatori simmetrici hanno un’estensione autoaggiunta. Inol-
tre, se esiste, ne esistono molte. Senza dimostrazione enunciamo il seguente
risultato.

Teorema B.8 (Friedrichs) Sia T un operatore hermitiano in H tale che per
un’opportuna costante q

(Ta,x) > qllal’, @€ D(T).

Allora esiste un’unica estensione autoaggiunta T di T, la cosiddetta estensione
di Friedrichs, tale che

(Tw,z) > qll=l]*, 2 €DT).
Sotto le ipotesi del Teorema potrebbero esistere moltissime estensioni
autoaggiunte di 7', ma soltanto quella di Friedrichs ha la proprieta di essere
limitata inferiormente [1]

Nei Cap. e discuteremo 'estensione autoaggiunta L di un operatore di
Sturm-Liouville L. Essendo ¢, il minimo del coefficiente g(x) dell’operatore
differenziale, quest’operatore L & simmetrico nel senso che (Lf, g) = (f, Lg) per
f, g nel dominio My, di L e soddisfa (Lf, f) > quu| f||3 per f € My. In tal caso

un’estensione L definita in un dominio denso D(L) tale che L[D(L)] = L*(Q)

eGET ' e operatore integrale con nucleo hermitiano continuo G(z,y),
la cosiddetta funzione di Green, tutto quanto sotto 'ipotesi che A = 0 non sia
autovalore del problema di Sturm-Liouville. Nel caso unidimensionale abbiamo
infatti dimostrato tutti i passaggi. Li abbiamo lasciati in sospeso nel caso
multidimensionale.

WInfatti o(T) & limitato se e solo se D(T) = H se e solo se T' & limitato.

HLa dimostrazione & come segue. Sia [z,y] = %(T:c,y) per z,y € D(T). Allora [z,z] >
|lz||> per € D(T). In tal caso, essendo H; lo spazio di Hilbert piul piccolo (tranne per
Papplicazione di una trasformazione unitaria) il cui prodotto scalare estende il prodotto
scalare [-,-] non completo di D(T), allora la mappa di inclusione da D(T) in H puo essere
estesa univocamente ad una trasformazione lineare continua da Hy in H. Cio rende possibile
considerare Hi univocamente come un insieme “intermedio” tale che D(T) C H; C H. Sia
ora

D(T) = {x € Hy : y > [z,y] ¢ un funzionale H;-limitato} .

Secondo il teorema di rappresentazione di Riesz [Riesz representation theorem], esiste un

unico vettore Tz € H tale che [x,y] = (Tz,y) per z,y € H;. In tal caso %(T&c,x) > ||z||?

per ogni « € D(T). E inoltre facile dimostrare che T ammette un operatore inverso limitato

=1 . e . . . . . I
T ~ definito su H che e limitato e simmetrico e quindi autoaggiunto. Di conseguenza, T' ¢
autoaggiunto.
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Appendice C

INTEGRAZIONE SECONDO
LEBESGUE

Non basta l'integrale di Riemann per studiare la fisica matematica, grazie alle
sua pessime proprieta di convergenza. D’altra parte, I'integrale di Lebesgue ¢
utilizzabile in tutte le applicazioni della fisica matematica ma non e facile da
introdurre in poco tempo. Fortunatamente lo studio degli insiemi di Borel e
delle funzioni misurabili secondo Borel ci permette a generalizzare il concetto
di integrale abbastanza in tempi ragionevoli.

1 Insiemi di Borel

Un sottoinsieme di R™ e detto insieme di Borel se appartiene alla famiglia
di sottoinsiemi di R™ piu piccola ottenuta dagli insiemi aperti applicando le
seguenti operazioni: 1) unione finita o numerabile, 2) intersezione finita o
numerabile, e 3) complementazione [cio¢ Uoperazione B — R™\ B]. E chiaro
che tutti i sottoinsiemi aperti e chiusi di R" sono di Borel. Per n = 1 gli
intervalli [a,b) = N2, (a — £,b) e (a,b] = N2, (a,b+ +) sono di Borel.

Siano a,b € R", dove a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,), a1 < by, ...,
a, < b,. Allora

m([a,b)) = (by —ay) ... (b, — ay)

e la misura del pluriintervallo [a,b). Per un’unione finita o numerabile E di
pluriintervalli due a due disgiunti si definisce la sua misura m(E) come la
somma delle misure dei pluriintervalli, possibilmente con m(E) = +oo. Allora
m([a,00)) = 400, dove [a,+00) = {x € R" : 21 > ay,...,T, > a,}. Siccome
tutte le palle B.(a) = {z € R" : ||z — al|2 < €} sono unioni numerabili due
a due disgiunti di pluriintervalli, anche la misura di B.(a) si puo calcolare.
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Osservando ora che tutti gli aperti sono unioni finite o numerabili di palle, si
puo estendere la misura a qualsiasi sottoinsieme aperto di R".

Sia ¥ la cosiddetta o-algebra degli insiemi di Borel in R”, dove o-algebra
vuol dire una famiglia di sottoinsiemi chiusa rispetta all’'unione finita e nume-
rabile, all’intersezione finita e numerabile e alla complementazione che contiene
I'insieme vuoto e R™ stesso, insieme con la misura di Borel. Questa misura ha
le seguenti proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi di Borel due a due
disgiunti, allora Uy2, B,, € un insieme di Borel e

m (G Bn> = f: m(B,).

n=1 n=1

Di conseguenza, se {C,}22, ¢ una successione crescente di insiemi di Borel,

allora
m <U C’n> = lim m(C,).
n=1

Purtroppo la o-algebra degli insiemi di Borel ha la proprieta che non tutti
i sottoinsiemi degli insiemi di Borel di misura zero sono di Borel. Per questo
motivo la o-algebra di Borel viene estesa a quella di Lebesgue: Un sottoinsieme

A di R” si dice misurabile (secondo Lebesgue) se esiste un insieme di Borel B

tale che la cosiddetta differenza simmetrica AAB & (A\B)U(B\A) ¢un

sottoinsieme di un insieme di Borel di misura zero. In tal caso si definisce
come la misura m(A) quella dell'insieme di Borel B. Si puo dimostrare che gli
insiemi misurabili secondo Lebesgue costituiscono una o-algebra con le seguenti
proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}>2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili due a due
disgiunti, allora U2, B,, € un insieme misurabile e

()5

n=1 n=1

Di conseguenza, se {C,,}°°, & una successione crescente di insiemi misurabili,

allora
m <L_J1 Cn> :nh_{gO m(Cy).
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E molto difficile individuare un sottoinsieme di R™ che non & misurabile.
Dall’assioma di scelta segue la sua esistenzall]

2 Integrale di Lebesgue

Si dice funzione semplice una funzione complessa ¢ definita in R™ che ha
soltanto un numero finito di valori e per cui tutti gli insiemi

fr €R": p(z) = ¢ 0}

sono misurabili di misura finita. Essendo A{,..., A, 1 valori diversi della
funzione semplici ¢, si ha

" Ni, T€FE,
x) = Nixe, =147 77
)= 2 e =4 reR"\UL, B,

dove Ei, ..., E,, sono insiemi misurabili di misura finita disgiunti due a due e
X ¢ la funzione caratteristica di £ (cioe, yg(z) =1se x € E, e xg(z) =0 se
x ¢ E). Come integrale di Lebesgue si deﬁnisceﬂ

/(p(:c) dx d:efz Am(E;)

Una funzione f : R” — C si dice misurable se per ogni insieme di Borel £
in C I'immagine inversa

JTUE)={z €R": f(z) € E}

¢ misurabile. In particolare, le funzioni continue f : R®™ — C sono misurabili.
Le funzioni misurabili hanno le seguenti proprieta:

1. Se f,g : R" — C sono misurabili, allora f + g e f — g sono misurabili.

!Dim: La relazione * ~ y <= z —y € Q ¢ una relazione di equivalenza in [0, 1)
che suddivide [0,1) in classi di equivalenza. Applicando ’Assioma di Scelta, sia E un
sottoinsieme di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza.
Allora, per ogni ¢ € [0,1)NQ, E, L (g+E)N[0,1)]U[(¢g—1+ E)N[0,1)] & un sottoinsieme
di [0, 1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza. Se E fosse
misurable, lo sarebbe anche E, per ogni ¢ € [0,1) N Q. In tal caso la misura di E, non
dipenderebbe da ¢, mentre Uge(o,1)ng Eq = [0,1). Quindi sia I'ipotesi m(£) = 0 che quella
m(E) > 0 condurebbe alla contraddizione che m([0,1)) € {0, +oc0}. Di conseguenza, F non
puo essere misurabile.

2Gia f : R — R definita da f(x) per gli irrazionali z in [0,1] e ( )

=1 0 altrove.
Poiche m([0,1]\ Q) = m([0,1]) —m([0,1]NQ) =1—-0=1, si ha: [ f(z)

1.
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2. Se f:R™ — C & misurabile e A € C, allora Af & misurabile.
3. Se f,g: R™ — C sono misurabili, allora fg ¢ misurabile.

4. Se f : R* — C e g : C — C sono misurabili, allora il prodotto di
composizione g o f : R — C & misurabile.

5. Se f:R™ — R & misurabile, allora |f| = max(f, —f), f = max(f,0) e
f- = max(—f,0) sono misurabili.

6. Se f,g : R" — R sono misurabili, allora max(f,g) e min(f,g) sono
misurabili.

7. Se fi, fa,... sono misurabili e f = lim,, . f., allora f e misurabile.

Definiamo ora l'integrale di Lebesgue per le funzioni misurabili non ne-
gative. Sia f : R™ — R misurabile e non negativa. Allora esiste una suc-
cessione crescente di funzioni semplici non negative {f,}>2, tali che f(z) =
lim, 0o fn(z) per ogni x € R™ (tranne in un sottoinsieme di misura zero). In
tal caso la successione degli integrali di Lebesgue [ f,(x)dx & crescente e il
suo limite (che potrebbe essere uguale a +00) si deﬁmsce come l'integrale di
Lebesgue della f:

/f(a:) de = lim [ f,(z)dx

n—o0

Nel seguente teorema i valori degli integrali possono essere uguali a +o00.

Teorema C.1 (Beppo-Levi) Sia {f,}5°, una successione crescente di fun-
zioni misurabili non negative. Sia f(x) =lim, o fn(x) per z € R™. Allora

lim [ f.(z) d$:/f(x) dx

n—oo

Passiamo ora all’integrazione delle funzioni a valori reali. Sia f: R"” — R
misurabile. Poniamo fi = max(+f,0). Allora fy : R® — R* sono misurabili
e non negative e f; — f_ = f. Poniamo ora

[ s

[ fo(z)de — [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdx =+ooe [ f_(x)dx < +oo,
B se [ fi(z)de < +ooe [ f_(x)dr=+o0,
non esistente se [ fi(z)de = [ f_(z)dz = +o0.
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Inoltre,

5@l

[ fe(x)de+ [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdz =+oc e [ fo(z)dr < +oo,
)+ se [fi(x)dx <+ooe [ f_(x)dx=+oo,
+00 se [ fi(z)de = [ f_(z)dz = +o0.

Una funzione misurabile f : R" — R si dice sommabile se ambedue gli integrali
[ f+(z)dz sono finiti.

Per definire gli integrali delle funzioni misurabili f : R®™ — C, si osservi
prima che Re f : R® - R e Im f : R® — R sono misurabili. In tal caso, se
sono definiti ambedue gli integrali [ Re f(z)dz e [Im f(x)dz, allora

/f( d:cd—ef/Ref(x)d:chi/Imf(:c)d:c

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice sommabile se e finito l'integrale
della funzione |f| = \/(Re f)2 + (Im f)2.

L’integrale di Lebesgue ha le seguenti proprieta:

- J (@) £ g(x)) de = [ f(z)de + [ g(x)du

A f(@)de =N [ f(x)da

NS F@)de] < [1f (@) de.

Se {x € R": f(x) # g(x)} ha misura zero, allora [ f(z)dz = [ g(x)dx

L’ultima proprieta ¢ di estrema importanza per capire l'integrale di Lebesgue:
I1 suo valore non cambia se la funzione viene modificata su un insieme di misura
zero. Due funzione f, g come nella proprieta 4 si dicono quasi uguali. Oppure:
Si dice che f(z) = g(x) quasi ovunque.

Infine, se E e un sottoinsieme misurabile di R", una funzione f : £ — C si
dice misurabile se la sua estensione f : R™ — C definita da

= Jfl@), zek,
f(x>_{o, r€R\ E,

B~ W N

¢ misurabile. In tal caso

/E fayde ™ [ Fopxe(s) do

dove xg(z) =1perxz € E e xp(xr) =0 per z € R"\ E.
Discutiamo ora il seguente esempio illustrativo.
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Esempio C.2 Sia f: Rt — R definita da

sin(z)
, x>0,

fla) =9 =
1, z = 0.

Allora la f e continua per x > 0 e quindi misurabile. Vale l'integrale di
Riemann generalizzata

o0 1 N .
/ _sm(x) de ¥ lim / sin(z) dr = =
0 x N—+oo [ x 2

Purtroppo questo integrale non e un integrale di Lebesgue. Infatti,

Q.

sin(z)
, 2n—1)mr <x < (2n—1)m,
fulg) =4 o A Umses@nmd
0, altrove;
sin(z)
— , 2n—1)mr <z < 2nm,
f-(x) = x ( )
0, altrove,
dove n =1,2,3,.... Osservando che
(2n—1)m 2nm
/ sin(z) dx = —/ sin(z) dx = 1,
2(n—1)m (2n—1)m

si vede facilmente che

[ @
/ fo(2)de

Quindi [ f(z)dz non esiste nel senso di Lebesgue.

Z 2n—1 = oo,

Ly
— = +4o00.
2

| \/

I ME_% I

3 Alcuni Teoremi Importanti
Il seguente risultato riguarda lo scambio tra limite e integrazione.

Teorema C.3 (della convergenza dominata, di Lebesgue) Sia {f,}>2,
una successione di funzioni misurabili tali che

a. lim, o fo(x) = f(x) per quasi ogni x,
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b. per n = 1,2,3,... si ha |fo(x)| < g(x) per quasi ogni x, dove g é
sommabile.

Allora

n—oo

lim [ f.(z)dx = /f(a:) dx.

Secondo il suddetto teorema, si ha:

/ e “dr = lim (1 - £>nx[o’n}(:ﬁ) dx
0 0 n

n—oo
— lim (1—f) do = lim —— =1,
n—oo [q n n—oo N + 1

Si vede dai seguenti due esempi che la seconda condizione del teorema
precedente ¢ assolutamente necessaria.

Esempio C.4 Sia ¢ : R — R una funzione continua e non negativa tale che
x1—1>r:£oo o(x) =0, /_Oo o(x)de = 1.

Ponendo f,(z) = ¢(x — n), si vede facilmente che

n—oo n—00

lim folz)dz =1, / lim f,(x) dz =0.
————
sempre uguale ad 1 uguale a 0 q.o.

Dunque non e consentita 1’applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Esempio C.5 Sia ¢ : R — R™ una funzione continua e non negativa tale che

r—Fo0

»(0) > 0, lim x¢(z) =0, /_OO o(x)dr = 1.

Ponendo f,(x) = n¢(nz), si vede subito che f,(x) — 0 per z # 0 e f,(0) —
+00. Quindi

lim /fn(x) de =1, / lim f,(z) dz=0.
n—o0 n—00
— —_———
sempre uguale ad 1 uguale a 0 q.o.

Dunque non e consentita 'applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.
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Il Teorema della Convergenza Dominata e fondamentale e ha molti corollari
di importanza. Per esempio, sia f(-,&) : R” x @ — C una funzione somma-
bile che depende in modo continuo dal parametro £ € Q. Allora [ f(x,§) dx
depende in modo continuo da £ € () se esiste una funzione sommabile
g : R" — C tale che |f(z,&)| < g(z) per quasi ogni x € R™ e ogni & € Q. In-
fatti, scegliendo n € €2, basterebbe considerare una successione in {7, }7°, in
convergente ad 7 e la successione di funzioni f,,(z) = f(z,n,) pern =1,2,3,...
per dimostrare il corollario.

L’ultimo risultato riguarda il cambio dell’ordine di integrazione.

Teorema C.6 (Fubini) Sia f : R"™™ — C, scritta come funzione di z =
(x,y) con x € R, y € R™ e z € R"™™™  misurabile e non negativa, oppure
sommabile. Allora

/Wm f(Z)dz:/n( - f(:l:,y)dy> d:c:/m( 5 f(x,y)d:v) dy. (C.1)

In particolare, la (C.1)) vale nei sequenti casi:
1. almeno uno degli integrali [ [ |f(x,y)|dydz e [ [|f(z,y)|dzxdy é finito.

2. La f € non negativa quasi ovunque.
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Appendice D

DISTRIBUZIONI E SPAZI DI
SOBOLEV

In questo documento discuteremo due argomenti di importanza:
a) le distribuzioni, le funzioni test e loro applicazioni principali,
b) gli spazi di Sobolev e loro applicazioni principali.

Il motivo principale per introdurre le distribuzioni nella seconda meta degli
anno 40 e stata la giustificazione rigorosa della funzione delta di Dirac utilizzata
in fisica teorica. Secondo i libri di testo in fisica la funzione 6(x — o) ¢ una
funzione con valori uguali a zero per x # xg, con il valore +o00 per x = x e tale
che lintegrale [d(x — x9) dx = 1. Una tale “funzione” non si pud inquadrare
nell’ambito delle funzioni misurabli, poiche essa si annulla quasi ovunque ma
il suo integrale & uguale a 1. D’altra parte, se f(x) ¢ una funzione, si ha

/ F(2)8(x — o) = f(xo).

Quindi si potrebbe invece inquadrare la funzione delta di Dirac come il funzio-
nale lineare f +— f(z¢) applicato ad un’opportuna classe di cosiddette funzioni
test f. Siccome deve avere senso il valore della f nel punto z, la f deve essere
almeno continua.

Una possibile descrizione della funzione delta ¢ la sua rappresentazione
come caso limite di una successione {9, }>° ; di funzioni d,, abbastanza regolari
tali che

lim [ f(2)dn(z — 20) dz = f(20)

n—o0

per un’opportuna classe di funzioni test f. Per esempio, se il dominio della
funzione delta fosse la retta reale, ci sarebbero le seguenti possibilita:
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a. d,(x) = n per fo] < 3 ¢ du(a) = 0 per Jo] > &

1 n

7 1+ n2z2’

d. 0,(z) = —n per |z| < 5=, da(x) = 2n per 5= < |z] < £ e §,(2) = 0 per
2| > L.

Osserviamo che 1) 6, (z — zo) ha una "peak” per x = xy, 2) tende all’'infinito
se & = T, 3) tende a zero se @ # @, ¢ 4) verifica [~ 8,(x) dz = 1. In questo
documento introduciamo la “funzione” delta di Dirac come distribuzione [cioe,
come funzionale lineare appplicato ad opportune “funzioni test” di classe C*].
Il motivo principale per introdurre gli spazi di Sobolev negli anni 40 e stato

di far appartenere le soluzioni delle equazioni differenziali alle derivate parziali
ad opportuni spazi di Hilbert. In tal caso il problema di Cauchy per I’equazione
del calore

uy = Au, (x,t) € Q x R,

u(z,0) =0, x € 08,

u(z,0) = ug(x), z €,

viene prima convertito nel seguente problema variazionale:

Cercare, per ognit > 0, u(-,t) € H}(Q) tale che per ogniv € H}(Q)
si ha:

u(z, t)v(z)de = — /Q Vu(z,t) - Vo(z)dz,

dt Jo
lim [ w(z, t)v(zx) dx:/uo(x)v(x) dzx.
t—0t+ Q QO

Lo spazio di Sobolev Hj(£2) consiste in tutte le funzioni u € L*()
le cui derivate parziali prime appartengono a L*(€2) [con la defini-
zione di tali derivate da precisare].

In generale, gli spazi di Sobolev consistono nelle funzioni L? le cui derivate
parziali fino all’ordine s > 0 appartengono ad L2. In tal modo, le distribuzioni
possono essere descritte come membri di un opportuno spazio di Sobolev (di
ordine s < 0).

La maggiore applicazione degli spazi di Sobolev riguarda il metodo de-
gli elementi finiti per risolvere numericamente le equazioni differenziali alle
derivate parziali.
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1 Funzionali lineari

Sia X uno spazio di Banach reale o complesso (cioe F = R o F = C).
Un’applicazioni lineare ¢ : X — T tale che

|| < costiflell,  peX,
si dice funzionale lineare continuo in X. Utilizzando

|P[l = sup ||l
lel=1

per normalizzare i funzionali lineari continui, si ottiene uno spazio di Banach
X*, il cosiddetto spazio duale.

Se X = F" ha dimensione finita n, esiste una corrispondenza biunivoca tra
i funzionali lineari (continui) e i vettori ¢ € F", dove

22:1 wk¢k7 F= Ra
ZZ:I oxy, F=C.

per ¢ = (p1,...,0n) € = (Y1,...,1,). Inoltre, se la norma & quella euclidea,
si ha ||®]| = ||¢||. Di conseguenza, X* ha la stessa struttura di X.

Se X e uno spazio di Hilbert, esiste un’analoga corrispondenza biunivoca
tra i funzionali lineari continui ® in X e i vettori di X. Secondo il Teorema di
Rappresentazione di Riesz,E] per ogni ¢ € X* esiste ¢ € X tale che

Dy = (p,7), peX.

<I>90:(9071/J)={

Inoltre, ||®]| = |||

2 Funzioni Test

Sia D(R™) lo spazio vettoriale di tutte le funzioni ¢ : R — C di classe C*
che si annullano fuori di un insieme limitato. Allora gli elementi di D(R™) si
chiamano funzioni test. Per esempio,

1
exp | ———— |, <
o) = Xp(|x|2—a2) ol <a

0, |z| > a,

dove x = (x1,...,x,) € R". Si vede facilmente che

'Frigyes Riesz [1880-1956], tra i fondatori dell’analisi funzionale, dimostro il suo teorema
di rappresentazione nel 1909.
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a. D(R™) ¢ uno spazio vettoriale;
b. Se ¢ € D(R™), allora

o o
- a1 e —Oén
0x Ox?

D%p o, a=(ay,...,ap),

appartiene a D(R").

Si dice che una successione {,, }°°_; converge a ¢ in D(R") se esiste un insieme
limitato K tale che @,,(z) = 0 per ogni € R"\ K (qualunque sia m) e se
D*pp(x) — D%p(x) uniformemente in z € K, qualunque sia il multiindice
a=(ag,...,0p).

Spesso la terminologia “funzione test” viene utilizzata per gli elementi di
uno spazio vettoriale S(R™) piu esteso di D(R™). Poniamo

(14 ]2))? = (14|21 ) ... (L4 |za]), 2=(21,...,2,) ER™, B=(B1,..., ).

Allora una funzione ¢ : R" — C appartiene ad S(R") se essa ¢ di classe C*
e (1+ |z)?(D%p)(x) tende a zero se |z| — oo, qualunque siano i multiindici
a, 3. Si vede facilmente che

a. S(R™) ¢ uno spazio vettoriale;
b. Se ¢ € S(R"), allora

o o
R
Ox} Oz

D% = o, a=(a,...,q),

appartiene a S(R").

Si dice che una successione {¢,, }5°_; converge a ¢ in S(R") se, per ogni insieme
limitato K, (1 + |z])?(D%py)(x) — (1 + |z|)?(D%p)(z) uniformemente in z €
K, qualunque siano i multiindici o = (o, ..., ay) e 8= (B1,..., Bn).
E chiaro che
D(R™) ¢ S(R™) ¢ L*(R™) N L*(R™).

La vera sorpresa ¢ che D(R") sia un sottospazio lineare denso in L'(R") e in

L2(R).

3 Distribuzioni

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice localmente sommabile se converge
finito Vintegrale [, |f(z)|dx per ogni regione limitata £ in R". L’insieme di
tutte le funzioni localmente sommabili & uno spazio vettoriale: Ll (R™).

loc
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Essenzialmente una distribuzione ¢ un funzionale lineare: Per una di-
stribuzione f e una funzione test ¢ si consideri il prodotto scalare (inglese:
“pairing” )

(f:9)= | fe)olz)ds

Invece di considerare due funzioni f,p € L?(R") si prendano una distribuzio-
ne f in uno spazio vettoriale piu esteso e una funzione test ¢ in uno spazio
vettoriale piu ristretto tali che

Tim (f,0m) = (f,)

per ogni successione {¢,, }>°_; che converge a ¢.
Piu precisamente, D'(R™) ¢ I'insieme di tutti i funzionali lineari f in D(R™)
tali che
Jim (f, om) = (£, )

per ogni successione {p,,}5°_; in D(R™) che converge a ¢. Identificando f €
L! (R") con il funzionale lineare

(o) = [ S das—/f

dove K e una regione limitato K fuori della quale si annulla la ¢, si vede
facilmente che
L*(R") C L, (R") C D'(R™).
Ovviamente D'(R™) ¢ uno spazio vettoriale.
In modo analogo si definisce S’'(R"™) come 'insieme di tutti i funzionali f
in S(R") tali che
Tim (f,om) = (£, )

per ogni successione {p,,}°°_; in S(R™) che converge a ¢. Ovviamente S’(R")
€ uno spazio vettoriale tale che
L*(R™) c S'(R") c D'(R™).

Purtroppo esistono funzioni localmente sommabili non contenute in S’(R™).
Per esempio, €/l appartiene ad L! (R") ma non appartiene a S'(R"). Fortu-
natamente le distribuzioni che importano alle applicazioni principali, appar-
tengono a §’'(R™) (e quindi a D'(R")).

Una successione { f,,,}>°_; in D'(R™) (risp., in S'(R™)) converge a ¢ se

Jim (fm, ) = (f29)

per ogni ¢ € D(R™) (risp., per ogni ¢ € S(R™)).
Discutiamo ora alcuni esempi.
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a. Dato il punto xy € R", il funzionale

@ — (z0)

appartiene a S’(R") (e quindi a D'(R"™)), poiche per una successione
{om}o°_, convergente a ¢ in S(R™) si ha p,(rg) — ¢(rg). Questa
distribuzione si chiama la distribuzione delta di Dirac:

(5r0> 90) = QO(ZU()).

b. Dato il punto xg € R, il funzionale

® r—>/ o(z)dz

appartiene a §’'(R) (e quindi a D’(R)), poiche per una successione {¢,, }5°_,
convergente a ¢ in S(R) si ha

/OO Om(x) de — /m:o o(z)d.

zo

Questa distribuzione si chiama la “funzione” di Heaviside:

(Hyy, ) = /I:O o(x)de = /_Z H(z — x¢)p(x) dz.

Si vede facilmente che H(- — xg) € L}

loc

(R).

Per due funzioni f,p € S(R"), cioe per due funzioni f,p : R* — C di
classe C* che si annullano rapidamente se |z| — oo, abbiamo

(D*f, ) = (=1)FI(f, D),

qualunque sia il multiindice o = (o, ..., a,) e per |a] = a1 +. ..+ ay,. Infatti,
per dimostrarlo si facciano «y integrazioni per parti rispetto alla variabile xq,
«ip integrazioni per parti rispetto alla variabile xs, ecc. Ad ogni integrazione
per parti si guadagna un meno e ci sono |«/| integrazioni per parti in tutto. Tale
formula si puo ora utilizzare per definire D*f per f € D'(R") e ¢ € D(R")
loppure: per f € §'(R") e ¢ € S(R™)]. La derivazione D f, detta derivazione
debole, non e quella Classicaﬂ La derivazione debole e una trasformazione
lineare continua nel seguente senso: Se { f,,}>°_; & una successione che converge

2Tecnicamente i due "pairing” (D', D) e (§’,S) conducono a due derivazioni deboli di-
versi, ma in pratica non c’¢ alcuna differenza, poiche le nostre distribuzioni appartengono a

S'(R™).
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a f e S'(R") (risp., a f € D'(R™)), allora {Df,,}>°_, converge a D*f €
S'(R™) (risp., a D*f € D'(R™)). Cio ¢ chiaro, poiche

(D% finy ) = (= 1)1 fin, D*0) = (=1)I°(f, D*p) = (D f, ),

qualunque sia la funzione test .

Esempio D.1 Calcoliamo ora la derivata debole H  della funzione di Heavi-
side H,,, dove xy € R. Infatti, per ¢ € S(R) si ha:

o0
(Hy ) = ~(Hao) = = [ ¢(@)d = = [p(@),, = olz0) = ().
xo
e quindi
H, = 0z,
essendo la distribuzione delta di Dirac. Purtroppo, non vale la relazione
d
— H(x —xg) =6z —x
o H(z = 20) = 6(z — 20)
in modo classico, poiche la derivata classica non esiste per x = x.
Esempio D.2 Datiinodi a = g < 21 < ... < &, < Tyy1 = b (non neces-
sariamente equidistanti), definiamo gli splines lineari ¢, ..., ¢, nel seguente
modo:
T—Tq5_—
xj_—;]._llv rj1 < <y,
¢J(‘r> = ﬁa .13] S € S I’j+1,
0, altrove,
dove 7 =1,...,m. Allora la sua derivata debole vale
1
rymryard Tj—1 < <Ty,
1o — —1
¢]($) o Tj1—T;’ xj <z < ,f['j+1, .
0, altrove,

Allora per v € C'[a, b] si ha:
z; o Titl g
@) = ~(o0) =~ [ T e [ ) da
Ti_1 T

R i Tt T &
. Tj . _ Tj+1
T Tj—1 Tjt+1 X
x] - xj_l Tj—1 x]+1 - x] x;

i Lj — Tj— . Tj+1 — Ty

= —v(z;) + v(z;) +/ ¢ (x)v(x) dz = (¢, v);

quindi v} ¢ la derivata debole di ¢;.
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4 Trasformata di Fourier

4.1 Trasformata di Fourier negli spazi L' e L?

Sia f : R™ — C una funzione sommabile. Allora I'integrale (di Lebesgue)
P def —i(&,x n
FOEFN© = [ fwe e, e

¢ assolutamente convergente e |f(€)| < ||f|x, dove ||f]li = [ 1f(z)]|dz ¢ la
norma L' di f. In tal caso si definisce una funzione

e FIf)(©) = f(e)

su R"™ che si chiama la trasformata div Fourier della f. Segue che f (&) & continua
in £ € R™.

Proposizione D.3 Sia f € L'(R"). Allora f(£) ¢ continua in & € R™ e tende
a zero se |¢] — +oo [

Siano f,g € L'(R"). Allora f,ge L>*(R"). In tal caso risulta per f,g €

L'(R")
-/ { [ s dx} 9(6) de

= [ 1) | [ st ae| o = (1.9 (.1)
o e

-1 g(@)e%wdg] &= (£,5(-€)e  (D2)

Inoltre, (-, ). & il prodotto scalare complesso di L*(R"), mentre (-,-) & quello
reale.
Siano f, g € L'(R™). Allora il prodotto di convoluzione

(Fe)@) = [ fwigta=n)ds= [ 7= gty

conduce ad una funzione f * g € L'(R™). Segue che

fxg=gx], (fxg)xh=fx(gxh),

3La seconda parte si chiama il Lemma di Riemann-Lebesgue.
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dove f,g,h € L*(R™). Applicando la trasformazione z = x — y con y fissato si

ha
Flf*g](& /(/ fly >e—i(gc,§) du
- [([ rwesoge o w)a:= fgae. ©3)

In altre parole, la trasformata di Fourier manda L'(R™) con il prodotto di
convoluzione in C'(R™) con il prodotto algebrico usuale.
Consideriamo ora la trasformata di Fourier su L?(R").

Teorema D.4 (di Plancherel). Sia f € L*(R™) N L*(R"). Allora

/\f &) d = /!f )| da. (D.4)

Inoltre, F ammette un’estensione lineare ad L*(R™) che soddisfa (D.4) per ogni
VS LQ(R") ed & un operatore invertibile su L*(R™).

Dimostrazione.  Prima diamo la dimostrazione per n = 1.
Sia f una funzione continua e regolare a tratti con supporto in (—m,).
Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f in x € [—m, 7

flz) = % + Z (a,, cos(nx) + by, sin(nz))

o0

+Z ( by, ey an‘;'lbn —zn:ﬂ) _ Z e,

n=—oo

dove ¢, = (1/27) [T f(x)e~ ™ dx = (2m) ' f(n) e

/ |f<x>|2dx=w<‘“§‘ +Z<|an|2+|bn|2>)

00 1 R
= 3 fal= 5o 3 1P

n=—oo n=—oo

Siccome ¢, le”@f] = (2r)" f(n + t) per ogni n € Z,t € R e |f(z)]? =
le=®t f(x)|?, risulta

[ = [ 70 F @) dde

1 — ['; L[>
=5 X [ ropa=g [ 1©Pae
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Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(z) = ¢!/ f(cx)
ha supporto in (—m, 7). In tal caso

| @rde= [ g

1 [ . 1 [ .
o | laeras =5 [ Ifor e

o0

Se f € L}(R)NL*(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari a tratti
con supporto compatto e troviamo la stessa relazione.

L’equazione dimostra che F' puo essere estesa ad un operatore lineare
F da L*(R) in L*(R) che soddisfa (D.4). Infine, siccome F manda il sottospazio
denso L'(R) N L3(R) di L*(R) nel sottospazio denso C'(R) N L*(R) di L*(R) e
I'immagine di F' ¢ chiuso, F' ¢ un operatore invertibile su L*(R).

La generalizzazione ad n € N segue applicando n trasformazioni di Fourier
unidimensionali in seguito. O

Corollario D.5 Sia f € L*(R™). Allora l’operatore inverso ha la forma

1 1

FAE) = (%)HF[f](—S) = @

/ f(z)e @9 dg. (D.5)

Dimostrazione.  Si ricordi che (-,-). e il prodotto scalare complesso in
L*(R™). Allora per f,g € L*(R™) N L*(R") segue

e questa relazione si generalizza per f,g € L*(R"). Dalla segue che
(f,9)e = @m) " (F[f], Flg])e = (2m)7"(f, F[F[g]}(=&))e,

dove f,g € L*(R™). Siccome f, g sono arbitrarie, ¢ valida la (D.5)). a

Dal Corollario si vede subito che (27r) ™2 F & un operatore lineare uni-
tario sullo spazio di Hilbert complesso L?*(R™). L’applicazione dell’operatore
lineare (27)~"/2F ad una funzione f € L?*(R™) non ne cambia la norma L2.

4.2 Trasformata di Fourier in S’(R")

La proprieta rimarchevole della classe S'(R™) consiste nel fatto che 'operazione
di trasformazione di Fourier non porta fuori dai confini di questa classe. La
classe D'(R™) non ha una tale proprieta.
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4.2.a Trasformazione in S(R")

Visto che le funzioni appartenenti a S(R™) sono sommabili in R", su queste
funzioni e definita 'operazione F' di trasformazione di Fourier

5(6) = Flg)(6) = / p(@)e D dr, o SR).

In questo caso la funzione F[p|(§) la quale rappresenta la trasformata di Fou-
rier della funzione ¢, e limitata e continua in R". La funzione ¢ decresce
all'infinito pit rapidamente di qualunque potenza positiva di 1/|z| e percio
la sua trasformata di Fourier puo essere derivata sotto il segno d’integrale un
numero di volte arbitrario:

DFlel(§) = /(—ix)“@(ﬂﬂ)e”(g’x) dw = Fl(=iz)*¢](£), (D.6)

da cui segue che f = Flp] € C=(R™). Inoltre, possiede le stesse proprieta ogni
derivata DP¢ e quindi

FIDP(©O) = [ (D) e do = (-1 [ () (D% ) o

= ()i [ pla)e € do = (i) / pl)eiE€) 4
(D.7)

Infine, dalle formule e si ottiene
&7 Dp() = (=)&) Fl(—ix)*¢)(€) = (=) *HVIF[D?(2°0)](€).  (D.8)

Dall’uguaglianza segue che per tutti gli o, 8 i valori di £#D*F|](€)
sono uniformemente limitati rispetto a £ € R™:

1P DF[p](€)] < / |DP(2%p)| da. (D.9)

Cio vuol dire che Fp] € S(R™). Dunque, la trasformata di Fourier trasforma
lo spazio S(R™) in se stesso.

Visto che la trasformata di Fourier F[p] di una funzione ¢ appartenente
a S(R™) ¢ una funzione sommabile e continuamente derivabile su R", allora,
siccome ¢ € L*(R"), la funzione ¢ ¢ espressa in termini della sua trasformata
di Fourier F/[¢] mediante I'operazione di trasformazione inversa di Fourier F!:

p=F[Fe]] = FIF~'[¢]], (D.10)
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dove

P = o [ U0 ds = Pl

<271r>n [ vt - G FU-0@. (D1

Dalle formule (D.10)) e (D.11)) deriva che ogni funzione ¢ appartenente a S(R")

¢ la trasformata di Fourier della funzione ¢» = F~![p] appartenente a S(R"),
con ¢ = F[Y], e se Flp| =0, anche ¢ = 0. Cio vuol dire che la trasformazione
di Fourier F' trasforma S(R") in S(R") ed inoltre in modo univoco.

Lemma D.6 La trasformazione di Fourier F' ¢é continua da S(R™) in S(R™).

Dimostrazione. ~ Supponiamo che ¢ — 0 per & — +oo in S(R"). Allora,
applicando la alle funzioni y, si ottiene per tutti gli a, 8

€8 D Flp)(€)] < / D% (2 p1) da

dy
< sup |D?(z® 1+x"+1/—7
< xeﬂg | D" (z%pi)|( |z|) (14 [y|)*T
da cui segue che
lim sup [¢”D*Flpi](€)] =0,
k—oo ¢cprn
cioe Flpr] — 0 per k — oo in S(R™). Il lemma ¢ dimostrato. O

La trasformazione inversa di Fourier F'~! possiede proprieta analoghe.

4.2.b Trasformazione di Fourier in S’(R")

Assumiamo 'uguaglianza (D.1]) come definizione di trasformata di Fourier F'[f]
di qualunque distribuzione f € §'(R"):

(Flfl o) =(fFle)), feSR"), pcSR). (D.12)

Verifichiamo che il secondo membro di quest’uguaglianza definisce un fun-
zionale lineare continuo su S(R"), cio¢ che F[f] € S'(R™). Infatti, visto che
Flp] € S(R™) per tutte le ¢ € S(R™), ¢ — (f, F[¢]) € un funzionale lineare
su S(R™). Supponiamo che ¢, — 0 per k — oo in S(R"). Per il Lemma
3.1, Flex] — 0 per k — oo in S(R™) e quindi, in virtu del fatto che f appar-
tiene a S'(R™), si ha (f, Flpr]) — 0 per k& — oo, di modo che il funzionale
o = (f, Flp]) € continuo su S(R™). Dunque, 'operazione di trasformazione di
Fourier F' porta lo spazio §’'(R") in &'(R").

204



Inoltre, F' ¢ un’operazione lineare e continua da S'(R") in S'(R™). La
linearita di F' e evidente. Dimostriamo la sua continuita. Supponiamo che
fi = 0 per k — oo in §'(R™). In questo caso, in base alla (D.12), si ottiene
per tutte le ¢ € S(R™)

(Flfel, ) = (fr, Fle]) =0,  k — oo,

Cio significa che F[fy] — 0 per k& — oo in §'(R"), cioe 'operazione F' ¢
continua da §'(R") in S'(R™).

Introduciamo in S'(R™) ancora un’operazione di trasformazione di Fourier
che denotiamo con F~':

1

Pl = el e SR (D.13)
Dimostriamo che I'operazione F~! & un’operazione inversa di F, cioe
FUEf) = FIFAl=f  feS®). (D)
Infatti, dalle (D.10)-(D.13)) per tutte le ¢ € S(R™), si ottengono le uguaglianze
(FUPU ) = G (PIFUI19) = s (FUA€). Fle)
= G P FIA(-0) = (LA F'fe]) = (. FLE el

= (f.0) = (£, FFlPll) = (F[f], Fle]) = (F[E(f]], ),

dove abbiamo utilizzato le corrispondenti proprieta in S(R™) al sesto ed al
settimo passaggioﬁ Ora seguono le formule .

Dalle formule deriva che ogni distribuzione f appartenente a S’(R")
¢ la trasformata di Fourier della distribuzione g = F~![f] appartenente a
S'(R™), con f = Flg], e se F[f] = 0, si ha anche f = 0. Abbiamo, quindi,
dimostrato che le trasformazioni di Fourier F' e F~! trasformano &'(R") in
S'(R™) in modo biunivoco e continuo.

Supponiamo che f = f(x,y) € S'(R"") dove x € R" ed y € R™. Introdu-

ciamo la trasformata di Fourier F,[f] rispetto alle variabili z = (x1, z9, - -+ , 2,),
ponendo per qualunque ¢ = p(z,y) € S(R"™)
(Falf], o) = (f, Felo])- (D.15)

Come nel Lemma 3.1, si stabilisce che

&mmwz/w@wﬁwﬁe&wm>

4Si noti che S(R™) C L*(R").
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e l'operazione F¢lp] ¢ continua da S(R™™™) in S(R™™), di modo che la for-
mula (D.15)) definisce realmente una distribuzione F,[f](£,y) appartenente a
8’(Rn+m).

Esempio. Dimostriamo che
Fl6(z — x0)] = e7¥&0), (D.16)
Tnfatti,
(FI5(@ = 20), ) = (3l = a0), Flel) = Flgl(ao)
— [ e dg = @, g), pe SR,

Ponendo nella (D.16|) zo = 0, si ottiene

F[o] =1, (D.17)
da cui )
di modo che
F[1] = (2m)"(§). (D.18)

4.2.c Proprieta della trasformazione di Fourier

(a) Derivazione della trasformata di Fourier. Se f € §'(R"), si ha
DYF[f] = Fl(—iz)"f]. (D.19)
Infatti, utilizzando la , si ottiene per tutte le p € S(R™)

(DF[fl,¢) = (=1)I(F[f). D) = (=1)I(f, F[D*¢])
= (=1)°I(f, (ix)*Fle]) = ((—ix)*f, Fle]) = (Fl(iz)*f], ),

da cui segue la formula (D.19). In particolare, ponendo nella (D.19)
f =1 ed utilizzando la formula (D.18]), abbiamo

Fla®)(§) = i*'DF[1](€) = (2m)" D5 (¢). (D.20)
(b) Trasformata di Fourier della derivata. Se f € S'(R"), si ha
F(D?f] = (i€)"F[f]. (D.21)
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Infatti, utilizzando la formula , si ottiene per tutte le ¢ € S(R™)

(FID"f],0) = (D°f, Flg]) = (=1)°(f, D" F[¢])
= (=1)7I(f, F(~i&) ¢]) = (~=1)(F[f], (=i&)°p) = ((i€) Ff], 0),

da cui segue la formula (D.21]).

Trasformata di Fourier di una traslazione. Se f € §'(R"), si ha
F[f(z —ao)] = e D F[f]. (D.22)
Infatti, abbiamo per tutte le ¢ € S(R")

(Ff(z = wo)], ) = (f (& = m0), Flio]) = (f, Flgl(x + o))
= (f, Flpe"@08)) = (F[f], e 0p) = (eI F[f], ),

da cui segue la formula (D.22)).

Traslazione della trasformata di Fourier. Se f € §'(R"), si ha

FIf)(€ + &) = F[e©) f](€). (D.23)

Infatti, utilizzando la formula (D.22)), si ottiene per tutte le ¢ € S(R")

FIfI(E+ &), @) = (F[f], 0(& — &)) = (f, Flp(€ — &)))
= (f,e" @D Fly]) = (' ©2 f, Fly]) = (F[e'“2) f], ),

da cui segue la formula (D.23)).

Trasformata di Fourier di rescaling. Se f € §'(R"), per tutti i valori
reali di ¢ # 0 si ha

FIA(ca))(€) = —FIJ] (§> , (D.24)

e ¢

poiche per tutte le ¢ € S(R™) abbiamo

(F[f(cx)], ) = (f(cx), Flo]) = ﬁ <f’F[SO] <§>)

)
S (f ()50 dg) = (1, [ ple€)e ) dg) = (7, Flpteg))
cfm "’ ’ ’

|
— (FIf)plee) = oz (FUT (%) )
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5 Distribuzione in un Dominio

Sia €2 un sottoinsieme aperto di R™. Allora D({2) sara lo spazio vettoriale di
tutte le funzioni ¢ : @ — C di classe C° che si annullano fuori di un sot-
toinsieme chiuso e limitato di 2. Una successione {p,,}5o_, in D(Q2) ¢ detta
di convergere a ¢ se esiste un sottoinsieme chiuso e limitato K di ) fuori del
quale si annullano tutte le funzioni ¢,, e tale che (D%p,,)(z) tende a (D%p)(x)
uniformemente in x € K. Osserviamo che per {2 = R" la definizione di con-
vergenza coincide con quella precedente. Evidentemente ogni funzione test
© € D(£2) puo essere estesa ad una funzione test in D(R™) definendola uguale
a zero fuori del dominio €2. Di conseguenza, la distribuzioni appartenenti a
D'(R™) si possono applicare all (estensioni delle) funzioni test in D(§2). Ora
definiamo D’(§2) come lo spazio vettoriale di tutti i funzionali lineari f in D(2)
che sono continui nel seguente senso: Se {p,, }>°_; converge a ¢ in D(2), allora
(f,om) — (f,¢). In particolare, se f € L} (R") si annulla fuori di Q quasi

loc

ovunque, allora f € D'(Q2). Piu precisamente,

(19) = [ 1@)ela)ds, oD@
Le derivazioni deboli si definiscono ora in D’(€2) in modo naturale:

(D*f. ) = (—1)lI(f, D), f € D'(Q), v € D(V),

qualunque sia il multiindice a.

6 Spazi di Sobolev

Sia 0 un sottoinsieme aperto di R™. Allora lo spazio di Sobolef| H*() di
ordine s = 1,2,3,... consiste in tutte le funzioni f € L*(2) per cui tutte
le derivate parziali deboli D*f di ordine |a| < s appartengono a L%(). Tl
prodotto scalare di H*(Q) ¢ dato daff]

(frgho= / (D° £)(2)(D"g) (x)" d. (D.25)

|| <s

dove l'asterisco indica il complesso coniugato. In particolare,

(f,9h0= /Q (f(x)g(x)" + Vf(z) Vg(z)")dx.

®Sergei Sobolev [1908-1989] introdusse le distribuzioni nel 1935.
Nella letteratura si trovano diverse norme equivalenti di H*()). Un trattamento
dettagliato degli spazi di Sobolev si trova nel libro di Adams [2].
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E evidente che, per un dominio limitato 2, D(Q) non & denso in H S(Q)
Intuitivamente la chiusura di D(Q2) in H*(2), detta Hj(§2), consiste in funzioni
che si annullano “vicino” alla frontiera di 2. Secondo la disuguaglianza di
Poincaré [2], se © & un aperto di misura finita, la seguente espressione presenta
un prodotto scalare dello spazio Hj(€):

(f,9)10 = /QVf(a:) -Vg(x)*dx.

Nel caso unidimensionale [Q2 = (a, b) limitatal, tutte le funzioni nello spazio
H*(a,b) sono continue sull’intervallo [a, b]. Cid segue direttamente dal Teorema
Fondamentale del Calcolo Integrale. In tal caso,

H}(a,b) = H'(a,b) N Cyla, b].
Nel caso multidimensionale lo spazio H'(£2) non & contenuto in C(Q).

Esempio D.7 Consideriamo gli splines lineari ¢q,...,¢,, dell’esempio
Tali splines appartengono a H{(a,b). Inoltre, per ogni f € Hg(a,b) [che &
continua in [a, b] e verifica f(a) = f(b) = 0], si definisce la sua approssimazione
lineare a tratti

(Pf)) = flz;)¢;(x).

In tal caso si ha per j =1,2,...

Figura D.1: Approssimazione di una funzione continua che si annulla negli
estremi dell’intervallo, da una combinazione lineare di splines lineari.

(Pf)(z) = f(ac;) : i@j_l)7 T < <.

"Se Q2 & un aperto limitato, la funzione costante 1 appartiene ad H*(€2) ma non ¢ il limite
di una funzione f € H*(2) di supporto compatto in €.
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Utilizzando la disuguaglianza di Schwartz, si dimostra facilmente che

2
s, mAL ([P 1] f(x)| dx
) = Fay 0wt (o, L @)l dr)
I(PFYII5 = Z ) = Jl < ; P
—xj1) [, 1f' (@) de

+
. /112
Z = 115,

Tj—

cio¢, P & un operatore limitato su H}(a,b) di norma uguale ad 1.E|

Se 2 = R™ e l'intero spazio, ¢ abbastanza facile descrivere gli spazi di
Sobolev. In tal caso,

H*(R") = Hy(R") = {f € L*(R") : (1 + [¢]")*F[f)(€) € L*(R")},

dove

(Fg)ose = [ (1 Iy FO(E)" dg
¢ un prodotto scalare di H*(R™) equivalente a (D.25)). In altre parole,

FH(R")] = L*(R"; (1 + [¢]*) de).

8 Abbiamo utilizzato la norma equivalente || f’[|2 per una funzione f € Hl(a,b).
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Appendice E
PROPRIETA ASINTOTICHE

1 Rappresentazioni integrali delle funzioni di
MacDonald
Sia -
ou(z) = / et cosh(vt) dt,
dove z > 0 e v € R. Allora ’

o (z) = —/ e~ cosh(vt) cosh t dt,
0

v

v

gb”(z):/ e~ cosh(vt) cosh? ¢ dt.
0
Di conseguenza,
2 1 / 2 2 2 OO —zcosht 2
— v(2) = h(vt h“t —1]dt
24y (2) + 20, (2) — (27 +17)¢u(2) = 2 /0 € cosh(vt)]cos |
=sinh? ¢

e~ cosh(vt) cosh t dt — v / e >N cosh(vt) dt
0

[e.e]

—z
+z / e~ [ sinh(vt) sinh t 4 cosh(vt) cosh t} dt
0

—ze 7" cosh(vt) sinh ¢] ;O

[e.e]

—Z

J
J

e~ cosh(vt) cosh t dt — V2/ e 2N cosh(vt) dt
0 0

= [Tzt usinh(yt)]zo + / e #esht 12 cosh(vt) dt
0

7/2/ et cosh(vt) dt = 0.
0
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Quindi ¢,(z) ¢ una soluzione dell’equazione di Bessel immaginaria
Inoltre, siccome ¢, (z) — +o00 se z — 07 (divergenza dell'integrale per z = O) e
¢,(2) — 0se z — 400, esiste una costante positive ¢, tale che ¢, (2) = ¢, K, (z),
la funzione di MacDonald (vedi la (IL.56))).

Inoltre, abbiamo

\/zez¢y \/_/ —2zsinh?(t/2) COSh(Vt) dt

> VT
= ex 22 sinh? —— | cosh(—=) dr
| p( 2f> ONz

Siccome f(z) = sinh(x)/z ¢ crescente per x > 0 e f(0%) = 1[]si puo stima-
re la funzione sotto il segno dell’ultimo integrale da e /2 cosh(v7/\/z) per
giustificare 'applicazione del Teorema delle Convergenza Dominata (cioe, lo
scambio limite-integrale, vedi I'appendice D), risultando in

lim ze*g,(2) = / e dr = | T
z—+0o0o 0 2
Di conseguenza, ¢,(z) = K,(2):
K,(z) = / et cosh(vt) dt, z2>0, veR. (E.1)
0

Sostituendo u = e~ ! nella (E.1)) e poi v = 1/u si ottiene per z > 0

1 1
/ e—;<u+i>u—vd_“+l/ -5ty v U
0 u 2 u
1 [e's)
/ e—;(uﬁ)u—ud_%rl/ -3 (+d),—v W
0 u 2/ v

e_%(’”%)u_”d—u = l/ e 30yt gy,
0 U 2 Jo

Utilizzando la definizione della funzione Gamma e cambiando 1’ordine di inte-
grazione otteniamo per z > 0 e Rev > —%

! 1 o ! du
K,(z) = e a(uty) (—/ e "2 dx) —
) /0 Fv+3)Jo v

1 o 1 o - du
_ v—35 —u(z+3)— 5 d
= ———T T € Z.
2l (v + 3) /0 </o \/ﬁ)

1§i ha f/(z) = <) (3 — tanh z) = <hl@) (@ 1—72 dy > 0 per z > 0.
2 T 0 cosh
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Sostituendo w = uy/(2z + z)/z [dunque: j—% = (z/(2z + z))l/‘*\d/—%] e ponendo
= +/2(2z + z), arriviamo all’integrale doppio

1 & _1 z 1/4 ]_ & _A( _,’_i) _1/2
K, (2) = =— x’ 2 — e 2w dw | da
L(v+3) Jo 2r + 2 2 Jo

J/

-~

Kfl/z(A):Kl/z(A):\/%efA

2x+z)
5 2x + z

Sostituendo 7 = /(2x + Z)/ 2z, otteniamo le rappresentazioni integrali

Ko (2) :i)l) (g) /1 T o 1he i ar (E.2)

F(V+§

(1) o0 . .
T=142¢ 2 vV, —z —2ztyv—35 v—3
="—=—"(22)" e t2(t 41 2 dt. E.3

2 Sviluppo asintotico delle funzioni di Bessel

Introduciamo prima il cosiddetto simbolo di Hankel

(a,n) = 27_1!n{(4oz2 — 14 = 3)... (4a” — (2n — 1))} = ni(“%;f;—n?)”b)’
? (E.4)

mentre («,0) = 1. Questo simbolo viene utilizzato per abbreviare gli sviluppi
asintotici delle varie funzioni di Bessel se z — oo e v e fisso.
Sostituendo la serie di Taylor

- D(a+1)
1 4+1) = £ <1
(1+1) ;s!F(F(Oz—i—l—s) <L

nella (E.3|) e utilizzando la (A.1)) risulta lo sviluppo asintotico (per z — o0)

T (18) 3
K, (2) ~ [ 5 e ;(22)5, |arg 2| < S (E.5)

Introducendo le funzioni P(v, z) e Q(v, z) tali che
2 )
HY(2) = | = {P(v,2) +iQ(v, 2)} €'X, —m < arg z < 2m,
Tz
2 ,
HP(2) =/ — {P(v,2) —iQ(v,2)} e ™, —2r < argz <,
Tz
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dove y = 2 — (%I/—F i)?T, otteniamo dalla (E.5)) e dalla seconda equazione ([[1.51))

I o
L (@D - j!)((;zy; —25)(?—40) 60
009~ Y- (-t
N 4y;— 1 (4 - 1)(4;2(8;)%)(4u2 -%) (E.6b)
Gli sviluppi asintoti per J,(2) ¢ Y, (z) (per —7 < arg s < ) seguono da
Jy(2) = \/g [P(v,2) cosx — Q(v, 2) sinx], (E.7a)
Y, (2) = % [P(v, 2) sin x + Q(v, 2) cos ] (E.7h)

dove abbiamo utilizzato 111.49: e (I1.50]). Per la funzione di Bessel immaginaria
segue dalla prima equazione (II.51))

¢ = (v, s) T
1,(z) ~ —1)° , arg z| < —. E.8
O~ UG sl <3 (E:3)

Limitiamoci ai primi termini degli sviluppi asintoti e all’andamento asin-
totico se z — 4o00. Allora arriviamo alle seguenti espressioni asintotiche (vedi
(I1.48), (I1.52), (1I.53)), (1I.54), (I1.55)) e (I1.56])):

Jy(z) ~ 2 (cos(z - %wr — l?T) + O(l)> , z — 00, (E.9a)

Tz 4 z
Y, (2) ~ % (sm - %mr - iw) + 0(%)) . 2400, (E.b)
H(:) ~ | (”—W— Lo >> 400, (B9)
HO(2) ~ % ( ~it—gr—im | oL )) c oo, (E9d)
L(2) ~ \/217r_z (1 + 0(2)) : o 400, (E9¢)
K, (2) ~ \/g (1 " 0(2)) c oo, (BOD)
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Appendice F

APPROSSIMAZIONE
POLINOMIALE E
TRIGONOMETRICA

In questo appendice dimostriamo che i polinomi (trigonometrici) costituiscono
un sottospazio lineare denso in alcuni spazi di Banach. Tali risultati si basano
sul teorema di Stone-Weierstrass sull’approssimazione uniforme delle funzioni
continui da polinomi.

1 Teorema di approssimazione di Weierstrass

Il teorema origina da Weierstrass]| La costruzione esplicita dei polinomi
approssimanti si deve a BernsteinE]

Teorema F.1 (Weierstrass) Sia f € Cla,b]. Allora esiste una successione
{P.}>2, di polinomi tali che

I — P,(z)] = 0.
Jim - max |f(x) = ()]

Dimostrazione.  Consideriamo i polinomi di base di Bernstein

binn(z) = (n)xm(l — )", m=20,1,...,n,

m

IKarl Weierstrass [1815-1897], spesso chiamato il padre dell’analisi matematica moderna,
dimostro il teorema nel 1885.

2Sergei Natanovich Bernstein [1880-1968] pubblico la costruzione esplicita degli
approssimanti polinomiali nel 1912.
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di grado n. Dal binomio di Newton segue che

n

mzi:o bnan(x) = (:ﬂ;) (=)™ = e+ (1 —2)]" = 1.

m=0

Per f € C[0, 1] poniamo

By(fix) = Y f(=)bma(c). (F.1)

m=0

Bu(Liz) = bpa(z) =1 (F.2a)
b () =2 by (2) = 75 (F.2Db)

B (1% x) = i (T)Qbm,n(x) -y {”_1 m{m — 1) +%%}bm,n(ag)

n  nn-—1)

m=0 m=1
n—1 ,«— 1 <
— n [)32 Z bm—2,n—2(x) + EZL’ Z bm—l,n—l(x)
m=2 m—1
—1 1
S B (F.2¢)
n n

Poiché la f & uniformemente continua in x € [0, 1], per ogni £ > 0 esiste
d > 0 tale che |f(x) — f(y)| < e se |z —y| < . Allora

lim max |f(z) — Bu(f;2)] =0, (F.3)

n—oo z€l0,1]
dove B, (f;x) ¢ stata definita in (F.1)). Infatti, ponendo
m
I(z) = {mE{O,l,...,n}: ‘:p——‘ <5},
n
J(z) = {mE{O,l,...,n}: ‘x—@‘ 25},
n

si ha:

I = Balfi)lloe < max | S0+ 30 | [£@) = £ bma(a)

0<z<1
T mel(x) meJ(x)
< b g
< 80252{1 mon(2) + Mnax ’f(x) — f(g)‘ o (T)
mel(x) meJ(z)



<e+2[flle nax Z bin,n ()

meJ(x)
2| flloo m?
< _
<e+ 52 02132(1 Z (x o ) binn ()
meJ(x)
cop Wl o NS (o 2ma m?y
02 o0<z<1 ~ n n? ’
2| flloo 2 2
<o 2T o (428, (110) — 20Bu(0:0) + Bula®sa)}
21 £l oo 1, 1
<e+ —HfH max { 22 — 222 + n 2’ + -z
02 0<z<1 n n
2| flloo z(1 - ) [l
< =
<ot T max —— =t o

dove abbiamo utilizzato le (F.2)) al penultimo passaggio. Di conseguenza,

limsup max [f(z) = Bu(f;2)] <&,
qualunque sia ¢ > 0. Quindi B, (f;x) — f(z), uniformemente in z € [0, 1].

Supponiamo ora che f € C[a,b]. Considerando la funzione g € C[0,1]
definita da ¢(t) = f(a + (b — a)t), si ha:

)~ B, (5:5=1)

il che conclude la dimostrazione. O

lim max
n—o0o a<r<b

= lim max |g(t) — B,(g;t)] =0,

n—oo 0<t<1

Di conseguenza, per ogni f € Cla,b] i polinomi

qn () ZkZ:] (Z)f ((n—k;zaqtkb) (Z:Z)’f (Z:Z)n—k

convergono alla funzione f uniformemente in = € [a, ).

Corollario F.2 Siaw € L'(a,b) una funzione peso che ¢ positiva quasi ovun-
que sull’intervallo limitato (a,b). Allora ogni funzione f € L*((a,b); w(x)dz)
puo essere approssimata da polinomi nella norma di L*((a,b); w(x)dz).

Dimostrazione. I polinomi costituiscono un sottospazio lineare denso in
Cla,b]. D’altra parte, Cla,b] costituisce un sottospazio lineare denso nello
spazio L*((a, b); w(x)dz). 0

Di conseguenza, i polinomi di Legendre costituiscono una base ortogonale
in L?(—1, 1), mentre quelli di Chebyshev di prima specie e quelli di Chebyshev

1
di seconda specie costituiscono una base ortogonale in L*((—1,1); (1—2?)" 2dx)

1
e L*((—1,1); (1 — 2%)2dx), rispettivamente.
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2 Teorema di Stone-Weierstrass

Una famiglia A di funzioni complesse definite su un insieme F si dice algebra
se (i) f+ge€A,(ii) fge A, e (ili) \f € Aperogni f,ge Ae A€ C. In tal
caso l'insieme di tutti i limiti di funzioni in 4 uniformemente convergenti in
x € F si chiama la chiusura uniforme di A. Per esempio, la chiusura uniforme
di tutti i polinomi definiti sull'intervallo [a,b] & lo spazio Cla,b|, secondo il
teorema di approssimazione di Weierstrass.

Il teorema di approssimazione di Weierstrass si generalizzo sostanzialmente
da Stond’ nel 1937. Lui semplifico la sua dimostrazione in modo notevole nel
1948. Noi seguiamo la presentazione di Rudin [16].

Teorema F.3 (Stone-Weierstrass) Sia A un’algebra di funzioni complesse
definite su un compatto di Hausdorff K. Supponiamo che siano soddisfatti le
sequenti condizioni:

a. A separa i punti di K, cioé, per ogni coppia di due punti diversi x,xq €

K esiste f € C(K) tale che f(x1) # f(x2);

b. non esiste nessun punto di K in cui tutte le funzioni di A assumono il
valore zero;

c. A contiene la complessa coniugata f di ciascuna funzione f € A.

Allora la chiusura uniforme di A consiste in tutte le funzioni complesse conti-
nue su K.

Dimostrazione.  Dimostriamo il teorema prima per un’algebra di funzioni
reali che soddisfano le prime due condizioni.
1. Sia B la chiusura di A in C'(K)g, lo spazio delle funzioni reali in C'(K).
Dimostriamo che |f| € B per ogni f € B. Infatti, per f € A sia

a = sup |f(z)].
zeK
Grazie al Teorema [F.1] esistono costanti reali ¢y, ..., ¢, tali che
n
Y ey —lyl|<e,  —a<y<a
i=1

Siccome B & un’algebra reale, la funzione Y ;| ¢;f* € Be

n

Y af@) = If ()

i=1

< e, r e K.

3Marshall H. Stone [1903-1989)
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Poiché & uniformemente chiusa l'algebra B, si ha: |f| € B.
2. Le identita

_f+g+U—gh

implicano che max(f,¢) e min(f,g) appartengono a B se f,g € B (grazie al
punto a.). Di conseguenza, il massimo e il minimo di un numero finito di
funzioni in B appartengono a B.

3. Per f € C(K)g, x € K e e > 0 esiste g, € B tale che g,(x) = f(x) e
g:(t) > f(t) — e per ogni t € K. Infatti, per ogni y € K esiste h, € A tale che
hy(x) = f(x) e hy(y) = f(y) [poiché la A separa i punti di K]. Siccome h, &
continua, esiste un intorno J, di y tale che

hy(t) > f(t)—e,  teJ,

Per la compattezza di K esistono yy,...,y, € K tali che

K=]JJ,
j=1
Poniamo ¢, = max(hy,, ..., hy,) la quale appartiene a B (per il punto b.). Di

conseguenza,
Gu(t) = hy,(t) > f(t) — ¢, teldy, j=12,...,n
4. Per f € C(K)g e e >0, esiste h € B tale che
|f(z) — h(x)] <, re K.

Infatti, poiché & continua la funzione g, costruita nella parte 2, esiste un intorno
V. di x tale che
gz(t) < f(t) +¢, teV,.

La compattezza di K implica 'esistenza di finiti punti x4,...,z,, € K tali che

K:O%.
j=1

Poiche h = min(gs,, . .., 9z, ) € B [parte 2], si ha:
f(t) —e < h(t) < f(t) +e, te K,

dove la prima diseguaglianza segue dalla parte 3.
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5. Sia Apg l'insieme di tutte le funzioni reali in A. Allora per ogni f € A
la funzione u = Re f = 3[f + f] € A (grazie alla condizione c.). Per i punti
distinti x;,29 € K esiste f € A tale che f(z1) = 1 e f(xg) = 0; quindi
u(z1) # u(zy), cioe Ag separa i punti di K. In altre parole I’algebra reale Ag
soddisfa le condizioni (i) e (ii) del teorema.

Sia f = u+iv € C(K). Allora u,v € C(K)g. Per ogni ¢ > 0 esistono
p,q € Ag tali che

fu-ple<de o =gl < 2=
Di conseguenza, esiste p 4+ iq € A per cui

1f = (P +ig)llee < lu=plloc + [lv = gllec <&

O

Il Teorema puo essere utilizzato per dimostrare che i polinomi trigo-
nometrici di periodo T' costituiscono un sottospazio lineare in C[0, T|. Infatti,
ponendo w = (27/T) e z = e per 0 < x < T, si vede che I'algebra del-
le combinazioni lineari finite di {2} costituisce un’algebra che soddisfa
le condizioni del Teorema Di conseguenza, i polinomi trigonometrici di
periodo T' = (27 /w) costituiscono un sottospazio lineare denso in C(T), es-
sendo T il cerchio unitario nel piano complesso. Di conseguenza, i polinomi
trigonometrici di periodo T" = (27 /w) costituiscono un sottospazio denso in

L2(0, 7).
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Appendice G
SERIE DI FOURIER

In questo appendice verra fatto un richiamo della teoria delle serie di Fourier
studiate per la prima volta da FourieIEI nel suo studio dell’equazione del calore.

1 Coefficienti di Fourier

Sia

- 2 2
f(z) = % + ; (an cos ngrx + by, sin W[im> (G.1)

una serie di Fourier “formale” nel senso che per allora non specifichiamo
le proprieta sulla f affinche la serie (G.1) sia (uniformemente) convergente.
Utilizzando per n # m interi le relazioni integrali

1 /L o8 2nmx . 2mmx J
7/, 7 in 7 x
1 (Y. (2n+m)mx . (2(n—m)rx
=35/, (sm (#> — sin <#)) dx
1 L o 2(n+m)mx N L o 2(n —m)rz\ 1"
2L | 2(n+m)r L 2(n —m)m L eI
1 /L <2n7rm> (2m7rm)
coS 7 cos 7 dx
~L
1 [k 2(n+m)mx 2(n —m)mx
B

-3 {m o (2(n +me> " oW - e <M)}L—L

|

! Jean-Baptiste Joseph Fourier [1768-1830], Théorie Analytique de la Chaleur, 1822.
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:% _LL (_ C08(2(71 +Lm)m) +COS(Q(n _Lm)m))dx

“3 Hn o (2(n +Lm)m> e (Qm _Lm)m)t_L -0

insieme agli integrali
1 / L 2nmx\ . [2n7wx p 1 [t [dnmx d
— in r=— sin x
L), P\ )L oL |, L
1 L Anra\ 1" 0
= — |- cos =
2L | 4nm L . ’
1 [k 2 1 [ 4
E/Lcos2<ngx>dx:ﬁ L(l—ircos(ngx))dx:l,
1 [t 2 1 [t 4
z/_Lsin2< n;x>dx:ﬁ _L(l—cos< n[iTI))da::l,

si ottengono le seguenti relazioni per i coefficienti di Fourier

ag = %/i f(z)dz, (G.2a)
ay, = %/_LL f(z) cos (?) dx, (G.2b)
by = %/LL () sin (?) dz. (G.2¢)

Supponiamo che f & una funzione pari [cioe, che f(—xz) = f(z)]. Poiche il
coseno e pari e il seno dispari, si ha:

9 L
ao — —/ f(z) de, (G.30)
L Jo
2 [F nmwT
a, = Z/o f(z) cos (T) dx, (G.3b)
b, = 0. (G.3¢)
D’altra parte, se f ¢ una funzione dispari [cioe, se f(—x) = —f(z)], si ha:
ag = 0, (G4a)
a, =0, (G.4b)
b= 2 [ s (M) 4 (G.t0)
=1 z)sin (— x. .
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Sotto l'ipotesi che f sia continuaﬂ calcoliamo ora

2
1 [t 9 1 [fa = 2mne . [ 2mnx
Z/_L|f(x)| dx—z/_L§+Z(ancos< 7 )+bnsm( 7 ))

n=1
1 L
-1/,

2 2 2
_|aZ| + ; (!anfz cos® ( ng) + [bn|* sin? ( 72”))]
— |a0|2 +Z(|a |2—|—‘b |2)
- 2 n n )
n=1

[e.9]

la cosiddetta identita di Parsevalﬁ Di conseguenza, la serie nella parte a destra

e convergente. Inoltre,
N 5 5 2
% + ; (ancos ( 721:1:) + b, sin ( WLmj))]

1 L
Z/L f(z) —
= > (> +ba]) (G.5)

oo
n=N-+1

tende a zero se N — 400. L’equazione descrive il modo in cui la serie
di Fourier (G.1)) “converge” ad f(z).

L’equazione non implica la convergenza puntuale della serie di Fourier
(G.1)). Cio richiede ipotesi piu forti. Neanche la continuita di f basta per
garantire la convergenza della serie , poiche esistono funzioni continue e
periodiche con periodo 2L per cui la serie di Fourier e divergente per un
opportuno x € R.

Teorema G.1 Sia f periodica con periodo 2L, continua e regolare a tratti.
Allora la sua serie di Fourier (G.1) é uniformemente convergente in x € R
con somma f(x).

Dimostrazione.  Sotto le ipotesi del teorema la derivata f’ esiste ovunque
tranne nei punti in cui esistono la derivata sinistra e destra e le due non
coincidono. Sotto le ipotesi esiste al massimo un numero finito di tali punti
per periodo. Di conseguenza, f’ & continua a tratti e |f/|> & sommabile in
(—L,L).

21l risultato si estende a tutte le funzioni f € L?(—L, L), cio¢ a tutte le funzioni misurabili
f per cui |f|? & sommabile in (—L, L).

3La dimostrazione & facile per i polinomi trigonometrici. In generale, risulta la di-
suguaglianza di Bessel %f_LL |f(2)|>dx > % + 307 (lan]?® + |bn]?). L’estensione ad
f € L?*(—L,L) richiede la dimostrazione della densitd dei polinomi trigonometrici in
L?(-L,L).
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Dalla (G.1)) risulta:
_ i nby, cos 27m: — nay, sin 2me (G.6)
L~ " L)) '

L 00
1| @ = 3 e+ )

risulta finito. Di conseguenza, dalla disuguaglianza di Cauchy segue

Quindi

1 1
0o 132 oo 2
S (ol + ) < [zn oult + 1) [zi]
n=1 | n=1

1
o0 [ oo 5

= cost- 3 (lan| +[bu]) | D n*(Janf* + |bn|2>] ,
n=1 Ln=1

essendo convergente la serie armonica generalizzata -, # Cio implica che
la serie di Fourier (G.1) & uniformemente convergente (e infatti totalmente
convergente) in z € R. O

Consideriamo ora f(z) = |z| per € [—L, L], estesa per periodicita (con
periodo 2L) a tutta la retta reale. Essendo f pari, si ha: ag = % fOL rdr=1Le

2 /L (mm:) 21 L . (mm:) L
ay, = — zcos| — ) =— |—axsin [ —
L J, L L |nm L

x=0
2 L L (mrx)d
- sin (| — ) dx
L

Lnm [/,
2Lsin(nm) 2 [ L nma }L
= —————+ — | —=cos <—>
nmw nw | nmw L 0
2L n pari,

= (cos(2nm) — 1) =

0,
{ —(4L/n*7?), n dispari.

Dunque la serie di Fourier

L AL 1 2k + 1
10=5-22 g ()
k=0

e uniformemente convergente in z € R. Sostituendo z = 0 oppure z = L si ha:
o0
> GETTE S
— 2k +1)2 8
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. 2 . s 1
da cui }_° | -5 = . L’identita di Parseval

2 [t L? 1617 1
=z dr = =— + 7/ S
LALEQ: 3 T ;%@k+n4

implica

> 1
z:@k+nw

k=0

. 4
dacui Y0 L =1

n=1 ni 90"
Tralasciamo la dimostrazione del seguente teorema.

Teorema G.2 Sia f periodica con periodo 2L, regolare a tratti e continua
tranne in un numero finito di salti per periodo. Allora, per ogni sottoinsieme
chiuso e limitato di R che non contiene nessun salto, la sua serie di Fourier
¢ uniformemente convergente con somma f(x). Nei salti x la somma
della sua serie di Fourier vale 3[f(z) + f(z7)].

Consideriamo ora

ﬂ@:{L 0<xz<L,

-1, —-L<z<0,

estesa per periodicita (con periodo 2L) a tutta la retta reale. Essendo f dispari,
si ha: ag=0,a,=0e

0, n pari,

2
= —— — 1 —
(cos(nm) ) {i n dispari.

nm’

Di conseguenza,

f() = %Z sin((2k + 1)mx/L)

n

¢ uniformente convergente con somma f(z) per = € [a,b] C (0, L) oppure per
x € [a,b] C (—L,0). Se x & un multiplo intero di L, la somma della serie di
Fourier value (L 4 (—L)) = 0. Per z = £ si ha:

4 ()P
1==
W; 2k +1’
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implicando chd]]

prd 2k+1 4
L’identita di Parseval implica
2 [* 16 1
2=— der = — —_—.
L/O ’ 7r2k§ 2k + 1)

: : o] 1 _ n?
Quindi ) -, GE = 5

Per zy € (—L, L) fissato, consideriamo ora

f(x):{l’ ro<x <L,

-1, —L<x< g,

estesa per periodicita (con periodo 2L) a tutta la retta reale. In tal caso

—1 o 1 L $0+L L—ZL’Q 21’0
| ot | dr=— _ o
A $+L/$O o I I L’

risultando nella serie di Fourier

fla) ~ —% +%§:1 % [sin (M) —(~1)"sin (?)] .

Applicando il Teorema si ha:

= (=)™ . (nm:o> TZo
E S1n = ——.
n L 2L

n=1

4Questo risultato segue anche nell’applicare il teorema di Abel alla serie di potenze
vk, 2k4+1
arctan(z) = >, % per z € [—1,1].
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