ESERCIZI:
1. (23.11.2012) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

v +8/ +(A+65)y =0, 0<uz<4,
y(4) = —2y'(4),
y(0) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

2. (23.11.2012) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:

'uttzum—i—élux—kélu—l, 0<zx<2m t>0,
u(0,t) = 1,

Uy (27, t) + 2u(2m,t) = 3,

u(x,0) = 5 + 3e™2* cos(H ),

| ui(z,0) = 0.

3. (3.05.2011) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

V' +20 +(A+5)y=0, 0<z<2,
y(0) +y'(0) =0,
y(2) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

4. (3.05.2011) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:

Up = Uge + duy + 291, 0<z<m t>0,
(0,) =0,

(70, t) = ug(m, t),

(,0) = (7 — z) sin(x).
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. (24.04.2012) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
y' =6y +(A+10)y =0, 0<z <3,
y(3) =y'(3),
y(0) =0,
determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.
. (24.04.2012) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:
(utt:3uxx+6ux—4ut+3u, 0<x< 3, t=>0,
u(0,t) =0,
u.(5,t) +u(f,t) =0,
u(x,0) = e cos(2x),
u(z,0) = 0.

3
. (24.04.2012) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
v+ 8y +(A+65)y=0, 0<z<5,
y'(5) = —4y(5),
y'(0) =0,
determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

. (24.04.2012) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:

(UttZQUm—S%—i—Qut—i—Su, OS:CSW,tZO,

u(m,t) =0,
u(x,0) = e**[1 — cos(3z)],
| wi(z,0) =0.

. (9.11.2012) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
V' +8/+(AN+52)y=0, 0<z<5,

y(0) = '(0),

y(5) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.



10.

11.

12.

(9.11.2012) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:

Uy = BUyy + 6u, +3u —6cos(z), 0<ax<m t>0,
u(0,t) =0,
Ug(m,t) +u(m, t) = —1,

u(x,0) = 2e~" cos(2z) + sin(z).

(9.11.2012) Calcolare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

y'+ 12y + (A +36)y =0, 0<xz <4,
2y(0) = y'(0),
y(4) =0,

determinando il peso rispetto a quale sono ortogonali le autofunzioni.

(9.11.2012) Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale:

Up = 2Uge —du, +2u+220—6, 0< <1, t>0,
u.(0,t) — u(0,t) = =2,

u(1,t) =0,

u(z,0) =1+e* —z.



SOLUZIONI:

3. (3.05.2011) L’equazione differenziale iineare, omogenea, di secondo or-
dine e di coefficienti costanti, con equazione caratteristica

o +2a+ (A +5) =0,

oppure (a+1)* = —(A+4). Per A > —4 otteniamo (dato che y(2) = 0)

y(x) ~ e "sin[(2 — )V A+ 4)], dove
cos[2VA+4] = 0.

Quindi A\, = —4+[(2n — 1)7/4]?. Le corrispondenti autofunzioni sono:
on(x) = € “sin[(2n — 1)%(2 —x)].

Poiche
—(e*y')" = (A +5)e*y,

otteniamo la relazione di ortogonalita

2
/ On(2)Pm(x) dr = Npopm, n,m=1,23,...,
0

essendo N,, > 0 un’opportuna costante di normalizzazione (infatti,
N,, = 1). Ci rimane l'esclusione dei casi A = —4 e A < —4. Per A = —4
otteniamo y(z) = ¢(2 — x)e™*. La condizione y(0) + ¢'(0) = —c =0
darebbe y(z) = 0. Nel caso A\ < —4, avremmo

y(x) = ce " sinh[(2 — x)vV—\ —4].
Di conseguenza,
y(0) + /(0) = —ev/=A — Lcosh[2v/ =X — 4],
il quale puo soltanto annularsi se ¢ = 0.
4. (3.05.2011) Ponendo u(z,t) = e M¢(z), risulta

¢" +4¢' (z) + (A +29)¢(z) = 0.



Oppure:
—(e¢) = (A +29)e" ().
L’equazione catteristica

(a4 2)% = — (A +25)

conduce a tre casi: A\ > —25, A = —25 e A < —25. Nel caso A > —25

abbiamo

bn(x) = e **sin[x\/ A, + 25],
dove A\, = —25 + (a,/7)?, essendo, per n = 1,2,3,..., o, la soluzione
dell'equazione tan(a) = —(a/3m) nell'intervallo ((n — 1), (n + 3)m).
Dunque

/ qbn(x)qu(a:)e“ dx = Ny m, n,m=1,2,3,...,
0

per un’opportuna costante di normalizzazione N,. Per A\ = —25 otte-
niamo ¢(z) = cre™?*. In tal caso ¢(7) — ¢'(7)27ce " si annulla se e
solo se ¢ = 0. Nel caso A < —25 risulta

d(z) = ce 2 sinh(zv/—X — 25).
In tal caso
O(1) — &' (1) = e [_ sinh(mv/— X — 25)
+VEX—25 coshmm)}

si annulla se e solo se ¢ = 0. Poiche tutti gli autovalori sono maggiori
di —25, abbiamo

u(z,t) = Z cne e sin(x/ A, 4 25),
n=1

dove .
Z cne 2 sin(xy/ A, + 25) = (7 — x) sin(x).
n=1

Si calcola facilmente che

1 s
= / (7 — x) sin(z)e™ > sin(z\/ A\, + 25) du.
n Jo



5. (24.04.2012) L’equazione caratteristica della ODE ¢ a?—6a+A+10 = 0,
con gli zeri & = 3++v/—XA—1per A < —1, « = 3 per A = —1 (doppio) e
a=3+ti1v/A+ 1per A > —1. Per A > —1 risulta, grazie alla condizione
y(0) =0, y ~ e3*sin(zy/X + 1). La condizione y(3) = ¢/(3) implica

sin(3vVA + 1) = 3sin(3V/A + 1) + VA + 1 cos(3VA + 1),

oppure
tan(3vVA+ 1) = —3vVA + 1.

Essendo 0 < z; < 25 < ... gli zeri positivi dell’equazione tan(z,) =

—&%n, Ofteniamo X, = —1+ (2,/3)% e

1

32nT), n=123....

Yn(2) ~ €3 sin(

Riscrivendo la ODE nella forma (e75%y')’ 4+ (A + 10)e %%y = 0, il peso
risulta e =%, cioe

3
/ yn(x)ym(l')e_ﬁx dr = Cnén,my
0

essendo C, una costante di normalizzazione. Per A\ < —1, risulta,
grazie a y(0) = 0, y ~ €3 sinh(zy/—\ — 1). La condizione y(3) = ¢/(3)

implica
sinh(3v/—A — 1) = 3sinh(3v—A — 1) + V=X — 1 cosh(3vV -\ — 1),
oppure
tanh(3v—A —1) = —3vV—-A — 1.

Poiche tanh(z) e z hanno lo stesso segno, cio risulta impossibile. Per
A = —1 risulta, grazie a y(0) = 0, y ~ xe*". La condizione y(3) = y/(3)
implica 9¢” = 10€”, un’impossibilita.

6. (24.04.2012) La separazione delle variabili conduce alle equazioni

™ T (X)L X(2)
() T 3{ X(o) X

+ 1} = -3\,

X(0)=0, X(3)+X(Z)=0, T'(0)=0.

Le equazioni nella variabile x conducono al problema al contorno

X"(z) 42X (x)+ (1 + X)X (x) =0,



X(0)=0, X'(Z)+X(%)=0.

La corrispondente ODE ha I’equazione caratteristica a?4+2a+14+\ = 0,
con gli zeri « = —1+ivV/Aper A >0, o =—1+vV=Xper A <0e
a = —1 (doppio) per A = 0. Per A > 0 la condizione X (0) = 0 conduce
a X (7) ~ e~sin(zv/)). La condizione X'(%) + X (%) = 0 implica

VA cos(ZVA) = 0,

mentre A > 0. Quindi A\, = (2n — 1) per n = 1,2,... e X, ()
e ®sin((2n — 1)z). Per A < 0 si ha (grazie a X(0) = ) X(z) ~
e "sinh(xy/—\). L’altra condizione al contorno implica

QSinh(g\/—_)\) SERVAS cosh(g\/—_/\) = 0.

Essendo positiva la parte a sinistra, risulta un’impossibilita. Per A = 0,
si ha X(x) = cxe™ per un’opportuna costante c e ¢(1 + %) = 0, im-
plicando che ¢ = 0. Quindi tutti gli autovalori sono positivi. Passiamo
ora al calcolo di T'(t). Si ha:

~

T/ (t) + 4T (t) + 3(2n — 1)°T,(t) =0, T.(0) = 0.

La corrispondente ODE ha I’equazione caratteristica o 4+ 4o + 3(2n —
1)2=0,conglizeria € {—1,-3}pern=1lea = —2+i\/3(2n — 1)2 — 4
per n > 2. Quindi

3.t 1.-— —
- St — ze7¥, n=1,
w0~ o [cos(t\/3(2n —12—4)+ 281“\(;3V(23(271)21)14’ S n=2,34,....

Di conseguenza,

u(x,t) = cre sin(z)[2e" — e

+ Z cpe Csin((2n — 1)z lcos (t\/3(2n —4)+

2sin(ty/3(2n — 1)2 — 4)
V3(@2n—1)2—4

Sostituendo t = 0, otteniamo

o0

u(z,0) = cre”” sin(x)—i—z cpe tsin((2n—1)z) = Z cpe” Psin((2n—1)x).

n=1



I coefficienti seguono dall’identita
w/2
Cp = — / u(z,0)e’sin((2n — Vz)dr, n=1,2,3,....
T Jo
Per u(z,0) = e " cos(3z) si ha:

4 w/2
Cp = —/ cos(3z)sin((2n — 1)z) dx
0

™

w/2
= %/0 [sin((2n + 3)a) + sin((2n — 5)z)] da
2 ) 1 1
:%(1_5\/5) [2n—§+2n+% ‘

7. (24.04.2012) L’equazione caratteristica della ODE & a?+8a+A+65 = 0,
con gli zeri @« = —4 4+ vV —XA—49 per A < —49, a« = —4 per A\ = —49
(doppio) e @ = —4 £ i/ A+ 49 per A > —49. Per A\ > —49 risulta,
grazie alla condizione 3'(0) = 0, ¥ ~ e **sin(zv/\ + 49) e quindi

—4x

Y~ ;+ — {—4sin(x\//\ T 49) — VA + 49 cos(zvA+ 49)} .

La condizione —4y(5) = ¢/(5) implica

a0 - 165GV +49) + 4v/A + 49 cos(5v/A + 49
sin(5v/A+ 49) = 6sin(5v/ A + 9)+)\+65+ cos( i )’

oppure

cot(5VA 4 49) = VA + 49.

Essendo 0 < 21 < 29 < ... gli zeri positivi dell’equazione cot(z,) =
320, Otteniamo A, = —49 + (z,,/5) e

4 1

Tsin(:2,7), n=123,....

Yn(z) ~ e :

Riscrivendo la ODE nella forma (e3*y') + (A + 65)e3*y = 0, il peso
risulta €%%, cioe

5
/ yn(l')ym(:p)eégw dx = Cnén,ma
0



essendo (', una costante di normalizzazione. Per \ < —49, risulta,
grazie a 3'(0) = 0, ¥ ~ e~ *sinh(zv/—\ — 49) e dunque

—4x

y ~ ;L = {—4sinh(x\/—)\ ~49) — V=X — 49 cosh(av/—A — 49)} .

La condizione —4y(5) = ¢/(5) implica

sinh(5v/ =% = 19) — 16 sinh(3v/—A — 49) + 4v/—X — 49 cosh(5v/—\ — 49)

A+ 65
oppure
coth(5v/—A —49) = —3v =\ — 49.
Poiche coth(z) e z hanno lo stesso segno, cio risulta impossibile. Per
A = —49 risulta, grazie a y'(0) = 0, ¥ ~ we™ e dunque y ~
(=17 — 15)e~**. La condizione —4y(5) = y/(5) implica e =2 = Zte2,
un’impossibilita.

. (24.04.2012) La separazione delle variabili conduce alle equazioni

T L T() LX)
() T ‘2{

X(r)=0,  X'(0)—2X(0)=0, T'(0)=0.

Le equazioni nella variabile x conducono al problema al contorno

X'()
X)) X(2)

+ 4} = —2),

X"(z) —4X'(x) + (4 + M) X (z) =0,
X(m) =0, X'(0) —2X(0) = 0.

La corrispondente ODE ha ’equazione caratteristica o —4a+4+\ = 0,
conglizeria =2+ivAper A>0,a=2+vV-AperA<0ea=2
(doppio) per A = 0. Per A > 0 la condizione X'(0)—2X(0) = 0 conduce
a X () ~ e* cos(zv/)\). La condizione X (7) = 0 implica

cos(mvVA) = 0.

Quindi A\, = (n—3)? pern=1,2,... e X,(z) ~ e* cos((n — 3)x). Per
A < 0 si ha (grazie a X'(0) — 2X(0) = 0): X(z) ~ e** cosh(zv/—N).

L’altra condizione al contorno implica

cosh(mv/=\) = 0,

Y



un’impossibilita. Per A = 0, si ha X(z) = cre* per un’opportuna
costante ¢ e e = 0, implicando che ¢ = 0. Quindi tutti gli autovalori
sono positivi. Passiamo ora al calcolo di T'(¢). Si ha:

T(t) = 2T5,(t) + 2(n — 5)*T(t) = 0, T,(0) = 0.
La corrispondente ODE ha l'equazione caratteristica o — 2a + 2(n —

52 =0,conglizeria=14+3v2pern=1ea=1+i/2(n—})>-1
per n > 2. Quindi

(3 = 5V 4 (5 + §V2)e V2, n=1,

T,(t) ~ sm(t\/Q(n—l)Q—l)
®) et |cos(ty/2(n —3)2 —1) — \/ 12 ., n=23,4,....
2(n75)271

Di conseguenza,

u(z,t) = ce*® cos(%x)[(% - %\/i)et(p“/i) + (% + %\/ﬁ)et(l_ﬁ)]

sin(ty/2(n — <

Z cne”® cos((n — 3)x)e’ |cos(ty/2(n —1)2 —1) —

n=2 2(n —

_|_

Sostituendo ¢ = 0, otteniamo
u(z,0) = c1e* cos( —i—Z cne®® cos((n—13)x) = Z cne®® cos((n—13)x).
I coefficienti seguono dall’identita

2 ™
Cn = _/ U(ZL', O)Q_QI COS((n - %)ZL’) d[[', n= ]'7 27 37 e
0

™

Per u(z,0) = e " cos(3z) si ha:
/ [1 = cos(2z)] cos((n — 3)z) dx

/ cos( Jz) dx — —5n 3 [ cos’(3z)dx
0 0

O

2 (=) — 26,4,

4
s
4
s
4
7r



11. (9.11.2012) Scrivendo 'equazione differenziale nella forma Sturm-Liouville,

12.

si ha:
_(61213//)/ — 36e 12xy _ )\6129vy7

dunque il peso ¢ e'?*. Ponendo y = e %%z, troviamo v’ = e %*[2/ — 62
)

ey’ = e %2 — 122/ 4+ 362]. In termini di z, il problema di Sturm-
Liouville ha la forma

2= =)z,
82(0) = 2(0),
z(4) = 0.

Utilizzando la condizione di Dirichlet z(4) = 0, risulta per A <0
z ~sin((4 — 2)VA);
utilizzando la condizione mista 8z(0) = 2/(0), si ha:
8sin(4vVA) + VA cos(4VA) = 0.

Per £ = 4v/)\, risulta Pequazione tan(€) = —(£/32). Essendo &, € ((n—
7, (n+3m) lo zero n-esimo positivo (n = 1,2,3,...), siha \, = (&,/4)?

4 — x)é.n
4

1
2
e
).

Le autofunzioni normalizzate in L?((0,4); e'**dz) sono le seguenti

Zn(x) ~ sin(

1 —6x _: -z gn
yn(z) = W@ 6 sm(T)),
dove
41 — cos (U=2kn .
N, / sin? )dx:/ < ’ >dx:2—sm(2§n)
0 2 gn

Qtan(én) . G/
&l + tan?(&)] Eull + (€0/32)%]

(9.11.2012) Per “omogenizzare” il problema differenziale poniamo

u(:E,t) = U(xvt) + ¢(x)a



dove
20" (x) — 4¢'(z) + 2¢(x) + 2z — 6 = 0,
¢'(0) — ¢(0) = -2,
4(1) = 0,

Allora ¢(x) = 1 — z. Il problema differenziale ha la forma
Uy = 22Uy, = 4, + 2u,
v,(0,t) —v(0,t) =0,
v(1,t) =0,
v(z,0) = e”.

La sepazione delle variabili v(x,t) = X (2)T'(t) conduce al sistema

T'(t) _ 2X"(0)-4X'(@)42X(2) _ oy
T(t) X(x) )
X'(0) — X(0) =0,

X(1) = 0.

Risolvendo I’equazione

X"(z) =2X'(x)+ (1 + N)X(z) =0,
X'(0) — X(0) =0,
X(1) =0,

per A > 0, si ottiene
X(z) ~ e®sin((1 — 2)V'N),
dove cos(V/A) = 0. Quindi A\, = (n— )7 e X, (2) ~ e?sin((n—3)m(1—

x)) [n=1,2,3,.... Per A =0 avre?nmo X(x) ~ (1 —x)e” che non
verifica la condizione a x = 0; quindi A = 0 non ¢ autovalore. Per
A < 0 avremmo X, (x) ~ e®sinh((1 — z)v/—\), dove cosh(v/—\) = 0,
un’impossibilita. Quindi tutti gli autovalori A sono positivi. Allora

© 1

vz, t) = cpe 1D e sin((n — Lyr(1 - @),

n=1

dove

et = chem sin((n — $)7(1 — 2)).



Si ha:

Quindi ¢, = 4/[(2n — 1)7].



