A0
/Ry B
SSEBE). v el
) .o e \n
< (3190 WO ||
= sk |5
W\ % ) 7y />
CANG \ Y
L 9_]!—_ ey = ) E O
A NLHY 04
i vﬁ

Universita degli Studi di Cagliari
Dipartimento di Matematica e Informatica

Dispense di Calcolo Numerico e

Matematica Applicata
per la laurea magistrale in Ingegneria per
I’Ambiente e il Territorio

prof.Sebastiano Seatzu
(a cura del dottor Pietro Contu)

ultimo aggiornamento 7 aprile 2011

A.A. 2010/2011






Indice

[l Metodi analitici per la risoluzione delle PDH 1
[L1_Introduziond . . . . . v oo 1
[L2_Metodo degli integrali generall . . . . . . . . . ... ... ... 5

2.1 Applicazione alle PDH . . . . .. ... ... .. ... 10

[L3 Metodo di separazione delle variabill . . . . . ... ... ... 15
[L.4 _Temi proposti in prove desamd . . . . . . .. ... ... ... 48
2 Metodi alle differenze finitd 7
.01 BEquazioni ellittichd . . . . . ... ... ... ... ... 80
2.0.2  FEsercizi propostd . . . . . ... 83
.03 Equazioni parabolichd . . . . . . ... ... ...... 85
.04 Esercizipropostd . . . ... ... ... .. ... . ... 87
2.0.5 _Equazioni iperbolichd . . . . . . . ... ... ... 88
.06 Esercizipropostd . . . ... ... ... ... .. ... 91
2.0.7  Modelli debolmente non lineard . . . . . . ... .... 93
.08 Un’applicazione industriale delle differenze finitd . . . . 97

13_Metodo agli elementi finiti 101
[3.| Injgmdnzjgnd ............................ 101
[3.2 Generaljtﬁ ............................. 102
.3 Risoluzione di ODEs con il FEM . . . . ... ... ... ... 104
B.4_Risoluzione di PDEs con il FEM . . . . . .. .. ... ..... 109
[3.5 Problema model d ......................... 122

.51 Calcolo delle funzioni di base ¢y(ar,g) . . . . . . . . . . 126
3.5.2  Calcolo della stiffness matrix e del load vectodl . . . . . 132
.5.3 Come usare un triangolo di riferimento nel FEM . . . . 135



|JA_Serie di Fourienl 141

|A.1 _Funzioni periodiche e polinomi trigonometricl . . . . . . . . . 141

A2 Serie di Fouried . . . .. .. . ... .. ... 149
IB_Problema di Sturm-Liouvilld 159

IC.2 Metodi iterativi del primo ordind . . . . . . . . .. ... ... 164
IC.2.1 Metodo di Jacobi o delle iterazioni simultaned . . . . . 165

IC.33 T metodi della tangente, e della secantd . . . . . . . . . 183

IC.3.4  Altri metodi iterativil . . .. .. .. ... .. ... .. 191






Obiettivi: Far acquisire una conoscenza operativa di alcuni fra i princi-
pali metodi analitici e numerici concernenti i modelli differenziali alle derivate
parziali del 2° ordine di tipo stazionario ed evolutivo. Per tale motivo 1’il-
lustrazione di ogni argomento avviene mediante lo svolgimento di esercizi.
Per questo motivo non esiste alcuna distinzione formale tra le ore di lezione
e quelle di esercitazione.



Capitolo 1

Metodi analitici per la
risoluzione delle PDE

1.1 Introduzione

La trattazione presentata, anche se fondamentalmente riferita alle equazioni
alle derivate parziali (PDE) del 2° ordine in 2 variabili, puo estendersi in
modo del tutto naturale ai modelli in piu variabili. Allo scopo di rendere
concreta questa affermazione, nel seguito verranno considerati alcuni esempi
di PDE in 3 variabili. La generalizzazione a R™ sara quindi immediata.

Consideriamo la generica equazione alle derivate parziali lineari del 2°
ordine in 2 variabili

0?u 0u 0u ou ou

con A, B,..., F e G in generale dipendenti da x,y ma non da u.
L’equazione ([TI) e detta ellittica, parabolica o iperbolica a seconda che la

quantita
B*—4AC

sia minore, uguale o maggiore di zero, rispettivamente.

Inoltre, la Eq. (CI) si dice debolmente non lineare se il termine F =
F(z,y,u), con dipendenza lineare da u, mentre & non lineare se in almeno
uno dei coefficienti A, B,...,G compare la non linearita della u e delle sue
derivate parziali.



Esempi:

(1) Caso ellittico: (equazione di Laplace)

u  Pu

@—Fa—?ﬂzo.

[u(z,t) pud rappresentare la temperatura in condizioni stazionarie, il
potenziale gravitazionale oppure il potenziale elettrostatico | ;

(2) Caso parabolico: (equazione del calore)

ou 0u K conducibilitd termica
_ = k‘ - > k‘ = — = - —
ot Ox? o calore specifico x densita

[u(z,t): temperatura di un punto = di un intervallo [a, b] all’istante ¢ | ;

(3) Caso iperbolico: (equazione delle onde)

(3") Corda vibrante

%y 5 0%y , T  tensione

—_— = Q" — Qg TI==E =

ot? ox?’ i densita
[y(z,t): spostamento di un generico punto di una corda in una
dimensione |

(37) Vibrazioni longitudinali di una trave

Pu 4 0%u , e elasticita
— = — ===
ot? ox? "’ p densita

[u(x,t): spostamento longitudinale dalla posizione di equilibrio
della sezione trasversale della trave] .

Se i coefficienti A, B e C sono costanti, la classificazione non dipende dal
punto del dominio. Diversamente essa puo dipendere dal punto, come mette
in evidenza il seguente esempio dovuto a Tricomi:

Pu  0*u

ywﬁ‘&—yz:o.

2



In tal caso, essendo A(x, y) =y, B(z,y) =0e C(z,y) =1, si ha
B2(£L', y) - 4A(£I§', y) C(ZIZ’, y) = _4y7

per cui I'equazione ¢ ellittica se y > 0, parabolica se y = 0, iperbolica se
y < 0.

Nel caso generale di n variabili (n > 2) i modelli differenziali di riferi-
mento, con le condizioni che assicurano l'esistenza e 'unicita della soluzione
sono i seguenti:

a. Modello ellittico

i i=1 (aua%) +au=f z€QCR"
u =, perxéaﬂ

b. Modello parabolico

gu_ sy (%j%) +agu=f, (x,t)eQx]0,T]
u=, sudQx|0,T]
u(z,0) =1, zeQCR"

¢. Modello iperbolico

Tt (a) +au=f () €Qx[0,T]
u=¢, sudQx]|0,T]

u(z,0) =1y, z€QCR”

w(z,0) =1, z€QCR”

Le definizioni introdotte sono valide nell'ipotesi che i coefficienti {a;;, ao}
soddisfino le condizioni di ellitticitd, ossia che risulti

n

> ai(2)6i&5 > ag ||¢]|? per z € Qe & € R

i,7=1

essendo ||€]| la norma euclidea del vettore & (|[€|| = /&2 + ... + &2).

Definizioni.



L’ordine di un’equazione differenziale e identificato dall’ordine massimo
delle derivate che in essa compaiono. Per soluzione si intende ogni funzione,
sufficientemente regolare, che soddisfi ’equazione data.

L’ integrale generale € la soluzione con un numero di funzioni arbitrarie
pari all’ordine dell’equazione stessa.

L’ integrale particolare ¢ invece una soluzione ottenuta dalla generale con
una particolarizzazione delle funzioni arbitrarie.

Esempi:

Integrando ordinatamente rispetto alla x e alla y si ottiene la soluzione
generale

1
con F e G funzioni arbitrarie di classe C2.

Le funzioni

1
u1(z,y) :x2y—§xy2+3y4+sinx—5

1
us(z,y) :x2y—§xy2+y+coszx

sono invece due soluzioni particolari.

ou ou\”
° u=z — — | —
Ox Ox
La soluzione generale ¢

u(z,y) =z Fy) — F*(y), F arbitraria di classe C?.

Le funzioni
2

ul(xvy) = Z

uy(z,y) = o siny — sin’y

sono due soluzioni particolari.



0%u
Ugy =
Y Ox0y
La soluzione generale e

=T Cosy

2
u(e,y) = T siny + Fly) + Gla),

con F e G di classe C?.

Le funzioni

113'2

1
uy(z,y) = 5 siny — 5 y® 4+ 32* +sinhz
72
us(z,y) = 5 siny — coshy +y — cos® x
sono invece due soluzioni particolari.

Problema differenziale: equazione differenziale con condizioni al contorno
e condizioni iniziali che assicurano 'unicita della soluzione.

1.2 Metodo degli integrali generali

(1) integrali generali da particolarizzare in modo che siano soddisfatte le
condizioni al contorno e/o iniziali;

(2) integrali particolari per separazione delle variabili da cui partire per
ottenere la soluzione del problema differenziale.

Prima di descrivere il metodo per le equazioni a derivate parziali, ri-
cordiamo come si determina la soluzione generale nel caso di un’equazione
differenziale ordinaria (ODE, ordinary differential equation) del 2° ordine.
Consideriamo prima il caso di una ODE omogena, avente cioe termine noto
nullo e successivamente affronteremo il caso non omogeneo.

Caso Omogeneo

Prendiamo in considerazione I’equazione differenziale con assegnate
condizioni agli estremi

yV'+2y=0 0<z<l1, ceR"
y(0) =1,
y(1) =0



In questo caso si cercano soluzioni del tipo y(x) = e**. E immediato verificare
che a deve soddisfare I'equazione o +c? = 0 (detta equazione caratteristica),
ossia deve risultare o = +ic, ¢ > 0. La soluzione generale é dunque del tipo

y(x) — aeic:c _l_be—ic:c

+icx

che, nel campo reale (grazie alle formule di Eulero e = cos cx £ isincx),

esprimiamo nella forma
y(x) = a coscx + bsin cx

con a e b costanti reali arbitrarie.

La soluzione generale contiene dunque 2 costanti arbitrarie, mentre nel-
le equazioni alle derivate parziali del 2° ordine contiene 2 funzioni arbitra-
rie. Le costanti vengono poi determinate imponendo che siano soddisfatte le
condizioni agli estremi:

y(0) =a=1,
y(1) = cosc+ bsinc = 0,

dalle quali si ricava

b — —cote, secosc#0
B 0, secosc=0.

Pitt in generale, 'applicazione della tecnica dell’integrale generale alla risolu-
zione di un’equazione differenziale lineare omogenea (a coefficienti costanti)
del 2° ordine con condizione agli estremi comporta il seguente procedimento:

vV +a1y +ay=0, a<z<b
y(a) = a, :
y(b) =0

dove aq,as, @ e (3 sono costanti reali note.
Ponendo y(x) = e°”, si trova che ¢ deve soddisfare 1'equazione caratteristica

A 4ayc+ay =0, (1.2)
—al:l:\/a%—4a2
2

del segno del discriminante A = a3 — 4 ay:

e dunque ¢ 2 = . Si possono quindi presentare 3 casi a seconda
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1. A>0
In questo caso c¢; e ¢y sono soluzioni reali e distinte dell’equazione
caratteristica (B2) e pertanto si trovano due soluzioni esponenziali.
L’integrale generale ¢ dato da una loro combinazione lineare:

y(.ﬁ(:) = d1 eclw —+ d2 €C2m,
con d; e dy costanti reali.

2. A=0
In questo caso ¢; e ¢y sono soluzioni reali e coincidenti dell’equazione
caratteristica (B2) e si dimostra che l'integrale generale ¢ dato da una
. . . c cx cr def
combinazione lineare di e® e ze“, essendo ¢ = ¢; = ¢s:

y(z) = (di +da ) 7,
dove d; e dy sono costanti reali.

3. A<O0
In questo caso c¢; e ¢y sono soluzioni complesse e coniugate dell’equa-
zione caratteristica (B2) e si dimostra che I'integrale generale ¢ dato

da:

con dq,dy € R.

Le costanti d; e ds vengono poi determinate imponendo le condizioni agli

estremi:
{y<a> =0,
y(b) = B.

L’esempio gia considerato rientra nel secondo caso con ¢ = =ic.
Consideriamo ora i seguenti esempi.

V' +3V3y +6y=0, 0O<z<l1
y(0) =1,
y(1) =2.



~

Cerchiamo soluzioni del tipo y(z) = e**. E’ immediato verificare che «

deve soddisfare ’equazione
a®+3V3a+6 = (a+V3)(a+2V3) =0,

per cui l'integrale generale é

y(r) = e~ V3T 4 Cao e‘zﬁx,

con ¢; e ¢y costanti arbitrarie che si ricavano dal sistema

C1 + Co =1
cre V34 cpe 23 =2,
Da notare che tale sistema (di equazioni lineari) possiede una sola soluzione

poiché il determinante della matrice dei coefficienti é dato da e=2V3 — e~ V3 #+
0.

Esempio 1.2.1
' +2y +y=0 O0<zxz<l1

y(0) =1,
y(1) =2

Si cercano soluzioni del tipo y(z) = e**. In questo caso a deve soddisfare
I’equazione
A +2a+1=(a+1)?2=0,

per cui 'integrale generale é

—T

y(x) =(c1 + cax)e™ ™,

con ¢y e ¢y costanti arbitrarie che si ricavano dal sistema

C1 =1
(Cl + CQ) el = 2,

che ha una e una sola soluzione.



Caso Non Omogeneo

Si consideri la seguente EDO non omogenea con condizioni agli estremi:

V' +ay +ay=flx), a<z<b
y(a) = a, ,
y(b) =03

dove aq, as, @ € (3 sono costanti reali.

L’integrale generale & dato dalla somma della soluzione y(z) = dyy;(x) +
dyyo () della equazione omogenea con una soluzione particolare F(z) della
equazione non omogenea:

y(z) = diyi(x) + daya(z) +7(2),

con d; e dy costanti reali. La ricerca di un integrale particolare 7(z) dipende
fortemente dalla forma analitica della f(x) come illustra il seguente esempio.

Esempio 1.2.2
y' +3y=2"+1, 0O<z<l1

y(0) =1,
y(1) =0

Si trova facilmente che la soluzione dell’equazione omogenea e data da:
J(z) = dy cos(V/3x) + dysin(v/3x). (1.3)

Per trovare Iintegrale particolare 7(x) notiamo che una scelta ragionevole
prendere un polinomio di secondo grado in base alla forma del termine noto
flx)=2*+1:

7(z) = apr® + a1z + as. (1.4)

Sostituendo la ([B3) nella ODE si trovano le condizioni per fissare i coefficienti
Qp, a1 € ag:
2a0 + 3apr? + a1z + 3ay = 2% + 1,

pertanto si ha

3@0:1 CLO:1/3
3a; =0 = a; =10 .
2a9 + 3a; = 1 ay=1/9



Di conseguenza la soluzione generale é:

y(x) = dy cos(V3z) + dysin(v/3z) + %12 + %, (1.5)

e imponendo le condizioni al contorno si ottiene:

y(0)=1 N d+1/9=1 N dy =8/9
y(1)=0 dy cos(v/3) + dasin(v3) + 5 + 5 =0 dy = —3 2o
Si ha quindi:
8 42cosV3+1 1, 1
== 3r) — - 3 - —.
y(x) 9cos(fx) 9 955 81n(fx)+3x —1—9

Descriviamo ora il metodo relativamente alle equazioni alle derivate par-
ziali (PDE partial differential equations), dando un particolare risalto al
metodo di D’Alembert che rappresenta l’estensione naturale del metodo
illustrato per le equazioni differenziali ordinarie.

1.2.1 Applicazione alle PDE

Tenuto conto delle finalita operative del corso, il metodo verra illustrato
mediante la sua applicazione diretta a varie equazioni differenziali.

Esempio 1.2.3 Consideriamo 1’equazioni differenziale del secondo ordine
omogenea:

Estendendo il ragionamento adottato per le ODE, cerchiamo una soluzio-
ne della forma u(x,t) = ¥ che, sostituita nella equazione differenzia-
le, fornisca la seguente relazione tra le costanti reali a e b (metodo di

d’Alembert):
9 9 10
3b° = 10a , = b=+ Ea.

Questo implica che nella equazione differenziale data (equazione delle onde) la
variabile spaziale e temporale sono correlate. Ipotizziamo ora che la soluzione
generale della ([B6) ¢

u(z,t) = F (1’ — \/?75) +G (1’ + ?t) : (1.7)

10



con F e G di classe C%. Per verificare se la ([BI8) soddisfa 'Eq. (B8]
sostituiamo, osservando che
10

, /10 , 10
3 —F (:c 3t>+G <x+ 3t>],
Uy = F’ (m—“%?t) +G (m—l— ?t),
Uy = —

e analogamente si ha:
10 10
F// _ e 1 e
3 ( 3t>+a <x+w/3t>],
1 1
um:F"<x—1/§0t>+G”<x+ §0t>

Sostituendo nella (B8 si trova:

Uy =

10

3utt = 10uxx
Esempio 1.2.4
ou ou

u(0,y) =4 siny

Per la costruzione dell’integrale generale, seguendo il metodo di
D’Alembert, si osserva preliminarmente che una funzione del tipo

u(w,y) = et

e soluzione dell’equazione differenziale se a = — 3.
Si osserva poi, di conseguenza, che 'integrale generale ¢ della forma

u(z,y) = F(y—3x), con F differenziabile rispetto a z e y.
La condizione al contorno richiede che
u(0,y) = F(y) =4 siny
il che implica che la soluzione del problema differenziale e

u(z,y) = F(y —3x) =4 sin(y — 3x).

11



Esempio 1.2.5

0%u 9
0x0y -y
u(z,0) = 2
u(l,y) = cosy

Integrando ordinatamente rispetto alla x e alla y si ottiene l'integrale

generale
1
GOV + Fly) + Glo).

Per le condizioni al contorno deve essere

u(z,y) =
u(z,0) = F(0) +G(x) =2* = G(z)=2>—F(0)

1 1
u(l,y) = 6y2+F(y) +G(1)=cosy = F(y)=cosy— 6y2 eTe)

dalle quali si ottiene
1 1
u(x,y) = 6x3y2 +cosy — 6y2 —G()+ 2> = F(0), con G(1)+ F(0) =1.
La soluzione del problema differenziale e dunque

1 1
u(z,y) = 6x3y2+cosy— 6y2+:)§2 —1.
Esempio 1.2.6
0*u ou )

borat V2ar =7

Integrando rispetto alla variabile x si ha

0 1
t 8_2; +2u = 3 z® + F(t), F' differenziabile rispetto a t.

0 0
Osservando ora che (t2 8—1: + 2ut) = E(ﬁ u) si ottiene

O oy _ 1 3
E(t u)—3xt+tF(t)

1 A
t2u = G 32+ F(t) + H(x), H differenziabile rispetto a x .

12



La soluzione generale dell’equazione & pertanto

L s H(z)
Esempio 1.2.7
([ %u 0u
4@:25@’ O<z<m, t>0
u(x,0) = sin 2z

Si osserva preliminarmente che ogni funzione

u(z,y) = et

5
e soluzione dell’equazione data se b = :t§ a.

L’integrale generale ¢ dunque della forma
u(x,t) = F(2x + 5t)+G(2z — 5t), F e G differenziabili rispetto a x e t.
Dalle condizioni al contorno

u(z,0) = F(2z) + G(2x) = sin 2x
u(x,0) = 5[F'(2z) — G'(22)] = 0

segue che

1

F(2z) = 3 sin 2x + ¢
1

G(2z) = 5 sin 2z + ¢y

purche sia ¢; = — ¢y.
Infine, imponendo le condizioni iniziali, si ottiene la soluzione

1 1
u(z,t) = 3 sin(2x + 5t) + 5 sin(2x — 5t).

13



Esempio 1.2.8

(Pt
a2~ o2
u(0,t) + u(m,t) =0

u(x,0) = sin(z)

conld<z<met>0

[ w(x,0) = cos(x)
Per la costruzione dell’integrale generale si osserva che una funzione del
tipo

u(w,t) = et

soddisfa I'equazione se b = ca. Per cui u(z,t) = e¥@+e),
Quindi l'integrale generale sara della forma

u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct)
con F' e GG derivabili almeno 2 volte rispetto a x e a t.

Poiché u(z,t) = cF'(x+ct)—cG'(z—ct), dalle condizioni iniziali troviamo
il seguente sistema:

{u(:c, 0) = F(z) + G(z) = sin(z)
u(z,0) = c[F'(z) — G'(x)] = cos(z).

Derivando la prima equazione si ha F'(x) + G'(x) = cos(x) per cui, tenu-
to conto della seconda equazione e possibile ricavare F'(z) e G'(z). Piu
precisamente si trova F'(z) = 1 (1+ 1) cos(z) e G'(z) = 1 (1 —2) cos(z).

Integrando risulta

Plz) = % (1 + %) sin(z) + o1,

Glz) =+ <1 _ 1) sin(x) + ¢,

2 c

dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie che, per la condizione F'(z) + G(x) =
sin(x), devono soddisfare il vincolo ¢; + ¢o = 0. Posso quindi scrivere

1 1
Flx+ct) = 3 (1 + E) sin(z + ct) + ¢4,

Gla — ct) = % (1 _ 1) sinx — cf) — o1,

C

14



Percio l'integrale generale diventa

(o, 1) = % (1 + %) sin(z + cf) + % <1 - 1) sin(z — ct).

Cc

Rimane ancora da imporre la condizione u(0,t) 4+ u(w,t) = 0. Si ha

u(0.1) + ulm 1) = 3 {(1 + %) sin(ct) — (1 _ 1) sin(ct)+

C

(1 + %) sin(m + ct) + <1 — %) sin(m — ct)}
_ % {% sin(ct) — (1 + %) sin(ct) + (1 - %) sin(ct)} 0.

Quindi questa condizione e identicamente soddisfatta, per ogni ¢, dalla solu-
zione trovata. Rimane da verificare che la soluzione trovata soddisfi il modello
iniziale. Essendo

c? 1\ . 1\ .
ug(x,t) = —3 14+ —)sin(z+ct)+ (1 —— | sin(z —ct) |,
c c
1 1\ . 1\ .
Upz(z,t) = —= || 1+ = | sin(z +ct) + [ 1 — — | sin(x — ct)
2 c c
, . P%u NETER . . L
I’equazione = c Ere e soddisfatta. La verifica delle due condizioni

u(z,0) = sin(z) e uy(z,0) = cos(x) ¢ infine immediata.

1.3 Metodo di separazione delle variabili

Il metodo consiste nel ricondurre un assegnato problema alle derivate par-
ziali, dotato di un’unica soluzione, alla risoluzione di piu problemi alle
derivate ordinarie. Naturalmente esso non ¢ sempre applicabile. Esso e in-
fatti fondamentalmente utilizzato, anche se non esclusivamente, per risolvere
problemi a derivate parziali con coefficienti costanti e con domini regolari.
Quando e applicabile e in grado di fornire la soluzione esatta del problema
a differenza di quanto avviene con i metodi numerici. Questi ultimi, infat-
ti, sono in grado di determinare soltanto delle approssimazioni piti 0 meno
rappresentative della soluzione analitica. Nei casi piu complicati il ricorso

15



al metodi numerici ¢ comunque inevitabile. Tuttavia, anche in questi casi
il ricorso ai metodi analitici e essenziale per verificare 'effettivita dei codici
di calcolo che si intende utilizzare. A tale scopo tipicamente si procede nel
modo seguente:

(a) si risolvono analiticamente uno o piu problemi, il pit possibile vicini a
quello da risolvere numericamente;

(b) si risolvono numericamente i problemi semplificati e si confrontano i
risultati ottenuti con le soluzioni analitiche;

(c) si procede alla risoluzione numerica del problema di effettivo interesse
con il codice disponibile dopo aver verificato che I’errore commesso nei
problemi semplificati sia del tutto accettabile.

I seguenti esempi mostrano ’applicazione del metodo alla risoluzione di
vari problemi.

Esempio 1.3.1

o, on
0r  dy , (x,y) €R?
u(0,y) = e 3Y

Dalla teoria delle equazioni a derivate parziali ¢ noto che il problema
dato ammette una e una sola soluzione. La tecnica consiste nel cercare un
integrale dell’equazione a variabili separate:

u(z,y) = X(z)Y(y), X e Y differenziabili .

Sostituendo e riordinando si ha

XY =4XY,
X’ Y’

I1 primo membro della (B19) dipende esclusivamente dalla variabile x, men-
tre il secondo membro dalla variabile y. Se due quantita dipendenti rispet-
tivamente da due variabili indipendenti hanno sempre lo stesso valore, sono
inevitabilmente uguali ad una costante. Indicando con A € R il valore della
costante, dalla (BI9) si ottiene il sistema
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X' —4XX =0 , X =t
, , da cui Ny -
Y - AY =0 Y =M

Ossia

u(z,y) = cer BTty

Imponendo infine la condizione u(0,y) = 8e73¥ si ha c =8 e A = 3, da cui

u(z,y) = 8e34ety)

oy o
ot ox?’

u(0,t) =u(3,t) =0
u(z,0) =5 sindmz — 3 sin 8wx + 2 sin 107x.

0<x<3, t>0, u(x,t) limitata
(1.9)

Si tratta dell’equazione del calore in una dimensione spaziale che ammette
una e una sola soluzione, visto che sono dati i valori di temperatura agli
estremi della sbarra e la distribuzione di temperatura all’istante iniziale lungo
tutta la sbarra. Cerchiamo, con il metodo di separazione delle variabili, di
trovare una soluzione del tipo:

u(z,y) = X(x)T(t), X e T differenziabili .

Sostituendo e riordinando si ha

T/ X//
XT =2X"T ossia — = —.
2T X
Imponendo che entrambi i rapporti siano uguali a un parametro A, si ottiene
il sistema

X"(z) = AX(z) =0
T'(t) —2XT'(t) =0
Utilizzando le condizioni al contorno date agli estremi, si ha
u(0,t) = X(0)T'(t) =0 N X(0)=0
u(3,t) = X(3)T'(t) =0 X3)=0"

perché T'(t) = 0 per ogni t implicherebbe u(x,t) = X (z)T(t) = 0 per ogni
(z,t) nel dominio e non & accettabile in quanto non soddisfa la condizione
iniziale u(z,0) = 5 sin4rx — 3 sin 87z + 2 sin 107z.
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Di conseguenza la X (x) deve soddisfare il problema spettrale:

{ X"(z) — AX (z)
X(0)=0 X(3)=

0 rel03) (1.10)

Il problema (BZ]]) ¢ un problema di Sturm-Liouville con condizioni al con-
torno di Cauchy, in quanto di cerca una soluzione che assume valori nulli
agli estremi del dominio. Dalla teoria delle ODE sappiamo che ammette una
e una sola soluzione per ogni prefissato A. Per la sua risoluzione occorre
distinguere tra i seguenti casi:

e A>0
In questo caso l'equazione caratteristica ammette due radici reali e
distinte con una soluzione esponenziale del tipo:

X(x) = ae¥"™ 4 eV

Imponendo le condizioni al contorno si trova il seguente sistema lineare

omogeneo
1 1 a 0
e3VA =3V b )~ \o )

Il determinante della matrice vale e 3V — e3VA = _2s5inh(3VA) #
0 VA > 0. Di conseguenza a = b = 0, il che implica la sola soluzione
banale ovviamente da scartare perché non soddisferebbe la condizione
inziale u(x,0) = 5 sin 4wz — 3 sin 87z + 2 sin 107z

e \=10
L’equazione caratteristica ammette due soluzioni reali e coincidenti,
per cui

X(z) = eV (a + ba).

Applicando le condizioni al contorno, si trova subito che a = b = 0,
ossia una soluzione banale non accettabile.

e \>0
In questo caso l'equazione caratteristica possiede due soluzioni
complesse coniugate e pertanto la soluzione generale:

X () = acos(VAx) + bsin(VAz),

18



Imponendo che siano soddisfatte le condizioni agli estremi, si ottiene

X(0)= X(3)=0 = {Z;?gﬁ)zo |

Di conseguenza si ha una infinita numerabile di autovalori A\, a
cui corrisponde una infinita numerabile di autofunzioni X(z) e
precisamente:

2
= (5) 0 M =i (Ge) . ken=2.0

Avendo risolto il problema di Sturm-Liouville per la soluzione X (z),
dobbiamo determinare per ogni A, la corrispondente soluzione Ty (t) della
ODE

T (t) — 20Ty (t) = 0. (1.12)

La soluzione della ([CT2) e
Ti(t) = cost et = cost el2*m*/91t,

per cui

k
ug(z,t) = cost e[2(m)* 91t gip (%x) , keN.

La soluzione generale del problema a derivate parziali dato e una
combinazione lineare delle ug(z,t), ossia la serie:

[e.e] o0 k
u(z,t) = Z cru(z,t) = ch 2R /90t iy (%x) . (1.13)
k=1 k=1

Imponendo infine l'ultima condizione all’istante iniziale w(z,0) =
5 sindmx — 3 sin 87z + 2 sin 107z, si ha

- k
ch sin (%x) =5 sindrx — 3 sin87x + 2 sin 1,
k=1

e questo implica che soltanto tre addendi della serie sono diversi da zero, con
i coefficienti:

012:5
Coy — -3 .
030:2
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Di conseguenza l'unica soluzione del problema a derivate parziali ([LY) ¢ la
seguente

u(z, t) = 5e2027* P gin 4 — 324 9N gin 870 4 226G M gin 107,
Esempio 1.3.2

0 0?
8—12:8—;;—2% 0<zx<3, t>0, wu(zrt)limitata
u(0,t) = u(3,t) =0

u(z,0) =2 sinmxr — sindrz.

(1.14)

Questo problema ¢ una variante dell’Es[CYl che, come sappiamo, ammette
una sola soluzione che cerchiamo col metodo della separazione delle varibili.
A tale scopo poniamo

T X X7 — (29— \\X =0
ue ) =XE@I) = 7=5%-2= {T’+>\(T:O)

Applicando le condizioni agli estremi (u(0,t) = u(3,¢) = 0) come abbiamo
fatto nel’EsILYA, troviamo il problema di Sturm-Liouville:

X"(x) = (2=NX(z) =0
{ X(0)=0 X(3)=0 z€[0,3], (1.15)

la cui soluzione varia a seconda del valore di \. Come per 'Es[LY ci
aspettiamo che le uniche soluzioni accettabili siano oscillanti:

2-A<0 = X(x)=acos(VA—2x)+ bsin(vV\ — 2x),

X(0)=0 L Ja= 0

X3)=0 bsin(3vA—2) =0
Di conseguenza si ha una infinita numerabile di valori di autovalori Ay e di
autofunzioni Xy(z):

2
e = (%T) +2, Xi(x)=sin (%T:E) , keN. (1.16)

Avendo risolto il problema di Sturm-Liouville per la X(z), possiamo
determinare le corrispondenti soluzioni Tj(t), essendo:

T]g(t) + )\ka(t) =0.
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Si tratta di una ODE del primo ordine la cui soluzione e

k 2
Ti(t) = cost e\, = (%) +2, keN.
Di conseguenza, per ogni k = 1,2, 3, ..., abbiamo

km
up(z,t) = cost e sin (?z) .

La soluzione generale del problema a derivate parziali dato e una
combinazione lineare delle ug(z,t) (serie di funzioni) del tipo:

[ee] oo k
u(z,t) = chuk(x, t) = ch e~ M sin (%x) . (1.17)
k=1 k=1

Imponendo infine l'ultima condizione all’istante iniziale w(z,0) =
2sinmx — sin4dnx, si ottiene

[e.e]
) km ) .
E Cy, Sin ?x = 2sin7x — sindnz,
k=1

il che implica che soltanto due addendi della serie siano diversi da zero con:

03:2
012:—1

L’unica soluzione del problema a derivate parziali e pertanto
w(z, t) = 2ePC M gin o — 020/ gin 47,
Esempio 1.3.3

ou_
ot~ Ox?

u(0,t) =10,  w(3,t) =40 °
u(z,0) = 6 sinwr + 3 (z° + 1)

(1.18)

conzx € [0,3]et>0.
In questo esempio si tratta nuovamente un problema parabolico (equazione
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del calore) con condizioni agli estremi non omogenee. In questi casi & sempre
possibile convertire il problema dato in uno avente condizioni agli estremi
omogenee. E sufficiente effettuare la sostituzione:

u(z,t) = v(z, t) + (), (1.19)
con p(z) € C*([0, 3]). Sostituendo la (CTJ) nel problema (CI8) si ha

O = 20% v+ ¢ ()
0(0,8) + (0) = 10, 0(3,1) + p(3) = 40 .
v(z,0) + p(z) = 6 sinTz + 3 (2% + 1)

Di conseguenza per avere un problema differenziale con soluzione della stessa
PDE e con condizioni agli estremi omogenee, ¢ sufficiente scegliere () tale

che
//(1,) —0
{ 5(0) =10, @(3)=40 " (1.20)

la cui soluzione & p(z) = 10z + 10. Il problema (CI8) diventa quindi

O = 202,v
v(0,£) =0, v(3,t)=0 .
v(z,0) =6 sinmr + 3 (22 + 1) — 10(x + 1) = 6sin7 + 32> — 10z — 7
(1.21)
Procedendo per separazione delle variabili, come nell’esempio precendente,
si trova che la v(z,t) & rappresentata dalla serie

00 o k
’U(SL’,t) = chvk(x,t) = ch 6_)\kt sin (%ZL’) . (122)
k=1 k=1

Imponendo infine l'ultima condizione allistante iniziale wu(z,0) =
2sinx — sindmx, si ha

= k
Z ¢y, Sin <%x) = 6sinmx + 322 — 102 — 7,
k=1

che implica che un addendo della serie viene fissato dal termine 6 sin 7wz:
C3 = 6,
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mentre le altre costanti ¢, con k € N\ {3} devono esser calcolate sfruttando
la conoscenza del termine polinomiale 32% — 10x — 7:

Z ¢k sin kle =322 — 10z — 7. (1.23)
k=1 3
k#3

La (B28) e una serie di Fourier e per isolare i coefficienti ¢; occorre moltipli-
care primo e secondo membro per sin(mn/3)z (m € N\ {0,3}) e integrare
su tutto il dominio (si sfrutta I'ortogonalita delle funzioni sin(mmn/3)z):

3 7T - m 3 m
/0 sin meT Z ¢ sin kgzv dzx = /0 <sinm§:v> (322 — 10z — 7)dx.

k=1
k#3
(1.24)
Nella teoria delle serie di Fourier si dimostra che la serie nelle Eq. [B29) e
uniformemente convergente e pertanto e possibile portare 'integrale dentro
il segno di serie:

o 3 3
Z / Ck (sin mzx) (sin k‘zx) dr = / <Sin mzzv> (32% — 10z — 7)dx.
— Jo 3 3 0 3
k#3
(1.25)
Per calcolare il primo membro della (B3W) si ricorre alle formule di

prostaferesi

sin arsin 3 = % [cos(av — B) — cos(a + F)],

ottenendo

/3 Ck (sin m%x) <sin k%x) dx = %/3 [cos g(m — k)x — cos g(m + k:):v] dx
0 0

Ck [sin%(m—k‘)z 3 sin 3 (m + k)z 3] 3
=< = 5 CkOmk;

z(m+k)

2 sm—k) |, 0 2

dove d,,; € le delta di Kroeneker che vale zero se m # k e uno se m = k.
L’integrale a secondo membro della (B30) si puo risolvere mediante

23



integrazione per parti:

3 mm 3 mr \]° 32 3 mm
3/ 2% sin <—x) dr =3 [—xQ— CoS <—ZE>} +2— / 22 cos (—x) dx
0 3 mm 3 mn J, 3

0

4 2 3
— 3—(—1)erl — 23— _3 sin (mx) dx
mm mm | mr J, 3
— 3_4(_1)m+1 + D)

mm (mr)?

Pertanto la (B30) diventa:

=3 33 192 21
Z —Cklmp = 22— [(=1)™ — 1] + — (=)™ + —,

2 (mm) mn mn
k=1
k#3
e poiché

=3 3
Z ick(smk = §Cm
k=1
k #3

si ha che i coefficienti dello sviluppo sono interamente determinati

192 21
— (-t — 1.26
(mm)? i m7r( A mrl’ (1.26)

con m € N\ {0, 3}.
Possiamo dunque affermare che la soluzione del problema ([LI) & data
da

u(z,t) = Z Cm € sin (%x) +10(z + 1),
dove ¢5 =6 e i ¢, con m # 3 sono dati dalla ([B3T]).
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Esempio 1.3.4

( 0%*u N 0u
Ox? Oy?
u(z,0) =4e ", u (x,

=0
0 : (1.27)

2)

| u(0,y) =4cos3y, (gy)

de 2™ cos 3y

dove (z,y) € [0,Z] x [0,Z].

Si tratta di un problema ellittico su un quadrato, e visto che i valori della
funzione incognita sono noti lungo la frontiera del dominio, sappiamo che
il problema ammette una sola soluzione che possiamo ottenere col metodo
della separazione delle variabili:

u(z,y) = X(z)Y(y), X e Y differenziabili .

Sostituendo e riordinando si ha

( X" Yy
x - v
-3z m
X(@)Y(0)=4e7*®,  X(2)Y (5) —0 . (1.28)
X(0)Y(y)=4cos3y, X (g) Y(y) = de 5 cos 3y
\

Si hanno quindi tre casi a seconda del segno del parametro A (autovalore).

1. A>0

{ X"(z) = AX(z) =0 { X(z) = 16V 4 ¢V
Y'(y)+AY (y) =0 Y (y) = dy cos(vV/Ax) + dysin(v/Az)

Le condizioni in (B32) implicano

Y(r/2)=0 cos (37) +dosin (37) =0 = dy =0
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Quindi in questo caso la soluzione del problema risulta essere
u(z,y) =4e 3" cos 3y,

dato che essa soddisfa tutte le condizioni ([C29).

Poiché la soluzione ¢ unica risulta del tutto inutile analizzare i casi
A=0eA<O.

Esempio 1.3.5
0u 0u

o~ o2
u(0,t) = u(5,t) =0

u(z,0) =0, ux,0) =2 sinmr —sindrz,

(1.29)

dove z € [0,5] e t > 0.

Si tratta di una problema iperbolico in una dimensione spaziale (equazione
delle onde descrivente una corda vibrante) con condizioni iniziali e alla fron-
tiera che garantiscono I'unicita della soluzione, che cerchiamo col metodo di
separazione delle variabili:

u(z,t) = X(x)T(t), X e T differenziabili .
Sostituendo e riordinando si ha:

™ X" X"z)+ XX (z)=0
XT'=4X"T = — =" =-\

AT X { T"(t) + 4NT(t) = 0
Applicando le condizioni di Dirichlet agli estremi della corda w(0,t) =
u(5,t) = 0, si trova il problema di Sturm-Liouville per la X (z):

" .
{ X"4+AX =0 (1.30)

X(0)=0, X(5)=0"

con z € [0, 5].

I problema (B33) ammette diversi casi a seconda del segno dell’autovalore
A ma, in analogia a cio visto negli esempi precedenti, sappiamo che I'unico
caso accettabile ¢ quello con soluzioni oscillanti (A > 0):

Ko = eV b/, {3070 = 30 EL
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con k € N.
Di conseguenza il problema differenziale per la T'(¢) diventa:

(1.31)

TY () + AT (1) = 0
{ T(0) =0 ’

che ha come soluzione

T(t) = sin (2’%”15) , keN\ {ol.

(t)—ink—w in2k—7T
ug(z,t) =s 5:L's 5:)3,

u(z, t) = i ay, sin (%%) sin (2]%) . (1.32)

Possiamo ora applicare la condizione u;(z,0) = 2 sin7ma — sin4nax sfrut-
tando il fatto che la serie in ([B36) € uniformemente convergente rispetto alla
variabile t e quindi e possibile permutare l'operatore di serie con quello di
derivata parziale rispetto al tempo:

= 2%kr . (krm 2km
w(z,t) =) ap—sin =@ | cos —t,
1

Pertanto

e quindi si ha

— 2k k
ak?w sin (%x) = 2 sinmx — sin4nx. (1.33)

1

Dalla (B231) si capisce chiaramente che soltanto i due addendi della serie sono
diversi da zeroi cul coefficienti as e a90 sono:

a510T” =2 . ay = 1/7T
a2040T7r:_1 CLQOI—l/(STF) '
La soluzione del problema ([L29) risulta dunque
1. : L. :
u(z,t) = — sin(mwz) sin(27t) — o sin(4mz) sin(87t). (1.34)
7r 0
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Facendo uso delle formule di prostaferesi la (B38) puo venir scritta nel
seguente modo
cosm(x — 2t) —cosm(x +2t) cosdm(z — 2t) — cosdm(z + 2t)

£) = _
u(z, 1) o 167 ’

dove viene messo ’accento sul fatto che nella soluzione della equazione delle
onde, le variabili spazio e tempo compaiono sempre come x + ct essendo c¢ la
velocita di propagazione dell’onda nel mezzo considerato.

Esempio 1.3.6

0 (x,y) € [0, M] x [0, L]. (1.35)

Si tratta di un problema ellittico definito su un rettangolo. La funzione in-
cognita e nota lungo la frontiera del dominio e pertanto sappiamo che il pro-
blema ammette una sola soluzione che cerchiamo col metodo di separazione
delle variabili.

B X'(z)  Y'(y) X7(a) = AX () = 0
ule.y) = X@YW) = Syt =02 { Y'(y) + AV (y) =0
=A ==

Applicando le condizioni sulla frontiera & facile vedere che per la Y (y) si
ottiene un problema di Sturm-Liouville completo, mentre per la X (z) se ne
ottiene uno con una sola condizione iniziale:

X" —AX =0 Y +AY =0
X(0)=0 Y0)=Y(M)=0"

Per trovare autovalori e autofunzioni analizziamo il problema differenziale
ordinario completo e in analogia agli esempi gia visti, otteniamo la seguente
soluzione (spettro):

h= ()’
{ Yi(y) = sin (5Fy) keN. (1.36)

28



Facendo uso della (B339) il problema differenziale per la X (z) diventa

{ X(2)" — M X (2) = 0
X5,(0) =0 ’

(1.37)
che ammette la seguente soluzione (A, > 0 Vk € N\ {0})

Xp(z) = aeV™** £ be VM X, (0) =0 = a+b=0,
e pertanto la soluzione del (B40) ¢ (a meno di una costante moltiplicativa)

Xp(z) = eV — VAT — 9ginh(y/Ap). (1.38)

Facendo uso delle (B39) e (B:41]) la soluzione del problema differenziale a
derivate parziali € dato da una serie di funzioni ortogonali:

y) = leak sinh (%x) sin (%y) . (1.39)
Dalla condizione u(0, L) = f(y) si ottiene

nim

h— in 2y =
Zan sin sin -7y = f(y),

da cui segue che i coefficienti di Fourier a,, sono dati da

_ M fo ) sin Gy dy
- L )
smh 7

n

e pertanto la soluzione del problema (L33]) ¢ completamente determinata.

Esempio 1.3.7 (Equazione del calore con estremi isolati)

2
@:Cﬂ@, 0<z<L, t>0
ot 0x? 1.40
w(0,4) = u(L, ) = 0 ) (1.40)
u(z,0) = f(r)

dove a e una costante reale e positiva.
I1 problema (CA0) ¢ un modello parabolico descrivente una sbarra mo-
nodimensionale di lunghezza L mantenuta a zero gradi agli estremi e avente
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una distribuzione di temperatura iniziale data da f(z) € C'([0, L]). Dalla
teoria sappiamo che il problema ([C40) ammette una e una sola soluzione che
cerchiamo col metodo di separazione della variabili.

() _ X"(z)
a?T(t) X(x)
—_—— N —

=—\ =—A

u(z,t) = X(x)T'(t) =

Dalle condizioni agli estremi della sbarra (u(0,t) = u(L,t) = 0) seguono due
condizioni di Dirichlet

X"x)+AX(z) =0
{ X(0)=0 X(L)=0 "~

Questo problema spettrale ammette i seguenti autovalori e autofunzioni:

N = ()’
{ Xo(e) = sin (E22) k € N. (1.41)

Facendo uso della (L)), otteniamo la soluzione della EDO per Ty (t):

k2r2q2 t
Tk (t) =e 12 s
e quindi la soluzione u(x,t) sara
s k27242 kﬂ'
u(z,t) = g cke 2 U sin T

Dalla condizione u(z,0) = f(x) si ricava

/ f(z) sin —SL’ dx .

Esempio 1.3.8 (Equazione del calore con un estremo radiante)

(Ou 0%
=q° — <<
N aaxQ, 0<x<L, t>0
{ u(0,2) =0 : (1.42)
uz(L,t) = — Au(L,t)
u(z,0) = f(z)
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con a e A costanti reali positive.

11 problema (CZ2) modellizza una sbarra di lunghezza L con una distri-
buzione di temperatura iniziale data da f(z) € C'([0, L]), con un estremo
mantenuto a zero gradi e con I'altro estremo che irradia calore.

Dalla teoria sappiamo che il problema ([L42) ammette una sola soluzione
che cerchiamo separando le variabili.

T/ X//
=—=—-\
a?T X
Le condizioni agli estremi della sbarra danno luogo alle seguenti condizioni
per la X (z):

u(0,£) =0 X(0)T(t) =0 X(0) =0
{ ue(Lt) = — Au(L,t) { X'(L)T(t) = —AX(L)T(t) { X'(L) = —AX(L)

u(z,t) = X(x)T'(t) =

che generano il seguente problema di Sturm-Liouville con condizioni miste:

X"+ AX =0
X(0)=0 (sistema di Sturm-Liouwville). (1.43)
X'(L)+AX(L)=0

Avendo condizioni al contorno miste, il problema (B24]) va discusso al variare
del segno dell’autovalore .

e A <0

X(z) = aeVT 4 pem VAT,
X'(z) = ay/|NeVMT — by /|Ne" VI,

Le condizioni al contorno implicano

{X(O):o :>{a+b:0
X'(L) + AX(L) =0

Occorre capire se il seguente sistema omogeneo ammette soluzioni non
banali:

( <W+1A>e ME (VI +1A>e‘ﬁL ) ( b ) N ( 8 ) '

(1.44)
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Si trova facilmente che il determinante della matrice dei coefficien-
ti della (BZH) & sempre diverso da zero YA < 0 perché 'equazione

trascendente
) = - YA

A
e soddisfatta solo per A = 0. Di conseguenza a = b = 0 e questo caso e
da scartare.

tanh(

A=0

X(x) =azx +0,
X'(z) = a.

Le condizioni al contorno implicano
X(0)=0 N b=0
X'(L)+ AX(L)=0 a+AlaL +b)=0 "~

cioe a = b = 0 e quindi anche questo caso e da scartare.

A>0

X (z) = acos(VAzx) + bsin(VAz),
X'(z) = —avAsin(vVAz) + bV A cos(VAx).

Le condizioni al contorno implicano

{ X(0)=0 .
X'(L)+ AX(L) =0

a=10
= { —avAsin(vVAL) + bV A cos(VAL) + A(acos(vAL) + bsin(vAL)) =0

con z = VL. (1.45)

; z
anz = ——-

AL’
La (BZ6) ¢ una equazione trascendente che possiede una infinita
numerabile di soluzioni (Fig. e Rel. BR).

(2n—1)= <z, <nm, n=12... (1.46)

bol 3
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Pertanto il problema di Sturm-Liouville (BZ44) ammette le seguenti
autofunzioni e autovalori

Xn(x) :7?1
(2n — 1)5

(z

n (2e2)
<z, <nm, neN\{0},

=

(1.47)

con z, = VA, L.
Facendo uso della (8:49) ¢ possibile risolvere 'EDO del primo ordine per
la T'(t). Si trova facilmente che la soluzione ¢

_ z%az

T,(t) =e =",

e quindi

* 2 2
_zna n . zn
u(x,t)zg Cpe 12 sin 2.
n=1

Dalla condizione u(z,0) = f(z) si ottiene
A
;cn sin —2 = f(z),
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da cui, sfruttando l'ortogonalita delle autofunzioni sin 2z, si ha che

_ fOL f(x) sin 22z dx

L . 2 2,
o sin® Z22x da

Cn

Esempio 1.3.9

U = CPUpy +2u,, conO0<z<let>0

u(l,t) =0
u(0, t) + 4u, (0, ) =0
u(z, 0) = f(x),
dove ¢ e una costante reale positiva.
Si cercano soluzioni del tipo w(z,t) = X(x)T'(t). Sostituendo

nell’equazione si trova
X(2)T'(t) = EX"(2)T(t) + 2X'(2)T(t)
dalle quali si ricava

T LX) X
T ~C X X

L’ultima equazione, tenuto conto delle prime due condizioni inizali del pro-
blema e trascurando per comodita l’argomento x, da origine al seguente
problema spettrale con condizioni al contorno miste:

AX"+2X' 42X =0
X(1)=0
X(0) +4X'(0) = 0.

Osserviamo che altre informazioni saranno tratte dall’equazione
T'(t)+ AT(t) = 0.

Soffermiamoci ora sul problema spettrale. Dividendo primo e secondo
membro per ¢, si ha

2 A
X,/+—2X/+—2X:0,
C C
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per la quale si cercano soluzioni del tipo X (x) = e**. Semplici calcoli

mostrano come « debba soddisfare la seguente equazione caratteristica

2 A
2 _
Oé—f—ga‘i—g—o,

-1+ vV1I=-Ac?

da cui si ricava o o = 5 . Occorre quindi distinguere tre casi

c
in base al segno del discriminante.

a. Sial—Xc? > 0.
In tal caso I’equazione caratteristica possiede due radici reali e distinte

—1 £ V1—-Ac?

g = > e quindi la soluzione generale del problema

C
spettrale e del tipo

con a e b costanti arbitrarie da determinare mediante le condizioni

iniziali.
Vi1-Ac? —V1-Xc?
La condizione X (1) =0 comporta ae 2 +be <2 =0, mentre

dalla condizione X (0) +4X’(0) = 0 si ricava (¢? — 4 +4v1—A¢?) a+
(c —4—4V1 =X ) b = 0. Occorre quindi risolvere il seguente

sistema omogeneo

e < at+e 2 b=0

Y Vi?

{(02 —4+4VT =) a+ (F—4—-4/1=X3) b=0.
Esso ammette 1'unica soluzione a = b = 0 in quanto la matrice dei
coefficienti e non singolare. Pertanto questo caso e da scartare per-
ché conduce alla soluzione banale X (x) = 0. Infatti una tale soluzio-
ne implicherebbe wu(z,t) = X(z)T(t) = 0 per ogni (x,t) appartenen-
ti al dominio e questa soluzione (banale) non soddisfa la condizione
u(z,0) = f(z) data nel problema iniziale.

b. Sia 1 —\Ac? =0.
In tal caso 'equazione caratteristica possiede l'unica soluzione a; =
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ay = a = —c% e la soluzione generale della equazione differenziale
ordinaria (EDO) ¢ del tipo

X(z)=(a+bx) ez,

con a e b costanti reali arbitrarie da determinare attraverso le condizioni
iniziali.

La condizione X (1) = 0 implica a+b = 0, mentre la condizione X (0) +
4X'(0) = 0 comporta (1 — %) a+4b = 0. Bisogna quindi risolvere il
seguente sistema di 2 equazioni lineari omogenee

a+b=0
(1-%)a+4b=0.

c2

Anche in questo caso si verifica subito che il sistema possiede come
unica soluzione quella banale a = b = 0, in quanto il determinante
della matrice dei coefficienti e sempre diverso da zero. Quindi, come
nel caso precedente, la condizione 1 — \c? = 0 ¢ da scartare.

. Sial—-Xc2 <.
In tal caso l'equazione caratteristica possiede le radici complesse co-

-1+ iv/A2-1

niugate o o = 5 e la soluzione generale della ODE
c
e
_1. Vit —1 RV
X(z)=e " |acos —5—r+bsin——o—1z]),
c c

con a e b costanti reali arbitrarie da determinare imponendo le
condizioni iniziali.

La condizione X (1) = 0 implica a cos 7%22_1 +b sin 7“\522_1

la condizione X (0)+4X’(0) = 0 comporta a +4 (—g% + 7“\0‘;2_1 b) = 0.

Al fine di determinare a e b occorre quindi risolvere il seguente sistema
omogeneo

= 0, mentre

(1—;12) a—l—;%\/)\@—lbzo.

Per risolvere questo sistema distinguiamo due casi:

2 __ . 2 _
{0037”;1 a+sin Y25=1 b =0
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1. Se ¢? = 4, la seconda equazione del sistema é soddisfatta per a
arbitrario e b = 0. La prima equazione del sistema diventa quindi
a cos “\0022 =1 = 0. Tale equazione ¢ soddisfatta (trascuriamo il

caso a = 0 che conduce alla soluzione non accettabile X (z) = 0)
se Y=L = T (2k+1), per k=0, 1, 2,.... Quindi la soluzione del
problema spettrale e data da

{ 4)\k_1 m
fr= 1 = 2

_z ™
1 2(21{:%—1)7 e cos§(2k+1)x}.

Tenendo conto che l'altra equazione T} 4+ A\, T}, = 0 ammette come
soluzione T}, = e~ ¢, si trova

w(x, t) = Xp(x) Tp(t) = et e™7 cos g(Qk +1)x, k=0,12,...

La soluzione generale si ottiene come combinazione lineare di tutte
le (infinite) ug(z, t), ossia

00 ~ . -
u(z, t) = che Pt cos 5(2k +1)z.
k=0
Rimane da imporre la condizione u(x, 0) = f(x), da cui si ricava

oo

ch e”7 cos g(2k + 1)z = f(x),

k=0
e, non dipendendo e~ T da k, si pud scrivere
00 - .
Z Ck COS 5(2k + 1)z = f(x)ed.
k=0

I1 calcolo dei coefficienti ¢, si puo agevolmente ottenere mediante
il metodo di Fourier.

2. Sia ora ¢? # 4. Per semplicita prendiamo ¢ = 1, ma la trattazione
¢ analoga qualunque sia il valore di ¢ # 4. Prendendo ¢? =1 la
soluzione cercata e del tipo

X(x)=¢e" (a cosVA—lx—i—bsin\/)\—lx),
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con a e b costanti arbitrarie da determinare dal seguente sistema:

acosyA—1+bsinyA—1=0
—3a+4vA—1b=0.
Ovviamente, siamo interessati al caso in cui tale sistema pos-

siede soluzioni non banali. Dalla seconda equazione si trova
a= %\/ A — 1bda cui, sostituendo nella prima equazione, si ottiene

4
b<§\/>\—1 COS\/>\—1+Sin\/)\—1) =0.

Non essendo interessati a soluzioni banali, non prendiamo in con-
siderazione il caso b = 0 in quanto se b si dovesse annullare anche a
sarebbe uguale a 0, quindi occorre risolvere la seguente equazione

4
g\/)\—1cosx/)\—lesin\/A—l:0.

Dividendo per cosvA — 1 # 0 (cosa questa che si puod assumere
perché se fosse cos A —1 = 0 allora dall’equazione di sopra si
avrebbe siny/A —1 = 0, ma non puo capitare che sinz e cosx
siano nulle simultaneamente), questa diventa

—4
tan v —1= ?\/)\—1.

4
Ponendo z = v A —1 > 0, si ottiene tan VA —1 = —3 vA—1.
Questa equazione puo essere risolta graficamente come indicato
nella Fig. [[33

Dalla si osserva che le soluzioni dell’equazione sono i
2k 2k+ 1)<z <kmeconk=1,2 3,4,....

Quindi autovlori e autofunzioni nel caso ¢ = 1 sono dati da

4
{zk =V —Le™ (§ 2}, COS 21, T + SiﬂZM) } :
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Tenendo conto che l'altra equazione T} + A\, T}, = 0 ammette come
soluzione T}, = e~ ¢, si trova

4
ug(z, t) = Xp(z) T(t) = e Mte™ (§ 2k, COS 2, T + sin 2y, :c) ,

con k = 0,12,... La soluzione generale si ottiene facendo una
combinazione lineare di tutte le (infinite) wuy(x, t). Percio tale
soluzione e espressa come:

- 4
u(x7 t) = Z CL 6_()\1C t+z) (g 21, COS 2, & + sin 2y, LL’) .
k=1

Applicando la condizione u(x, 0) = f(z), si ha

o - 4 ‘
che v (5 zkcoszk:)s+81nzka:> = f(z),
k=1

ovvero

- 4
ch (— 2k COS 2, T + sin 2, :)3) = f(x)e".

k=1 3

Si nota che u(z,0) non ¢ definita da una serie di Fourier, dato
che 'argomento di sin zxx non e esprimibile nella forma kwz al
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variare di k. Il calcolo dei coefficienti ¢, pud comunque essere
effettato sfruttanto I'ortogonalita delle autofunzioni (problema di
Sturm-Liouville).

.....

(92 2

%:cﬁ%, 0<x<L, t>0

w(0,¢) =u(L,t) =0 : (1.48)
u(z,0) = f(z)

[ w(2,0) =0

dove a e una costante reale positiva.

II problema ([C48) modellizza una corda vibrante lunga L con estremi
fissati, forma iniziale data da f(x ) € Cl([O L]) e con ogni suo punto avente
una e una sola soluzmne che cerchiamo col metodo della separazione delle
variabili.

La procedura e analoga a quella vista negli esempi precedenti, quindi pos-
siamo procedere in maniera piu rapida sorvolando tutta una serie di dettagli
gia affrontati e discussi precedentemente.

u(z,t) = X(x)T(t)

nem
X'"+2X =0 N Ap, = PR n=12,...
X(0) = X(L) =0 X, =b, sin " g
L
T+ Xa®T =0 anm
= T, =a,cos—1t
T(0)=0 L

anTt
E ¢y, Sin —x Ccos Tt

i tn [sm— x —at) + s1nn—7r(:)s + at)]
2 L

n=1

Dalla condizione E Cp sin —:E = f(x) siricava
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/ f(z) sin —:c dx .

Esempio 1.3.11 (Equazione delle onde con spostamento iniziale nullo)

(02 2
% . % : 0<x <L, t>0 acostante positiva
uw(0,£) = u(L,t) = 0 (1.49)
u(z,0) =0

L Ut(l', 0) = g(l’)

Si tratta dello stesso problema affrontato nell’Es. ([LZ8) ma con la differenza
che adesso la corda vibrante possiede posizione iniziale nulla (u(z,0) =0) e
ogni suo punto ha una velocita iniziale data da g(z) € C1([0, L]). In analogia
al precedente esempio, si ha:

u(a,t) = X (2)T(t)

n?m?
X”—l—)\X:O N )\n:?, n:1,2,...
X(0)=X(L) =0 X, =b,sin—=x
T+ Xa’T =0 . anm
= T, =a,sin——t
7(0) =0 L
u(z,t) = ; Cp Sin n%:c sin n%at
= i n [cos T(:): — at) + cos T(:)s + at)
2 T L
Dalla condizione Z cn L sin —:c = g(z) siricava
2 L nmw
\ = — M
Cn = i g(x) sin Trdz.
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Esempio 1.3.12 Equazione di Laplace sul cerchio unitario (formula
risolutiva di Poisson)

{um%—uyyzo, 4yt <1 (1.50)

u(z,y) = f(z,y), 2*+y*=1

I1 problema ([C20) non ¢ risolubile mediante il metodo di separazione delle
variabili in quanto il dominio (essendo un cerchio) manca della regolarita
necessaria per applicare il metodo. Pertanto 'idea e quella di fare un cam-
biamento di coordinate al fine di avere (nel nuovo sistema di riferimento)
un dominio regolare (quadrato o rettangolo) che ci permetta di separare le
variabili nella equazione differenziale trasformata.

Vista la simmetria polare del dominio, trasformiamo il problema da
coordinate cartesiane a coordinate polari.

Si ha:
{x:pcosﬁ N p=Va*+y?

y = psind 0 = arctang
x

da cui, applicando le regole di derivazione delle funzioni composte,

Y 0poxr 00 0xr pOp ar+y?00 dp p 00
WO Ou O _yu o u o ou st
Y op Oy 090 0y pdp  a?+y2060 op p 06

U = 3 COSQ@—Sine@ @—I— 3 Cosﬁ%—sme@ %—
e dp p 00 )| Ox dp p 00 )| ox

_ ( 0*u  sinf Ou  sinf O*u

)cos@+

+ —s'n9%+cosﬁ—a2u ——COSG%—@@ —W =
Y a0 9000 5 00 p 00 o )

0%u cos @ sin 6 @ cosfsinf 0%u sin?@ Ou  sin’#@ @

2 __
07 T 2 09 o op6 T, op T2 op

= cos? 0
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= 3 S,ne%chos@@ @—l— 2 S.ne@chosH@ %—
Yoo =19, "y T 90 ) ay T lae\M e, T, 99 )| by

= (sinG@ _ cosf Ou +COS€ Ou )sin9+

op? p? 00 p  Opdb

N <COSH@ +sind 0%u _ sind Jdu +cos6’ 02u) cost
op dpdl p 00 p 002 )

:sin2982u _2cosesin98_u +2cos€sin6’ 0*u +cos29@ +M@

0p? p? 00 P 0pol p  Op P2 062
U +u — @ _|_la_u +i@ :lﬁ<pa_u)+i@ :0
W 9p2  pdp  p2 002 pop \" Op p? 002

Pertanto, tenendo conto delle condizioni di periodicita della w in (1,0) e di
limitatezza della soluzione nel cerchio, I’equazione di Laplace e ora esprimibile
nella forma seguente:

(1 0 ou 1 0%*u
s (05 )+ 0
u(1,27) = u(1,0)
up(1,2m) = up(1,0)

u(1,6) = f(0) (condizione al contorno)

(condizioni di periodicita)

lim u(p, 0) limitato

\ p—0

Adesso p € [0,1] e # € [0,27], quindi il dominio & rettangolare e ha senso
separare le variabili:

Ulp,0) =U(p)V(0)

si ottiene
1 1
U'V+=-UV+=UV"=0 & pPU"V + pU'V +UV" =0
p p

p2U// +pU/ B V// B

U 7=
V'+ AV =0
V(0) = V(2n) = Ap=n%, n>0
V'(0) = V'(2n)
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V. (0) = a, cosnb + b, sin nf

pu’" + pU — AU =0
lim U(p), limitato
p—0
p2U" + pU —n2U =0 [

Posto p=ce' e 2(t) =U(p(t)) siha 2/ =U'p =Up e 2" =U"p*+U'p,
da cui

2 —nlz=0

2n=cCne"t+d,e "t

Un(p) = Cpp" + dpp™"

lin% U(p), limitato = d,=0
p—

u(p,0) = Z p" (a, cosnb + b, sin nd)

n=0

Dalla condizione u(1,0) = f(#) si ricavano i coefficienti di Fourier

1 2m
= — d
a = o i f(r)dr
1 27
ap = — (1) cosnTt dr

0

T
1 2m

bn:—/ f(r)sinnrdr,
T Jo

1Caso particolare dell’equazione di Eulero-Cauchy 22y” + axy’ + by = 0 che si risolve
con la sostituzione x = !, z(t) = y(e!). Siha 2’ =y'z, 2" = y"2*> +y'z, y'2®> =" —y'x

dacuiz’4+(a—1)z+bz=0.
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u(p,0) = o 0%[1 +2 i:l p"(cosnt cosnf + sinntsinnf)| f(7) dr =
o %
-2 1 +2;pncosn(9—7)]f(7')d7' =2
1 [ 1—p?

~or o 1+ p2—2pcos(f—7) f(r)dr  Formula risolvente di Poisson.

Esempio 1.3.13 (Equazione delle onde sul rettangolo)

( 0%u o [ Pu  O%u

u(z,0,t) = u(x, M,t) =0
uw(0,y,t) =u(L,y,t) =0
u(z,y,0) = f(z,y)
w(z,y,0) =0

\

(1.51)
I problema ([CR]) rappresenta la propagazione delle onde su una mem-
brana elastica di forma rettangolare (lunghezza dei lati M e L) con i
lati mantenuti fermi, con posizione iniziale data dalla superficie regolare
f(z,y) € CH([0, L] x [0, M]) e con velocita iniziale nulla.
Vista la regolarita del dominio, ¢ possibile applicare il metodo di
separazione delle variabili.

u(r,y,t) = X(2)Y (y)T()

1+2 Zr"cosn@ =Re(1+re?)(1+re +r2e%0 4 )=
n=1

1+7re? 1— 72

el—rele 1472 —27rcosf
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T// Y// X//

S |
a?T Y X
T// Y//
A = - _
a?T + Y H
X"+AX =0 22
= )\n: s :1,2,
{X<o>=X<L>=o e n
Y'+pY =0 m2m2
= n — ) :1,2,
{Y(O) —Y(M)=0 S VE "
T+ AN+ p)a*T =0
2 2
T anmcosVﬁ"‘mﬂ'at"—bnmﬁnﬂﬁ—l—mﬂ'at

‘ nm
Xn = ap Sin —
(x) = aysin ¢

mT
Y, (y) = b, sin —
(y) sin ——y

[n?  m?
\ Tmm = Qp,m COS ﬁ —+ W mwat
2 2
Un.m(T,y,t) =cC sin sm@y cosy/n—+m—7rat
nm\+L; Y, n,m I M 12 M2

mm n m
u(z,y,t Zchmsm—x smﬁy CoS ﬁjLWwat

n=1 m=1

4 M L
Crom = W/o /0 f(z,y) sin %x sin %y dx dy .
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Come gia osservato in casi simili, per la linearita del problema la tecnica
¢ analoga se u(x,y,0) = 0 e u(x,y,0) = g(z,y). Se u(z,y,0) = f(z,y) e
ui(z,y,0) = g(x,y) si risolvono separatamente i due casi indicati e si assume
come u(z,y) la somma delle due soluzioni.

Osservazione 1.3.14 Come abbiamo visto negli esempi precedenti, [’appli-
cazione del metodo di separazione delle variabili ¢ notevolmente semplificata
nel caso in cut in tutte le condizioni al bordo e iniziali, tranne una, siano asse-
gnate funzioni identicamente nulle. Questa tuttavia, almeno per le equazioni
differenziali omogenee, non rappresenta una oggettiva difficolta in quanto il
problema iniziale puo sempre essere ricondotto alla risoluzione di uno o pit
problemi che presentano le caratteristiche desiderate. L’affermazione e una
diretta consequenza della sequente proprieta, immediatamente verificabile.

Proposizione 1.3.15 Se ui(x, y) e us(x, y) sono soluzioni di un’equazione
omogenea, lo ¢ anche una qualunque loro combinazione lineare.

Esempio Consideriamo 1’equazione
uy = Az, t) uge + B(x, t) uy + C(z, t) up + D(x, t) .

Se wui(x, t) e ug(x, t) sono soluzioni, lo é anche u(x,t) = ciui(z, t) +
ca ug(z, t), qualunque siano le costanti ¢; e co.

Dimostrazione. Per semplicita ci riferiamo all’equazione presentata
nell’esempio. Si ha

c1 (ur)e + 2 (u2)e = A(, 1) [e1 (U1)ze + €2 (U2)za] + B(w, 1) [e1 (u1)e + 2 (u2)s)
+ C(z, t) [e1 (u1)g + o (ug)] + D(z, t) [c1 ug + ¢ ug)
in quanto, per ipotesi,
c1 (u)u = 1 [A(z, t) (u1)ge + Bz, t) (u1). + Clx, t) (u1): + D(x, t)uy] e
o (u2)y = o [A(x, t) (ug)pw + Bz, t) (u2), + C(z, t) (ug); + D(z, t) us) .
(]

Supponiamo ora di dover risolvere, con il metodo di separazione delle
variabili, il seguente problema differenziale a coefficienti costanti:

Uyp = Algy + Buyz +Cus+Du, cona<x<bet>0
u(a, t) = fi(t), u(b, t) = fa(t)
u(z, 0) = gi(x), w(z, 0)= ga().
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Supponiamo di saper risolvere la stessa equazione differenziale in ciascuna
delle seguenti situazioni

(1) f1(t) #0, fo(t) =0, g1(x) = 0, g2(x) = 0;
(2) fi(t) =0, fot) # 0, 1(x) = 0, g2(x) = 0;
3) fi(1) =0, f2(t) = 0, g1(x) # 0, ga(2) = 0;
4) [1(1) =0, f2(t) = 0, g1(x) = 0, go(2) # 0.

Indichiamo con wu;(x, t), 1 =1, 2, 3, 4 la soluzione dell’equazione differen-
ziale con assegnate le condizioni (1), (2), (3), (4) rispettivamente. E’ allora
immediato verificare che

u(z, t) = uy(x, t) + us(x, t) + uz(x, t) + ug(z, t).
A tale scopo basta osservare che:

(a) in conseguenza della linearita dell’equazione differenziale, u(z, t) € una
soluzione;

(b) u(z, t) soddisfa sia le condizioni al bordo sia quelle iniziali, dato che
su ciascuna di esse tre soluzioni sono nulle e la quarta assume i valori
desiderati.

1.4 Temi proposti in prove d’esame

a) Sviluppare la funzione f(z) = e~V?* mediante le autofunzioni del
seguente problema di Sturm-Liouville:

W20+ (24N =0, con0<x<g
'(0) +20(0) =0
¥'(3) =0

Si cercano soluzioni del tipo ¢(x) ~ e** che conducono all’equazione

caratteristica
o +2a+ (2+A) =0.

Questa equazione ha come soluzioni oy, = —1 £ y/—(A+1). Occorre
distinguere tre casi a seconda del segno del discriminante.
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1. Sia A < —1. In tal caso abbiamo due radici reali e distinte a; o =
—1++v/-(A+1).
La soluzione generale ¢ p(z) = e™® <01 e~ V-O+hz 4 ) e\/mx)_
Poiché:

¢(0) =1 + e,
¢'(0) = —(c1 + ) + ( cy—(A+1)+co/— )\+1)>
P(5)=c? (a(=1 = V=0 e Vo003

+ep(—1+ mmmg) ,

le costanti ¢; e ¢y devono soddisfare il sistema di equazioni lineari
(rispetto a ¢; e ¢3) e omogenee

1= V=0F 1) e+ (1+ =0+ 1) e =0
—1—/2OF D)) e VIO 4 (14 204 1)) eV DR = 0

Affinché ¢; e ¢y non siano simultaneamente nulli il determinante di
questo sistema

(1= /=4 1)2eV "5 4 (14 /(A 1))2e VO3

deve risultare nullo. Posto b = \/—(A + 1) > 0, si puo affermare che il
determinante si annulla quando

—(1=b)%e"2 + (1+b)?eb2 =0.

1—-5
1+0
sono date dall’intersezione fra la retta di equazione y = 1 e la funzione

1-b\?
b)=(——) €"
v =133
mente la funzione y.

Poiché y/'(b) = (b—1)

Riscritta 'ultima equazione come e™ = 1. le sue soluzioni
)

b per b > 0. Occorre quindi rappresentare grafica-

e7rb

(b+1)3
per 0 < b < 1, crescente per b > 1 e raggiunge un minimo (assoluto)
per b = 1. Inoltre poiché y(0) = 1, y(1) = 0 e limp oo y(b) = +00

(4 + (b* — 1)7) la funzione & decrescente
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il grafico (tralasciando lo studio della concavita) e del tipo riportato
nella figura seguente:

Poiché i due grafici si intersecano in un unico punto dove b > 1, esiste un

A < —2in cui il determinante del sistema si annulla. La soluzione non

j, Z0=y/-Cen),
T (1= (F1))

quindi la soluzione del nostro problema spettrale (per A < —1)

banale del sistema sara proporzionale a ( . Si ottiene

X 5= e—m(e—\/—(S\—l—l)m _ (1= -+ 1))6\/—(5\+1)m>
(14+4/-(A+1)
. Sia A = —1. In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti a; =
Qg = —1.
La soluzione generale ¢ p(z) = e *(¢; +cax)). Poiché p(0) = ¢,

_
2

¢'(0) = —co+cey(s) =e (—01 +cy — cﬁ), le costanti c¢; e ¢
devono soddisfare il sistema di equazioni lineari (rispetto a ¢; e ¢3) e

omogenee
c1+ = 0
—c1+(1=5)e2=0
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Poiché il determinante di questo sistema di equazioni lineari ¢ sempre
diverso da zero, 'unica soluzione e quella banale. Quindi tale caso
non e da prendere in considerazione in quanto conduce alla soluzione

o(x) = 0.

. Sia A > —1. In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate a; o =

—1+a/A+1.

La soluzione generale e
olr)=e" (cl coSV A+ 1z + ¢y sin vV A+ Lr)) )

Essend ©(0) =c1, ¢'(0) = —c1 + oV A+ 1e

=)= %< clcosx/)\—l—lg—

Ca sm\/)\+1§ —01\/)\+lsin\/)\+1g+02\/)\+lcosx/)\+1g>,

le costanti ¢; e ¢y sono da determinare mediante il sistema di equazioni
lineari (rispetto a ¢; e ¢3) e omogenee

Cl+02\/)\—|—1:0
ci(—cosVA+15 — VA4 Isin VA +15)+
+co(—sinVA+ 15 + VA +1cosvA+15) =0

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —cov/ A+ 1, che
sostituita nella seconda equazione fornisce

C [2\/>\+1 cosx/)\—l—lg + )xsin\/)\—i-lg =0.

Essendo interessati a soluzioni non banali del sistema non consideriamo
ca = 0 che comporta anche ¢; = 0. Quindi 'equazione di sopra e
soddisfatta quando

2V F 1 COS\/)\+1g+ )\sin\/)\+1g — 0.

Al fine di risolvere questa equazione si osserva che:

a. Se cos VA + 15 = 0 allora sin A 4 15 # 0 (non esistendo un arco
x per cui simultaneamente si abbia sinx = cosx = 0) e 'equazio-
ne e soddisfatta per A = 0 . Per tale valore di A si vede facilmente
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che il sistema possiede soluzioni non banali proporzionali al vet-
tore (1, —1). Si ottiene cosi la seguente soluzione del problema
spettrale

{Xo =0; po=e"(cosz —sinx)}.

. Se cos VA + 15 # 0 dividendo primo e secondo membro per tale
quantita si perviene alla seguente equazione

2\/)\+1+)\tan\/)\+1g —0.

Quest’ultima equazione, supposto A # 0, puo riscriversi come

tan\/A+1g = -2 )\;_1.

Per risolvere tale equazione poniamo v A+ 15 = z > 0, da cui si
ricava la seguente equazione

A z

tanz = ——.
422 — 2

Anche in questo caso occorre procedere per via grafica. Nei punti
in cui il grafico della funzione y = tan z interseca quello della
funzione y = — 4Z‘127r_'zﬂ > il determinante del sistema si annulla e
quindi per quei valori di A (ricavabili dall’equazione VA 4 15 = z)
il sistema possiede soluzioni non banali. Per tracciare il grafico
della funzione y = — 4242711 s per z > 0 osserviamo che lim, _og+y =
0, lim, ..oy = 0. Inoltre in z = 7 la funzione ha un asintoto
verticale (piu precisamente limz_)y y=—00e limz_)gf Yy = +00)
16722 + 473

@y
di zero (dunque la funzione & sempre crescente).

e la derivata prima (y’ = ¢ strettamente maggiore

Si vede che i due grafici si intersecano in un insieme numerabi-
le di punti {2z : k=1,12,...}. Le autofunzioni si ottengono in
corrispondenza di quei 2z = VA, + 15,k =1,2,...in cui i due
grafici si intersecano. In corrispondenza di questi zj, ricordando
che ¢; = —cov/A + 1 = —2 2, si hanno le seguenti autofunzioni

s

(2 9 9
or(x) =e ——2}, COS — 21X + sin — 2, 1)
T T T

52



Percio la soluzione generale e data da
p) = ap(x) + agpo(x) + Z ax (),
k=1

essendo p(z) Pautofunzione relativa all’autovalore A\ < —2, @o(x) 'auto-
funzione relativa all’autovalore \g = 0, pr(z) le autofunzioni relative agli
autovalori z; = VA + 15, k=1, 2,... con A\ > —1 e a, agp, a; costanti da
determinare. Rimane da imporre la condizione

e = ip(x) + aopo(z) + Z arpr ().
k=1

Per fare questo osserviamo che I'equazione ¢”+2¢’'+ (2 + \) ¢ = 0 puo essere
riscritta come

d
%(e%go') +e*(2+ N =0,

che ¢ del tipo di Sturm-Liouville con r(z) = €?** > 0. Quindi essendo le
autofunzioni ortogonali rispetto al peso r(z) si hanno le seguenti espressioni
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dei coefficienti
fog 2~ V20 5(x)d
f(f ezxgb(x)de
fog ezxe_\/imcpo(x) dz
fog e2m<p0(x)2 dx
> 2o~V (1) da
ak:fo = (pki) ,conk=1,2,...
Iy e oi(x)” dx

b) Risolvere, mediante la separazione delle variabili, il seguente
problema differenziale

a =

ag =

Up = OUgy + 33U, +u, con0<x <2 t>0
uz (0, t) +u(0,t) =0

u(2,t) =0

u(r,0) = 2%(2 — )

Si cercano soluzioni del tipo w(z,t) = X(x)T(t). Sostituendo
nell’equazione si trova
T/ X// X/
—=6—+3—=+1=-X
T 6 ~ +3 ~ T ;

dove, per comodita, non sono indicate le dipendenze di T' da t e di X da x.
Si perviene quindi al seguente problema spettrale

6X"+3X'+(A+1)X =0, con0<z<2
X'(0)+X(0)=0
X(2)=0
Altre informazioni vengono poi ottenute dall’equazione
T = —\T.

Iniziamo a risolvere il problema spettrale. Si cercano soluzioni del tipo
X(x) ~ e*® che conducono all’equazione caratteristica

60 +3a+ (1 +)) =0.
—3 4+ /(24X + 15)
12

distinguere tre casi in base al segno del discriminante.

Questa equazione ha come soluzioni oy o = . Occorre
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L Sia A= —2.
In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti oy = g = —=.

N,

La soluzione generale & X(z) = e~ 1%(c; + cyx). Poiché X(0) = ¢,
X'(0) = —icl +ee X(2) = e~3 (¢1 + 2¢3), le costanti ¢; e ¢ devono
soddisfare il sistema

2014‘02 =0
Cl—|—202 =0

Poiché il determinante di questo sistema di equazioni lineari e sem-
pre diverso da zero (det = % — 1), questo sistema ammette come uni-
ca soluzione quella banale. Quindi tale caso non e da prendere in
considerazione in quanto conduce alla soluzione X (x) = 0.

2. Sia A < —3.
In tal caso abbiamo due radici reali e distinte a2 =

—3 4 /= (24X + 15)
12 ‘

La soluzione generale & X () = e~ (c; e " + ¢y e®), dove si & posto
p=Y=22=15 > 0 Poiché X (0) = ¢1+co, X'(0) = c1(—2—p)+ea(—1+p)
e X(2) = e 2(cre % + cpe?), le costanti ¢; e ¢» sono da determinare
attraverso il sistema di equazioni lineari (rispetto a ¢; e ¢3) e omogenee

cre” 2 4 cpe?t =0
(3 — e+ (G +p)ez =0

Il determinante di questo sistema e

3 2 3 2
—+ple = (= —p)e .

(3 TH (7 —H

A noi interessano eventuali soluzioni non banali del sistema di equa-
zioni lineari e queste si trovano quando il determinante si annulla, cioe

quando
3

G+ e -

Tenuto conto che p > 0, % + p > 0, I'ultima equazione puo essere
riscritta come -
— al 64,u -1
3+4up
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Le soluzioni di questa equazione sono date dall’intersezione fra la ret-

3—Ap\ 4,
> 0.
3+4M)e per L

Occorre quindi rappresentare graficamente la funzione y. Poiché 3/ =

A (—16u2 + 3) la funzione & crescente per 0 < p < ?, decrescente

ta di equazione y = 1 e la funzione y = (

(3+4p)?
per u > ? e raggiunge il massimo (assoluto) per p = ?. Inoltre poi-
ché lim,, o+ y = 1, y(2) = 0 e lim,, . oo y = —oc il grafico (tralasciando

lo studio della concavita) e quello riportato nella figura successiva.

3

-3 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Poiché i due grafici si intersecano in un unico punto di ascissa i tale

che @ < n< %, con 'equazione i = 7“2{12’\_15 ¢ possibile determi-

nare il valore A di A per cui il determinante si annulla. Quindi, in
corrispondenza di ji si trova 'autofunzione

X(z) = e T (e — o7 vy,
In corrispondenza all’autovalore i abbiamo inoltre I’'equazione
T = —iT,

da cui si ricava T = e~ #. Otteniamo quindi la soluzione (del problema
principale)
Uz, t) = e Me T (e P — Ul
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3. Sia A > —%.

In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate a2 = —3div24A+15 Vé‘”‘“‘r’.
La soluzione generale ¢ X (x) = €71 (c; cos ux + ¢y sin pux)), dove si
é posto p = Y22 > (. Poiché X (0) = ¢1, X'(0) = —2c1 + op e

X(2) = e72 (¢ cos 2u+cy sin 2p1), le costanti ¢; e ¢5 sono da determinare
attraverso il sistema di equazioni lineari (rispetto a ¢; e ¢3) e omogenee
3 _
ch + Colh = 0
c1cos2u + cosin2p = 0.

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —%cgu, che sostituita
nella seconda equazione fornisce

4
Ca |:—§,uCOSQIU +sin2u| = 0.

Essendo interessati a soluzioni non banali del sistema non consideriamo
co = 0 che comporta anche ¢; = 0. Quindi 'equazione di sopra e
soddisfatta quando

4
—guCOSQ,u + sin2p = 0.

Osserviamo che se fosse cos2u = 0 allora, affinché 1'ultima equazione
scritta sia soddisfatta, dovrebbe essere sin 2p = 0, il che e impossibile.
Possiamo allora assumere che cos2u # 0. Sotto questa ipotesi, con
semplici calcoli si perviene all’equazione

2
tan 2p = §(2u).

Per risolvere questa equazione si procede per via grafica (vedi figura
sotto).

I grafici delle funzioni y = tan2u e y = 2(2u) (deve essere pu > 0!)
si intersecano in un insieme numerabile di punti in ciascuno dei quali
il sistema di equazioni lineari possiede una soluzione non banale. Dal
grafico si vede che le ascisse py dei punti d’intersezione soddisfano la
seguente condizione § + k% < < 5+ (k+1)5,k=0,1,2,.... Un
volta noti questi valori di p; € possibile determinare i corrispondenti
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valori di A\ per cui il sistema possiede soluzioni non banali attraverso
la relazione \, = —32 + 6u3. E facile vedere che la soluzione che si
ottiene per £ = 0 non & accettabile in quanto comporta A\g = —% e
questo caso e stato gia analizzato (e escluso) in precedenza. Quindi,
in corrispondenza agli autovalori § + k% < < § + (K +1)5, k =
1, 2, 3... del problema spettrale si trovano le seguenti autofunzioni

. 4
Xp(x)=e"1 (—guk oS [T + sin,ukx)) )

In corrispondenza abbiamo anche le equazioni T} + 7" = 0, che
conducono alle soluzioni

Tk =eH kt.
In definitiva troviamo le autofunzioni

=, 4
up(z, t) = T () Xp(z) = e M le™1 (—guk COS [ + sin 1 x).
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Siamo quindi in grado di scrivere la soluzione del problema, che risulta

u(z, t) = au(z, t) + Z crup(z, t) = ae e (e — o7 oY)
k=1

- . 4
+ Z cpe MleTa (—g,uk COS g + Sin pugx),
k=1

con a e ¢, costanti da determinare. A tal fine imponiamo la condizione
u(z,0) = 2%(2 — r). Questa implica

o - = ., 4
Ge 1(e M — g7 ehT) 4 E Ck 6_1(—§uk cos T + sin pr) = 22(2 — ).
k=1

In questa condizione compaiono @(z, 0) e le u(z, 0) che sono soluzioni del-
lequazione X" + %X "+ %()\ + 1)X = 0, la quale puo scriversi nella forma
canonica di Sturm-Liouville come

d = . 1 1
—(e2X) +e2 (= +=-NX =0.
dx(e )+e(6+6) 0

(M

Quindi la funzione r(x) = © > 0 non cambia segno e questo garantisce che
le funzioni @(z, 0) e uk(x, 0) (k = 1, 2, 3...) siano ortogonali rispetto ad
essa. Percio si hanno le seguenti espressioni dei coefficienti
- f02 e§f2(2 — x)u(x, ())alz7
[ ezu(x, 0)dx
f02 ez2?(2 — x)uy(z, 0)dz

f02 ezuy(z, 0)°de

k=1,2,...

C =

¢) Risolvere il seguente problema differenziale:

U = 3Ugy + Uy, +22, conO<z<let>0
w0, t) =u(l,t) =1
u(z,0) = 2(l —z), w(x,0)=0.

Si cercano funzioni u(z, t) = v(x, t) + ¢(z). Sostituendo nell’equazione
si trova
Vgt = 3 (Vg + &) + 05 + ¢ + 2.
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Quindi devono essere soddisfatti i problemi differenziali

Vg = 3 Uy + Vg,
v(0,t) =v(1,t) =0 (1.52)
v(z,0) =z(1 —z) — ¢(x), v (x,0)=0.

6(0) = 6(1) = 1. (1:53)

Iniziamo a risolvere il problema (LCB3J). A tal fine osserviamo che una so-
luzione del problema si ottiene aggiungendo una soluzione particolare alla
soluzione generale dell’equazione omogenea associata. La soluzione genera-
le dell’equazione omogenea associata si ottiene cercando soluzioni del tipo
Po(z) =~ e**. Si ottiene 'equazione caratteristica 3a® + o = 0, che ha come
soluzioniaa =0ea = —%. Per cui la soluzione generale dell’equazione omoge-

{ 30"+ ¢ +2x=0

nea e ¢o(r) = 1 +cze_% ¥, Cerchiamo adesso una soluzione particolare dell’e-
quazione. Essa sara della forma ¢ (z) = z(ax+b). Essendo ¢} (z) = 2ax + b,
¢ (x) = 2a, Sostituendo nell’equazione si trova 6a + b + 2ax + 2x = 0 che
deve essere identicamente soddisfatta. Questo capita se

6a+b=0
20+ 2 =0.

Da questo sistema si ricava quindi a = —1 e b = 6. Una soluzione particolare
dell’equazione proposta & dunque ¢;(z) = x(—z + 6). La soluzione generale

dell’equazione (Ch3) ¢
o(r) =c1 + o3 x(—x +6).

Imponendo le condizioni al contorno si vede che i coefficienti ¢; e ¢ devono
soddisfare il seguente sistema di equazioni lineari (rispetto a c; e ¢g)

cpi+ec=1
1
¢ +e 3¢ =—4.

E’ immediato verificare che il determinante di questo sistema di equazioni
. Dy g _1 . . .
lineari e diverso da zero (det = ¢~3 —1) e quindi il sistema possiede un’unica
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soluzione. Indicata con (¢, é&) la soluzione del sistema, la soluzione del

problema (C53) &
$(x) = + F2e 3" + 2(—1 + 6). (1.54)

Passiamo allora alla risoluzione del problema ([C52). Procediamo con il
metodo di separazione delle variabili. Cerchiamo soluzioni del tipo v(z, t) =
X (z)T'(t). Sostituendo nell’equazione si perviene ai seguenti problemi (agli
autovalori)

3 X"+ X' +2AX =0
{ X(0)=X(1)=0. (1.55)
T"+XT'=0
{ 7'(0) = 0. (1.56)

Iniziamo a risolvere il problema ([L3H). Cerchiamo soluzioni del tipo X (x) ~
e®® . Si ottiene cosi l'equazione caratteristica 3a% + a + A = 0 che ammette

come soluzioni
-1+ v1—12X
a1 2 = 6 .
Occorre quindi distinguere tre casi a seconda che sia 1 —12A =0, 1—12\ > 0
ol—12\A<0.

1. Sia A = .
In tal caso 'equazione caratteristica possiede due radici reali coinci-
denti a1 = Qg = —%
La soluzione dell’equazione sard X (z) = e~ 6% (a + bz), con a e b costan-
ti da determinare. A tal fine essendo, X(0) = a e X(1) = e7s(a + b),

si vede che a e b devono essere ricavate dal sistema di equazioni lineari

e omogenee
a =0
a+b =0.

Quest’ultimo ammette come unica soluzione quella banale a = b = 0,
e quindi questo caso non si deve prendere in considerazione in quanto
conduce alla soluzione banale X (z) = 0.
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2. Sia A < 5.
In tal caso I’equazione caratteristica possiede due radici reali e distinte
_ —1+/I—12x
a1 2 = -6
. . . 1 _ .
La soluzione dell’equazione sara X (x) = e" 6% (ae " 4+ bet™), dove si
e posto pu = 7”?2’\ > ( e con a e b costanti da determinare dal sistema

di equazioni lineari e omogenee

a+b=0

eta+etrb=0.
Il determinante di questo sistema di equazioni lineari ¢ det = e™* — e#
che si annula solo se © = 0. Ma poiché deve essere p > 0, si puo con-
cludere che det # 0. Quindi il sistema ammette come unica soluzione

quella banale a = b = 0, e anche questo caso non si deve prendere in
considerazione in quanto conduce alla soluzione banale X (z) = 0.

3. Sia A > 1.
In tal caso l'equazione caratteristica possiede due radici reali e di-
stinte ay , = “EVAHZA T soluzione dell’equazione sara X (z) =

1 . PN —
e~ 5% (a cos px + b sin px), dove si & posto p = 7”;12’\ >0econaeb
costanti da determinare dal sistema di equazioni lineari e omogenee

a=10
acosp+bsinp=0.

Quindi le soluzioni non banali di questo sistema si ricavano dall’e-

quazione sinpy = 0. Si trova 7”“’612)‘1“ = km,k = 1,2,.... In
corrispondenza a questi autovalori si hanno le seguenti autofunzio-
. 1 . . .
ni Xip(r) = e 6 (sinknz), k = 1,2,.... In corrispondenza degli
autovalori sopra trovati occorre risolvere

T+ M1 =0

T7(0) = 0.
L’ultima equazione ammette come soluzione T (t) = ay cos /gt +

b sin /Agt. Poiché T}(0) = by /Ax = 0 implica by = 0 si ottiene
Ty (t) = ay, cos Vit

Quindi, relativamente agli autovalori 7”1?2“ =km, k=1,2,..., si

trovano le seguenti autofunzioni vy (z, t) = e~ 6% (sin kmz) cos v/Axt.
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Rimane da imporre la condizione v(x,0) = z(1 — x) — ¢(x) con ¢(z) data da
(CH). A tal fine osserviamo che

v(z, t) = Z cpe” 6% sin kma cos /At
k=1

e quindi > 7 ¢ e~5% sinkrx = 2(1—12) — ¢(x). Questa equazione pud essere
riscritta come

o0

Z ¢k (sinkmx) = e%m(:c(l —x) — ¢(x)),

k=1

dalla quale e possibile ricavare i coefficienti b, attaverso l’analisi di Fourier
(a primo membro compare infatti una serie di Fourier). Infatti, moltipli-
cando primo e secondo membro per sin hrx e integrando (tenendo conto
dell’ortogonalita delle funzioni sin k7 sin hrx) si trova

cr = 2/0 e%x(x(l —1x) — ¢(x)) sin krx. (1.57)

Finalmente si puo scrivere la soluzione del problema come

v(z, t) = Z cpe ™67 sin k7 cos \/ Akt + G1 + Gae 37 + z(—x + 6),
k=1

con i ¢ dati dalle equazioni (CHD).

d) Risolvere, mediante il metodo degli integrali generali, il
problema differenziale:

Uy = Uy, conl<z<met>0
u(0, t) +u(m, t) =0

u(z,0) =sinz, wu(x,0) = cosx.

e) Determinare, mediante il metodo degli integrali generali, la
soluzione del seguente problema differenziale:

Ugy = T + Y COS T,
u(z, 0) =3z + 2
u(0, y) = 2.
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f) Risolvere, mediante il metodo della separazione delle
variabili, il problema differenziale

U = 2Ugy + 3Uz +4u; +Du, con0<x<2et>0
u(r,0) =143, w(z,0)=0
u(0,t) =1, u(2,t)=2.

g) Risolvere, mediante il metodo degli integrali generali, il
problema differenziale
Upt = BUgy + 3gt,
u(z, 0) ==z
ug(x, 0) = 1.

h) Risolvere, mediante il metodo della separazione delle
variabili, il problema differenziale

Uy = 4y, + 6u, — 2u,
uz(0, t) +u(0,t) =0
u(l,t) =0

u(z, 0) = sinx.

i) Descrivere ’applicazione della tecnica della separazione delle
variabili alla risoluzione del seguente problema differenziale:

Ugg + 2Uyy + Uy + 2u,y = 0,
u(z, 0) =u(z, 1) =0
u(0, y) =y, u(l,y)=sinmy.

[) Risolvere, mediante il metodo della separazione delle variabili,
il problema differenziale

Uy = Uz +2u, conl<x<let>0
u(0,t) =2, wu(l,t)=3

u(z, 0) =xsinz, w(z, 0) =0.
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Prova intermedia di matematica applicata del 17/11/07
1) Determinare, mediante il metodo degli integrali generali, la
soluzione del seguente problema differenziale

Ugg + 2Upy — Uy, = 0,
u(x, 0) = sinz,

uy(z, 0) = 3 CosT.

Si cercano soluzioni del tipo u(z, y) ~ e che, dopo aver derivato
tale funzione e sostituito nell’equazione del problema, conduce all’equazione
a® + 2ab — 3b* = 0. Dividendo tale equazione per b # 0 (se fosse b = 0 allora
sarebbe anche a = 0 e tale caso ¢ ovviamente da scartare) si ottiene

(5) +2(3)-3-0

Tale equazione ammette come soluzioni (3), = —3 e (%)2 = 1, quindi le
soluzioni cercate sono del tipo u(z, y) ~ e’ (=37 ¢ u(x, y) ~ V.
La soluzione generale sara allora

u(z, y) = Flx+y)+ G(=3z+vy)

con le funzioni F' e G derivabili almeno 2 volte rispetto a x e y. Dal teorema di
derivazione delle funzioni composte si ha u,(z, y) = F'(z+y)+ G'(-3z+vy),
quindi imponendo le condizioni si trova il seguente sistema

F(z)+ G(—3z) =sinx
F'(z) + G'(—3z) = § cos x.

Derivando la prima equazione si ottiene

F'(x) = 3G'(—3x) = cosx
F'(z) + G'(—3z) = 5 cos x,

da cui, sottraendo dalla prima equazione la seconda, si trova G'(—3z) =
Scosz. Quindi G(—3z) = Ftsin((—3)(—3z)) + ¢ = —3sinz + ¢, e di
conseguenza F(z) = sinz + ysinz — ¢ = 3sinz — ¢. Quindi la soluzione

4
generale del problema ¢

u(z, y) = gsin(xjty)—i sin ((—%)(y _ 3:,;)) _ gsin(:m—y)—i sin (%(355 _ y)) |
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E poi facile verificare che tale funzione ¢ la soluzione del problema
differenziale proposto.

2) Risolvere, per separazione delle variabili, il problema
differenziale

Up = Ugy + 2Uy + U
ug(0, t) + 2u(0, t) =0
u(m, t) =3

u(z,0) = sinmz

Si cercano soluzioni del tipo wu(x,t) = v(x, t) + ¢(x). Sostituendo
nell’equazione si trova

Vp = VUgg + @ + 20, + 2¢" + 30 + 30
(0, £) + ¢'(0) + 20(0, t) + 26(0) = 0
v(m, t)+o(m) =3

v(x,0) = sinmx — ¢(z),

da cui si ottengono i due seguenti problemi

Vp = Ugy + 20, + 30
v(0, ) +2v(0, t) =0

v o (1.58)
v(x,0) =sinmx — ¢(z),
e
# +26 +30 = 0
#(0) +20(0) = 0 (1.59)

o(m) = 3.

Iniziamo a risolvere il problema ([CBY). Si cercano soluzioni del tipo e**, che
conducono all’equazione caratteristica a?®+2a+3 = 0. Poiché tale equazione
ammette come soluzioni o9 = —1 £ iv/2, la soluzione cercata sara del tipo
o(z)=e" (a cos 2z + bsin \/555), con a e b costanti da determinare. Poiché
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¢(0) = a, ¢'(0) = —a+ V2b e ¢(r) = e (acos V2 + bsin v27), dalle

condizioni iniziali si ottiene il sistema

a++v2b=0
(a cos /27 + bsin \/§7r) = 3e”

che semplici calcoli mostrano avere un’unica soluzione (d, b). Quindi la
soluzione del problema (CRJ) ¢

o(x) =e7" (d cos V/2z + bsin \/5:6) :
Possiamo adesso soffermarci sul problema ([CA8). Cerchiamo soluzioni del
tipo u(x, t) = X () T(t). Sostituendo nell’equazione si trova
T/ X// X/

=L 4ol 3=
= 2yt ,

dove, per comodita, non sono indicate le dipendenze di 7' da t e di X da x.
Si perviene quindi al seguente problema spettrale

X"+2X' + (A +3)X =0,
X'(0) +2X(0)=0
X(m)=0

Altre informazioni vengono poi ottenute dall’equazione
T = —\T.

Iniziamo a risolvere il problema spettrale. Si cercano soluzioni del tipo
X(x) ~ e** che conducono all’equazione caratteristica

@®+2a+ (3+ ) =0.

Questa equazione ha come soluzioni a; o = —1 £ y/—(A+2). Occorre
distinguere tre casi a seconda che sia —2 — A = 0, —2 — A > 0 oppure
—2-X<0.

1. Sia A = —2.
In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti oy = g = —1.
La soluzione generale é X (z) = e *(¢; + cox). Poiché X(0) = ¢,
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X'(0) = —c1 + o e X(w) = e ™ (c1 + o), le costanti ¢; e ¢y devono
soddisfare il sistema

C1 + C =0

C1+ com = 0

Poiché il determinante di questo sistema di equazioni lineari ¢ sempre
diverso da zero (det = 7 — 1), questo sistema ammette come uni-
ca soluzione quella banale. Quindi tale caso non & da prendere in
considerazione in quanto conduce alla soluzione X (x) = 0.

. Sia A < —2 e, per semplicitd, poniamo A + 2 = —3%, 3 > 0.
In tal caso abbiamo due radici reali e distinte o; 2 = =1 £ 3 e la
soluzione generale &

X(z) = e (e €’ + cye™).

Poiché X (0) = ¢1 + ¢, X'(0) = (6 —1)er — (B + Ve e X(7) =
e~ ™(c1eP™ 4 coe7P™), le costanti ¢; e ¢ sono da determinare attraverso
il sistema di equazioni lineari (rispetto a ¢; e ¢z) e omogenee

{ (B+1)er+(1—B)ea=0

1™ + e P =0
Il determinante di questo sistema e
B4+1—(1—B)e*".

A noi interessano eventuali soluzioni non banali del sistema di equa-
zioni lineari e queste si trovano quando il determinante si annulla, cioe
quando

B4+1—(1-p3)e*" =0.

Tenuto conto che per 3 > 0 si ha 1+ 3 > 0 si puo riscrivere l'ultima
equazione (dividendo ambo i membri per 1+ 5 > 0) come

1-p5 -
(m)€2ﬁ =1.

Le soluzioni, se esistono, sono date dall’intersezione fra la funzione

1-8
143

graficamente tali funzioni (vedi figura successiva).

y = 1 e la funzione y = ( )ew”. Occorre quindi rappresentare
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Poiché i due grafici si intersecano in un unico punto di ascissa 6~ tale che
0< 6~ < 2, con 'equazione A\+2 = — @2 e possibile determinare il valore
A di A per cui il determinante si annulla. Quindi, in corrispondenza di
[ si trova I'autofunzione

X(x) = e_m(eﬁ(%_m) + eﬁm).

Nell'ultima equazione si & tenuto conto che c¢; = —cie?’™. In
corrispondenza all’autovalore (3 abbiamo inoltre I’equazione

' — BT,
da cui si ricava T = ¢~ Otteniamo quindi la soluzione (del problema

principale) ] ] ~
o(x, t) = e P (PmmD) o Py,

. Sia A > —2, e poniamo X +2 = 3?2, 3 > 0.
In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate oy o = —1 £ e
la soluzione generale ¢

X(x) =e " (c1cosfBr + ¢ sinfx)) .

Poiché X(0) = ¢, X'(0) = —c1 + f e X(m) = e 7 (¢ycosfm +
cosin A7), le costanti ¢; e cp sono da determinare attraverso il sistema
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di equazioni lineari e omogenee

c1 + Cgﬁ =0
€1 €os B + co sin B = 0.

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —cy3, che sostituita
nella seconda equazione fornisce

¢o [—f cos B + sin Br] = 0.

Essendo interessati a soluzioni non banali del sistema non consideriamo
ca = 0 che comporta anche ¢; = 0. Quindi 'equazione di sopra e
soddisfatta quando

—[3 cos B + sin B = 0.

Osserviamo che se fosse cos B = 0 allora, affinché I'ultima equazione
scritta sia soddisfatta, dovrebbe essere sin S = 0, ma questo € impos-
sibile non esistendo un arco = per cui cos z = sinx = (. Possiamo allora
assumere che cos fm # 0. Sotto questa ipotesi, con semplici calcoli si
perviene all’equazione 8

s

tan O = —.
p

Per risolvere questa equazione si procede per via grafica (vedi figura
sotto).

I grafici delle funzioni y = tanfm e y = % (deve essere 5 > 0) si

intersecano in un insieme numerabile di punti in ciascuno dei quali il
sistema di equazioni lineari possiede una soluzione non banale. Dal
grafico si vede che le ascisse [ dei punti d’intersezione soddisfano la
seguente condizione k < [ < @, k=1, 2,.... Un volta noti questi
valori di 3, e possibile determinare i corrispondenti valori di Ay per cui il
sistema possiede soluzioni non banali attraverso la relazione A\, = 37 —2.
Quindi, in corrispondenza agli autovalori k < G < %, k=1,23...
del problema spettrale si trovano le seguenti autofunzioni

Xi(z) = €7 (=0 cos Bpx + sin fix) .

In corrispondenza abbiamo anche le equazioni 7} + ;T = 0, che
conducono alle soluzioni
Tk = 6_5 kt.
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In definitiva troviamo le autofunzioni

ve(z, t) = Tp(t) Xp(z) = e P*'e™ (= By cos B + sin Bix) .

Siamo quindi in grado di scrivere la soluzione del problema, che risulta

(e, t) = av(z, t) + Y cpvgla, t) = ae 7o (PCT) 4 )
k=1

+ Z cpe Prte™® (=B cos Brx + sin Grx) ,
k=1

con a e ¢, costanti da determinare. A tal fine imponiamo la condizione
u(zx,0) = sinmTzr — ¢(z). Questa implica

a e_x(eB(%_x) + eBx) + Z cp e " (=P cos By + sin frx) = sinma — ¢(x).
k=1

In questa condizione compaiono %(x, 0) e le ug(x, 0) che sono soluzioni del-
I'equazione X” + 2X" + (A 4+ 3)X = 0, la quale puo scriversi nella forma
canonica di Sturm-Liouville come

%(e%X') +e*(3+N)X =0.
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Quindi la funzione 7(z) = €2** > 0 non cambia segno e questo garantisce che
le funzioni @(z, 0) e ug(x, 0) (k = 1, 2, 3...) siano ortogonali rispetto ad
essa. Percio si hanno le seguenti espressioni dei coefficienti

_ o e (sinmz — ¢(x))u(x, 0)dx

“ o e*a(x, 0)*dx 7

.- Jo e (sinma — ¢(x))ug(x, 0)dx 19
Jo e ug(z, 0)*dx 7 L

3) Determinare i problemi differenziali ai quali conduce 1’ap-
plicazione del metodo della separazione delle variabili al seguente
problema:

4

U = SUgy + 2Uyy + 4y +3u,y, O0<z,y<met>0
w0, y, t) =u(m, y,t) =0

u(z, 0, t) =u(z, m, t) =0

u(z, y,0) =0

u(z, y, 0) = sinzy

\

Si cercano soluzioni del tipo u(z, y, t) = X (x) Y (y) T'(¢).
Sostituendo nell’equazione si trova XY T"” = 3X"YT +2XY"T +4X'YT +
3XY'T da cui la seguente

T// X// Y// X/ Y/
=3 42— 445 43—
T X Ty X Y

nella quale, per comodita, non sono state indicate le dipendenze di T" da t,
di X dax ediY day. Potendosi scrivere 'ultima equazione come

X// X/ T// Y// Y/
EA N R S
S Tt T Tty iy TN

si perviene al seguente problema spettrale

3X"+4X"+ 20X =0
X(0)=0 (1.60)
X(m)=0
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1
Inoltre, poiché il rapporto T non dipende da y, si puo scrivere

Y// Y/ T//
9. 43—l 4a=—
y Ty Tt t

si ottengono i problemi differenziali
2X"+3Y'+uY =0

Y(0) =0 (1.61)
Y(r)=0

{ T+ A+ )T =0 (162

T(0)=0

Possiamo brevemente discutere la soluzione di ciascuno di questi tre problemi.
Cominciamo con il problema ([C60). Si cercano soluzioni del tipo X (x) ~ e**
che conducono all’equazione caratteristica

302 + da+ \ = 0.

—2£V4-3X

Questa equazione ha come soluzioni oy o = . Occorre di-
stinguere tre casi a seconda che sia 4 — 3\ = 0, 4 — 3\ > 0 oppure
4—3)\<0.
1. Sia A = 3.
In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti ov; = vy = —%.

La soluzione generale é X (z) = e 3%(c; 4+ o ). Poiché X(0) = ¢; e
X(7) = €737 (¢; + cm), le costanti ¢; e ¢, devono soddisfare il sistema

Cc1 = 0
C1+ Ccom = 0
che ammette come unica soluzione quella banale. Quindi tale caso

non ¢ da prendere in considerazione in quanto conduce alla soluzione
X(x)=0.
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2. Sia A < % e, per semplicita, poniamo 4??3)‘ =f.
In tal caso abbiamo due radici reali e distinte ;o = _?2 + 06 e la
soluzione generale é

X(z) = e 3%(cy €% + ey e 7).

Poiché X (0) = ¢; + ¢35 e X(7) = e 57(c16°™ + coeP7), le costanti ¢;
e ¢y sono da determinare attraverso il sistema di equazioni lineari e

omogenee
c1+Ccy = 0
167 + cre™PT =0

che si verifica facilmente possedere come unica soluzione quella banale.
Quindi anche questo caso e da scartare.

. 4 . V3= _
. Sia A > 3 e poniamo ¥*— = (. -
In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate o o = _Tlﬁ e la

soluzione generale ¢
X(x) = e 37 (¢1 cos fx + ¢y sin fz)) .

Poiché X (0) = ¢1 e X(7) = e~ 37(¢y cos 37 + ¢5 sin ), le costanti ¢; e
¢ sono da determinare attraverso il sistema

C1 =0
€1 €08 B + co sin G = 0.

Essendo interessati a soluzioni non banali del sistema non consideriamo
cs = 0. Quindi I'equazione di sopra e soddisfatta quando

sin O = 0.

Questa equazione ammette come soluzioni fgr = km, k = 1,2... e
quindi A\, = % + 3k?. Lo spettro per il problema ([CE0) ¢ pertanto

4 2
{)\k - g + 3]{32, Xk(l’) - e_§xsink‘zc, k = ]-7 2a c } .
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Discutiamo ora il problema ([CEII). Si cercano soluzioni del tipo X (x) ~ e**
che conducono all’equazione caratteristica

202 +3a + p = 0.

—34+./9-8u

Questa equazione ha come soluzioni a; o = Occorre di-
stinguere tre casi a seconda che sia 9 — 8u = 0, 9 — 8u > 0 oppure
9 —8u <0.
1. Sia p = %.
In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti oy = vy = —%.

La soluzione generale ¢ Y (y) = e~ 1Y(c; + coy). Poiché Y (0) = ¢; e
V() = e 17 (¢; + com), le costanti ¢1 e ¢y devono soddisfare il sistema

C1 = 0
Cc1 + Ccom = 0
che ammette come unica soluzione quella banale. Quindi tale caso

non e da prendere in considerazione in quanto conduce alla soluzione
Y(y) =0.

In maniera analoga si trova che anche il caso 9 — 8y > 0 e da scartare
in quanto conduce alla soluzione Y (y) = 0.

2. Sia 9 — 8u < 0 e poniamo _%9 = /.
In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate o o = _73 +ifela
soluzione generale é

3

Y (y) = e 1Y (¢q cos By + ¢ sin By) .

Poiché Y (0) = ¢, e Y () = €17 (¢y cos B + ¢y sin 37), le costanti ¢; e
¢y sono da determinare attraverso il sistema

Cc1 = 0
c1 €os B + ¢y sin B = 0.

Essendo interessati a soluzioni non banali del sistema non consideriamo
cs = 0. Quindi 'equazione di sopra e soddisfatta quando

sin fm = 0.
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Questa equazione ammette come soluzioni fgr = km, k = 1,2... e
quindi g, = 2 + 2n%. Lo spettro per il problema (L&0) & pertanto

9 .
{:un = g + 2n2> Yn(l’) = 6_%y Sinny, n = 17 2’ .- } .

Resta da risolvere il problema ([C62). Esso e del tipo
17+ (M + )T = 0
Tnk(O):O, k‘,n:L 2,...

Poiché Ay + i, > 0, Thp = Gpi cOSAp + fint + bpisin / Ax + pnt e dalla
condizione T,,;(0) = 0 si ricava a,; = 0. Lo spettro & quindi

{,un+)\k, t) = sin\/Ax + pnt, n, k= }

Quindi = ugy(z,,y,t) = (e‘%m sin ka) (e~ 1Y sinny) (sin v/ Ax + pint) € la
soluzione del problema principale sara

u(z, y, t) = Z c;me_(%”%y) sin kx sinny sin /A, + p,t.
k,n=1

Imponendo la condizione w;(z, y, 0) = sinxy si trova

Z VAR crme”GEHY) gin kg sin ny = sin xy.

k,n=1

Imponendo l'ortogonalita delle Xy (z) rlspetto al peso e3® Sl ottiene la relazio-

ne Y 2V Ag+ o Crn (fo sin® kx d:E) e~ 1Y sinny = fo e3® sm kx sin zydx.
Infine imponendo 'ortogonalita delle Y, (y) rispetto al peso e2” si trova

vV Ak F n Crn </ sin l{:at2dz> </ sinndey) =
0 0

™ ™
EP 2, . .
/ e4wsmny/ e3”sin kx sin zydx dy.
0 0
Dall’'ultima equazione ricaviamo quindi

1 ™ ™
Z\/)\k + fp Cpn = eixsinny/ e3% sin kx sinzydrdy, per k,n=1,2...
0 0
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Capitolo 2

Metodi alle differenze finite

Questo capitolo e dedicato ai metodi alle differenze finite, una famiglia di
tecniche numeriche per la soluzione di equazioni differenziali alle derivate
ordinarie e parziali molto nota e consolidata.

Principali vantaggi:

e facilita di implementazione;
e buona efficienza computazionale .
Principale difficolta:
e scarsa capacita di risoluzione in domini con geometria irregolare .

L’ultimo punto e direttamente collegato all’utilizzo di griglie di calcolo strut-
turate da parte dei metodi alle differenze finite. Queste ultime sono griglie
i cui nodi possono essere messi in corrispondenza 1-to-1 con una matrice
(una matrice 3D per applicazioni tridimensionali). In altre parole, si tratta
di griglie i cui nodi sono identificati in modo univoco da una coppia (ter-
na) di indici locali, e quindi possono al piu ottenersi da griglie regolari per
deformazione continua.

I metodi ad elementi finiti hanno invece la capacita di utilizzare griglie
non strutturate, in cui i nodi sono liberi di disporsi senza nessun vincolo to-
pologico: questa caratteristica conferisce una flessibilita d’uso notevolmente
superiore rispetto alle differenze finite. Un esempio di griglia strutturata e
uno di griglia non strutturata per una geometria semplice (un quadrato) sono
mostrate nella figura 21

7



Figura 2.1: Un esempio di griglia strutturata e uno di griglia non strutturata
per una semplice geometria di riferimento.

Problema differenziale con valori agli estremi

Risolviamo numericamente il problema differenziale

y'(x) = p(@)y'(x) + q(x) y + r(z)
p,q e r funzioni continue in [a,b]

yla) = a, y(b) = 0.

Supponiamo, per semplicita, di discretizzare I'intervallo [a,b] con punti
equidistanti, ponendo pertanto xz; = a+ih, dove: =0,1,...,n+1leh = Z;Jr‘i
Indichiamo inoltre con y; il valore in z;, ¢ = 0,1,...,n + 1, della soluzione
del modello discretizzato. Lo schema di discretizzazione ¢ dunque valido se

max ly; — y(z;)| & “sufficientemente piccolo”.
i=1,...,n

Schema di discretizzazione alle differenze centrali del 2° ordine:

i—1— 2Y;i + Y i1 — 2Y;i + Y
() w SIS o),

h? ’ h?
' Yi+1 — Yi—1 ! Yi+1 — Yi—1 2
y () = 2 () - (1)
La collocazione in x;, i« = 1,...,n, dell’equazione differenziale genera il
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sistema lineare:

pi = p(x;)
Yi-1 —2Yi + Y1 Yit1 — Yim1 _
12 R YR + iy + i ¢ = q(z)
ri = r(z;)
dove 1 =0,1,...,n+ 1, essendo yp = a € Y11 = .

In questo caso ¢ immediato valutare il residuo differenziale, ossia il residuo
che si ottiene nel modello discretizzato sostituendo gli {y;} con gli {y(z;)}.
La formula di Taylor di ordine 4 permette di dimostrare che

_yl@—h)=2y(@)+ylz+h) yl@+h)—ylz—h)
- h? p(z) 2h
—q(2)y(z) —r(zx) = O(h?).

La risoluzione del modello discretizzato richiede dunque la risoluzione del

T(z, h)

seguente sistema lineare di n equazioni in n incognite:

{(1 + %h> Yio1 — (24 Pq;) yi + (1 - % ) Yirr = h2r;
Yo=a; Yn+1 = 0.
Posto
w=—(2+R%q), b= <1+%h>, G = (1—%h>
per ¢ = 1,2,...,n, si deve dunque risolvere il seguente sistema lineare
tridiagonale
a; C Y1 h27"1 — blOé
b2 a9 Co Y2 h27’2
Cn—1 h2rn_1
bo_1 ay Yn h2r, — c,f3

I caso piu semplice si ha quando ¢(z) > 0 per z € (a,b), in quanto la
matrice del sistema risulta allora diagonalmente dominante e irriducibile se
ph < 2, essendo p = max |p(x)]. In tal caso il sistema possiede una e una

a<z<

sola soluzione qualunque siano le condizioni iniziali.

79



Theorem 2.0.1 (Gerschgorin) Nelle ipotesi precedenti, [errore sulla
soluzione possiede una maggiorazione del tipo:

|y(xz)_yz| SCT(h)a 'i:1,2,...,7’l,

essendo ¢ una costante positiva indipendente da h e 7(h) = max |7(z,h)| =

a<z<b
O(h?).

2.0.1 Equazioni ellittiche

Consideriamo ora il problema differenziale [}

Ugg + Uyy + D(T, Y U + q(2, y)uy +7(z,y)u+ s(x,y) =0, (7,y) €Q
u(r,y) = f(z,y), (z,y) € 09,

dove Q = [a, b] x [c,d].
Considerando, per semplicita, una reticolazione con nodi equidistanti in
ciascuno dei due intervalli [a, b] e [c, d], si ottengono i nodi {(z;,y;)}, essendo

h—
ri=a-+1ih, i=0,1,...,n4+1, con h = a;
n+1
t ik =01 +1 pod=¢
= = ..m con k = .
y] .] 7] » ) 9 m+1

La discretizzazione con il metodo alle differenze centrali (schema a 5 pun-
ti) e la collocazione dell’equazione differenziale nei punti interni generano il
sistema:

Ui—1j = 2Uij + Uig1j I 2u; 5 4 ui i Uig1,j — Ui—1,j
w2 2 P50

Wij+1 — Wij—1

+ i

2k

+7ijUig+ Si; =0

peri=1,....nej=1...,m.

INel caso di geometria pit1 complessa, & talvolta possibile adottare una efficace strategia
di adattamento delle condizioni al contorno nei nodi “prossimi” alla frontiera.
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Figura 2.2: Schema di discretizzazione a 5 punti.

Ordinando gli {u;;}i=1,..n per linee (per j crescente e, a parita di j, per
J=4...,m
i crescente), la discretizzazione precedente genera il seguente sistema lineare

h2(2 — kqm)um_l + ]{32(2 - hpi,j)ui_l,j -2 [2(;12 + ]{32> — h2k2ri,j:| Uy, j

+ ]{?2(2 + hpi,j)uHLj + h2(2 + qui’j)ui,j+1 = —2h2k‘2$i]’
peri=1,....nej=1...,m.
Theorem 2.0.2 Se r(x,y) < 0 in Q ed inoltre ph < 2 e gk < 2, essendo

Ip(x,y)| < pelqlz,y)| <q per(x,y) € Q, il sistema ottenuto con il metodo
alle differenze centrali possiede una e una sola soluzione.

In questo caso, se p, q, r, e s sono funzioni continue in 2, il residuo
differenziale

7(z,y; h, k) = O(h* + k%)

e inoltre 'errore sulla soluzione, in ogni punto nodale, soddisfa la condizione

|U([L’i,yj) — ui7j| = O(h2 + ]{?2)
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Metodo upwind Qualora le condizioni ph < 2 e gk < 2 del Teorema
risultino molto restrittive, nel senso che h e/o k siano molto piccoli e dunque
n e/o m molto grandi, onde evitare la risoluzione di un sistema di grandi
dimensioni spesso si ricorre al cosiddetto metodo upwind.

In tal caso, mentre u,, e u,, vengono discretizzate con uno schema alle
differenze centrali, u, e u, vengono discretizzate nel modo seguente:

Uitl,y — Uiy

Ug (74, Y;) = A ) se pij; > 0
Uij — Wi-1,j

u:c(xia y]) ~ h 9 s€ pij S O
Uij+1 — Ui

uy(xiuyj) ~ L ) S€ G5 > 0

Uij — Wij—1
uy(zi,y;) ~ 2 ) se q;; < 0.

Questo equivale a porre

(|Pz‘j| +pz'j) Uit1,5 — 2|pij|uij + (|p,-j| - pz’j) Ui—1,5

P(wi, ) = oh
(Jgij| + @ij) wi g1 — 2laizluig + (15| — qi) wij—
o,y uy ~ 2 g) Wi zyk J j i) ij—1

Tale schema genera il sistema

11 L1
w2 T op Ul = @) | wig—r + | 15+ o (Il = pig) | wimry +
2 2 pyl | eyl 1 1
- [ﬁ+?+ po b T e gt gy (el )| gt

1 1
+ it op al + 6ig) | wigen = —sis

peri=1,...,nej=1,...,m. Questo sistema e diagonalmente dominante,
e dunque univocamente risolubile per ogni coppia (h, k), se r(z,y) < 0.
Questo fatto non implica tuttavia che h e k possano essere presi piccoli,
ossia che si debba risolvere un sistema piccolo. Infatti si deve ricordare
che, mentre l'errore di discretizzazione del metodo alle differenze centrali e
un O(h? + k?), lerrore di discretizzazione dovuto al metodo upwind & un

O(h+ k).
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Nelle ipotesi precedenti, posto ad esempio a = b =0e b =d = 10, la
scelta di h = — e k = —, comporta la risoluzione di un sistema pentadia-

100 50’
gonale (diagonalmente dominante) di ordine n - m = 999 - 499 ~ 5 - 10°.

2.0.2 Esercizi proposti

Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo alle differenze finite,
del seguente problema differenziale:

(@ + ) tag + Sty + (sin /22 + y?)ug + /22 + yu, = 2% + ¢,
0<z,y<5

w(0, y) = foly), u(5 y) = fi(y)

U(,’,U, 0) = go(l‘), U(,’,U, 5) = gl(x>

L’equazione ¢ di tipo ellittico.
Considerando una reticolazione con nodi equidistanti in ciascuno dei due in-
tervalli [0, 5], si ottengono i nodi {(z;,y;,)}, essendo z; = ih, i = 0,1,2,..,n+1

ey; =gk, 7=0,1,2...,m+1conh=

e k = ——. Consideriamo
n+1 m—+1

inoltre le seguenti approssimazioni

Uigr,j — 2Wij + Ui,

Wit1,5 — Ui-1,4
Ui j41 — 2u; 5 + Uy 51 Ui j+1 — U4 -1
uyy(x’ia y]) = kz 7uy(x’i7 yj) = Qk .

La discretizzazione con il metodo alle differenze centrali (schema a 5 pun-
ti) e la collocazione dell’equazione differenziale nei punti interni generano il
sistema:

2 Wit1,j — 2U; 5 + Uiy j 4 Uit 2u; 5+ Ui

(zl+yj) 2 L2
. WUit1,5 — WUi—1,5 9 o Ui j+1 — Ui j—1 9 2
+ (sin /a2 +g2) = Tod g2 g2 I TRIT g2 g2
( (2 y]) 2h (3 y] 2]{: 1 y]
peri=1,....,.nej=1,....,m.

Da notare che tale discretizzazione comporta un errore di discretizzazione
7 = O(h* + k?). Ordinando gli {u;;}i=1,..» per linee (per j crescente e, a

J=L...,m
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parita di j, per i crescente), la discretizzazione precedente genera il seguente
sistema lineare:

2, .2
5 /% TY; T, +y;)>  sina? +y?
LA A R ( Y5) _ 2 ) iy

k2 2k B2 oh
: 5
2(% + ?/j)2 10 (!L'z + yj)2 sin \/%Ty]
|t 55w, + + Uirt. s
e k2 h? 2h ,
5 iy o
+ E_FT ui7j+1:xi+yj7
peri=1,...,nej=1,...,m. Nel caso in cui le due condizioni
2 2
5 zi+y
R T
[sin /53| (eityy)
2 S h

siano simultaneamente soddisfatte, il sistema é debolmente diagonalmente
dominante (e quindi ammette un’unica soluzione) in quanto peri = 2,...,n—
lejg=2,....m—1

20z +y;)* 10 _ 10 2(x; +y;)?

—t 525t —

h? k2 — k2 h?

Quest’ultima é ovviamente verificata con il segno uguale a patto che le due
precedenti condizioni lo siano. La prima condizione impone che k < v/2 (i
calcoli sono molto semplici) mentre la seconda é sempre verficata in quanto

. 2 2 2 2
|sm l’l+y]|<\/m<l’l+yj<(xz+y])2

2 - 2 -2 h ’

e dall’'ultima di queste disequazioni si ricava h < 2(x; + y;) < 20(h + k) che
ovviamente ¢é valida per ogni h e k.
Per i = j = 1 poiché i termini u; ¢ e 4y sono termini noti, il sistema é
diagonalmente dominante se
2(h+k)?> 10 _ 5 Vh2+ k2 n (h+k)? N sin Vh? + k?

s 2
2 TrRSrT T % 12 o
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Riscrivendo 1’equazione come

(h+ k)? N 5 Vh?+ k? N sin v/h? + k2
h? k? — 2k 2h ’

osserviamo che quest’ultima diseguaglianza é soddisfatta in quanto:

h+ k)? Vv h? + k2 . h + k)? h+ k
1. ( ;;) > 2; > sn V2hh2+k2, essendo ( _; ) > —;— , ossia
M—1+E>1 e inoltre
R h~ 2
B2 2
2. % > %, in quanto % > @, ossia k < /2.

Quindi se k£ < v/2 il sistema ¢é diagonalmente dominante.

2.0.3 Equazioni paraboliche

Consideriamo ora il problema differenziale

U = Uy + p(x, t)ug + q(z, t)u + r(z, t), a<x<b,0<t<T
u(a,t) = fi(t), u(b,t) = fa(t), T>t>0
u(z,0) = ¢(z), a<xz<hb.

Discretizzazione con uno schema a 4 punti:

. . b—a
r;=a-+1ih, 1=0,1,...,n+1, h =
n+1
. . T
tJ:j]f, j:(],l,...,m—!—l, k:rﬂ,
Wig = Uij—1 _ pUit1j = 2Uij+ Uity Uil — Wity 4 o 4y
]{7 h2 J 2h J J J
peri=1,....nej=1...,m.
Osservazione Per j = 1, le incognite sono uy1,...,u,1, le quali possono
essere determinate risolvendo il sistema di ordine n ottenuto peri =1,...,n,

in quanto le {u;o} sono note. Piui in generale, supponendo noti i valori u; ;_4
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) @) .
(-1) (i+1)

(i,ji-1)

Figura 2.3: Schema di discretizzazione a 4 punti.

al livello j — 1, i valori u;;, ¢ = 1,...,n, al livello j possono essere calcolati
risolvendo il sistema di ordine n ottenuto per i =1,...,n.

Di conseguenza poiche, assegnato j, il vettore {u; 1} € noto, lo schema
precedente implica che 'avanzamento temporale richiede la risoluzione del
sistema:

k (2c? Ak
7 (T - pi,j) Ui-1,j — 2 (1 + Qﬁ - k%’,j) U j

k (2c?
+ 7 (T +pi,j) Uiyrj = =2 (uij-1 + krij)

perit=1,...,n, prefissato j = 1,...,m.

Se q(z,t) <Opera<z<be0<t<T, tale sistema ¢ diagonalmente
dominante per hp < 2¢2, essendo p = max |p(x,t)|. In tal caso, per ogni
0<t<T
prefissato j, il sistema possiede una e una sola soluzione.

Osservazione Poiche u(x;,t;) € stata approssimata con uno schema alle
differenze del 1° ordine in t e uno del 2° in x, ’errore di discretizzazione e un

O(h? + k).

1 1
Nel caso a =0, b =20 e T = 10, con la scelta di h = 20’ k= 100’ si deb-
bono risolvere m + 1 = 1000 sistemi tridiagonali (diagonalmente dominanti),

clascuno di ordine n = 399.
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2.0.4 Esercizi proposti

Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo alle differenze finite,
del seguente problema differenziale:

up = 232U + 102 (cos at)u, + (vt — u, 0<x <10, 0<t<5H
uw(0, t) = fo(t), wu(10,t) = fi(t)
u(z, 0) = g(z).

L’equazione ¢é di tipo parabolico. Occorre quindi ricorrere a una
discretizzazione con uno schema a 4 punti:

b—

@y =ih, i=0,1,....n4+1, h=-—2
n+1

T
ti=gk, 7=0,1,... 1 = —
] ja j » 7m+7 m_'_17

Usando il metodo up-wind per il termine contenente u, si dovrd tener
conto delle seguenti approssimazioni

Uiy, j — 2Uij+ Uiz
uxx(xia t]) ~

h? ’
g (24, t5) w, se cosx;t; > 0
Uy (24, t5) = Yij hui_l’], se cosx;t; <0
el 1) = e !

La discretizzazione con lo schema a 4 punti e la collocazione dell’equazione
differenziale nei punti interni generano il sistema:

Uij — Wij—1

k
+ 102Ii+tj

= (zyt;)2 L0 h;] i—1,j
(| cosxit;| + cosxit;)uir1j — 2| cos xit;|u; j + (| cos xit;| — cos xit;)ui—1 ;
2h

+ (l’ztj — 1)ui,j

In questo caso l'errore di discretizzazione é 7 = O(h + k). Per j = 1, le
incognite sono uy 1, ..., un 1, le quali possono essere determinate risolvendo
il sistema di ordine n ottenuto per i = 1,...,n, in quanto le {u,} sono
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note. Pill in generale, supponendo noti i valori u; ;_; al livello 7 — 1, i valori
u; 5, © = 1,...,n, al livello j possono essere calcolati risolvendo il sistema di
ordine n ottenuto per i = 1,...,n. Quindi assegnato j, il vettore {u;; 1} €
noto, e lo schema precedente implica che I'avanzamento temporale richiede
la risoluzione del sistema:

(zt;)? 2w, 4t | COSTits| — cos wit;
[ g LT oh ity
1 2(xty)? ooap. | COSTT]|
_ [E + h2] + 102 H_tJTJ + (1 — xlt]) Iy
(zt;)? 2w, 4t, | COS Tt | 4 cos it Wi j—1
" [ o 0T o Uity = =

pert=1,...,n, prefissato j = 1,..., m. Poiché

1 1
1. Per z > x;t; — 1, che implica k& < 10 il coefficiente del termine in u; ;

¢é negativo,
2. Il sistema ¢é debolmente diagonalmente dominante se

1 2(zit5)? 20+t | cos x;t;| 2(xt;)? o it | COS Tt
B N S K Titt; | Ty ) > NI Tty g
k+ 02 +10 A +(1—z;t)) % +10 A

)
o 1
che implica k < —.
49
condizione sufficiente affinché il sistema possieda un’unica soluzione é dunque

1
he sia £ < —.
che sia <710

2.0.5 Equazioni iperboliche

Consideriamo ora il problema differenziale

Ut = Uy + p(x, DUy + gz, y)us +r(x, u+ s(z,t), a<x<b t>0

u(a,t) = fi(t), wu(b,t) = fa(t), 0<t<T
u(r,0) = ¢1(z), w(x,0) = pa(x), a<x<hb.
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Discretizzazione con uno schema a 7 punti:

b—
wi=a+ih, i=01,....n+1, h=-2

n+1
t; =gk ) =0,1 +1 k= 4
j_]> ]_ 7?"'7m ) _m—l—l’

k2 2 h?
Uip1j—1 — 2U4 51+ Ui—15-1
72

Di.j [Ui+1,j+1 — Uj—1,5+1 i Ui41,5—1 — ui—l,j—l]

Wi j+1 — 2U; 5 + Ui j-1 021 [ui+1,j+l = 2Uj jp1 + Uit

+

_l_

2 2h 2h
Ujj+1 — Ujj—1

A Y

7 Uit Si

peri=1,....nej=1...,m.

(i-1,j+1) (i+1,j+1)

— ¢ & —

(i.j+1)

*3i.)

(i.ji-1)

(i-1,j-1) (i+1,j-1)

Figura 2.4: Schema di discretizzazione a 7 punti.

Se, in aggiunta agli u; o, fossero noti in valori u; 1, lo schema consentirebbe
di calcolare gli u; 2,7 = 1, ..., n, risolvendo un sistema lineare di ordine n. Di
conseguenza, iterando il processo, noti i valori in 2 livelli di 7, gli n valori del
livello superiore verrebbero calcolati risolvendo un semplice sistema lineare
di ordine n.
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Per il calcolo degli u;;, ¢ = 1,...,n, viene generalmente utilizzata la
formula di Taylor, troncata al termine di 2° ordine. Si pone cioe, tenendo
conto delle condizioni iniziali,

]{72
Uj1 = U(SL’Z', tl) ~ U;.0 + ]{Zut(l’i, O) —+ ?utt(:ci, O)

2
— ¢1 (,flj‘l> —+ kxbg(xl) —+ %utt('xh 0)7

da cui, utilizzando 1’equazione stessa,

wir = ¢1(x;) + koo(z;)
2

T [Ptz (3, 0) + Piott (5, 0) + qioda(:) + Tiottio + sio)] -

I valori incogniti di quest’ultima formula, ossia . (z;,0) e u.(x;,0), possono
essere infine valutati mediante lo schema alle differenze centrali

Ui4+1,0 — 2Uz’,0 + Ui—1,0 ¢1(1L”z'+1) - 2¢1(1'z') + ¢1(1L”z'—1)

Uz (24,0) & 2 = 2
Um(SCz O) ~ Ui4+1,0 — Ui—1,0 _ ¢1(Ii+1) - ¢1(Ii—1)
’ 2h 2h

Da notare che procedendo in tal modo, se le funzioni assegnate sono tutte
continue, l'errore di discretizzazione & un O(h? + k?).

Riordinando di conseguenza, ossia tenendo conto del fatto che gli unici
valori incogniti Sono w;_1 j+1, Ui j+1 € Ui +1, si ottiene il sistema

1 (& py 1 @ g 1/ by

i (5= %) o= (G g = 2w+ 5 (G + ) o
1 (py & 1 & gy

= 5 ( 9 h) Uj—1,5-1 + <k2 + h,2 + 2%k Uj 5—1

1 Dij C2 2
“on\ g + 7, ) Witri-r = Ty + w2 | Wi T Sigs

dove i =1,...,n per ogni prefissato j =1,...,m.

Per calcolare wu;; in tutti i punti nodali si debbono dunque risolvere m
sistemi lineari, ciascuno di ordine n. Tali sistemi, se ¢(z,t) < 0, sono tutti
diagonalmente dominanti purche risulti hp < 2¢?, essendo p = max |p(x,t)|.

=2

Inoltre lerrore y(z;, t;) — yi; = O(h? + k?) in quanto la discretizzazione
in x e t ¢ basata sulle differenze centrali.

Q
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2.0.6 Esercizi proposti

Discutere la risoluzione numerica del seguente problema differenziale:

(22 4 Dy = (2 + 2)Upe + 37T u, + (cost)u, + (z + t)2u,
O0<z<10, 0<t<b

u(0, t) = fi(t), u(10,1) = fo(t)

u(r, 0) = gi(z), w(z, 0) = go().

L’equazione ¢é di tipo iperbolico. Occorre quindi ricorrere a una
discretizzazione con uno schema a 7 punti:

10
v, =ih, i=0,1,...,n4+1, h=
n+1
)
t; =gk, 7=0,1,... 1 = —
] .]7 .] P 7m+7 m+17

Usando il metodo up-wind per il termine contenente u, (ossevando che
I2+t2 . , 11 . . . .
3 > () si dovra tener conto delle seguenti approssimazioni

Uig1,j+1 — 2U j41 + U1, j41 R 2 51+ Ui, 1

uxx(xia t]) ~ 2h2 2h2 9

Uit1,5+1 — Wi j+1

Wit1,j—1 — Uij—1
Ug(X;, Ti) +
(zi,15) 2h 2h ’
Uij+1 — Uij—1
Ut(l'i,tj) ~ —2]{; ,
Wi jpr — 2Ui 5+ Ui i
Utt(ﬂfi, tj) ~ k‘2 .

La discretizzazione con lo schema a 7 punti e la collocazione dell’equazione
differenziale nei punti interni generano il sistema:

Wi j1 — 2Ui 5+ Ui j1

(a7 +1) e =
2 i+1,j+1 1,741 i—1,7+1 i+1,5—1 i,7—1 i—1,5—1
22 b Wi i1 — Wi 41 Ujt1,5—1 — Ujj—1 Us j4+1 — Ui 5-1
3151 +t - +1,7 5J 5] 5J t . 5] )]
+ & { . + . + (cos ])—%

+ (I’Z + tj)2 Uy 5
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In questo caso lerrore di discretizzazione é 7 = O(h + k?). Riordinando
I’equazione precedente, si vede che essa pud scriversi come

742 o 2?2 +1 +t?+2 +3x?+t? _ costy .
onz ) it 2 h2 2h 2k ) T

24 42
t+2  3mth
N + oh Uig1j41 = P(Win11, Wi—1, Wit1,j—1, Uij)-

2
‘+1
Tale sistema risulta essere diagonalmente dominante purché Ti kj; >
| cost,| .y . .
T Questa condizione ¢é soddisfatta se k < 1.
1
Prendendo ad esempio k = 50 eh= 100° si debbono risolvere 250 sistemi

tridiagonali e diagonalmente dominanti ciascuno dell’ordine di 1000.
Per la determinazione della soluzione al livello 1, ossia per t = k e per ogni
iy 1 =1,...,n, si procede nel modo seguente:

]{72
u(x;, k) = uy = u(x;, 0) + kug(z,0) + gutt(a:i, 0) = g1(x;) + kga(x;)

2
R gUiv10 = 2Ui0 + Uic10 | ge2Uitro — Ui

2 -1,0 ' 2 '

2 h? 2% + gl(l'z) + x; gg(:rl)
k2 ( -2 i i—

= g1(x;) + kgo(z;) + 5 291(I +1) gz(f )+ g1(ziq)

a2 91 (Ti1) — 01 (i) + gi(zi) + 22ga(x)| ,i=1,2, ... .n.

2h

In questo modo si calcola la u(z;, k) con un errore di discretizzazione
dell’ordine di k2.
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2.0.7 Modelli debolmente non lineari

Primo modello. Consideriamo il problema differenziale

y"(x) + p(x) y'(x) + gz, y) + r(z) =0, a<z<b
y(a) = a, y(b)=7.
. . b—a
Posto x; = a +ih e y; = y(z;), per i = 0,1,....n+1leh=——lo
n+1

schema alle differenze centrali trasforma il problema iniziale nel sistema non
lineare

Yigr — 2 + Vi1 _'_p'yi—i-l — Yi-1
h? ! 2h
Yo=0q, Ynt1=70.

+ q(zs,y:) + 1 =0, i1=1,...,n

Questo sistema e dunque esprimibile nella forma

fi(yi—l>yi>yi+1) :07 1= 1>2a'--ana Yo = @, Yn+1 :ﬁa

essendo

h h
filYiz1, Yis Yis1) = (1 - 5]?1) Yie1 — 2y + (1 + 5]31) Yit+1 +q<xi>yi)h2 +h27’z’-

Condizione sufficiente affinche tale sistema sia univocamente risolubile ¢

che sia ph < 2, essendo p = max Ip(x)| e 8_q <0pera<z<bey qualsiasi.
a<z Y

Da notare che se il sistema fosse lineare, ossia q(z,y) = q(x)y, questa
condizione implicherebbe la dominanza diagonale del sistema, con g(z) < 0
pera < x <b.

Nelle suddette ipotesi la soluzione puo essere ottenuta mediante il metodo
iterativo di Newton/Jacobi consistente nel calcolare, per ogni £ = 0,1,. ..,
gli iterati

K k) (k
(h+1) _ (k) fu® o )ayi(-',-)l)

Y; — Y 8f )
i (k) (k) (k)
dys (Y1, ¥ s yi+1)

i1=1,...,n,

dove

K (k) (k h k h k k
il i(—)layi( ),y§+)1)= [1 — 5p2:| yf_1_2?/z'( . [1 + 5p2:| yi(+)1‘|'f.I(=Ti,yi( ))h2+h27’z’>
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Ofi o k) (k) (k) 9q (k)
a—yi(yi—byi 7yi+1) = -2+ e (fi,yi )

Nelle citate ipotesi il metodo ¢ globalmente convergente, dunque teoricamen-
te indipendente dei valori yl-(o), t=1,...,n+ 1. Poiche y%o) =ae y}fﬁl = 0,
la scelta piu frequente consiste nell’assumere

y§0):a+nj_1(ﬁ_a)7 izla'--7n+17

ossia nell’interpolare linearmente i valori « e 3.

Secondo modello. Consideriamo ora il seguente problema di tipo ellittico

Uz + uyy +p<$7y>ur _'_ q(x,y)uy _'_ T(x,y,u) _'_ 8(x7y):07 (l’,y) S Q
u(z,y) = f(z,y), (z,y) € 09,

dove Q C [a,b] x [c,d].

Posto
) ) b—a
xi=a+1h, i=0,1,...,n+1, h =
n+1
d—rc
y] C+]> J ) Ly 7m+ ) m+1
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la discretizzazione con il metodo alle differenze centrali genera il sistema
debolmente non lineare

Uiprj — 2Uij + Wis1j | Uigpr — 2Uij + Uij Uit — Ui-1,j
> + > B
h k 2h
Wij4+1 — Wij—1
T Gig 2k + r(@i, Y5, ui5) + s(@i, y;) =0
peri=1,....,nej=1,...,m. Tale sistema puo essere espresso nella forma
gbi,j(ui,j_l, Ui—1,5, Us 5, Uit1,5, Ui7j+1) = 0, 1 = 1, Lo, n, ] = 1, e,

essendo

Gi (Ui j—1, Wity Ui s Wit 1 gy Wij1) = B2(2 — kqij)us j—1 + k(2 — hpij)ui1;
— A(h* + E*)uij + k(2 + hpij)uir
+ h2(2 + kqij)uij+1 + 2h2 k> (i, yj, wig) + s(wi,y5)]-

econ u;geug;notiperi=1,....nej=1,...,m.
,0 0,5 ) I ) )

Condizione sufficiente affinché questo sistema sia univocamente risolubile,

or(x,y,u)

nell’ipotesi che sia < 0 per (z,y) € Q e u qualsiasi, & che siano

Ph < 2e Qk < 2, esgendo P = max|p(z,y)| e Q@ = max|q(z,y)| per
(x,y) € Q.

In caso di linearita di s rispetto ad u, le condizioni precedenti assicurano
che la matrice del sistema sia diagonalmente dominante.

Nelle suddette ipotesi il metodo di Newton/Jacobi applicato al sistema
risulta globalmente convergente, per cui, prefissato [ = 0,1, ..., la soluzione
puo essere ottenuta mediante il processo iterativo

) ) @ 0 0
(1) _ 0 _ ¢i,j(ui,j—1aUi—1,jaui,jaui+1,ja ui,j—l—l)
BT Oy ! N oy
auzj (uz(,])'—b z('—)l,j>uz('7j)'7uz('—21,j7uz('7])'+l)
pert=1,....nej=1,...,m, essendo
0¢; 0
¢,] :—4(h2+k52)—|—2h2]€2 r ]
Ou; ; ou; ;
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. N N . . 0 .
Poiche la u ¢ nota al contorno, i valori ugj) sono generalmente ottenuti

per interpolazione rispetto ai valori assunti sul contorno.
Un punto cruciale del procedimento é quindi relativo alla scelta del vet-
,- ©) - .- .
tore d’innesco u,;". Si vuole dare un’idea di come tale scelta possa essere
fatta usando una particolare tecnica. A tal fine, iniziamo con esplicitare le
condizioni al contorno in questo modo:

{ u(a, y) = fi(y), u(d, y) = fa(y)
u(xv C) = Spl(x)v u(xv d) = 902(56)’

La scelta del vettore d’innesco pud essere fatta ricorrendo alla funzione di
interpolazione bidimensinale

(z—a)*(x = b f(z, y) + (c — y)*(d — y)*p(z, y)
(z —a)*(z = 0)* + (¢ —y)*(d — y)* '

F(z,y) =

Bisogna notare che

F(a,y) = fla,y) = f1(y),
F(b,y) = f(b,y) = fo(y),
F(z,c) = p(z,c) = g1 (),
F(z,d) = ¢(z,d) = pa(),

cioé la funzione F'(z,y) coincide sul bordo con i valori assegnati dal problema.
Le funzioni f(z,y) e ¢(z,y) che compaiono nella definizione di F'(x,y) sono
ottenute interpolando linearmente, rispettivamente, fra fi(y) e fo(y) e p1(x)
e wo(x). In particolare,

Flanyy) = Sl ) + 5 alb.) = fila,y)].

In tale formula, di volta in volta si fissa j (j = 1,...,m) e si calcolano le
incognite al livello j-esimo facendo variare 7. Analogamemente definiamo

Yji — ¢
e(xi,y;) = prlwi, y;) + h [pa(zi, d) — p1(zi, )],

ein tal casosifissa i (i = 1,...,n) e si calcolano le incognite facendo variare
7. Sipud quindi definire il nostrio vettore d’innesco ug»)) come ug»)) = F(z;, ;).
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2.0.8 Un’applicazione industriale delle differenze finite

Una delle pit note applicazioni industriali delle differenze finite e la seismic
maigration, una metodologia per la ricostruzione della struttura geologica del
sottosuolo, orientata alla localizzazione di giacimenti di acqua o idrocarburi.
L’industria petrolifera ha sviluppato questa tecnologia a partire dagli anni
’70. Camion speciali, dal peso di 40 tonnellate e dotati di piattaforme vi-
branti generano onde acustiche ed elastiche che si propagano nel sottosuolo,
vengono riflesse da eventuali strutture geologiche, e tornano alla superficie
dove vengono registrate da appositi ricevitori. I database cosi costituiti, di
grandi dimensioni, vengono opportunamente trattati e utilizzati dagli anali-
sti come strumento di supporto alle decisioni per I'identificazione di eventuali
giacimenti. A seconda della profondita e del tipo di applicazione, possono
essere usate anche altre sorgenti d’onda, come air-gun (cannoni ad aria com-
pressa) o cariche esplosive.

La simulazione della propagazione delle onde acustiche/elastiche ¢ partico-
larmente efficace con un metodi alle differenze finite, perché il dominio com-
putazionale & estremamente regolare: una porzione di suolo a forma di pa-
rallelepipedo, in cui in generale anche la faccia superiore corrispondente alla
superficie libera e piana, poiché si trascura la topografia di superficie. In figu-
ra 20 e mostrato un tipico modello 3D a differenze finite: i confini tra regioni
con diverse velocita di propagazione delle onde, se obliqui, vengono discre-
tizzati tramite una struttura a scaletta, con un rapido alternarsi di segmenti
orizzontali e verticali; la conseguente perdita di accuratezza rappresenta un
ben noto limite del metodo alle differenze finite.

La figura 28 mostra il risultato di una seismic migration relativa ad un
sito nel Nevada (USA), utilizzato per la produzione di energia geotermica:
¢ evidenziato un possibile giacimento di acqua calda intrappolato all’interno
di una serie di faglie, ad una profondita di circa 4 km. La seismic migration
introduce anche possibili effetti spuri, un esempio dei quali & rappresentato
con la dicitura “false arcs”.

(Immagini del Center for Economic Migration and Tomography.)
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Figura 2.5: Un tipico modello 3D a differenze finite utilizzato per la seismic
migration.
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per la produzione di energia geotermica; e evidenziato un possibile giacimento

Figura 2.6: Seismic migration relativa ad un sito nel Nevada
di acqua calda ad una profondita di circa 4 km.
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Capitolo 3

Metodo agli elementi finiti

3.1 Introduzione

I1 metodo degli elementi finiti (Finite Element Method, FEM) & una tecni-
ca numerica atta a determinare soluzioni approssimate di problemi descritti
da equazioni differenziali ordinarie e alle derivate parziali. A tale scopo il
problema iniziale viene trasformato in un sistema di equazioni algebriche la
cui soluzione fornisce una soluzione approssimata del problema differenzia-
le iniziale. Benché esso competa, in particolari ambiti, con altre strategie
numeriche (metodo delle differenze finite, metodo dei volumi finiti, metodo
degli elementi al contorno, metodo delle celle, metodo spettrale, etc.), il me-
todo FEM mantiene una posizione dominante nel panorama delle tecniche
numeriche di approssimazione e rappresenta il kernel di gran parte dei codici
di calcolo disponibili in commercio. In generale, il metodo agli elementi finiti
si presta molto bene a risolvere equazioni alle derivate parziali quando:

a) il dominio ha forma complessa (telaio di un’automobile o il motore di
un aereo);

b) il dominio & variabile (reazione di stato con condizioni al contorno
variabili);

c¢) l'accuratezza richiesta sulla soluzione non & omogenea sul dominio
(nel crash test su un’automobile, 'accuratezza richiesta ¢ maggiore in
prossimita della zona di impatto);

d) la soluzione cercata manca di regolarita.
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Il metodo degli elementi finiti ¢ stato inzialmente motivato dalla necessita
di risolvere problemi complessi di analisi elastica e strutturale nel campo
dell’ingegneria civile ed aeronautica. L’origine del metodo puo venir fatta
risalire agli anni 1930-35 con i lavori di A. R. Collar ¢ W. J. Duncan [IJ, 2,
che introducono una forma primitiva di elemento strutturale nella risoluzione
di un problema di aeroelasticita, e agli anni 1940-43 con i lavori di Alexander
Hrennikoff e Richard Courant, dove entrambi, benché con differenti approcci,
condividevano l'idea di suddividere il dominio del problema in sottodomini
di forma semplice [3]. Tuttavia la nascita vera e propria e lo sviluppo del
metodo agli elementi finiti si colloca nella seconda meta degli anni 50 con il
contributo fondamentale di M. J. (Jon) Turner della Boeing, che formulo e
perfeziono il Direct Stiffness Method, il primo approccio agli elementi finiti
nel campo del continuo H]. Il lavoro di Turner trovo diffusione fuori dagli
stretti ambiti dell’ingegneria aerospaziale, ed in particolare nell'ingegneria
civile, tramite il lavoro di John Argyris presso I’Universita di Stoccarda e
di Ray W. Clough presso I'Universit di Berkeley [5] (che parlo per primo di
metodo FEM e la cui collaborazione con Turner aveva dato vita al celebre
lavoro[5] che ¢ universalmente considerato come l'inizio del moderno FEM).

3.2 Generalita

Nel caso di equazioni differenziali lineari, esso sostanzialmente riduce un pro-
blema differenziale con condizioni alla frontiera (boundary value problem) in
un sistema di equazioni lineari. Dato infatti un problema lineare Af = g,
dove l'operatore differenziale A: X — Y con X e Y spazi di Banach infinito
dimensionali, il FEM lo trasforma in uno pit semplice mediante 1'uso di un
operatore di proiezione P,:

P,Af = P,g,

dove P, : Y — Y, con Y, CY en un parametro che indica la dimensione
finita del sottospazio Y,, di Y. Di conseguenza il problema passa dagli spazi
infinito dimensionali X e Y a dei rispettivi sottospazi X,, e Y,, di dimensione
n, tali che

XiCXoC... X, YICY,C...Y,,

lim X, = X, limY, =Y.

n—oo n—oo
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Ha senso seguire questa procedura quando si esegue la proiezione in sottospa-
zi che consentono di semplificare realmente il problema in esame. E chiaro
che un’operazione di proiezione ci porta dal problema originale ad una sua
approssimazione, e per cui cui ¢ fondamentale tenere sotto controllo ’errore,
definito come la distanza fra la soluzione f del problema esatto e la soluzione
fn del problema approssimato: ||f — f,||. Si dimostra, sotto ipotesi oppor-
tune, che ||f — f,|| < Cost x dist (f, X,,) e pertanto ||f — f.|| — 0 quando

n — oo (Fig. BI).

Figura 3.1: X,, e il sottospazio di X di dimensione n nel quale si ricerca
la soluzione approssimanta f,. Supponendo che la soluzione esatta f non
sia inclusa in X, dist (f, X,,) indica la minima distanza (secondo una data
norma naturale) fra soluzione esatta e soluzione approssimata. Al crescere
della dimensione n si ha che X,, — X e pertanto la distanza tra le due
soluzioni diventa sempre piu piccola sino ad azzerarsi quando n — oo.

A differenza del metodo alle differenze finite, il FEM permette di ana-
lizzare anche domini non regolari, dove e richiesta una discretizzazione non
uniforme, come puo essere il profilo di una costa frastagliata, una porzione
del motore di una automobile, I'ala di un aereo, ect. Quando si esegue la
discretizzazione del dominio si parla di generazione di una mesh che, potendo
essere non regolare, puo essere costituita da una famiglia di triangoli, tetrae-
dri, ect di diversa grandezza a seconda che il dominio da discretizzare sia in
R2 o R3.
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3.3 Risoluzione di ODEs con il FEM

Vediamo ora come si esegue in pratica la proiezione del problema differenziale
dallo spazio X al sottospazio X,,. Nel caso del FEM, la proiezione consiste nel
trasformare inizialmente il problema differenziale in una forma debole infinito
dimesionale e nel risolvere successivamente la sua formulazione debole, detta
anche variazionale, in uno spazio di dimensione finita. Il seguente esempio
illustra come si esegue questa trasformazione e poi come si ottiene la soluzione
approssimata in uno spazio di dimensione finita.

Si consideri il seguente problema differenziale ordinario con valori agli

estremi:
— 2 (p()2) +q(w)y = f(2), ©€lab] CR
{ y(a) =a, y(b) =40, (3.1)

dove p(z) € C'([a,b]) e q(z), f(x) € C°([a,b]). Per comodita di esposizione
consideriamo o = 3 = 0.

Questo non e limitativo in quanto se le condizioni agli estremi non so-
no omogenee, ¢ sempre possibile ricondursi al problema omogeneo con una
banale sostituzione y(x) = z(x) + ¢(z), dove p(z) ¢ una funzione nota con
p(a) = aep(b) = B. Diconseguenza z(a) = z(b) = 0, essendo z(z) soluzione
dell’equazione

—% [p(z) (2'(x) + ¢'(2))] + q(2) (2(z) + @(2)) = f(z).

Dal momento che la funzione ¢(x) & nota si ha un problema differenziale per
la funzione z(x) con condizioni al contorno omogenee:

{ — & (p(2)E) +q(r)z=g(x), wela,b] CR
z(a) =0, z(b) =0,

dove g(z) = f(z) + L [p(z)¢'(z)] — q(z)¢(z). La scelta pitt comoda per la
funzione ¢ ¢ la retta passante per i punti (a,«) e (b, 3):

Tr—a

b—a

o =a-+ (68— a).

Possiamo quindi considerare il problema differenziale (B) con condizioni al
contorno omogenee, senza perdita di generalita. Tale problema differenzia-
le & detto problema in forma forte, perche la soluzione che si cerca deve
appartenere a C?([a,b]) e annullarsi agli estremi del dominio (problema di
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Dirichlet). Si cerca pertanto di indebolire la richiesta che la soluzione sia
due volte derivabile, con derivata seconda continua, procedendo con la proie-
zione del problema nella sua forma debole. Si considera a tal fine uno spazio
di funzioni v(zx) differenziabili nel senso distribuzionale, tali da annullarsi
agli estremi. Fondamentalmente per queste funzioni la derivata ha senso solo
se preceduta dal segno di integrale. Lo spazio di questa classe di funzioni si
indica con Hj([a,b]) e si parla di spazi di Sobolev [6]. Per ottenere la for-
ma debole, si moltiplica primo e secondo membro della ([B]) per la generica

v(z) € Hy([a,b])
d dy(x) _
(1022 v(0) + atalylote) = Sa)oto)
e si integra primo e secondo membro lungo il dominio:

[ & (b0 syt [t = [ s @2

Integrando per parti il primo termine della ([B.32), si trova

-]« [ gz [ wemine= [ s

g

=0

dove il primo termine & uguale a zero perché v(z) € Hj([a,b]) e pertanto si
trova:

b ) dolx b b
/p(x)dyali)dd;)dx—l—/ q(:c)y(x)v(x)dx:/ f(x)v(x)dx. (3.3)

La Eq. (B3) rappresenta la forma debole del problema, perché la soluzione
cercata & in H}([a,D]), spazio contenente la classe di funzioni in H*([a, b]) che
si annullano agli estremi del dominio. La forma ottenuta & debole perché su
tali funzione non e richiesta la differenziabilita in senso ordinario, condizione
piu restrittiva di quella appena ottenuta.

Osservazione 3.3.1 Ogni soluzione y(x) del problema [BI)) ¢é soluzione del
problema [B3) e viceversa, ogni soluzione in senso debole sufficientemen-
te regolare lo ¢ anche in senso forte. La prima parte della proposizione é
evidente. Supponendo ora che y(x) sia soluzione della B3), qualunque sia
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v(z) € Hi([a,b]), dobbiamo dimostrare che essa soddisfa anche la (B1]). A
tale scopo, procedendo per assurdo, supponiamo che esista un intervallino
[c,d] C [a,b] nel quale si abbia

— (102 + gyto) - 1) >0

In questo caso possiamo costruire una funzione v(x) € H}([a,b]) anch’essa
positiva in [c,d] e nulla altrove in [a,b] (per esempio una spline lineare con
valore uno in (c+d)/2 e nulla su c e d), contro l'ipotesi che il primo membro
della B3) sia uguale al secondo membro. Lo stesso ragionamento puo essere
ripetuto nel caso che esista un intervallo [c,d] C [a,b] nel quale il primo
membro della ([BIl) sia minore del secondo membro.

La soluzione y(z) cercata appartiene comunque ad uno spazio infinito di-
mensionale e quindi rimane da capire come proiettare il problema (B2 in
uno spazio di dimensione finita. A tale scopo, per prima cosa, si discretiz-
za l'intervallo [a,b] con una funzione, per comodita, a spaziatura costante
ri=a+1ih,i=0,1,...,n+1, h = (b—a)/h. Ad sso si associa uno spazio
n-dimensionale, tipicamente rappresentato da n-polinomi a tratti opportu-
namente raccordati (splines polinomiali). Nel caso piu semplice la base e
formata da n-splines lineari {H;(z);i = 1,...,n}, clascuna delle quali, al
fine di tenere conto della omogeneita delle condizioni agli estremi, e nulla in
To = a e x,y1 = b. Il loro tipico andamento e rappresentato nella Fig. B2
Analiticamente la i — esima spline, H;(z),7 = 1,2,...,n, il cui supporto &
I'intervallo [z;_1,x;11], di ampiezza 2h, € cosi difinita:

0, a<x<uwi,
T—Ti—1

—7 > T <X < Tjqa,
0 Tip1 <o <b.

L’approssimazione n-dimensionale y,,(z) della y(x) in tale spazio, usualmente
definito S}, viene allora fornita dalla interpolazione Lagrangiana

Yn(r) = Z y(a;) Hy(), (3.5)

nella quale, come ¢ evidente, y,(x;) = y(z;) per j = 1,2,...,n e y,(a) =
yn(b) = 0. Le funzioni test vengono anch’esse considerate nello spazio S; che
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Figura 3.2: Esempio di splines lineari.

¢ chiaramente un sottospazio di Hj, in quanto ogni funzione H; ¢ continua in
[a, b] e ivi derivabile, tranne in z;_1,x; e z;41, dove comunque esistono finite
e integrabili in [a, b] la derivata destra e quella sinistra, essendo

0, a<z<xiq,
HZ/(ZL') _ %,1 Tio1 < T <@y,

-5 T < T < Tiqa,

O, Tiy1 < T <b.

Sostituendo nella formulazione debole ([BH) del problema modello (BI), la
y con vy, e la funzione test v con la H;, i = 1,...,n, si ottiene il seguente
sistema lineare n-dimensionale:

n

>/ ) H () () + / bq(:c)HAx)Hi(x)dx] w=| ) ()i,

J

(3.6)
dove i = 1,2,...,n. In tale sistema il vettore y, = (y1,%2,...,%,)" fornisce
una approssimazione della soluzione y(x) nei punti nodali x,zs,...,z,. La

sua determinazione consente, tramite la (B3), di ottenere 'approssimante
yn(z) della y(z) in tutto Uintervallo [a, b]. Esprimendo il sistema (B8) nella
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forma

Ayn = b>

¢ immediato osservare che A ¢ simmetrica e tridiagonale, essendo a;; = aj; e
a;; = 0 per |i — j| > 2, in quanto le splines lineari sono a supporto compatto
e

o= [ [ple) Hi(@) H)(0) + o) Hi(o) Hy )] o

peri,j=1,2,...,n. E questo il motivo per cui le splines lineari sono tanto
utilizzate nella risoluzione dei problemi differenziali mediante gli elementi
finiti. Grazie alla compatezza del supporto delle H;(z) (i=1,...n)

1 Ti41 x5 Ti+1
Qi = 72 [/ p(z)dz —i—/ q(z)(x — x-1)*dz +/ q(z)(ziy1 — 2)*dz
i—1 1 iir i—1 (3
Aiit1 = Qig14 = T2 [p(z) + q(z) (7 — ;) (x — 2441)] dv = Q3114

b= [ / F(@) (@ — 21 ) + / F@) (@i — x)dm} ,

dovei=1,....nej=1,...,n.

Stima dell’errore

L’errore di risoluzione in H}|a,b] tende a zero con h — 0. Si dimostra infatti
che

b 1/2
2) N1y = ol 2y = (JLly(e) — yale)Pdz) = O(2),
b 2 br / 2 1/2
b) Ny = vnlligons = (J21() — vl + [/ (@) — o (@) =
O(h).
Questo significa che 'errore puo essere reso piccolo a piacere, pur di de-
comporre l'intervallo [a, b] con un numero sufficientemente elevato di punti.

Problema rilevante, dato che la matrice H e simmetrica tridiagonale.
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3.4 Risoluzione di PDEs con il FEM

L’estensione del modello differenziale omogeneo del secondo ordine a modelli
di tipo ellittico, in 2 variabili, e il seguente:

—6%1 <m(m1,x2)%> — 6%2 (m(ml,xg)%) + ag(x1, x2)u = f(21,29),
(r1,29) € Q, u(xy,z9) =0, per (z1,x2) € I (frontiera di ),

(3.7)
dove, per l'esistenza e l'unicita in senso forte (puntuale) della soluzione in
(), si suppone che k(xq,zy) sia differenziabile e non negativa, ag(z) > 0 e
f(x1,z5) sia continua. Come nel modello differenziale ordinario, la differen-
ziabilita di k e la continuita di f in {2 non sono necessarie nell’esistenza della
soluzione in senso debole. Qualora le condizioni al bordo non siano omoge-
nee, a differenza di quanto avviene nel modello differenziale ordinario, non e
sempre possibile ricondursi al caso omogeneo. Questo e possibile qualora il
dominio sia un rettangolo, mediante I'introduzione di una funzione ausiliaria
¢(x1, x5) che al bordo assume i valori assegnati. A tale scopo si puo utilizzare
la stessa tecnica utilizzata per la determinazione del vettore di innesco nella
risoluzione delle equazioni di tipo debolmente nonlineare con il metodo di
Newton-Jacobi.

Una volta determinata tale funzione, posto wu(zy,x2) = v(wy,72) +
o(x1,25), si ottiene il seguente modello differenziale con condizioni di
omogeneita al bordo:

—6%1 (/ﬁ(:vl,xg)(%’J - 6%2 (/ﬁ(:)sl,:vg)(%’z) + ag(z1, x2)v = g(1, 22), (21, 77) €
v(xy,22) =0, (x1,22) € 09,

essendo g(r1,m2) = f(x1,22) — ao(xy,z2)p + %(m(wl,@)g—ﬁ) +

O (g(x1,25) 22 ) una funzione nota in Q. Allo scopo di estendere il mo-
Oxa ) Oza

dello (B) al caso n-dimensionale, ¢ necessario premettere le definizioni di
gradiente, vettore normale esterno e divergenza, il teorema della divergenza
e la prima identita di Green.

Gradiente di una funzione

Indicata con u(x) = u(z1, xs,,x,) una funzione definita in un dominio €2, e
ivi differenziabile, per gradiente della u in €2, in simboli, Vu = gradu (nabla

109



u uguale gradiente di u),si intende il vettore

T
oo (20 ey

Ory’ Oxy’ " Oy

Esempio 3.4.1 11 gradiente della funzione wu(zy,xs,23) = 23 + 23 +
cos(z1xax3), € il vettore

2x1 — wowssin(ryxexs)
Vu = 2xows sin(x1x2x3)
1-— 1T SiH(SLjLEQIg)

Derivata direzionale-gradiente

Supponiamo che u(x1, s, ,x,) e le sue derivate parziali siano continue in una
sfera con centro x(© e che Vu(x(®) # 0. Per derivata direzionale della u
in x© = (:cgo),xéo), . ,:cﬁ?))T, lungo la direzione d = (dy,ds, ..., d,)T, si

intende il vettore

8u(x(0))d R Ou(x?)
—a A

0y — Oy.d = =\
Oqu(x") = Vu(x") - d o O

dn,

dove, come mostra la definizione e come usuale, il punto indica il prodotto
interno (prodotto scalare) tra i vettori Vu(x(®) e d. Da tale definzione,
ricordando che, per definizione di prodotto tra vettori,

Bqu(x?) = [[Vu(x)|[[|d]| cos b,
essendo 6 'angolo tra i vettori Vu(x(®) e d, seguono le seguenti osservazioni:

a) la direzione di massima crescita, ossia la direzione d, di lunghezza uni-
taria, lungo la quale, a partire da x(©) la funzione u cresce maggiormente
e rappresentata dal vettore unitario (versore)

Vu(x®)

d= —>
|| Vu(x©)]
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b) Per lo stesso tipo di considerazioni, il versore

Vu(x)

d=——"1"
|[Vu(x©)[|’

indica la direzione di massima decrescita, ossia la direzione lungo la
quale, a partire da x(©, la u presenta la piu ripida discesa.

Al fine di interpretare geometricamente la considerazione b), consideriamo la
famiglia delle curve di livello

u(xy, ) = ¢, c>0,

associata ad una funzione differenziabile v in un dominio 2. Considerato un
punto x| la direzione di piu ripida discesa, come indicato nella Figura B3,
rappresenta il versore alla tangente di una curva di livello, in x(©, rivolto
verso l'interno, ossia nel verso delle curve di livello con ¢ decrescenti.

u(x,.x,) =c,

_ Vu(x'::"l
[V ulx")]|

Figura 3.3: La figura mostra due curve di livello della funzione u(xy, x2) e il
suo versore gradiente.

Esempio 3.4.2 Se u(w1, z9, v3) = 22 +x3+x2, il versore di piti ripida discesa
inx® =(1,1,)Ted = —%(1, 1,1)T. Esso indica infatti che, qualunque sia
la superficie sferica di equazione 3 +z2+12 = ¢, ¢ > 0, il versore d, partendo
da x(o)), punta verso l'origine, ossia al centro della sfera caratterizzata da

c=0.

Vettore normale esterno

Per versore normale esterno (vettore esterno di norma 1) ad una superficie,
dotata di piano tangente in un punto x| si intende il versore normale al pia-
no tangente, orientato nel verso delle u(x) crescenti. Generalmente indicato
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con
Vu(x®)
[[Vu(x®)]|’

esso rappresenta, nel punto, la direzione di piu rapida crescita.
Esempio 3.4.3 Consideriamo il caso di equazione

3 = \/2? + 23,

in cui x; e x9 sono numeri reali qualsiasi. Il versore normale esterno alla

superficie z3 — \/2% + 22 = 0 in (21, T, x3), &

n—i 1 L2 1 _L<ﬂ X2 _1)T
V2 \ Va3 ol +ad V2 \3" x5’ ’

Il versore normale alla suddetta superficie conica, in (1,1, +/2) & pertanto

()
n=|——,— —1) .
V2 V2

Divergenza di un campo vettoriale

Indicato con
v(x) = (v1(x), va(X), . . . ,vn(x))T, x = (21,79, ... ,xn)T e R"

un vettore n-dimensionale differenziabile in un punto x € €2, per divergenza
di v in x, in simboli

(V-v)(x) = (div v)(x) (nabla-v in x = divergenza di v in x),

si intende la funzione

_ vy (x) N 0vs(x) N 0vn(x)_

(V-v)(x) A 0t - o,
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Esempio 3.4.4 Se v(x) = (22 + 23, 717273, 3 8in(z172)) 7, la divergenza di
v in x ¢ la funzione

(V-v)(x) = 221 + z125 + sin(x122).

Se, in particolare, v € una funzione differenziabile due volte in €2,

(V- Vo) (x) 0 0v(x) N 0 Ov(x) _l_i@v(x)

- Ox, O, Oxy Oxs 0 Oz, Oz,
_ PPu(x)  0*u(x) 0*v(x)
0% 022y Tt 0%z,

che, come noto, indica il Laplaciano della v in un punto x € 2. In simboli
(V- Vo)(x) = Av(x) = Vu(x).
Nell’esempio precedente (u(zy, z2,x3) = 22 + 23 + 23)

(V-Vu)(x) = (V- Vu)(x) = 3.

Teorema della divergenza

Indicato con £ = (fi, fo,..., fu)? un campo vettoriale in un dominio
Q2 C R™, le cui componenti fi(x), fo(x), ..., fu(x) sono ivi differenziabili con
continuita, per la div(f) in {2 vale la seguente importante relazione:

/V~fdv:/ f - ndo, (3.8)
Q 0N

dove n ¢ il vettore unitario esterno alla superficie 02, dv e I’elemento infini-
tesimo di volume e do ’elemento infinitesimo di superficie. Questo risultato,
oltre che molto utile dal punto di vista del calcolo, € molto importante in
fluidodinamica in quanto esso stabilisce che il flusso netto di un liquido in
un dominio €2, ossia quello che attraversa la sua frontiera 02, e pari all’ap-
porto complessivo delle sue sorgenti meno quello eliminato dai pozzi in esso
contenuti.

Verifichiamo ora il teorema su di un esempio. A tale scopo, posto
f(z,y,2) = (z,y,2)", consideriamo la superficie S, formata dalla superfi-
cie Sy di un cono z = /2?2 + 32, con 2% + y* < 1, e della superficie piana S,
formata dal cerchio 2% + y? < 1 nel piano z = 1 (Fig. B4).
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>

Figura 3.4: La figura mostra la superficie S, formata dalla superficie S; di
un cono z = /a2 + 142, con 2% + y? < 1, e della superficie piana Sy formata
dal cerchio 22 + y* < 1 nel piano z = 1.

Esempio 3.4.5 Come dimostrato in precedenza, il vettore normale esterno

. . T .
(versore normale esterno) in (z,y,z) € n; = % (%, Y —1) . Di conseguenza,

nella superficie S il flusso e nullo, in quanto

¢ 1 x2+y2 1 2% +y? — 22 0
NN = — —_— —_— —Z = — = = U.
N AN V2 2

Su Ss il versore normale esterno & ny = (0,0, 1)7 per cui, essendo z = 1,
/ f-ngda:/ zda:/ do=m (area di Sy).
Sa S2 Sa
Calcoliamo ora l'integrale di volume. A tale scopo, osservato che
0 0 0
Vif=—zr+—y+—2=3,
Bz 8yy 92"

e indicato con V' il volume del cono,

/ V- fdv = / 3dv =7 (3 x il volume del cono).
v v
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Il teorema e pertanto verificato nell’esempio. Consideriamo ora un esempio
nel quale e tutt’altro che indifferente calcolare il flusso mediante 'integrale
di volume o di superficie.

Esempio 3.4.6 Sia 02 la superficie di un cubo ), avente come vertici i
punti:

(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1), (1,1, 1).
Indicato con f il vettore di flusso f = (22, y?, 2%)T, vogliamo calcolare il flusso
che attraversa le facce del cubo 2. Esso e dato dall’integrale di superficie

I:/ f - ndo
a9

che non e immediato calcolare, in quanto occorre valutare il flusso attraverso
ciascuna delle sei facce del cubo. 1l calcolo dell’integrale di volume della
div(f) & invece immediato in quanto, osservato che V - f = 2z + 2y + 2z, si

ha che
/V fdv—/ // (22 + 2y + 2z)dxdydz =

// 2x+2y+1)d:cdy—/(2x+2)d = 3.
0

Dal teorema della divergenza discende la seguente importante relazione,
nota come Prima identita di Green:

Se u ¢ una funzione dotata di derivata seconda continua in €2 e
v € una funzione ivi differenziabile, indicata con g—z la derivata
di u lungo il versore normale esterno n in 0f2, vale la seguente
identita:

/Q(Au)<pdv = /m (2—2) pdo — /Qvu - Vedv, (3.9)

dove Aw indica il laplaciano della u (Au =V - Vu).

Per la dimostrazione si osserva, in primo luogo, che
V- (pVu) =Vu- Ve + pAu,
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da cui

/V-(¢Vu)dv=/Vu-V<pdv+/g0Audv
Q Q Q

e inoltre, per il teorema della divergenza applicato all’integrale a sinistra
dell’uguale,

/ eVu-ndo = / Vu - Vedv + / pAudv.
o9 Q Q

Da tale relazione, ricordando che g—z = Vu - n, segue immediatamente
I'identita (B9).

L’estensione n-dimensionale del modello differenziale ellittico ([B) e la
seguente:

-V - (k(x)Vu) + ap(x)u = f(x), xe€QCR”
(3.10)
u(x) =0 x €00
nel quale k(x) ¢ differenziabile e nonnegativa in Q, ap(x) > 0in Q e la f ¢ ivi
continua. Sotto tali ipotesi, il modello e di tipo ellitico, per cui I'osservazione
della u su 0N garantisce 'esistenza e l'unicita in senso forte (puntuale) della
soluzione in Q. Per la formulazione variazionale (debole) del problema le
ipotesi di continuita della f e della u, come al differenziabilita della x in
(2, non sono necessarie. Continuano ad essere importanti le condizioni di
positivita di « e la nonegativita di ag, in quanto essenziali per la condizione
di elliticita in 2 dell’operatore differenziale:

(a) k(x) > c||¢]]?, qualunque sia £ € R™,
(b) ap(x) > 0in Q.

Esse infatti garantiscono 'esistenza e I'unicita della soluzione debole anche
nel caso non esista la soluzione in senso forte del problema (BIT).

I caso k(x) positivo e ag(x) < 0 (modello modificato) ¢ comunque di
notevole interesse nello scattering di onde acustiche, elastiche ed elettroma-
gnetiche, per lo sviluppo delle tecnologie di ricostruzione di immagini non
distruttive (imaging). In queste ipotesi & tuttavia molto pitt complesso di-
mostrare la buona posizione del problema. Risultati importanti in questo
ambito si trovano in [7].

In analogia con quanto visto nel caso ordinario, per ottenere la formula-
zione debole del modello ([BI0) si considera lo spazio H}(Q2) delle funzioni
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nulle in 0€2, le cui derivate prime esistono in €2 (nel senso delle distribuzioni)
e sono ivi al quadrato integrabili nel senso di Lebesque e nel quale la norma
e cosl definita:

2 2 _
Il = el oy = |

Questo significa che la soluzione u € HJ(£2) come anche le funzioni test ¢ €
H;(€). Si richiede dunque 'esistenza e I'unicita di una funzione u € HJ ()
tale che ’equazione

u? + i
i=1

ou |?
825‘2'

] dQ, ue Hy(Q).

/Q[V(ff(x)) - Vu + agulp(x)dv = /Qf(x)gp(x)dv (3.11)

sia soddisfatta qualunque sia p € Hj ().

A questo punto, allo scopo di poter utilizzare le condizioni di annulla-
mento delle funzioni test su 02, si utilizza un teorema di Green che fornisce
una generalizzazione della prima identita di Green ([BH). Esso stabilisce che,
qualunque siano u e p € H}(Q)

—/S;V(I{(X)vu)@dv = — /89 (KJ(X)%) odo + /Q k(x) - Viodv

dove, al solito, n rappresenta il versore normale esterno a 02 in x. Essendo
¢ = 0 su 99, il problema variazionale (BI1]) diventa: determinare u € H} (<)
in modo che, qualunque sia ¢ € H}((), sia soddisfatta I'equazione

/Q[/{(X)Vu -V + ap(x)uple(x)dv = /Qf(x)gp(:c)dv. (3.12)

Questo modello fornisce la formulazione variazionale debole utilizzata nella
risoluzione del problema (BI0) mediante gli elementi finiti. L’esistenza e I'u-
nicita della soluzione di tale formulazione in H}(€2) sono garantite dall’ipotesi
di elliticita del modello differenziale ([BI0).

Una proprieta basilare per la risoluzione in Hj(€2) del problema variazio-
nale (BI2), mediante gli elementi finiti, & la sua separabilita. Questo significa
che H}(Q) possiede un sottoinsieme X numerabile e denso in H}(Q2). Come
ben noto, dire che X ¢ denso in Hj(2) vuol dire, prefissato ad arbitrio un
numero ¢ > 0, che qualunque sia la funzione v € H{ (), esiste una ¢ € X
tale che ||v — || < €, dove il simbolo || - || indica la norma in H} ().
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Come conseguenza, a prescindere dalla precisione richiesta nei risultati, e
sufficiente limitarsi a risolvere il problema variazionale (B12)) in X. Inoltre,
non essendo in grado di risolverlo nello spazio infinito dimensionale X, grazie
alla sua numerabilita, ci si puo accontentare di risolverlo in una sequenza di
sottospazi X, di X, ciascuno di dimensione finita N = N (h), caratterizzato
da una parametro h > 0 che, al tendere di h a zero, soddisfa le seguenti due
proprieta:

(a) la dimensione N = N(h) tende all'infinito per h — 0;

(b) lo spazio X}, diventa denso in H}(Q) per h — 0.

Come vedremo in seguito, la costruzione degli spazi {X,} viene realizzata,
reticolando opportunamente il dominio {2, numerando i punti nodali interni
ed associando a ciascuno di essi una funzione che in esso assume il valore 1,
mentre assume il valore zero in tutti gli altri punti nodali interni e di frontiera.
Una volta costruito lo spazio X, si determina in esso 'unica funzione uy, che
soddisfa il sistema N (h)-dimensionale

/Q [k (x)Vup - Vo + ao(X)unppldv = /Q fondv (3.13)

qualunque sia @;, € X,. Le ipotesi di elliticita sull’operatore differenziale ga-
rantiscono l'esistenza e I'unicita della soluzione in X;. In conseguenza della
separabilita dello spazio Hj(Q2) e della densita di Xj, in H (), al tendere di
h a zero, vale inoltre il seguente fondamentale risultato sull’errore di appros-
simazione della soluzione u del problema variazionale ([B12) con la soluzione

up, del problema N (h)-dimensionale (BI3) (Teorema di Cea [6]):

Prefissato h > 0, esiste una constante ¢, indipendente da h, tale
che

l|u —up|| < cinfiex, ||u—v|| (3.14)
dove inf,ex, ||u — v|| indica la migliore approssimazione in norma
di una funzione u in Xj,.

Per risolvere numericamente il sistema (B.I3), indicata con {cpZ}ZN:(lh ) una base
per X; e posto up, = Zjvz(?) a;pj, si impone che sia soddisfatto il sistema
lineare N (h)-dimensionale

{ S 0 k(x) Ve, - Vi + ao(x)ip; (x)pi(x)]dv = [, f(x)(x)dv
i=1,2,...,N(h),
(3.15)
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ottenuto sostituendo in (BI3)) uy con il suo sviluppo e la generica ¢ con le fun-
zioni di base {¢;}. La determinazione del vettore a = (ay, as,...,anm))’,
soluzione del sistema ([BI3), consente di approssimare la soluzione u del pro-
blema variazionale (BI2) con uy, la quale, come evidenziato dalla (BId),
tende alla u per h — 0. La rapidita con cui questo avviene dipende dall’or-
dine di approssimazione di una generica funzione u di H}(Q) in X},, come
vedremo in seguito. Quanto esposto fornisce 2 dei 3 passi fondamentali del
metodo di Garlekin, che rappresenta il pitt noto dei metodi agli elementi fi-
niti per la risoluzione di un problema di tipo ellitico. Esso si basa infatti sui
seguenti 3 passi fondamentali:

(a) formulazione variazionale (B13) del problema (BIT);

(b) generazione di una sequenza opportuna di spazi {X,} con scelta della
N(h),

associata base funzionale {(;},_1";

(¢) risoluzione numerica del sistema lineare algebrica (B.15).

La generazione degli spazi X (h) ¢ la parte piu tecnica, in quanto fortemente
basata sulla geometria di §2. Per essa ci si riferisce, solitamente, a codici di
calcolo professionali, per lo piu basati sul riempimento di €2 mediante trian-
goli, nel caso bidimensionale, e di tetraedri, nel caso tridimensionale. Nel
caso bidimensionale, come verra evidenziato successivamente in un caso sem-
plice, si ordinano i punti interni del reticolo. Il parametro A indica il massimo
diametro dei triangoli cosi introdotti (massima distanza tra 2 punti nodali
consecutivi). Ad ogni punto nodale interno z; si associa una funzione ¢;(x),
richiedendo che essa rappresenti una piramide a faccie piane che assume il
valore 1 in z; e il valore zero in ciascuno dei punti nodali dei triangoli che han-
no un vertice in z;. La base della piramide ¢ evidentemente formata da tali
triangolini. A questo punto il dominio della ¢; viene esteso a tutto il reticolo
di €, richiedendo che la ¢, sia identicamente nulla al di fuori della base della
piramide. E evidente che questo procedimento determina, in modo univoco,
la ¢;, j =1,...,N(h). Inoltre, essendo ¢;(z;) = 6;;, 4,5 = 1,...,N(h), la
funzione wu;, puo essere rappresentata nella seguente forma Lagrangiana:

N(h)

un(x) =Y un(r;)e;(x). (3.16)

i=1

Tale scelta € comoda in quanto consente di identificare il vettore a =
(oa,...,anm)? con w, = (up(z1),...,up(zy,)). Tenuto conto di questa
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identificazione, scriviamo come usuale, il sistema (BIH) nella forma

Auh = b, (317)

a'ij = a(goia 80]) - /Q[K’(X)vw] : VQOZ + aO(X)QOing]d'Ua Za] = 1a sy N(h)a

b= | f(X)pi(x)dv, i=1,...,N(h), wu,= (up(z1),... ,uh(atN(h)))T.

Come evidenziato successivamente con un esempio, la matrice A & sparsa,
dato che i supporti di ¢; e ¢; hanno intersezione non vuota soltanto quando i
punti nodali z; e x; sono entrambi vertici de triangoli appartenenti a ciascuno
dei due supporti. Per questo motivo, i metodi numerici che maggiormente si
usano nella risoluzione del sistema (BI) sono di tipo iterativo.

Figura 3.5: La figura mostra il dominio €2 partizionato con z; = 1,i =
0,1,2,3,4ey; =7,7=0,1,2,3,4.

Allo scopo di illustrare la tecnica, consideriamo la risoluzione del proble-
ma (BI0l) nel caso particolarmente semplice in cui il dominio sia il quadrato
Q={(x,y)|0 < z,y <4}. Come evidenziato nella Figura B, partizioniamo
2 considerando x; = 1,¢ = 0,1,2,3,4ey; = 5,5 = 0,1,2,3,4. Numeriamo
ora i punti nodali ottenuti secondo il metodo lessicografico (si procede per
valori crescenti di y; e, a parita di y;, si ordina per z; crescente). Siottengono
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cosl 25 punti nodali di cui 9 interni e 16 di frontiera. Ciascuno dei 16 qua-
dratini ottenuti viene suddiviso in 2 triangolini, seguendo lo schema indicato
nella Figura B, ottenendo in tal modo 32 triangolini. Per ciascuno dei 9
punti nodali interni (7, 8, 9, 12, 13, 14, 17, 18, 19) si considera il dominio
(esagono) formato dai triangolini avente tale punto come vertice. Per i punti
7, 8 e 12, per esempio, gli esagoni sono quelli indicati nella Figura B.6.

Tio Tz 8 T4 ! Tis 12 T2

T T3 Ty Ts Ty VAT

Figura 3.6: Triangoli che hanno un vertice nei punti 7, 8 e 12, rispettivamente.

A questo punto, ad ogni punto interno si associa una funzione di tipo
piramidale con base esagonale e vertice nel punto interno. Nel punto interno
si assegna il valore 1 e, in ciascuno degli altri punti nodali il valore zero.
Essendo le facce piane, per ogni triangolino risulta determinato un piano che
assume il valore 1 in un vertice e zero negli altri 2. Le funzioni cosi costruite
sono 9, indicate rispettivamente con 7, ©s, V9, P12, 13, P14, P17, P18 € P19-
La @7, ad esempio assume il valore 1 nel punto 7 e zero in ciascuno dei punti
1, 2, 8, 3, 12 e 6, mentre @5 assume il valore 1 nel punto 12 e zero nei punti
6, 7,13, 18, 17 e 11.

I dominio di ognuna delle 9 funzioni ¢, considerata (n =
7,8,9,12,13,14,17,18 e 19) viene esteso a tutto il dominio 2 (quadrato di
lato 4), ponendo ¢p(x,y) = 0 per (z,y) esterno alla base esagonale della
piramide da essa definita. E evidente che ogni ¢, € H} (), dato che il suo
dominio e € e il suo supporto & un esagono nel quale la funzione e continua e
le sue derivate parziali prime presentano una semplice discontinuita di prima
specie lungo i lati dei triangoli che formano I’esagono. Il modello differenziale
ellittico (BITI), nel quale si assume nota la u su 052, & detto di tipo Dirichlet.
Nel caso sia invece assegnata su 0f) la derivata normale %, il problema e
detto di tipo Newmann. Il modello ¢ di tipo misto nel caso su una parte
I'; di 0N sia assegnata la u e sulla parte complementare I'y la %. La teoria
garantisce che, in ciascuno di questi 3 casi, nelle ipotesi precedenti su k(x)
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e ag(x) per il modello (BITl), esiste ed ¢ unica la soluzione in senso forte del
problema.

3.5 Problema modello

Consideriamo il modello differenziale a derivate parziali del secondo ordine:

{ —V - (k(x)Vu) = f(z), z€QCR?

u=20 x € 0N ’ (3.18)

dove

V- (k(z)Vu) = a% (n(x)g—;) + a% (ax)g—;z) .

Poiche il problema e di tipo ellitico, la condizione al contorno sulla frontiera
(problema di Dirchlet) assicura 'esistenza e 'unicita della soluzione.

In analogia con quanto visto nell’esempio precedente, anche in questo
caso si sceglie una funzione test v(z) € Hg(Q) al fine di scrivere il problema
differenziale (BI8) nella sua forma debole. Pertanto moltiplicando primo e
secondo membro della per la funzione test v(x) e integrando in €2, si
richiede che ’equazione:

_/fzv.(,i(x)vu)u(x)dx:/Qf(x)v(x)dx (3.19)

sia soddisfatta qualunque sia v € H(2). A questo punto & necessario fare
uso del teorema di Green per elaborare I'integrale a primo membro, tecnica
equivalente all’integrazione per parti quando le funzioni da integrare sono in
piu variabili. Questo permette di scrivere 'integrale a primo membro della

(BI9) nel seguente modo:

_/Qv.(ﬂ(x)vu)u(x)dx: —Agv(x)m(x)g—er/Qm(x)Vu-V% (3.20)

dove n rappresenta la normale uscente dalla frontiera di €2 e diretta verso
I'esterno. Nel nostro caso, essendo Q C R2, si ha che 9 & una curva e
di conseguenza n non e altro che il vettore normale cambiato di segno del
triedro di Frénet.

Dal momento che v(z) € HJ(2) si annulla nella frontiera, si ha che il
primo integrale a secondo membro della (B20) ¢ nullo e pertanto la forma
debole del problema differenziale (BI8) diventa:
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Date f(z),v(z) € HL(Q), cercare u(z) € Hy () tale che
a(u,v) = (f,v), (3.21)

dove
a(u,v)d:ef/Qm(:c)Vu(x)~Vv(x)dm, (f,v)d:ef/gf(:c)v(:c)dx. (3.22)

La soluzione del problema (B2]]) si trova in uno spazio infinito dimensio-
nale. Per la sua risoluzione numerica occorre discretizzare il sistema dato in
modo da approssimare la soluzione u(z) in uno spazio di dimensione finita.
Al fine di illustrare la logica del metodo, supponiamo che € sia un quadrato.
Il primo passo consiste nel costruire su di esso una discretizzazione regola-

rel. La Fig. B illustra il dominio discretizzato e come si puo notare la
mesh ¢ costituita da 32 triangoli 7, (r = 1,2...32) e da 25 nodi n, dove
s=1,2...,25. Tra i 25 nodi, nove sono interni e 16 di frontiera e visto

che il problema differenziale considerato in questo esempio e ellittico, si co-
noscono i valori della soluzione nei 16 nodi di frontiera (in quei punti essa
vale zero).

Nel caso della ODE abbiamo usato la base di splines lineari definite dalla
B4). L’analogo bidimensionale di tali splines ¢ dato dalle piramidi con
base esagonale di altezza unitaria. Sia r; = a+ih coni=0,...,n+1, h =
(b—a)/(n+1), xg = a, ,4+1 = bla partizione lungo I’asse = della mesh in Fig.
B7 esiay; = c+jkconj=0,...,m+1, k= (d—c)/(m+1),y0 = ¢, Yms1 = d
la partizione lungo I'asse y della mesh nella stessa figura. Dal momento che
stiamo considerando un dominio quadrato con mesh regolare e che la sua
estensione al caso rettangolare non crea alcun problema, assumiamo n = m,
h=k.

Allo scopo di poter evidenziare la struttura del sistema lineare ottenuto
e determinare un algoritmo efficace per la sua risoluzione, occorre sviluppare
la sua notazione in modo adeguato.

Si inizia con la numerazione dei triangoli, che indicheremo con

T, =A{T,:r=1,...,R}, (nell’esempio R = 32)
e dei nodi della mesh, che indicheremo con

N,={ns:s=1,...,5} (nell’esempio S = 25).

In termini piu tecnici questo passaggio viene detto costruzione della mesh che in
questo esempio viene considerata regolare soltanto per semplicita di esposizione.
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Figura 3.7: La figura rappresenta un esempio di mesh. Il dominio scelto & un
quadrato, la mesh e regolare e rappresentata da 32 triangoli e 25 nodi. Dei
25 nodi, 9 sono interni e 16 sono di frontiera.

Quest’ultima notazione e ottenuta introducendo una funzione bivariata che
alla coppia di indici (7, 7) del generico punto (z;,y;) della mesh, associa un
numero naturale n(i, j). Nel caso rettangolare la numerazione ¢ ottenuta con
la seguente regola:

n(i,j)=i+14+n+2)j i=01,....,.n+1ej=0,1,....m+1,
ossia la numerazione procede dal basso verso 1’alto e da sinistra verso destra
(nell’esempio specifico n = m = 3).
Dall’insieme N}, occorre estrarre il sottoinsieme dei nodi liberi (free nodes)
che indicheremo con

Ny ={nys,...,np} (nell’esempio L =9).
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Nell’esempio specifico: ny, = 7, ng, = 8, ng = 9; ng, = 12, ny, = 13,
Nfe = 14, ng, = 17, Npe = 18 e Nfy = 19.

Ad ogni nodo interno, identificato dall'indice ny,, viene associata una funzio-
ne ¢;(x,y) il cui supporto & I'esagono formato dai triangoli che hanno tale
punto come loro vertice. Per il nodo caratterizzato da ny,, ad esempio, I'e-
sagono e formato dai sei triangoli 17, 15, T3, 119, T11€T12 e quello identificato
da ny, dai triangoli T3, Ty, T5, Tia, Tiz € T4, ecc.

Nel caso piu semplice, ma anche il piu frequente, ¢;(x,y) ¢ una box-spline
lineare, ossia un polinomio di primo grado in (z,y) in ciascuno dei sei trian-
goli che definiscono il suo supporto e identicamente nulla altrove. Identifi-
cando con ny, il punto nodale della mesh che gli corrisponde, la funzione ¢,
e univocamente caratterizzata dalla seguente condizione di cardinalita:

1, =1
¢l(nfj>:51j:{ 0 ;7&[

Lo span di tutte le ¢;, ossia lo spazio vettoriale S;, = span{¢1, ..., ¢r} che ha
come base le funzioni ¢;, e lo spazio degli elementi finiti associato alla mesh
del dominio. Esso rappresenta il sottospazio finito-dimensionale di H}(fQ),
sul quale deve essere proiettata l'equazione (B2I]) . La forma debole del
problema differenziale diventa: trovare u € Sy, tale che a(u,v) = (f,v), per
ogni v € Sp. Scriviamo la soluzione u(z) come combinazione lineare degli
elementi della base del sottospazio Sy,

L
u(z) P up =Y wdy,
=1

e otteniamo la proiezione su S7 del problema differenziale:

L

Za(¢lv¢j>uj = (fv (bj)’ j=12,...,L (323)

=1

L’equazione ([B23) ¢ un sistema lineare le cui incognite sono rappresen-
tate dalle componenti della soluzione u(z) nel sottospazio Sy. In forma piu
compatta la (B2Z3) diventa

Ku="f,

dove K = a(¢y, ¢5) e f = (f,¢;) (I,j =1,2,...,L) sono chiamati stiffness
matrix e load vector, rispettivamente.
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A questo punto e necessario scegliere esattamente il tipo di funzioni per
scrivere la base {¢}~,. In genere si considerano funzioni polinomiali nelle
variabili z e y di gradon conn = 1,2, 3, ..., tra loro opportunamente raccor-
dati. In questo esempio consideriamo n = 1 e pertanto il sottospazio finito
dimensionale di H}(Q) ha come base delle piramidi con base esagonale (Fig.
BY). Indicando con z; le coppie di nodi interni (z;,y;), si ha:

1 i=j
dove 7,7 =1,2,...,9. Di conseguenza, in questo esempio la base e costituita

da nove elementi ¢;(z;) aventi ciascuno un esagonoﬁ come supporto.

3.5.1 Calcolo delle funzioni di base ¢;(x,y)

Per trovare I’equazione dei piani corrispondenti ad un elemento della base,
occorre tenere presente che nella frontiera del dominio 2 gli elementi della
base si devono annullare e che in ogni triangolo 7; della mesh (facente parte
del supporto di una funzione di base), un piano ha valore uno nel comune
vertice e valore zero nei restanti vertici (Fig. BF). Pertanto & sempre possibile
trovare 1’equazione di ogni generico piano su un generico triangolo, visto che
per tre punti dello spazio passa uno e un solo piano.

Calcolo di ¢;(x,y)
Gli estremi del triangolo T} in Fig. B sono dati dai punti

T = 0 7 = h Tg = 0

=07 Lyr=h " |ys=h"
per cui, essendo z(z,y) = a + bx + cy 'equazione di un generico piano in R3,
si ha

2(z1,51) =0 a=0 a=0
z(xr,y7) =1 = a+hb+hc=1 = b:% ,
(w6, y6) =0 a+hec=0 c=0

per cui l'equazione del piano cercato ¢ z = x/h.

2Esso & a sua volta dato dall’unione di sei triangoli 7; della mesh in Fig. B aventi in
comune il vertice nel quale la spline assume il valore 1.
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Figura 3.8: La figura rappresenta un esempio di base polinomiale di primo
grado in un dominio esagonale. Da notare in particolare come 'unione dei
sei piani aventi valore uno nel vertice comune, formano una piramide a base
esagonale.

Procedendo in modo analogo, possiamo trovare I’equazione del piano con
supporto il triangolo T5:

{1'1:0 {l’gzh {1’7:h
=07 1v%=0"y=hr"

2(x1,y1) =0 2(0,0) =0 a=0 a=0
2(22,y2) =0 = < 2(h,00=0 = < a+hb=0 = ¢ b=0
2(x7,y7) = 1 z(h,h) =1 a+hb+hec=1 c=+

La sua equazione ¢ pertanto z = y/h.
Piano con supporto il triangolo T3:

To=nh rg = 2h zr=h
yo=0 " L ys=h | yr=h"

2(xg,y2) =0 z(h,0) =0 a+hb=0
2(zs,ys) =0 = ¢ 2(2h,h) =0 = ¢ a+2hb+hc=0
2(x7,y7) =1 z(h,h) =1 a+hb+hc=1
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1 A O a 0 a 1 —1 1 0
(1 ) h)(b)<o) . (b)( o 1/h)(0)
1 h h c 1 c —-1/h 0 1/h 1

La sua equazione ¢ z =1 —x/h + y/h.
Piano con supporto il triangolo 77s:

{1’7:h {l’gZQh {1’13:2h
y7:h7 ygzh ’ y13:2h’

2(z7,y7) =1 z(h,h) =1 a+hb+hec=1
2(zg,ys) =0 = ¢ z(2h,h)=0 = < a+2hb+hc=0
2(z13,913) =0 2(2h,2h) =0 a+ 2hb+ 2hc =0

1 h h a 1 a 2 0 -1 1
1 2 h b l=(0]=1|b|=|-1h 1/b o0 0
) 0)- ()= ()i ) ()

L’equazione del piano € dunque z = 2 — x/h.
Piano con supporto il triangolo 77;:

1’7:h $13:2h l’lgzh
y7:h 7 y13:2h’ y12:2h’

2(x7,y7) =1 z(h,h) = a+hb+hc=1
2(z13,913) =0 = z(2h 2h) = 0 = < a+2hb+2hc=0
Z(l’lg,ylg) =0 (h 2h) &—l—hb—l—QhC: 0

1 h h a 1 a 2 -1 0 1
(1% zh)(b)(o):,(b)( 0 1/h)(0)
1 h 2h c 0 c ~1/h 0 1/ 0

Tale piano ha come equazione ¢ z = 2 — y/h.
Piano con supporto il triangolo T7:

{1’6:0 {1’7:h {l’lgzh
y¢=h " | yr=h | y2=2h "’

2(z6,ys) = 0 2(0,h) = a+hc=0
2(xr,y7) =1 = (h,h): = a+hb+hc=1
0 z(h,2h) = a+ hb+2hc =0

Z($12, y12) =
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10 h a 0 a 1 1 -1 0
1 h h bl=(1]=1|b|=|-1h 1/b o0 1
1 h 2h c 0 c 0 —1/h 1/h 0

L sua equazione & dunque z = 1+ x/h — y/h.
Pertanto la funzione di base ¢;(x,y) ¢ data da (si veda Fig. BO):

’LL’/h (LL’,y) €T1
y/h (l’vy) € T2
R S (325
2—y/h (z,y) € Th
| 1+2/h—y/h (z,y) € Tho

Calcolo di ¢(x,y)

e Piano con supporto il triangolo T5.
Tale piano ha la stessa inclinazione del piano avente come supporto
il triangolo T e interseca l’asse z nel punto (0,0,1). Pertanto la sua
equazione ¢ data da (si veda la B2H)) z =1+ x/h.

e Piano con supporto il triangolo 7}.
Tale piano ha la stessa equazione del piano avente come supporto il
triangolo T3 e pertanto (si veda la (B2H)) si ha: z = y/h.

e Piano con supporto il triangolo T5.
Tale piano ha la stessa inclinazione del piano avente come supporto
il triangolo T3 e interseca I’asse z nel punto (0,0,2). Pertanto la sua
equazione ¢ data da (si veda la (B2H)) z =2 — z/h + y/h.

e Piano con supporto il triangolo T71,.
Tale piano ha la stessa inclinazione del piano avente come supporto il
triangolo Tj2 e interseca I’asse z nel punto (0,0,3). Pertanto la sua
equazione ¢ data da (si veda la (B22H)) z =3 — z/h.

e Piano con supporto il triangolo T7s.
Tale piano ha la stessa equazione del piano avente come supporto il
triangolo T7; e pertanto (si veda la (B2H)) si ha: z =2 —y/h.
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Figura 3.9: La figura rappresenta la mesh considerata in questo esempio dove
sono stati rapprensentati solo i nodi interni e dove il supporto della funzione
base ¢1(x,y) & evidenziato in blu.

e Piano con supporto il triangolo Tis.
Tale piano ha la stessa inclinazione del piano avente come supporto il
triangolo Tjo e interseca l’asse z nel punto (0,0,0). Pertanto la sua
equazione e data da (si veda la (B2H)) z = x/h — y/h.
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Pertanto la funzione di base ¢o(z,y) € data da:

(bg(l’,y) =

Calcolo delle restanti funzioni base

(3.26)

Sfruttando la simmetria della mesh in Fig. B e la linearita delle funzioni
base, si trova facilmente che

P3(z,y) =

(Z54(LL’, y) =

¢s(z,y) =

(- 2+x/h
y/h
3—z/h+y/h
4—z/h
2—y/h

| —1+z/h—y/h

(z/h
—1+4+y/h
—z/h+y/h
2—x/h
3—y/h

2+ ax/h—y/h

(—1+2z/h
—1+4+y/h
1—x/h+y/h
3—x/h
3—y/h
(1+x/h—y/h
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b6(x,y) =

<z§7(x,y) =

Ps(x,y) =

bo(z,y) =

(z/h

—2+y/h

—1—x/h+y/h

2—2x/h

4—y/h

3+xz/h—y/h

(—1+4z/h
—2+y/h
—z/h+y/h
3—xz/h
4—y/h
2+ x/h—y/h

(—2+2x/h
—2+y/h
1—z/h+y/h
4—x/h
4—y/h

(1+2/h—y/h

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

3.5.2 Calcolo della stiffness matrix e del load vector

Per calcolare la stiffness matrix K occorre fare uso della seguente relazione

Kij = a(di, ¢5) = /

k(x,y)Voi(x,y) - Vo, (x,y)dxdy.
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Supponendo che il mezzo sia omogeneo (k(z,y) =k = 1), si ha
K =a(¢1,¢1) = / Vi (z,y) - Voi(r,y)dedy
Q

= Voi(z,y) - Vo (x,y)dzdy + | Voi(z,y) - Véi(z,y)dxdy

T1 T2

+ [ Véi(z,y)-Voi(z,y)dedy + [ Véi(z,y) - Voui(x,y)dzdy

T35 Tho

T1 1 Tl 2

in quanto il supporto della funzione base ¢;(x,y) ¢ TyUToUT3UT 0UT 1 UT)s.
Dal momento che V¢, (z,y) = (1/h,0)T quando (x,y) € T}, si ha

1h> 1

1
hz2 2 2

dxdy =
Ty h'2

Analogamente

2

v 2 2R

Per simmetria si vede facilmente che

/T Vor(z,y) - Von(z, y)dady = / Vo (2, y) - Vi (a y)ddy = 1,

Ts
(3.35a)
1
Voi(z,y) - Vou(o,y)dedy = | Vér(z,y) - Vou(x,y)dedy = 3
Th1 T
(3.35b)
1
Voi(z,y) V(o y)dedy = | Vér(z,y) - Vou(x,y)dedy = 3
Th2 T
(3.35¢)
e quindi
Ky =2 1+1+} =4 (3.36)
11 — 2 2 = . .
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Per il calcolo dell’entrata Ki5 notiamo che i supporti delle funzioni base
O1(z,y) e ¢o(x,y) si intersecano nei triangoli T3 e Tia:

supp ¢1(z,y) Nsupp ¢a(x,y) = T3 U Tio.

Pertanto si ha

—1/h
Voo(z,y) = ( 0 ) T3
—1/h
(r,y) € Thy = = / —_2dggdy === =-z,
_( 1/h ., h h2 2 2
VQSZ(:E?y) - _1/h 12
e quindi
Ky =—1. (3.37)

L’entrata K;3 = 0 in quanto

supp ¢1(x,y) Nsupp @3(z,y) =0,

mentre le entrate K4 e K15 possono essere diverse da zero in quanto

supp ¢1(x,y) Nsupp da(z,y) = Tio U Th,
supp ¢1(z,y) Nsupp ¢5(z,y) = Ti U Tho.
Tenendo conto delle funzioni base e delle loro relazioni di simmetria, si tro-

va facilmente che la stiffness matrix e una matrice sparsa avente la seguente
forma

S OO oo

(3.38)

o O O OO
o O OO



11 calcolo del load vector f = (f,¢;) i = 1,2,...,9, dipende fortemente
dalla forma del termine noto della PDE (BIF). In ogni caso, si procede in
modo del tutto analogo a quanto visto per la stiffness matrix. Per esempio,
per ottenere la prima entrata di f, si procede nel seguente modo

fi=(fn) = / £ (2, 9)n(, y)dady

x y
= f(x,y)ﬁdwdyﬂL f(x,y)%dxdy
Ty Ty
r oy r oy
+ . f(z,y) (1 . + h) dxdy + s f(z,y) (1 + . h) dzdy
Yy e
+ ] S (2= F) dedy+ [y (2-) dody,

e facendo uso della restanti funzioni base ¢;(x, y) si trovano formule analoghe
per il calcolo delle rimanenti entrate del load vector.

3.5.3 Come usare un triangolo di riferimento nel FEM

Nella pratica non si calcolano mai le entrate della stiffness matrix e del load
vector facendo direttamente ricorso alla forma esplicita della funzioni base
{¢i(z,y)})_,, perché nei problemi concreti la mesh ¢ spesso costituita da un
migliaio di elementi e non ¢ computazionalmente comodo calcolare un mi-
gliaio di funzioni base da usare per trovare la matrice K e il vettore f. Per
ottimizzare il procedimento sin’ora visto, si utilizza un triangolo di riferi-
mento T avente vertici (0,0), (0,1) e (1,0) e si definisce una trasformazione
biunivoca che collega T con un generico triangolo 7" della mesh in Fig. B.7
avente vertici generici (x1,y1), (22,92) e (23,y3) nel seguente modo:

(07()) - (xhyl)v (07 1) - (x27y2)7 (17()) - (x37y3)' (339)
Si tratta quindi di trovare i coefficienti aq,as,as,by,bo e b3y di una
trasformazione lineare:
T = a; + ass + ast
y:b1+bgs+b3t

Applicando le condizioni ([B39) si trova facilmente che la trasformazione
cercata ¢ data da

{ T =11+ (T2 —21)s + (23 — 21)t _ (3.40)

y=uy1+ (W2 —v1)s+ (ys — 1)t
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La trasformazione (B40) permette mettere in relazione biunivoca una
funzione definita su 7' con la corrispondente funzione definita su Tx: se
f(z,y) & definita su un triangolo generico della mesh, allora la sua controparte
definita sul triangolo di riferimento T € data da

g(s,t) = f[:cl + (x2 —21)s + (w3 —x1)t,y1 + (y2 — 11)s + (y3 — yl)t},

pertanto la funzione g(s, t) ha lo stesso valore della funzione f(z,y) se i punti
(s,t) € Tr e (z,y) € T sono collegati dalla trasformazione (B.40).

Ai tre vertici di un generico triangolo 7' della mesh corrispondono tre
funzioni base ¢; i = 1,2, 3, tali che

1 sei=7

e, mediante la (B40), possiamo scrivere le controparti delle (B4 su Tk:

Yi(s, 1) = Gilw1 + (w2 — 21)s + (w3 — 21)t, 91 + (Y2 — y1)s + (ys — ya)t].-

Dal momento che i vertici di Tz sono in corrispondenza biunivoca con i vertici
di 7', anche le funzioni v; soddisfano alla condizione (B:41)

1 sei=7
) ={ g il (3.42)

Dal momento che la trasformazione ([BA0) e le funzioni ¢;(x,y,) sono
lineari, si trova facilmente che

Ti(s,t)=1—s—1 (3.43a)
Ya(s,t) =s (3.43D)
V3(s,t) =1t (3.43c)

Di conseguenza, nel calcolo della stiffness matrix K e del load vector f
possiamo usare le funzioni base ([B43)) definite su Tg invece di calcolare le
funzioni base ¢1(z,y), da(x,y) e ¢3(z,y) su ogni triangolo della mesh. A
questo scopo occorre fare ricorso alle seguenti formule di cambiamento di
variabili sotto il segno di integrale:

/ kN ¢; - Vodudy = / k(J7IVy) - (J75V;) | det J|dsdt,  (3.44)
T

Tr
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/ Faay)bule,y)dedy = | F(s (s, )] det J|dsdt, (3.45)
T

Tr

dove J ¢ la matrice Jacobiana della trasformazione (BZ0)

J:(:‘”?_”“"1 xi”‘“), (3.46)

Yo — Y1 Y3 — U

e J T =[J 1.
Calcoliamo ora la stiffness matrix K facendo uso della formula (Z44) e
ipotizzando che il mezzo sia omogeneo (k(z,y) =1 = k(s,t) =1):

Ky = / V- Vordxdy —|—/ Vi - Voidxdy —|—/ Vo - Vordzdy
Ty Ty T3
(3.47)

+ Vo, - Voidzdy + Vo1 - Vodrdy + Vo - Vordzdy.

T1 0 Tl 1 Tl 2

Per calcolare I'integrale esteso al triangolo della mesh 77 notiamo che i suoi

vertici sono
x1:0 .CL’Q:h { I3:0
y1=0 " | y2=h " | ys=h"

e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (xs,%2), a cui pertanto
corrisponde la funzione base (s, t) = s. Si ha:

(ko0 o 1 [h —h o
J-(hh) JT h2(0 h),\detﬂ_h. (3.48)

oun (1) 7o (E ) (2)-(). e

Facendo uso delle relazioni in (B48) e (B49), si ha

Vo - Vordedy = / (J_TVWQ) . (J_TVWQ) | det J|dsdt

/01/01 siiﬁdsdt
[ ([ a)wm fomow=(3) =3
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Visto che la trasformazione (B:40) e le funzioni base 7;(s,t) i = 1,2, 3, nella
(B3), sono lineari, il termine (J~7V~;) - (J~V~;) | det J| non dipende mai
dalle variabili (s,t) e pertanto la formula (BZ4l) diventa:

/ Vo, - Vodxdy = % (J_TV%) . (J_TV%-) | det J|, (3.50)
T

dove fTR dsdt = 1/2 perché ¢ l'area del triangolo di riferimento Tg.
Per calcolare l'integrale esteso al triangolo della mesh 75 nel secondo
membro della relazione ([B41), notiamo che i suoi vertici sono

T = 0 To = h T3 = h

y1=0" =0 " |Ly=h"
e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (z3,y3), a cui pertanto
corrisponde la funzione base v3(s,t) = t. Si ha:

(h R\ .o 1 [ h O o,
J—<O h),J —ﬁ<_h h),|detJ|_h. (3.51)

ur (1) (4 2)(D)-() oo

Facendo uso delle relazioni in B:h2 e usando la formula (B350), si ha

1 11 1
/ Vo1 Vrdady = = (J"Vrs) - (JTV3) [det J| = =—=h* = =.
m 2 2 h? 2

Per calcolare l'integrale esteso al triangolo della mesh 73 nel secondo
membro della relazione (BZ), notiamo che i suoi vertici sono

T = h To = 2h T3 = h

=0 " y2="h ' ys="h ’
e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (r3,ys), a cui pertanto
corrisponde la funzione base v3(s,t) = t. Si ha:

ho0 o 1/ h —h )
(Y e () e

VWsI((l)),J_TVW?,:%(gL %h)((l)):(_l%h) (3.54)
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Facendo uso delle relazioni in (B24]) e usando la formula (B350), si ha

1 12
Vo - Vordedy = 5 (J7TV3) - (J7T V) | det J| = iﬁhZ =1.
Ts

Per simmetria sappiamo che valgono le uguaglianze (B3H), ma & istruttivo
verificarle usando il metodo del triangolo di riferimento.

Per calcolare l'integrale esteso al triangolo della mesh Tjy nel secondo
membro della relazione (B4), notiamo che i suoi vertici sono

Ty = 0 To — h T3 = h

n=h | y2o=h " | ys=2h"
e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (xs,%2), a cui pertanto
corrisponde la funzione base 75(s,t) = s. Si ha:

([ hoh s 1/ h 0 e
(Y LA ) s

an (1) 7 (4 2)(2)-( ) o

Facendo uso delle relazioni in (B58) e usando la formula (B350), si ha

Vo - Vordzdy =

% (J7IVn) - (J7"Vm) | det J| = 12p
Tio

2 h?

Per calcolare l'integrale esteso al triangolo della mesh 73; nel secondo
membro della relazione ([B41), notiamo che i suoi vertici sono

Ir = To = 2h T3 = h

yi=h " | y2=2h " | ys=2h"
e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (z1,y;), a cui pertanto
corrisponde la funzione base v (s,t) =1 — s —¢. Si ha:

h 0 _ 1 (h —h
J:<hh),JT:ﬁ(0 h),\detJ|:h2. (3.57)

V71=<:1)’J—TV%:%<6L —hh)(j):(_f/h), (3.58)
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Facendo uso delle relazioni in (B:60) e usando la formula (B350), si ha

1 11 1
/ Vi - Vordady = = (J"V) - (JTVy) [det J| = -5 h* = .
T 2 2h 2

Per calcolare l'integrale esteso al triangolo della mesh Tj5 nel secondo
membro della relazione (BZ1), notiamo che i suoi vertici sono

l’lzh ZL’QZQh 1’3:2h

n=h | ya=h 7 | y3=2h "
e la funzione base ¢;(z,y) vale uno nel vertice (z1,y;), a cui pertanto
corrisponde la funzione base v, (s,t) =1 — s —¢. Si ha:

([ h ok o L ( h 0 e
(Y e (B ) s

=1\ e (R oON[ -1\ _ [ -1/h
on () e (A1) () (1) o
Facendo uso delle relazioni in (B60) e usando la formula ([E30), si ha
11, 1

Vo - Vordrdy = 572 5

T1o0

(J_TV%) . (J_TV%) |det J| =

N —

Sommando i contributi calcolati, si trova K13 = 4 come ci aspettiamo (si
veda la (B39)).

Il calcolo delle altre entrate della stiffness matrix e del load vector sono
esattamente analoghi e lo lasciamo come esercizio. Nel caso del load vector la
formula (BZH) si semplifica in quanto lo Jacobiano non dipende dalle variabili
di integrazione, ma a differenza del calcolo della matrice K, non & possibile
dare una formula esplicita simile alla (B50), in quanto si hanno vari casi in
base alla forma del termine noto f(z,y) della PDE (BIS).

140



Appendice A

Serie di Fourier

A.1 Funzioni periodiche e polinomi trigono-
metrici

Definizione A.1.1 Una funzione f(x) definita in un dominio D é detta
periodica di periodo T se, qualunque sia x € D, x + T appartiene a D ed
inoltre f(z) = f(x +T).

In tal caso T ¢ il periodo e 1/T ¢ la frequenza della f. Se f(z) e periodica
con periodo 7', lo € anche di periodo 27,37, . ... Per questo motivo, talvolta
si preferisce precisare che T' ¢ il periodo fondamentale.

Per esempio le funzioni sin x e cos x sono periodiche di periodo 27, mentre
sinwz e coswx (w # 0), sono periodiche di periodo 27 /w. Se k € un intero,
anche sin kwz e cos kwx sono periodiche con periodo 27 /w.

Spesso, in vari contesti applicativi, una funzione denita in un intervallo
viene estesa per periodicita a tutto R. Ad esempio, la funzione

T 0<z<l1
f(‘”)_{ 2—z 1<z<2’
puo essere estesa per periodicita su R, ponendo f(z) = f(x + 2).
Armoniche elementari.

Le funzioni

1. f(z) = acos kwz + by sinkwz, k intero, w # 0
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2. g(x) = pg cos(kwx + 0;), Kk intero, p >0, w #0, 6, € R

dette armoniche elementari, sono periodiche di periodo 27/w. Esse sono
inoltre equivalenti, nel senso che, assegnate le costanti che caratterizzano una
forma, & sempre possibile passare dalla (1) alla (2) e viceversa. Per esempio,
assegnati py e 6y, € immediato calcolare a; e by . Infatti, essendo

g(x) = py cos(kwz + 6i) = pi(cos kwzx cos O, — sin kwx sin by,

= (py, cos Oy,) cos kwx — (py, sin by, sin kwx

basta porre a; = pg cos by e b, = —pg sin Oy.
Viceversa, noti ay, e by, € immediato determinare py e 0. Infatti, essendo

Y

pr cos b, = ay,
P cos bt = —by

st avra pp, = /ai + bi = arctan (—Z—Z) ,ar 7 0. In praticolare, se b, = 0
si ha p, = |ag] e @ = 0 0 § = 7 a seconda che sia a > 0 0 a; < 0,
rispettivamente.

Polinomio trigonometrico di ordine n.

n
T.(z) =ag+ Z(ak cos kwx + by sin kwz)
k=1
dove ag, ay, by e w # 0 sono numeri reali.
T, € una funzione periodica, in quanto combinazione lineare delle 2n + 1
funzioni elementari

1, coswz, sinwz, . . ., cos nwe, sin nwr, (A.1)

tutte periodiche di periodo T = %’r
Le funzioni trigonometriche ([AJl) qualunque sia n, sono mutuamente
ortogonali in [0, 7.

Dimostrazione. La funzione costante f(x) =1 & ortogonale a tutte le
altre, in quanto

in & 1 1
Smkwwx § = —sinkwl = —sink2r = 0

T
/ 1-coskwxdr =
0
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cos kwx
kw

per k=1,2,... n. Inoltre se h # k,

T
1
/ 1-sin kwzrdr = — OT:—k—(cosk27r—1):0
0

w

T T
/ cos kwx cos hwrdr = / %[cos(k: — h)wz + cos(k + h)wz|dx
0 0

1 {sin(k —h)wz  sin(k + h)wx} T _0

T2 (k—-hw (k+hw |,

in quanto w1 = 27. Da notare che se h = k,

T T4
/ cos® kwrdr = / 5 [1 + cos 2kwx]dx
0 0

2

1 { ﬁanwx}T T
X _— = .
. 2

2kw -

Pertanto i due risultati possono essere espressi nella forma seguente:

T T
/ cos kwx cos hwxdr = 55%,
0
essendo dy;, il simbolo di Kroenecker, cosi definito
S — 1 h=k
PRV 0 h#£
Analogamente, se h # k,

T T
1
/ sin kwx sin hwrdx = / 5[(308(]{? — h)wx — cos(k + h)wz|dx
0 0

1 {sin(k; —hwz  sin(k + h)wm}T 0

2| (k-hw k+hw |,

e, se h =k,

T T4
/ sin® kwrdr = / —[1 — cos 2kwz|dx
0 0 2

1 [ sin2k‘wx}T T
=_—|lz0———| =—.
0 2

T2 2kw
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Pertanto, indipendentemente dall’essere h e k uguali o diversi,
T T
/ sin kwz sin hwzrdxr = Eéhk.
0

Infine & immediato osservare che sin hwzr e coskwz sono ortogonali in
[0, T], qualunque sia la coppia di valori h, k. Infatti, se h # k,

T T
1
/ sin kwx cos hwrdxr = / 5 [sin(k — h)wz + sin(k + h)wz]dx
0 0

1 {_cos(k‘ —hwx  cos(k + h)wz} T 0

T2 (k —h)w (k+hw |,

e inoltre, se k = h,

T T T
/ sin kwx cos hwrdx = / de = 1 —M = 0.
0 0 2 2 2hw 0

Proprieta sull’integrazione delle funzioni periodiche.

Indicato con T il periodo di una funzione periodica e integrabile e con a un
qualunque numero reale, vale la seguente proprieta:

/aa+T flz)dz = /OTf(a?)dx.

Dimostrazione. Qualunque sia a € R, esiste un intero n tale che nT" <
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a < (n+ 1)T. Pertanto, essendo (n+ 1)T < a+T,

a+T (n+1)T a+T
/ f(z)dx = / f(z)dx + / f(x)dz  posto x =y + T nel secondo int.
a a (

n+1)T

(n+1)T a
— [ s@ie [ s D
a T

(n+1)T na

:/ f(a:)dx+/ f(z)dx
a nT
(n+1)T

= / f(x)dx

nT

T
:/ f(z+nT)dz
0

= /OTf(a:)dx.

Coefficienti di Fourier

Supponiamo che una funzione f(x) sia approssimata in [0, 7] mediante un
polinomio trigonometrico di ordine n

f(z) ~ap+ Z(ak cos kwx + b sin kwzx), T = —.
k=1

E allora naturale richiedere che l'integrazione in [0,7] della f(x) per le
funzioni di base

{1, coswz, sinwz, . . ., cos kwx, sin kwzx}

risulti sostanzialmente uguale all’integrazione della funzione approssimante
per le stesse funzioni di base. Questo fatto, in conseguenza della ortogonalita
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delle funzioni di base, implica che

T T
/ f(z)dx ~ aO/ ldx = aoT
0 0

T T T
/ f(:)s)cosk:wxdx:ak/ cos2kwxda::ak§, k=1,2,...,n,
0 0

T T T
/ f(x)sinkwxd:c:bk/ sin2kwxdx:bk§, k=1,2,...,n.
0 0

Poiché questa osservazione e dovuta a Fourier, i coefficienti

T
ag = %/0 f(z)dz

9 (T
ap = —/ f(z)coskwzdz, k=12 n,
T Jo

o (T
by, = —/ f(z)sinkwzdz, k=1,2,,n,
T Jo

vengono definiti coefficienti di Fourier della f.

Energia di un segnale

Supponendo che una funzione f(z), al quadrato integrabile in [0, T'], rappre-
senti un segnale a valori reali o complessi, di definisce energia del segnale la
normadella f cosi definita

1= ( ' If(x)|2dx)%> @ = f@) /).

dove f(x) indica il complesso coniugato di f(z) se f(z) & complessa, f(x)
stessa se f(z) e reale.

Indicato con T;, un polinomio trigonometrico, il quadrato della sua energia
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puo essere agevolmente calcolato nel modo seguente:

T
Iz = [
0 L

:/OT

=T

T T .
essendo [, cos? kwzdz = [ sin® kwrdr = T

E interessante capire quale sia la distanza minima, in termini di energia,
tra una f(z) in [0,7] ed una sua approssimante trigonometrica. Interessa

1 n
ag + 3 > a0k +1})

2
- 2
ag + Z(ak cos kwz + by sin l{:wx)] dr, w= %

k=1

ap + Z(ai cos® kwz + b} sin® kwx)] dx
k=1

)

k=1

T
R

dunque minimizzare la funzione

I(ag,a1,bl,... a,,by) :/0 [f(z) — T, (v)]*dw

al variare dei coefficienti ag, a1, by, . . ., a,, b, di T, (z). E possibile dimostrare
che, grazie alla ortogonalita delle funzioni di base, tale minimo & determinato

dai coefficienti di Fourier.

Dimostrazione.

Per brevita limitiamoci a dimostare il risultato per

n = 1. A tale scopo consideriamo la funzione

T
I(ag,a1,by) = / [f(z) — (ao + a1 coswz + by sinwz))*dx
0

e indichiamo con ag, a1 e by i relativi coefficienti di Fourier

1 T

ap = T/o f(z)dz
2 T

a; = —/ f(z) coswxdx
T Jo

R 9 (T
by = —/ f(x) coswzxdzx.
T Jo

147



Per 'ortogonalita delle funzioni di base e la definizione di ag, a; e i)l

T

T

](aOvahbl):/ P(@)de + Taj + 3 (a? + 5)+
0

—9 [ao /Tf(x)dx +a; /T f(z) coswxdx + by /T f(z) sinwxdaj}
0 0 0

r T T .
— / f2(l’)dl’ + Ta?) + E(CL% + b%) -2 |:Ta0&() + E(aldl + blbl):| s
0

: : : ~2 Tr2 | T2
da cui, aggiungendo e togliendo T'ag, say e 507,

T
T
I(ag,a1,by) = / fA(x)dx — Tal + T(ag — Go)* — 5 —al+
0
T . T- T .
+ 5(@1 — a1)2 — Eb% + E(bl — bl)z,

il cui minimo e ovviamente ottenuto per ag = ag,a; = a1 e by = by.
[ ]

In quadrato dellenergia corrispondente alla differenza tra la f(z) e la sua
approssimante ottimale T3 (x) = ag + a1 coswz + by sinwz € dunque

T
N o L5
[(QOaalabl):/ fz(if)d$—Tag—§(a%+b%)~

0

Estendendo tali considerazioni al caso generale si ottiene che il minimo di
I(ag,ay,by,...,a,,b,) & ottenuto per ay = ag, ap = a e by = b, k =
1,2,...,n. In altri termini, prefissato n, i coefficienti di Fourier indentificano
il polinomio trigonometrico che, in termini di energia, meglio approssima un
segnale, esprimibile con una funzione al quadrato integrabile, in [0, 7.

L’estensione delle precedenti considerazioni permette inoltre di affermare
che

n

. T R
[(&07&1abla" an7 / f2 dl'—TCLO 52(&% ‘l‘bi)
k=1
da cui, essendo I(ag, a1, 131, ey Oy l;n)O, segue la diseguaglianza di Bessel

Z( +07) <—/ F2(x)
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Tale diseguaglianza esprime il fatto che lenergia associata al polinomio trigo-
nometrico che meglio approssima un segnale e sempre inferiore a quella del
segnale stesso.

Unaltra interessante osservazione ¢ che

T . A
1Tl = I T0ll* + g(afm +0511);

ossia: l'energia dell’approssimante 7),, e una funzione monotonamente
crescente rispetto a n e limitata dall’energia del segnale.

A.2 Serie di Fourier

Definizione A.2.1 Sia f una funzione integrabile in [—L, L]. Allora ad essa
e univocamente associabile la serie di Fourier

ag + ; (an cos n%x + by, sin n%x) . (A.2)

dove, per l’ortogonalita delle funzioni di base {1, CoSNTT,sin n%x}
1 L
ag = ﬁ/—L f(z)dx
1 L
an =7 /_L f(z) cos n%xdw

1 L
b, = 7 /_L f(z) sin n%xd:c.

Esempio A.2.2 Scrivere la serie di Fourier di f(z) =z, —7 <z <.
1 4 1

_ — (217 ().
ao = o B xdx y [z°]T = 0;
1 [ 1 [7 in k
ak:—/ xcoskxdx:—/ xdsm T
T ). ™) . k

1 [ sinkz T l/” sinkxd _ 1 [coskz T P
. T T o T

—Tr

1 [7 1 /7
bk:—/ xsink:xdx:——/ deOSkx:

- ) . k
1T coskax]” 1 (" coskx 2 k1
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in quanto cos km = cos(—kn) = (—1)k.
La serie di Fourier di x su [—7, 7] & dunque la

C 2
Z 2= 1)+ sin k.
k=1
Esempio A.2.3 Scrivere la serie di Fourier di f(x) =
1, 1 [°]" o2
0= o _Wx v 27?{3} 3’
1 [" 1 /7 ink
ap = —/ 22 cos kxdr = —/ x2dsm T
i T J)_x k
1 Izsink:c " N l/ o dcoslm _
T Eol . 7mJ).. k2

k2

1 /(7 1 (7 k
b, = —/ 22 sin kxdx = —/ xQdCOS x
_ T k

m s —Tr

1 |:x2COSk‘$} +l/ 2xdsmk::£ _

T k T ) . k?

™

1 [, coskx]™ 2 [T coskx 4 .

k2

™

Pertanto la serie di Fourier di 2% su [—m, 7] ¢

w2 . 4
— Z— k cos k.
3 —~ k2

Esempio A.2.4 Scrivere la serie di Fourier di

0, r<z<l1
flz)=<¢ 1, 1<z<?2
2, 2<z<m
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a 1 dex—i /de—l— 7r2d:c =
7 or - Com |, 9 B
1 3
4 —2)] =1 =
27r[ +2(r —2) 21’
1 T 1 2 T
ar = — xf(x)coskdr = — coskxdxr +2 [ coskxdx| =
T J_x ™ LJ1 2

L. . : : : I _
%[(sm 2k —sin k) + 2(sin k7w — 2sin 2k)] = —%, Sin E(2+1);

1 [ 2 ™
= — / f(z)sin kzdx = [/ sin kxdx + 2/ sin ]{;;(;d;(;:| —
T ) . ) )

1
— k—[(cos 2k — cos k) + 2(cos km — 2 cos 2k)] =
7T

- ki [ — cos 2k — cos k + 2(—1)’“}
s

Di conseguenza, alla f(z) possiamo associare la serie di Fourier

[e.9]

3 1 I k :
1— 9 o 2 E{[sm k(cos 2k + 1)] cos kx + [2(—1) — cos k cos 21{:} sin k:z}

Esempio A.2.5 Scrivere la serie di Fourier di

0, —3<z<0
f(x>_{x, 0<zx<3 -

—1/3f(x)d:c:1/3xd:c:%;

k 1 [° k
/f osﬂd:c——/ 2 cos oL dy = 5 [(=1)F —1];
3

3 3 k2m?
k 1k
/ f(z sinﬂda:—gf?) xsm%xdx——%( 1k,

Pertanto, la serie di Fourier di f(z) in [-3,3] ¢

3 < 3 & kmx 3 g . kmx
1t . {k27r2 [(=1)* —1] cos —— — E(_l) sm—} :
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Funzioni pari e dispari

Sia f una funzione definita in un intervallo [—L, L] VL € R*. Allora, se per
ogni x € [—L, L], risulta:

f(x) = f(—z) la funzione si dice pari;

f(x) = —=f(—x) la funzione si dice dispari.

Se per almeno un valore di  non vale nessuna delle due precedenti condizioni,
la f non & né pari né dispari Di conseguenza, la funzione dell’Es. é
dispari, quella dell’Es. ¢ pari, mentre quelle degli esempi Im e
non sono né pari né dlsparl.

E importante notare che se la funzione f(x) e pari, allora b, = 0 per
n=1,2,... e la sua serie di Fourier si riduce alla serie di soli coseni

f(z) ~ag+ nZ::l Qy, COS n%:c

1 [r 9 L T
_Z/o f(z)dz, an—z/o f(a:)cosnzzrd:c.

Dimostrazione. Tenuto conto dell’ipotesi di parita

_ i/_if@)dx — i [/_if(x)dx%—/jf(:v)dx}
-1 {— /L )+ /0 Lf(x)dx] - /0 o)

dove nel secondo passaggio si e posto t = —z nel primo integrale e si e fatto
uso della parita della f(z).
Analogamente

L
= l/ f(z) cos @daz =
[/ flx cos—dx+/ flx Coskﬁ—zgdx

/ f(x) cos lm—xdx
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e infine

/ f(x)sin @dx =

T L k‘ﬂ'
=7 [/_Lf(x)sinTxdij/o f(x)sinTxdm} =0.

Se la funzione f(x) e dispari, allora ag =0e a, =0pern=1,2,... elasua
serie di Fourier si riduce alla serie di soli seni

= T
x) ~ g b, sinn—zx
L
n=1

o L
:E/o f(x)sinn%:cd:c.

Dimostrazione. Si dimostra in modo del tutto analogo, ossia decom-
ponendo l'integrale tra [—L, L] in uno tra [—L, 0], ponendo ¢t = —z nel primo
integrale e ricordando che f(—t) = —f(t). [

dove

Osservazione A.2.6 Non ¢ detto che il valore della f in un generico

€ [—L, L] coincida con il valore della sua serie di Fourier in z. In altri
termini, non necessariamente la serie di Fourier di una funzione risulta ad
€s8a convergente in ogni punto. Ad esempio, la serie di Fourier di f(x) = x
in [—m,w] &Y o, 2(—=1)* " sinkx, la quale assume il valore 0 in x = +7
mentre in tali punti f(x) = +mw. Inoltre, mentre f (g) = 5, non ¢ affatto
evidente che 3 sia il valore della serie in tale punto.

Allo scopo di discutere il problema della convergenza e bene premettere
le seguenti definizioni di derivata destra e sinistra.

Definizione A.2.7 Se la f(x) ammette limite destro in x, f'(z) si
definisce derivata destra della f in xq il limite

f/( )—11 f($0+h)_f(55ar)

h—0+ h ’

nell’ipotesi che esso esista e sia finito.
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Analogamente, se la f ammette limite sinistro in xq, f(xy) si definisce
derivata sinistra della f in xq il limite

flxo+h) — flxg)

h—0t h ’

nell’ipotesi che esso esista e sia finito.

Esempio A.2.8 Sia
1+ —7m<x2<0
f(x)_{x2 0§l’<71' 9

in questo caso esistono derivata destra e sinistra in tutti i punti interni. Per
x € (—m,m) \ {0} & evidente, mentre in z = 0 essendo f(0%) =0, f(07) =1,

risulta 2o Lh1
lim —— =0, lim — T

1.
h—ot h h—0~ h

Da notare che in —m esiste la derivata destra e in 7 quella sinistra con
fl(=rT)=1e f'(x7) = 2m.

Definizione A.2.9 La funzione f é regolare a tratti in |a,b] se valgono le
sequenti proprieta:

1) esiste un numero finito di punti Ti,...,T, con a < ;] < ... <

x, < b, tale che f ¢ di classe C' negli intervalli [a, 1], [z, 2;41](J =
1,2,...,n— 1) € [l’n,b],'

2) nei punti xq,...,T,, esistono finite le derivate destra e sinistra;
3) nei punti xq,...,x,, esistono finiti i limiti destro e sinistro.

Teorema A.2.10 (Convergenza della serie di Fourier) Sia f regolare
a tratti su [—L, L]. Allora:

1) sela f ¢é continua in xy € (—L, L), la serie di Fourier assume in xq il
valore f(xg);

2) sexg € (=L, L) ela f édiscontinua in o, la serie di Fourier converge
a

[f(2g) + fag)];

N | —
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3) la serie di Fourier converge a

SF(-L) + F(LO)

sia in —L che in L.

La 1) consente, ad esempio, di affermare che > ;- (=1)*"'2sink% = 5. La
3) permette di dimostrare che
—=—
—~k 6
Per convincersene e sufficiente osservare che
2 o ) 00
gy T ! T 4
==+ —1)"—=coskr = — + —.
32 32

Teorema A.2.11 (Lemma di Riemann-Lebesgue) Sia f sommabile nel
senso che esiste finito Uintegrale | f(x)|dz. Allora

L T L T
lim f(x)cosn—xdxr =0, lim f(x)sinn—xdr = 0,
n—oo | | L n—oo J_ L

che stabiliscono la convergenza a zero dei coefficienti della serie di Fourier.

Questioni rilevanti sulle serie di Fourier riguardano la sua integrazione e
derivazione termine a termine. Come si evince dai due teoremi che seguono,
la differenziabilita termine a termine e molto pit problematica rispetto alla
integrabilita.

Teorema A.2.12 (Integrazione termine a termine) Se la f ¢é regolare
a tratti in [—L, L] e i sviluppabile in serie di Fourier, essa & integrabile
termine a termine, 0ssia

v LN1
/_L f(t)dt:ao(x+L)+%ZE {ansinn%x—bn cosn%x—cosnﬂ}}.

n=1

Esempio A.2.13 Dall’esempio [AA22] la serie di Fourier di f(x) = 2z in

[—m, 7] e N

sin kx.

TN
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Poiché f ¢ continua in [—m, 7|, in virtu del Teorema [A2. T2 si puo scrivere

/ 2dt = % — 72

%( 1)’““/ sin ktdt

M2 T[]#

HEDP | (- cosiir)

e
I

1

4
SR (-1,

Mg

B
Il

1

2

da cui, ricordando che Y ;2 1% = %, si ottiene, esattamente come
nell’esempio [A23] che

| N

7'(' o
— Z kcos k.
3 — kS

La differenziazione di una serie di Fourier si presenta in modo molto
diverso. Infatti, differenziando termine a termine la serie di Fourier di z in
[—7, ] si ottiene

oo 2 / [oe}
Z <%(—1)]‘“’1 sin kx) = 22(—1)1‘“rl cos kz,
k=1

k=1

la quale non converge per alcun valore di xin(—m,7) e tanto meno risulta

f'(x) =

Teorema A.2.14 (Differenziazione termine a termine) Se la f ¢

continua in [—L, L] con f(—L) = f(L) e la f" é regolare a tratti in [—L, L],

allora la serie di Fourier ¢ derivabile termine a termine. Ossia, in ogni punto
€ (—L,L) in cui la f'(x) é continua,

b<|>1

o
s
E nansmn x—i—nb cosnL:c .

La serie di Fourier di f(z) = = non ¢ dunque derivabile termine a termine in

quanto f(—m) # f(m).

156



Esercizi

1. Risolvere 'equazione differenziale

2
Tt t. —nm<t<0
T
1/ _ — _2t
y'+8y=f(t), ft)=4qT , 0<t<m
T
f(t+2m), teR.

4 o=1—(-1)*
f(t):FZ%coskt
k=1

Derivando e sostituendo y(t) ~ ag + > ., aycoskt si ottiene

o 4 o0
8ao+Z(—k‘2—l—8)akcoskt _ZZ cosk:t
k=1 k=1
da cui
2 4
ap=0, (- k+8ak——22 cosk;t, k=1.2,...
e infine
8 1
~ — 2k — 1)t
> E 2 Gh s — @ =g )
k=1
2. Calcolare la serie di Fourier di f(z) = |z|, —-7<z<m.
Soluzione:
I 1
flz) ~ - ; -1 cos(2n — 1)z.
. . -1, —rm<xr<0
3. Calcolare la serie di Fourier di f(x) = :
1, 0<z<m
Soluzione:
I, 1
f(z) ~ - Z T sin(2n — 1)z.

n=1
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Appendice B

Problema di Sturm-Liouville

E un problema spettrale che, nella sua forma canonica, viene rappresentato
nel modo seguente:

d dy
alpma}+[q<x>+w<x>w=0’ “=rsb gy

apy(a) +azy'(a) =0, Bryd)+ By (D) =

dove ay, ag, (1, [ sono costanti assegnate, p(x) > 0, ¢(x) e r(x) > 0 sono
funzioni note generalmente derivabili e A & un parametro indipendente da x.
Per il suo ruolo particolare la funzione r(x) ¢ definita funzione peso. I valori
{Ar} del parametro spettrale A ai quali corrispondono soluzioni {y;} non
identicamente nulle, sono detti autovalori e le corrispondenti g, sono definite
autofunzioni. L’insieme {\, yx} rappresenta lo spettro del problema.

Lo spettro e caratterizzato dalle seguenti due proprieta:

e gli autovalori sono reali e formano una infinita numerabile non limitata
in quanto limg . |Ax| = +00;

e le autofunzioni sono mutuamente ortogonali, rispetto alla funzione pe-
so r(x), nell'intervallo [a,b], ossia f;r(x)yn(:c)ym(x)d:c = 0 per ogni
coppia (n,m) con n # m.

Da notare che ambedue le proprieta valgono anche nell’ipotesi che r(z) < 0,
nel qual caso come peso di assume la funzione |r(z)|.

Alcune dimostrazioni.
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1)

gli autovalori sono reali;

Dim.: supponendo a1, s, (31, (2, p, ¢ ed 7 reali, si ipotizza 1’esistenza
di un autovalore A e della corrispondente autofunzione y. In tal caso A
e y soddisfano il sistema

d dy
— — A = <x<b
O RO R PR N S
ary(a) +asy'(a) =0, Biyd) + By (b) =0
da cui, considerando i complessi coniugati, si ha
d dy -
— — A ] <x<b
O R R T I MR R,

agy(a) + ey (a) =0, [iyb) +B7 () =0

Moltiplicando l'equazione ([B2) per 7 e la (B3)) per y e sottraendo
membro a membro si ottiene

o) G~ 7)) = A~ D)y =0

da cui, integrando tra a e b,
, b
) (7 =79 = A=) [ r(a)ypds =0

in quanto y(a)y(a) —Y(a)y'(a) = 0 e y(O)F(b) —Hb)Y(b) = 0
(diversamente sarebbero oy = g = 0 e ) = B = 0, rispettivamente).

b
Di conseguenza A = A, dato che / r(z) |y|*dr > 0.

le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali
rispetto alla funzione peso r(x);

Dim.: se y; e yo sono autofunzioni corrispondenti agli autovalori \; #
Ao, sono validi i sistemi

d dy =
dx {pu«) ﬂ @+ hr@ln =0, asz<bt g

ayi(a) + azyi(a) =0, Biy(b) + Bayi(b) =0
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%{p(x)%]+[q(x)+>‘27"($)]y2:0, a<z<b

a1 ya(a) + asyy(a) =0,  Brya(b) + Bays(b) =0

(B.5)

Moltiplicando 1'equazione (B.A4)) per ys e la (B.H) per y; e sottraendo si
ottiene

% [p(x) (15 = y201)] = (M = A2) (@) 12 = 0

Integrando tra a e b e tenendo conto delle condizioni agli estremi si ha
’ b
O = %) [ 7o) ysnde = p(o) (v105 — ), = 0.

ossia, essendo, A; # Ag, y; € Y2 sono ortogonali rispetto a r(z) in [a,b).

I sistemi di Sturm-Liouville sono spesso generati nella risoluzione dei problemi
alle derivate parziali mediante la tecnica di separazione delle variabili.
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Appendice C

Metodi Iterativi

C.1 Introduzione

I metodi diretti sono finiti, nel senso che con un numero finito di trasforma-
zioni lineari permettono di risolvere il sistema assegnato. I metodi iterativi
sono invece infiniti nel senso che, partendo con un’approssimazione iniziale
20 si costruisce una successione di vettori {#®)} che, in aritmetica infinita,
converge alla soluzione del sistema.

II numero di moltiplicazioni/divisioni richiesto nei metodi iterativi per
passare da un’approssimazione alla successione e notevolmente inferiore ad
n3/3 (tipico ordine di grandezza del numero di moltiplicazioni/divisioni dei
metodi finiti). Tuttavia, tranne nelle situazioni particolari in cui si verifica
una rapida convergenza, i metodi iterativi comportano un numero globale di
moltiplicazioni/divisioni superiore ad n3/3.

Nella pratica i metodi iterativi vengono usati soprattutto per risolvere i
sistemi lineari ottenuti con la discretizzazione di equazioni differenziali a de-
rivate parziali, in quanto le relative matrici, anche se di notevole dimensione,
sono spesso a banda e comunque sparse (solo il 5 — 10% dei loro elementi
sono diversi da zero). La loro utlizzazione si giustifica col fatto che, qualora
siano soddisfatte le condizioni di convergenza, almeno in aritmetica esatta,
ogni vettore di approssimazione ¢ migliore del precedente.
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C.2 Metodi iterativi del primo ordine
L’idea di base dei metodi iterativi e la seguente: indicato con
Ax = b, (C.1)
il sistema non singolare da risolvere, si decompone la matrice A nella forma
A=N-P,

con l'unica limitazione che N sia non singolare. Il sistema ([CII) diventa
pertanto

z=N"'Pz+N'b. (C.2)

Indicato allora con z(®) il vettore iniziale, si costruisce la successione {z*)}
generata dalla relazione di ricorrenza

¢®) = N~1pz=1 4 N1, (C.3)

Sostituendo P = N — A nella (C3)), si ottiene una relazione di ricorrenza
spesso piu rapidamente convergente

) =20 _ N D L Ny = (T = N7'A)2* D + N~ (C.4)

Teorema C.2.1 Posto M = N~'P, la successione {x®} converge alla
soluzione esatta solo se la matrice M ha raggio spettrale inferiore ad uno.

Dimostrazione. Sia

k) k)

e®) = gl

—z, k=0,1,2,...,

la successione dei vettori-errore generata dal metodo iterativo. Indicato con
(0 il vettore errore iniziale, dalle relazioni ([(C2) e (C3) deriva che

e®) = MY = M2e*=2 = = MFeO k=12, .. (C.5)

Dalla (CCH) segue immediatamente che e*) — 0, qualunque sia () se e solo
se p(M) < 1. u
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Quando un metodo iterativo e convergente, come indicatore della velocita di
convergenza si considera il numero

R=—Inp(M)

definito come indice di convergenza. La conoscenza di R permette di
stabilire il numero minimo di iterazioni necessarie per ridurre la norma di un
vettore errore di un prefissato fattore. Infatti, in base alla (CH), qualunque
norma naturale si consideri, per ogni k

1@< (][]

Pertanto, poiché p(M) e 'estremo inferiore delle norme, il numero minimo
k di iterazioni richieste per ridurre la norma dell’errore iniziale di un fattore
10~™ & cosi definito:

ossia
con R = —Inp(M).

C.2.1 Metodo di Jacobi o delle iterazioni simultanee

Il metodo di Jacobi ¢ caratterizzato dalla scelta
(N)Z] :aijéij (Z,] = 1,...,n),

dove 9;; ¢ il simbolo di kronecker. Poiché N deve essere non singolare, il
metodo & applicabile solo se tutti gli elementi diagonali di A sono non nulli.
In tale ipotesi la matrice di iterazione M e definita dal seguente schema:

M=N'P=T—-N1A,

da cui

0 per i =7
(M)ij_{ —2 per i # j

Pertanto, in base alla (C3), il relativo schema iterativo ¢ definito dalla
seguente relazione di ricorrenza:

1 " _
j=1

i
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Teorema C.2.2 Una condizione sufficiente perché il metodo di Jacobi sia
convergente e che gli elementi diagonali di A siano diagonalmente dominanti
i senso stretto.

Dimostrazione. La suddetta ipotesi esprime il fatto che

a..
< 1.

n
||M]|so = max g
i=1,...,n
j=1
J#i

A

Poiché p(M) < ||M||w, anche p(M) < 1, e di conseguenza il metodo ¢
convergente.

Dal momento che p(M) < ||[M]];, la stessa conclusione vale se ||[M|]; < 1,
cioe se la matrice A e strettamente diagonalmente dominante per colonne. m

Per la semplicita con cui ||M]|s € ||M||1 possono essere calcolate, oltre che
per la convergenza del metodo, |[M]|« e ||M]|1 vengono spesso usate per
stimare l'indice di convergenza del metodo. A tale scopo ci si serve della
seguente diseguaglianza:

1 1 1
R:ln—min{ln ,In }
p(M) Ml [IM]]x

Nel metodo di Jacobi il numero di moltiplicazioni/divisioni per itera-
zione ¢ dell’ordine di n? e pertanto, il metodo converge, per ridurre di un
fattore 10™™ la norma del vettore errore iniziale, occorrono circa nz% In 10
moltiplicazioni/divisioni. Per questo motivo si considera il metodo di Jacobi
computazionalmente competitivo soltanto se 7 In 10 < 2.

Esempio C.2.3 Risolvere con il metodo di Jacobi il seguente sistema:

101’1 + X9 + 23 = 12
21’1 + 101’2 + x5 = 13
221 + 229 + 1023 = 14

Il metodo & convergente perché la matrice dei coefficienti

10 1 1
A= 2 10 1
2 2 10



¢ diagonalmente dominante in senso stretto. Infatti gli elementi di A diago-
nali sono, in valore assoluto, maggiori della somma dei valori assoluti degli
elementi non diagonali lungo le tre righe.

La soluzione esatta del sistema & 7, = x5 = 23 = 1. Sia 2@ = (1.2,0,0)7
il vettore iniziale. Iterando si ottiene:

o) =1(12-0-0) =12 2P = L(12 — 1.06 - 1.16) = 0.978
xg” £(13-24-0)=1.06 , { 25 =L(13-24-1.16)=0972 ,
28 = L(14 - 2.4 - 0) = 1.16 o) = L(14 — 2.4 — 2.12) = 0.948

oY = L(12 - 0.972 — 0.948) = 1.008
2 = L(13 = 1.956 — 0.948) = 1.0096 -

o) = L(14 — 1.956 — 1.944) = 1.01

Iterando ancora ed arrotondando alla quarta cifra decimale si ottiene:

2 = 0.9980 2 =0.9974 2 = 0.9965
2% =1.0006 2% = 1.0008 2 = 1.0009
29 = 0.9998 29 = 0.9998 2 = 0.9997
(7) = 1.000 (7) = 1.0000 2 = 1.0000.

In base alla norma infinito, gli errori relativi ai suddetti vettori di iterazione
sono:

e =1 leW]| = I1e®]| = 0.052
6] =0.01  |]e®]| = 0. 035 11e®)|| = 0.0009
1] = 0.0003 [le]] = 0.

C.2.2 Metodo di Gauss-Seidel o delle iterazioni
successive

Il metodo di Gauss-Seidel puo essere considerato come una modifica di quello
di Jacobi. Infatti € da esso ottenibile con la sola variante che, ogni compo-
nente di #*) ottenuta al passo k viene utilizzata nella stessa iterazione per
calcolare le componenti successive. Invece nel metodo di Jacobi le componen-
ti di #*) calcolate al passo k vengono utilizzate soltanto nella (k + 1)-esima
iterazione. Pertanto lo schema iterativo di Gauss-Seidel e cosi definito:

i—1 n
w _ 1 Z (k) Z (k1)
xr; = a—u <b, - : 1(1,2']'1’]- — Cl,ijllfj ) s (C?)
]:

j=i+1

167



dove per ogni £k = 1,2..., ¢« = 1,2,...,n. Si puo dimostrare che la
decomposizione di A che genera lo schema ((C1) ¢ la seguente:

a1 0 0
as1 a 0

N — ?1 22 ’ P—N_A
[0 Apn

Poiché det N = [[_, a;;, tale decomposizione ¢ utilizzabile soltanto se tutti
gli elementi diagonali di A sono non nulli, come avviene nel metodo di Jacobi.

Dalla (C7) si ricava immediatamente la seguente rappresentazione del
k—esimo vettore errore

i—1 n
k Q35 (k Q5 (k—1
LT Pl o] (©8)
]:1 7 ]ZZ-‘rl 7

coni,k=1,2,...,n.
Le [C) e ([CA) per i = 1 e i = n devono essere cosl interpretate:

X n k—1 k n—1 k
i e < O i e Rl

egk) _ Zn aij e(k—l) egk) _ Zn—l me(k)

Teorema C.2.4 Qualunque sia il vettore iniziale e°, se la matrice A é
strettamente diagonalmente dominante, cioé se

n
r=maxr;, <1, r,= i
1<i<n - Q4
J=1
J#i
risulta
||€(k)||mgrk||e(0)Hw7 k=1,2,...,n (C.9)

e pertanto il metodo é convergente.

Dimostrazione. La validita della ([CJ) puod essere accertata per indu-
zione relativamente alle componenti di e*). Nella suddetta ipotesi, per la
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prima componente di e si ha che

(k) iy (k 1) (k—1) ~ | ay
e — <le s —
) < 5 et Y 2
=2
1e® Dlloors < rlle* Voo < o < 7¥[e@]cc
Supponendo allora |6§Lk)| < rlle® V|| per h =1,...,i — 1, si dimostra che
anche [e”] < r[|le® V|| per i =1,2,...,n

Dalla ([(CH), in conseguenza della suddetta ipotesi, si ha che

n

e+ >

2 i) |6(k—1)|

i

= xf:

ZZ

j=i+1
i—1
< ||6(k—1)||oo{ r az] % }
j=1 =i | i
n
a/..
< ||€(k_1)HOOZ b Tz\le(k‘l)Hoo < T||€(k_1)||oo-
— | Qs
7=1
J#i

La (C9) rimane dunque dimostrata, essendo

11e®™]]oe < 7|[e® V|oo < ... < r*[]e?]]oc.

Pertanto, quando la matrice del sistema e diagonalmente dominante in senso
stretto, risultano convergenti sia il metodo di Jacobi che quello di Gauss-
Seidel (si veda Es. [C2.3)). Esistono tuttavia degli esempi, con matrici non
diagonalmente dominanti, per i quali si ha convergenza con il metodo di
Jacobi e non con quello di Gauss-Seidel e viceversa. Quando entrambi i
metodi convergono, pur non essendovi alcune dimostrazioni in questo senso, si
ritiene generalmente piu velocemente convergente il metodo di Gauss-Seidel.
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C.3 Risoluzione numerica di sistemi nonli-
neari

C.3.1 Considerazioni sui metodi di risoluzione

In questo paragrafo verranno fatte alcune considerazioni sui metodi per la
valutazione delle radici di un’equazione non lineare

f(z) =0, (C.10)
e di un sistema non linerare
fi(zy, ... xy)
Flz) = falm, o o) | g (C.11)
fn(z1, S Tn)

Poiché solo in casi molto particolari si riesce a risolvere i suddetti problemi
in modo esplicito, la generalita dei metodi numerici ¢ basata su procedimen-
ti iterativi. I metodi iterativi sono incentrati principalmente sulle due fasi
seguenti:

a) ricerca di una funzione di iterazione ® con la proprieta che ogni solu-
zione ¢ dell’equazione vettoriale F'(x) = 0 & un punto fisso per la ®,
tale cioe da aversi

(§) =¢

e viceversa ogni punto fisso della ® e una soluzione dell’equazione
vettoriale f(x) = 0.

b) generazione di una successione di iterati 2 a partire da un punto
iniziale z(%.

In questo contesto si pongono i seguenti problemi:
1) scelta di una funzione di iterazione computazionalmente valida;
2) verifica della convergenza della successione {x(®};

3) valutazione della velocita di convergenza della successione {z(}.
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Scelta della funzione di iterazione

Talvolta e immediato ottenere una funzione di iterazione, come ad es.
nell’equazione
x—cosz = 0.

E infatti spontaneo pensare ad un metodo iterativo del tipo
2 =coszV (i=1,2..)

nel quale ®(x) = cosx.

Caso monodimensionale

Pili in generale, assegnata un’equazione scalare f(x) = 0 e scelta una funzione
(x) con 0 < |¢(x)] < oo nel dominio della f, si prende come funzione di
iterazione la

O(z) =z — p(z)f(2).

E infatti immediato osservare che

£=9() = J(©)=0.

Quando la funzione f possiede uno zero £ ed anche un intorno I¢ nel quale
e derivabile due volte con continuita, e possibile ricavare una funzione di
iterazione per la f dalla formula di Taylor d ordine 2. Infatti, indicato con
2 un punto fisso di I, ¢, per la formula di Taylor di ordine 2

£— a0y

£() = 0= F(a) + (€~ ) (o) + 51" =),

con 0(&,7?) € (&, 2). Qualora il termine di secondo grado sia trascurabile
ed f'(z) #0in I,
¢ m g0 JE)
B EO)
Nelle suddette ipotesi, le precedenti considerazioni suggeriscono di scegliere
come funzione di iterazione la

(C.12)



che, come vedremo in seguito, e alla base del metodo della tangente di
Newton.

Qualora sia possibile uno sviluppo della f di ordine superiore al secon-
do, procedendo in modo analogo e facile ricavare funzioni di iterazione che
includono derivate di ordine maggiore di uno.

Caso pluridimensionale

Se la f ¢ n-dimensionale ed esiste, in un intorno I di uno zero £ della f, uno
sviluppo di Taylor almeno di ordine 2, ¢ possibile, analogamente a quanto
avviene nel caso monodimensionale, ottenere una funzione di iterazione n-
dimensionale ®(z). Infatti, in tale ipotesi, indicato con £ uno zero della f e

con z® un punto inziale di I¢, in prima approssimazione risulta
02 f(z9) + F'(z)(§ = =)
essendo
0 0 0
8_:{1(36(0)) a_g(gc(t))) o %(x(m)
F'(z©) =
Ofn Ofn Ofn [
a_il(x(o)) 8_£2(I(0>) . %L(Iw))

la matrice Jacobiana della f in x(®). Pertanto se in I la matrice Ja-
cobiana F’(x) € non singolare si puo introdurre la funzione di iterazione
n-dimensionale

®(r) =2 — [F'(2)]"' f(2) (C.13)
detta di Newton in quanto per n = 1 si riduce alla ([(CT2J).

Esempio C.3.1 Valutare, a meno di 1/1000, mediante il metodo iterativo
generato dalla funzione di iterazione ((CI3), la soluzione positiva del sistema:

fi(xy,22) = 21 + 3logygzy + 23 =0
fQ(ZL’l,LUQ) = 225'% — X1T9 — 55(71 +1=0

Uno studio approssimativo del sistema nel quadrante positivo mette in evi-

denza che le due funzioni f; ed f, si annullano simultaneamente in un intorno
del punto (3.4,2.2). Posto pertanto 2(® = (3.4 2.2)7, per precauzione, si

172



eseguono le iterazioni con 5 cifre decimali. Da tale scelta deriva che

-~ 3.4+ 3logy 3.4 + (2.2)2 (01544
f(?) = ( 2(3.4)12 — (3.5)(2.2) —5(3.4) +1 ) = ( —0.3600 ) ’

F(a0) = %(wm)) %(:&0)) 2<1.3832 —4.4)
L (20) S (20 64 3.4 )

det F'(2\9) ~ 23.4571 # 0.

La matrice F’(2(®)) & dunque non singolare e

1 -34 44
Ol = =
F @ = 55157 ( —6.4 1.3832 ) '

Di conseguenza

20 = 20 _ [F’(:):(O))]‘lf(:):(o))
(34 1 —-3.4 44 0.1544 '\ [ 3.4899
S\ 22 23.457 \ —6.4 1.3832 —0.3600 )\ 2.2633 )°

Iterando nuovamente di ottengono

3.4801 3.4875 0.0005
(2 _ ® — ®) —
v ( 2.2621 ) t ( 2.2621 ) » con f(z7) ( 0.0000 ) ’

e pertanto si pud considerare x® un’approssimazione accettabile della
soluzione del sistema.

C.3.2 Risultati sulla convergenza dei metodi iterativi

Nel seguito, sia nel caso monodimensionale sia in quello pluridimensionale,
faremo sempre riferimento a metodi iterativi del tipo

20 = @) i=0,1,..., (C.14)

dove 2 ¢ il punto iniziale e ® & la funzione di iterazione. Supporremo
inoltre che la ® possieda almeno un punto fisso { ed indicheremo con I un
suo intorno. Come abbiamo gia osservato quest’ultima ipotesi equivale a
supporre che ¢ sia una soluzione del problema iniziale.
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Definizione C.3.2 Indicato con § un punto fisso di ®, con Iz un suo intorno
e con 29 un punto di I, se per la successione ([CId)) vale la disuguaglianza

2D —¢f| < |l — ¢l i=0,1,..., (C.15)

essendo
O0<cperp>1leO0<c<l1perp=1, (C.16)
il metodo iterativo ¢ almeno di ordine p. E esattamente di ordine p se

non esiste un valore piu elevato di p per cui valgano le (CI5)-({CI0)

Teorema C.3.3 Ogni metodo di ordine p e localmente convergente. Esiste
cioe un intorno Iz di & tale che, qualunque sia 20 ¢ Te, la successione
() = ®(2%)) ¢ convergente a €.

Dimostrazione. Sep =1,
[ —¢]| < ella® =]l < ... < ¢,
Poiché 0 < 1, |[2@ — ¢|| — 0 V2@ € I, per cui la successione degli iterati

converge a & qualunque sia il punto iniziale z(© € Ie.
Sep>1

[l —¢]| < (ella® —¢][P7) [|l2© — ]| = |29 — €|
con ¢ = ||z —¢]P~1 < 1 V2@ € I, essendo I un intorno sufficientemente
piccolo di €. Di conseguenza

[ — gl < (P2 — ¢l i=0,1,..,

e la successione {2} converge a ¢ ancor piu rapidamente che nel caso
precedente. [ ]

Definizione C.3.4 Un metodo iterativo e globalmente convergente quando
come intorno I¢ si puo considerare l'intero spazio R™, nell’ipotesi che la sua
funzione di iterazione sia n—dimensionale.

Esempio C.3.5 Il metodo iterativo 20+Y) = cosz® & globalmente conver-
gente. Infatti, indicato con ¢ il punto fisso dell’equazione x = cosz ed
osservato che & € (0, 1), per ogni (¥ € R si ha che:

W = cos2® € [~1,1]
2 = cos 2 = cos € — (29 — €) sin Y

0D c (29,6 c[-1,1] i=1,2,....
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Pertanto, essendo per ogni %
[ — ¢ = 2 —cos €] = [sin 7|2V — ¢] < (sin1)[a" —¢],

il metodo ¢ globalmente convergente e la sua convergenza ¢ lineare
(convergenza ordine 1).

Definizione C.3.6 Una funzione n — dimensionale € contrattiva in un
intervallo I C R", se esiste una costante k € [0,1) tale che

£ () = f(")]| < kl|l2’ —2"|| Va',2" € I.

Esempio C.3.7 Il polinomio p(z) = z* + 2z & contrattivo in [—— —%}
Infatti
|(£L’l)2 + 2(1,/) _ (ZL’”)2 _ 21’”| — |£L’, + ZL’” + 2||1j o ZL’”|

e
2
‘ZL’/—l—SL’”—I—2| <Z
3
per 2/, 2" € [—%, —%} Lo stesso polinomio non & contrattivo in [—%, —%},

essendo, in questo intervallo, |z’ + z” 4+ 2| < 1, con 'uguale valido per z’ =
' =—1/2.

Teorema C.3.8 Nel caso monodimensionale, condizione sufficiente per-

ché una funzione f, derivabile con continuita in un intervallo [a,b], sia
contrattiva é che esista un numero m € [0,1) tale che

()] <m<1 Vzé€la,b.

Dimostrazione. Per il teorema del valor medio, applicato ad un
intervallo |2, 2"] C [a, 0],

f@) = f@") = FO) " —2") b€ (")
Pertanto, essendo |f'(#)| < m < 1 per ipotesi,
f(2) = f(@")] < mla’ — 2]

con 0 <m < 1Va 2" € [a,b], e quindi la f & contrattiva in [a, b]. n
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Esempio C.3.9 Per a € [—3,1], la funzione f(z) = alog(z + 1) — z/3 ¢

contrattiva in [0,1]. Infatti, essendo

basta osservare che per a € [—%, %] risulta

<21 vzeloll
c+1 3|76 z€(0,1]

a 1 ' 5

Teorema C.3.10 Nel caso n—dimensionale, condizione sufficiente per-
ché una funzione f sia contrattiva in un intervallo I C R™ é che esista un
numero A € [0,1) tale che

n

2

j=1

dfi(x)

<A<l per i=1,...,n, Ve € I. (C.17)
825']‘

Dimostrazione. Per la formula di Taylor di primo ordine, per ¢ =
1,2,...,n e per ogni coppia di punti 2/, 2" € I,

) - o) = 3 2

Jj=1

() — a7)

essendo 07 un punto interno all’intervallo di estremi 2/, z”.
Di conseguenza, dato che §%7) € I, per la (CI7)

" 1990d)
i) = i@ < D |5l — ]
=1 !
" 1 96d)
I = e D || = Ml = 2"l
=1 !
Poiché la suddetta diseguaglianza vale per ¢ = 1,...,n, risulta anche

1 (@) = £ (@)oo < All2” = 2"l

e pertanto la f e contrattiva. |
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Esempio C.3.11 Dimostrare che la funzione

o) = (Do) = Vit D -2 )
oo 22) = /3 gy

¢ contrattiva nell’insieme
I ={(z1,22) con [3.5 —x1] < 0.1 e |2.2 —x5] <0.1}.

In tale intervallo

of < 2.3+5 <051,
Ox1| — 44/[3.4(2.1+5) —1]/2
Oh| . 3.0 <0.27,

Ox2| — 44/[3.4(2.1+5) —1]/2
ofs| _ 14 304)

< 0.42,
Ox1| ~ 24/3.4 + 2log;; 3.4
9fs
—| =0.
8252
Di conseguenza, essendo
ofr|  |9h
<08l1<1
0:)31 + 81’2 ’
f2| | |9/
— —| <042 <1
0:)31 + 81’2 ’

la funzione f(z) & contrattiva in I.

Teorema C.3.12 Supponiamo che in un intervallo chiuso [a,b] esista una
sola soluzione & di un’equazione monodimensionale f(x) = 0. Allora, indicata
con ®(x) una sua funzione di iterazione, se

1) ®(z) ¢ derivabile con continuita in |a, b);
2) il punto iniziale x0) e tutti gli iterati appartengono ad [a,b;

3) esiste un numero m € [0,1) con |®'(z)| < m in [a,b],
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la successione degli iterati converge a &.

Se in particolare 0 < ®'(x) < m in [a,b], la convergenza é monotona e
lineare. Se invece —1 < m < ®'(z) < 0, la convergenza é ancora lineare ma
alternata.

Dimostrazione. Per la definizione stessa di funzione di iterazione

P € = B(a0) — a(€) = ()~ (00
Pertanto, per l'ipotesi 3),
6D — ] = @ OO)] @ (IO o — €] < mal® — ¢
e quindi 2/t — ¢ linearmente. n

Osservazione C.3.13 L’appartenenza degli iterati all’intervallo |a,b] deve
essere verificata durante [’esecuzione dei calcoli.

Teorema C.3.14 Supponiamo che in un intervallo chiuso I = {x €
R™ con a; < x; < b; peri = 1,...,n} esiste una sola soluzione & dell’e-
quazione n — dimensionale f(x) = 0 e quindi un solo punto fisso per una
sua funzione di iterazione ®(x). Allora, se:

1) esistono continue in I le derivate parziali della ®;

2) il punto iniziale 2O e tutti gli iterati successivi appartengono ad I;

3) peri=1,...,n valgono in I le disuguaglianze
i dpi
<m;<l1
0, Tt ox, | — mn

essendo ® = (p1,...,¢n),

la successione degli iterati converge a &.
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Esempio C.3.15 Vautare, a meno di 1/1000, la soluzione positiva del

sistema
filz,y) =22 —2y —5x+1=0
fo(z,y) =z +3logpz —y* =0

Allo scopo di trovare un intervallo nel quale cade la soluzione positiva del
sistema, costruiamo le curve fi(x,y) = 0, fo(z,y) = 0. La soluzione positiva,
ottenuta graficamente, &

@ =35 y© =22

Per ottenere una funzione di iterazione ® mettiamo il sistema nella forma
seguente:

r(y+5H)—1
r=gi(ry) = I

y = pa(z,y) = /3 +logyy .
Supponiamo inoltre che I'intervallo [ sia cosi definito:
I'={(x,y)con |3.5—z] <0.1le22—y|<0.1}.

In tale intervallo

2.
01| S0 < 0.54,
Or1| ~ 4,/[3.4(2.1+5) — 1]/2
Dor| 30 <0.27,
Oxa| ~ 44/[3.4(2.1+5) — 1]/2
Do 1420
< < 0.42,
Oz |~ 24/3.4+4 2log;, 3.4
Oea| _,
8252
Di conseguenza, essendo

1 o1

— — 1 <081 <1

0:)31 + 81’2 ’

Dpa Dpa

— — <042 <1

0:)31 + 81’2 ’
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se come punto iniziale di prende la soluzione grafica e se gli iterati successivi
rimangono in I (cio che deve essere verificato durante la esecuzione dei cal-
coli), il processo iterativo e convergente.

Calcolando gli iterati mediante le formule

20 — \/f”(i_l)(y(i‘l) +5)— 1
2

Y = \/3 Flogx-D i=1,2,...,

si costruisce la seguente tabella

2 =35 y @ =22
M) = 3.479 y1) = 2259
) = 3.481 y® = 2.260
®) = 3.484 y®) = 2261
™ = 3.486 yW = 2261
2®) = 3.487 y® = 2.262
2 = 3.487 y® = 2.262.

Avendo ottenuto z(® = 20 = 3.487 e y© = y® = 2.262, si pud porre
€M) =3.487 ¢ €@ =2.262

Osservazione C.3.16 L’ipotesi 3) dei teoremi (2311 e puo esse-
re sostituita dall’ipotesi meno restrittiva della contrattivita della f, senza
che questo comporti modifiche significative nella dimostrazione dei teoremi.
La formulazione piu restrittiva é dovuta semplicemente al fatto che, opera-
tivamente, la contrattivita della funzione di iterazione viene quasi sempre
verificata sfruttando la condizione sufficiente espressa dall’ipotesi 3).

Il seguente teorema e praticamente piu utile del teorema [C.3. 14 in quanto:

1) prescinde dalla conoscenza di un intervallo contenente il punto fisso &;

2) fornisce una maggiorazione della distanza tra punto fisso ed i—esimo
iterato, computazionalmente utilizzabile come criterio di interruzione
dei calcoli.

Teorema C.3.17 Siano:
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e & una funzione di iterazione definita in un insieme €2,
o 2 un punto iniziale appartenente da ,
® [, , un intorno circolare con centro z© e raggio r.
Allora, se esiste un numero k € [0,1) tale che:
1) ||@(a) = @(")|| < wlla” = 2"|] V', 2" € Lo,
2) Il = O] = [|2(®) — 20| < (1= w)r,
risultano valide le sequenti affermazioni:
1) 29 = @(2Y) € Lo, peri=1,2,...,
2°) @ possiede in I, un solo punto fisso &,

3’) gli iterati convergono a & secondo la relazione sequente

[l — ¢l < Hﬂc’(1 — 2. (C.18)

Dimostrazione. La 1’) puo essere verificata per induzione. Poiché
2 € L, per la 2), resta da dimostrare che se M, ..., ) € I ), anche
:L'(H'l) c Ix(o)ﬁ,.

Effettivamente in tale ipotesi 20+ € I, in quanto, essendo
120+ — 2O = [[@(2?) — @(zY)|| < l[a? — 2D (C.19)
< w2t — 2],
per la diseguaglianza triangolare e per la 2),
1 — O] < o) — 20| 4 [}2® — D 4+ 2 — 2O
<K+ D)W =20 < (1=K <

Per verificare la 2') dimostriamo dapprima che la successione {z(®} & di
Cauchy. Dalla diseguaglianza ([(C.I9) e dall’ipotesi 2) segue che, per h = i+ 7,

|z — 2@ < ||a® — 2" D) + .. 4]z — 20| < (s 4 (-2 4 4

(C.20)
1 —k
1—

IN
R@
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Pertanto, poiché {«’r} & strettamente decrescente a zero, la successione {z(?}
e di Cauchy. Poiché in R"™ le successioni di Cauchy sono convergenti, esiste
un vettore ¢ € R™ al quale converge {#(} ed inoltre, essendo ¢ un punto
di accumulazione per I« ., § appartiene alla chiusura di I« ,. (£ € jm(0)7r).
Inoltre £ ¢ un punto fisso per la funzione di interazione, essendo, Ve € R™ ed
1 sufficientemente elevato,

19(€) — €[l < [[@(&) = D(zD)|| + [|@(2@) — €]
<kllg =]+ ]|z —¢]| <&
per il fatto che 2 — «¢.

L’unicita del punto fisso segue immediatamente dall’osservazione che se &’
fosse un altro punto fisso di avrebbe

1€ =€l = 112(6) = ()] < wll€ =&

e pertanto, dato che x € [0, 1), deve essere £ = &’. Infine per la stima (CIX)
dell’errore basta osservare che, in base alla (C20)

)

Jim [l — 20 = ||¢ 20| <

a0 — 20

Esempio C.3.18 Valutare la radice positiva dell’equazione

1
f(:c)::c—sin:c—izo.

Per avere una comoda funzione di iterazione si esprime l’equazione nella
forma

1
r =sinx + 1= O(z).

Si puo allora osservare graficamente che 'unico punto fisso della funzione di
iterazione, e quindi I'unica radice dell’equazione, ¢ compresa nell’intervallo
(1,2). Posto 20 = 3/2 ed r = 1/2, & facile verificare che le ipotesi 1) — 2)
sono verificate in quanto:

1) |®'(z)| =|cosx| <cosl <1,

2) |zW — 2O =|sind +1-3| =2 —sind < L(1—cosl).
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Il metodo iterativo
. . 1 3
@) — g (i-1) — =12 ... 0 — =2
T sin x + 1 3 ,2,..., X 5

converge pertanto al punto fisso £ ed inoltre, per la ([CIX),

G _ ¢ (cosl) (5 .3
e =l < T st (g sy )

C.3.3 I metodi della tangente, e della secante
Il metodo della tangente o di Newton nel caso monodimensionale

Il metodo di Newton e formalmente operativo per la risoluzione di un’equa-
zione monodimensionale f(z) = 0, solo nel caso in cui la f ¢ derivabile in un
intervallo contenente tutti gli iterati e purché in essi la derivata sia diversa
da zero.

Sotto tali ipotesi, prefissato un punto iniziale (¥ nel suddetto intervallo, i
successivi iterati sono ottenibili mediante la seguente relazione:

. . ()
20 g SE) (C.21)
f1(z®)
Geometricamente il metodo di Newton corrisponde alla sostituzione di un

piccolo arco della curva y = f(x) con la tangente alla curva condotta a
partire da un punto opportuno.

Teorema C.3.19 Se in un intervallo |a,b] valgono le sequenti ipotesi:
1) fla)f(b) <0;
2) la f ¢ derivabile due volte con continuita in |a, bl;
3) f'(z) e f"(x) sono di segno costante in [a,b].
Se inoltre, come punto inziale ), si prende a qualora sia f(a)f"(a) >

0 oppure b qualora sia f(b)f"(b) > 0, la successione {xD}, ottenuta con
Ualgoritmo (C2T), converge monotonamente a .
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Dimostrazione. Sia, per esempio, f(a) < 0, f(b) > 0, f'(x) > 0,
f"(z) > 0 per a < x < b (la dimostrazione nelle altre possibili situazioni ¢
del tutto analoga). Poiché f(b)f”(b) > 0, poniamo z(¥) = b. La 1) assicura
'esistenza di almeno uno zero £ per la f in [a,b]. La non variazione di segno
di f'(x) in [a, b] ne assicura 'unicita. Mostriamo ora per induzione che ogni
iterato 29 > ¢. Supponendo che £ > ¢ per j = 0,1,...,14, dobbiamo ora
dimostrare che z(+Y > ¢, Sviluppando con la formula di Taylor f(¢), dopo
aver posto

£=20 + (6~ 29),

si ha

£6) = 0= F0) + f1(a0)(E — 20) + 2 f(60) (€ - a9

con & < 09 < (. Poiché f”(z) > 0, risulta
Fa?) + @) —2W) <0

e di conseguenza, essendo

(i)
(i+1) _ () _ f(z) () _ f _ (i)
0 R L0 I
la dimostrazione e completa. [ ]

Poiché f'(x™) > 0 per ipotesi ed f(zV) > 0 in quanto 2 > ¢ ed f(£) =0,
la successione {2V}, ottenuta nel modo suddetto, ¢ monotona decrescente
e inferiormente limitata da ¢. Esiste dunque un limite & = lim;_ . 2.
Passando al limite nell’'uguaglianza ([C2)) si ha
_¢ 1
f'(€)

da cui f(£) = 0 ed infine, per I'unicita degli zeri della f in [a,b], £ = £.

Talvolta, come ¢ dimostrato nel seguente teorema, ¢ possibile valutare la
distanza dell’z—esimo iterato della radice dell’equazione.

Iy

Teorema C.3.20 Se esistono due numeri positivi my ed M tali che:

1) my <|f'(2)], Vo € [a, b];
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2) |f" (@) < Ma, Va € |a, b];

tra li—esimo iterato di Newton e la radice £ dell’equazione f(x) = 0 vale la
sequente relazione:

0 _ ¢ < =2 (2 — 20-1)2, C.22

o =] < 52 @ —a¢) (C22)

Dimostrazione. Per il teorema del valor medio, applicato ad un
generico intervallo [z, ] C [a,b] con f(§) =0 ed f(Z) # 0,

f@) = f(&) =@ —8)f(H) 0¢€(x8)

Pertanto, se esiste un numero positivo m; tale che | f'(x)| > mq per x € [a, b],
risulta

[f(@)| = |f(z) = f(E)malz —¢]

e quindi anche

o
Inoltre, applicando la formula di Taylor di i)rdine due,
£ =0 + (@ — 2] = D) + fat D)@ - 260)
n % FUODY @D — 26D g0 ¢ (gD 400y
Poiché, per costruzione, nel metodo di Newton
FED) + D) - 26) =,

dalla formula di Taylor di secondo ordine deriva che

7)) < T2 — 2ty (©.21)

essendo
|f7(x)| < My in [a,b].

Infine, utilizzando la ([C23) e la [C24), si ha che

. My . ,
2@ —¢| < 2_m?1(x(1) — g0=1)2,
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Esempio C.3.21 Valutare v/2 con un errore dell’ordine di 107°, con il
metodo di Newton.

Cosideriamo, allo scopo, f(z) = z? — 2 nell'intervallo [1,2]. Tl metodo di
Newton e applicabile in quanto:

1) fla)f(b) = (=1)(2) <0;
2) f'(x) =2z ¢ di segno costante in [1, 2];
3) f'(z)=2>0in[L,2].
Poiché f(2)f"(2) =4 > 0, come punto iniziale si prende 2. Pertanto

(0) 2 3
L0 o _ FE@) 2

CPO) 4 2
17
@) = 2 20 ~ 1.414922.
et

Essendo, per la ([(C22),

M.
123 — V2| < 2_2(93(3) —2@) < 2(1.41422 — 1.41667)% ~ 3 x 107°,
my

=N )

2®) rappresenta un’approssimazione valida di v/2.

Teorema C.3.22 Se £ é uno zero semplice per la f (f(§) = 0, (&) #
0), ilmetododiN ewtonhaconvergenzadel secondoordine.Se§ é uno zero mul-
tiplo (f(&) =...= f=D(&) =0, f'™ £0, m > 1), il metodo di Newton ha
convergenza lineare.

Dimostrazione. e ¢ zero semplice
Frsende FO£)

(&) = =0

O=TFeor "

per la formula di Taylor di ordine due,

. . () _ £)2 . . .
2D Z @(20) = o) + wqywm) 60 € (00 ¢),
da cui, posto |®"(z)| < My in [a, b],
) g < T2 P

e quindi il metodo ha convergenza quadratica.
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e ¢ zero multiplo
Essendo £ uno zero m—plo, esiste una g(x) con g(§) # 0 tale che

fx) = (z = &§)"g(x).

Di conseguenza, se g(z) e derivabile,

1
¥(€)=1—— #0.
m
Pertanto, per la formula del valor medio,
S0 = 0 (a0) = B() + (20 — @ () 00 € (19, ¢),
da cui, posto |®'(z)| < M; in [a, b,
2 — ¢] < My |2 —¢].

L’ultima disuguaglianza dimostra che, essendo almeno localmente
M; < 1, il metodo e convergente con convergenza lineare.
|

Metodo di Newton nel caso multidimensionale

Nel caso multidimensionale la successione di Newton e generata dalla
relazione ricorsiva

20D — () _ [JF(I(i))]—lF(x(i))
dove

Al fl(l’l,...,l’n)

T, fn(xlw"axn)

e [JE(x™)]7! & la inversa della matrice jacobiana

df1(x) 9f1(x)
oz e OTn
JF(x) = : :
Ofn(z) Ofn(z)
Ox1 e OTn

Per una discussione sulle condizioni sufficienti per la convergenza della suc-
cessione e per I'ordine di convergenza del metodo si rinvia al capitolo cinque
del volume di Stoer.
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Teorema C.3.23 Se la matrice Jacobiana JF(x) é nonsingolare nel punto
fisso € e la F' e differenziabile due volte con continuita in un intorno di &, il
metodo di Newton é del secondo ordine (convergenza quadratica).

Il metodo della secante o della falsa posizione nel caso
monodimensionale

Il metodo della secante, nel caso monodimensionale viene utilizzato per risol-
vere in un'’intervallo [a, b] un’equazione f(x) = 0, nellipotesi che in [a, b] essa
abbia una sola radice. Algoritmicamente, essa si presenta in uno dei modi
seguenti:

IRCSTRNC SR i Cac) BENPNO N
EDENTOR ()

conz® =pei=0,1,...;

(@)
1) _ ) fa) c
x =z — ———————(b—2"), .26
7o - fam (20
conz® =aei=0,1,...,
Geometricamente corrisponde alla sostituzione, nellintervallo [a,b], della
curva y = f(x) con la corda che unisce i punti (a, f(a)) e (b, f(b)).

Teorema C.3.24 Se in un intervallo [a,b] sono soddisfatte le segquenti
ipotesi:

1) f(a)f(b) <0;
2) f(x) é derivabile due volte con continuita;
3) f'(x) ed f"(x) sono di segno costante;

il metodo della secante ¢ convergente all’unica radice & dell’equazione f(x) =
0 in (a,b), purché si usi la formula (C2H) se f(a)f"(a) > 0, la formula
C20) se f(b)f"(b) > 0.

Dimostrazione. Sia, per fissare le idee, f"(z) > 0ina < z < b (se
questa ipotesi non fosse soddisfatta le considerazioni seguenti cambierebbero
solo formalmente). La curva y = f(x) e allora convessa e disposta al di
sotto della corda che unisce i punti (a, f(a)), (b, f(b)). Due casi sono allora
possibili:
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1) f(a) > 0;
2) f(b) >0.

Nel primo caso, 'estremita e fissa e le approssimazioni successive:

(i)
dO ) 6 (f)(ff—’)(x(i) _a) i=0.1,.
f@®) = f(a)
formano una successione decrescente e limitata inferiormente da &.
Nel secondo caso, I'estremita b e fissa e le approssimazioni successive:

.y

.y

(4)
0) _ G+1) _ ,.(3) f (@) ( 0y -
2V =a, x =z —————(b—2"Y) i=0,1,.
f() = f(z®)
formano una successione crescente e limitata da . Poiché, in entrambi i casi,
la successione {x(¥} & monotona e contenuta in (a, b), esiste il
limx(i) =¢ con a<&<bh
Pertanto, nel primo caso, passando al limite nella (C25]) si ha
o f(€ _
e=i- L9 g
f(&) = f(a)
da cui f(€) = 0 e quindi € = ¢, dato che, nelle ipotesi 1) — 2) del teorema,
I'equazione f(z) = 0 possiede una sola radice in (a,b). Procedendo allo stesso
modo si trova che, anche nel secondo caso, la successione degli iterati {z(*)}
converge all'unica radice ¢ dell’equazione f(z) =0 in (a,b). n

Il seguente teorema consente, sotto opportune ipotesi, di valutare la distanza

tra I"i—esimo iterato e la radice in (a,b) dell’equazione f(z) = 0.

Teorema C.3.25 Se esistono due numeri my e My tali che
0<my <|f'(z)] <M < oo

per
a<xz<z® nel primo caso,
2% < 2 <b nel secondo caso,

tra li—esimo iterato =9 del metodo della secante e lunica radice &
dell’equazione f(x) =0 in (a,b) vale la sequente relazione:
2@ —¢| < Mu(@
my

— 207D, (C.27)
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Esempio C.3.26 Valutare, a meno di 1/100, la radice positiva dell’equazio-
ne f(z)=12*—-022>—-02z—12=0.

Poiché f(1) = —0.6 ed f(2) = 5.6, la radice cercata appartiene all’in-
tervallo (1,2). Dato che l'intervallo di indeterminazione & grande, possiamo
ridurlo per bisezione calcolando f(3/2). Poiché f(1/2) = 1.425, la radice
cercata appartiene allintervallo (1,1.5).

Applicando ora la relazione di ricorrenza ([C20) otteniamo:

0.6

W=7y ——(15-1)=1.1

v tias o060 Y 2
0.173

@ —=1154+—— """ _(15-115)=1.1

v St i ot 0 T 118 = 1190,
0.036

() =1190+ ——" (1.5 —1.190) = 1.198.

v + 1425 1 0.036" )

Poiché, nell’intervallo [1.198, 1.5],
6.073(1.5)2 — 0.4(1.198) — 0.2(x)3(2.298)2 — 0.4(L.5) — 0.2 = 3.49

per la (C2717)

2.58 4
B 222 =
0<é—2vV < 6.070'008 < 1000

e pertanto =3 & accettabile come valutazione della radice. Il valore esatto
della radice e 1.2.

Osservazione C.3.27 Mentre il metodo di Newton, almeno quando la radi-
ce & dell’equazione f(x) = 0 é semplice, ha convergenza quadratica, il metodo
della secante ha convergenza lineare. Tuttavia l'importanza del metodo della
secante non € trascurabile, soprattutto perché: mentre nel metodo di Newton
il calcolo di un nuovo iterato 9 richiede la valutazione sia della funzione
che della sua derivata in =Y, il metodo della secante, tranne nel primo
passo (nel quale ne sono richieste due) richiede soltanto la valutazione della
funzione in =Y. Nel calcolo di radici o di logaritmi, ottenuti mediante la
risoluzione di equazioni del tipo

f—a=0 keN a>0,
logr —a=0 «a€cR,

risulta piu efficiente il metodo di Newton, anche se si tiene conto del maggior
numero di valutazioni funzionali richiesto.

190



C.3.4 Altri metodi iterativi

Nei metodi iterativi per i sistemi lineari, nei quali la convergenza e tipica-
mente locale, & di grande importanza la seguente definizione di punto di
attrazione:

Definizione C.3.28 un punto x* € R™ ¢é di attrazione per la successione
degli iterati x*) = &(2®)) se esiste un intorno I« di z* tale che, qualunque
sia il punto inziale 2% € I¢, la successione degli iterati 2™ — z* = ®(z*),
ossia alla soluzione del sistema F(x) = 0; dato che

rr=®(z") < F(z")=0.

Lintorno I¢ e detto dominio di attrazione. Nel caso particolare in cui I =
R™, x* e definito punto di attrazione globale.

Il risultato piu importante e stabilito dal teorema di Ostroswki.

Teorema C.3.29 Se la funzione di iterazione ® e differenziabile in z* =
(%) e inoltre p(®'(z*)) < 1, * ¢ un punto di attrazione per gli iterati %).

Supponiamo ora che la funzione di iterazione sia del tipo
D(a) = o — [Cla)] " Fla), (C.28)

dove C(z) ¢ una soluzione nonsingolare in un punto fisso z* = ®(z*), dove
F(z*) = 0. Sotto tali ipotesi,

Q' (x*) =T —[C(x")] 1 F'(a%). (C.29)
Da questo risultato segue immediatamente che, ogni punto fisso z* della
funzione di iterazione ®(z) = z — [F'(x)]"'F(z) & un punto di attrazione,
nell'ipotesi che F’(x*) sia nonsingolare. Infatti, in tal caso, la matrice ®'(x*)

risulta identicamente nulla e dunque p(®’(z*)) = 0.
Nel metodo di Newton C(z) = F'(x), ossia la funzione di iterazione &

®(z) = — [F'(2)] ' F(x).

Di conseguenza, nell’ipotesi che nel punto fisso z* la F’(x) sia nonsingolare,
la (C29)) implica che ®'(z*) sia identicamente nulla, ossia che p(®'(z*)) = 0.
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Metodo di Newton-Jacobi

Supponiamo ora di decomporre F’(x) nel modo seguente:
F'(x) = D(x) — [L(z) + U()]

dove D(z) ¢ la diagonale di F'(z), L(z) e U(x) rispettivamente i triangoli
strettamente inferiore e superiore di F’(z). Il metodo di Newton-Jacobi &
caratterizzato da una funzione di iterazione di tipo ([C28) con

C(z) = D(z), ®(z) =z — [D(x)]" F(z)

naturalmente nell’ipotesi che tutti gli elementi diagonali di D(z) siano stret-
tamente non nulli. Osserviamo ora che, nel caso lineare, dove F'(x) = Az —b,
il metodo di Newton-Jacobi coincide con il metodo di Jacobi. In questo caso,
essendo F'(x) =D — (L+U),

() —D Az —b)=2—-D{[D— (L+U)x—0b}

X
=D Y (L+U)x+b=Hr+c, H=D YL+U), c=D"b.

Supponiamo ora che la I sia differenziabile in tutto un intorno di z* nel
quale F'(z*) = 0 e che la matrice Jacobiana F” sia continua in z*. Se D(z*)
e nonsingolare e inoltre il raggio spettrale

p{[D(")] [L(2") + U@")]} < 1,

la funzione di iterazione ®(x) = x—[D(x)]"* F(z) soddisfa, in z*, il teorema di
Ostrowski e di conseguenza z* & di attrazione per gli iterati 2*) = ®(x(*=1).
Per la dimostrazione ¢ sufficiente osservare che per la ([(C29),

®'(2") = I = [D(@")]"{D(") — [L(z") + U(z")]}
= [D(@")] " [L(z") + U(a")].

Metodo di Newton-Gauss-Seidel

In questo caso la funzione di iterazione ¢
®(x) = — [D(z) — L(x)] " F(z)

dove D(z) e L(z) hanno il significato precedentemente specificato. Proce-
dendo come nel caso di Newton-Jacobi, e facile dimostrare che, nel caso
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D(z*) — L(z*) sia nonsingolare, il punto fisso z* ¢ di attrazione per gli iterati
del metodo di Newton-Gauss-Seidel se

p{[D(x") + U(a")] U (2")} < 1,

Da notare che nel caso lineare, la condizione p(®’'(z*)) < 1 € necessaria e
sufficiente per 'attrativita degli iterati. Nel caso nonlineare essa e sufficiente
ma non necessaria. Inoltre, nel caso lineare, il dominio di attrattivita e R™ a
differenza del caso nonlineare nel quale e puramente locale.

193



194



Bibliografia

[1] W.J. Duncan, and A.R. Collar. A method for the solution of oscillation
problems by matrices. Philosophical Magazine (1934); 17(Series 7):865.

[2] W.J. Duncan, and A.R. Collar. Matrices applied to the motions of
damped systems. Philosophical Magazine (1934); 19(Series 7):197.

[3] R. Courant. Variational methods for the solution of problems of equili-
brium and vibrations. Bulletin of the American Mathematical Society
(1943); 49:161.

[4] M.J. Turner, R.W. Clough, H.C. Martin, and L.C. Topp (1956). Stiff-
ness and Deflection Analysis of Complexr Structures. Journal of the
Aeronautical Sciences 23: 80582.

[5] Strang, Gilbert, and George Fix (1973). An Analysis of the Finite
Element Method. Englewood Cliffs: Prentice-Hall.

[6] M.S. Gockenbach, Understanding and Implementing the Finite Element
Method, STAM, Philadelphia 2006.

[7] F. Ihlenburg, Finite Element Analysis of Acustic Scattering, Springer
Verlag, New York, 1988.

195



	Metodi analitici per la risoluzione delle PDE
	Introduzione
	Metodo degli integrali generali
	Applicazione alle PDE

	Metodo di separazione delle variabili
	Temi proposti in prove d'esame

	Metodi alle differenze finite
	Equazioni ellittiche
	Esercizi proposti
	Equazioni paraboliche
	Esercizi proposti
	Equazioni iperboliche
	Esercizi proposti
	Modelli debolmente non lineari
	Un'applicazione industriale delle differenze finite


	Metodo agli elementi finiti
	Introduzione
	Generalità
	Risoluzione di ODEs con il FEM
	Risoluzione di PDEs con il FEM
	Problema modello
	Calcolo delle funzioni di base l(x,y)
	Calcolo della stiffness matrix e del load vector
	Come usare un triangolo di riferimento nel FEM


	Serie di Fourier
	Funzioni periodiche e polinomi trigonometrici
	Serie di Fourier

	Problema di Sturm-Liouville
	Metodi Iterativi
	Introduzione
	Metodi iterativi del primo ordine
	Metodo di Jacobi o delle iterazioni simultanee
	Metodo di Gauss-Seidel o delle iterazioni successive

	Risoluzione numerica di sistemi nonlineari
	Considerazioni sui metodi di risoluzione
	Risultati sulla convergenza dei metodi iterativi
	I metodi della tangente, e della secante
	Altri metodi iterativi 



