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Capitolo 1

EQUAZIONI DELLA FISICA
MATEMATICA

1 Coordinate ortogonali

Sia Q un insieme aperto in R3. Sia u = (u1, u, uz) una trasformazione di classe
C? delle variabili cartesiane x* = (z1,79,23) € Q in R? tale che la matrice
Jacobiana e invertibile. Allora localmente esiste una corrispondenza biunivoca
tra le coordinate cartesiane x = (x1, 29, x3) e quelle curvilinee u = (ug, ug, us).
Derivando le variabili x1, 9, 3 rispetto alle variabili uy, us, us otteniamo
3

83,"1-

an

=1

Quindi la distanza al quadrato tra due punti vicini tra loro e

3 3
ds* = Z da? = Z gijdu;du;,
i=1 ij=1

dove
3

. (9:5]- (9:15]-
it = Z 8uk 8ul

J=1
¢ la cosiddetta metrica. La trasformazione si dice ortogonale se la metrica
{gri};,—; & una matrice diagonale, cioe se le righe della matrice Jacobiana

[ 891;1 81'2 8:1:3 T
3u1 8U1 8u1
J = 6.771 8$2 81’3
| Quy Oug  Oug
3:151 8332 (91’3

| 6u3 8U3 8“3 i




sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se

Ox; Oz
= k #£ 1.
Z 8uk (‘9ul 7 7&
In tal caso ,
ds’ = (hidu;)?,
i=1
dove
1/2

3 2
Ox;
k=1,2,3.
Z::(aUk)] ) ) 73

Si vede facilmente che la matrice diag (1/hy,1/hs,1/h3) J € ortogonale (cioe,

U™t =U" e quindi det U € {—1,+1}). Dunque
’ det J‘ = h1h2h3.

Per ogni punto (uy,us,us) per cui (det.JJ) > 0, ci passano tre superfici
u; = costante (i = 1,2,3). In questo punto definiamo il vettore e; di lunghezza
1 normale alla superficie u; = costante e nella direzione in cui cresce u;. In tal
caso i tre vettori e, ey, e3 formano un sistema di coordinate cartesiane tale

che +(e;1 - (ex x e3)) > 0.
Il gradiente di v ha la forma

3
19y
v=) — e
27y oy ©

la divergenza della funzione V' = Vje; + Ves 4+ Vses a valori vettoriali ha la

forma

V.V:

1 [8 0 0

hoh hsh —(Vahyh
Ioihalis aul(‘ﬁ oh3) + 8u2(V2 3 1)+8US(V3 1 2)},

e il rotore di V ha la forma

Vv o () MDY (KO,

hlhghg 8u2 8U3 8U3 8u1
O(h Vi)  O(hsVs)
— h .
+ ( 6u3 8u1 3€3
Quindi 'operatore di Laplace, oppure il Laplaciano,

3 2
A=V?= 8—2

=1 axj



ha la seguente rappresentazione:

A — 1 0 (hahs 0¥\ 0 (hshi 0¥ 0 (hihy 0¥
N hlhghg 811,1 h1 8U1 81@ hg GuQ 8U3 hg 8U3 ’

Esempio I.1 Introduciamo ora alcuni sistemi di coordinate ortogonali.

a. Coordinate Cilindriche: x = rcosf, y = rsinf, z = z. dove r > 0,
0<0<2m, z€R. Allora h, =1, hg =1, h, = 1. In tal caso

@2w 10y 10% 0%
A — ==+ = I.1
v= or? T¢T+r2802+62 (L.1)
Sostituendo per ¢ una funzione ¢ = ¢ (r, 8) che non dipende da z si trova
I'operatore di Laplace in coordinate polari:

2 2
o 109 10%

Ay = 87“2 rr | r? 902 (12)

b. Coordinate Sferiche: x = p sinpcosf, y = p sinp sinf, z = p cos p,
dove p > 0, ¢ € [0,7], 0 € [0,27). Allora h, =1, h, = p, hy = p sin .

In tal caso
(92w 20¢ 1 0% 1 0 oY
A — |sinp— ). (L3
V= 97 pup Al 0 | pPsing g (Sm%s@> (L3)
Introducendo la nuova variabile & = cosp € [—1,1] (tale che d¢ =

—sinpdp, 1 — & = sin® ¢) otteniamd]]

a%p 2 9 1 9 190 ( ) w)
A ——~(a- 1.4
i pwp+ (1—52)892+p 73 Sy 73 (4)

c. Coordinate Parabolico-cilindriche (vedi [15]): = = £ (u* —v?), y =
cuv, z =z, dove u € R, v > 0, z € R, e ¢ & una costante positiva. Allora

hy = hy = eVu? + 02, h, = 1.

In tal caso

_ 1 o*p 0% o*y
Ay = c2(u? + v?) <8u2 * 81}2) Tz (L.5)

!Usando le coordinate ortogonali (p,6,&) direttamente si trovano le espressioni h, = 1,

ho = pv/T— € e he = (p/\/T— €9).



d. Coordinate Ellittico-cilindriche (vedi [15]): z = ¢ coshu cosv, y =
¢ sinhu sinv, z = z, dove u > 0, v € [0,27], z € R, e ¢ & una costante
positiva. Allora

hy, = hy = C\/cosh2 u sin? v + sinh? u cos?v = C\/sinh2 u + sin® v,
h, =1.

In tal caso

Ay = ! (8% 82¢> Gl (1.6)

+ .
2[sinh? u 4 sin?v] \ Qu?  Ov? 022

2 Separazione delle variabili

1. Separazione in Coordinate Cartesiane. Consideriamo 1’equazione di
Helmholtz
A+ k2 =0

in tre variabili (z,y, z) per k > 0 nel dominio [0, a] x [0,b] x [0, ¢]. Ponendo
b(x,y,2) = X(2)Y (y) Z(2),
dove X (z), Y(y) e Z(z) sono di classe C?, si trova

B % 9 B X//(x) Y//(y> Z”(Z)
=0 TV S X0 TYw T2

In tal caso esistono tre costanti k7, k7 e kZ tali che

X'@) o, Yy, 2'()
X v TR 70

0 + k2.

+ k2 =0,

dove
k24 k24 k2 =k

2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo I’equazione di Helm-
holtz
A+ k*p =0

in due variabili (z,y) per k¥ > 0 nel dominio

D:{(az,y):Og\/mgL},

4



dove L € (0, 4+00). Ponendo

¥(r,0) = R(r)©(0),

dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? inr € (0, L) e 6 € R con O(0+27) =
©(0), si trova

AY o, 1 [PR 1dR 1 @6,
0—7““3(7«){% m}*mw v

oppure

2[R LR] o 1O
R(r) | dr?  rdr o) do>

L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da ) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due
termini devono essere costanti.

Proposizione 1.2 Sia ©(0) una funzione di classe C*, non banale, tale che

1 d°©

Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢

o(f) = costante, m=0
cost; cosmé + costy sinmf, m=1,2,3,---.

Dimostrazione.  Prima dimostriamo che C' > 0. Infatti,

2m 2m
C/ 10(0)|>df = —/ 0" (0)O(0) do
0 0 L .
- - oo +/ ©'(6)|” db
0
2
:/ ©/(6)[2d6 > 0,
0
poiche il primo termine della seconda parte si annulla per motivi di periodicita

e ©'(0) Z0. Quindi C' > 0.
D’altra parte, per C' > 0 troviamo la soluzione generale

0(0) = ¢; cos(6v/—C) + ¢y sin(6v/—C)

5



dell’equazione ©"” = —C'©. Risulta il sistema di equazioni lineari

Loy 1 o) L] =10]

con determinante 2(1 — cos(27v/C)). 1l determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano e
quindi le costanti ¢; e ¢y sono arbitrarie.

Infine, per C' = 0 troviamo la soluzione generale ©(0) = ¢; + c26. In tal

caso O(0 + 27) = ©(0) implica c; = 0. 0
Sostituendo d*6 = —m? pe =0,1,2 otteniamo
ituen @(6)d92_ m-“perm=20,1,2,---, niam
R 1R

+ {k@ — 22} R(r)=0

dr?  rdr 72
con le condizioni al contorno R(0") finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet ¥|sp = 0 si considera la condizione di Neumann g—:ﬂaD =0,
risultano le condizioni al contorno R(0") finito e R'(L) = 0.

Per k = 0 si trova lequazione di Eulero r*R"(r) + rR'(r) — m?R(r) = 0
con soluzione generale

R(r):{cljtcglogr, m=0

cr™4cor™™, m=1,2,3,---.

La condizione che R(0%") sia finito, implica ¢co = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = ¢; = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo I’equazione di Helmholtz con la
condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.

Per k > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione differenziale di
Bessel

d*R  1dR m?

—+—-—-+(1—— | R(p) =0.

dp* ~ pdp ( p? ) )

Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se
p — 0. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,(p),

la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo 1'equazione di

Schrodinger
AY + K = V(a2 4y + 22y

6



nelle variabili (x,y, z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla
variabile r = y/22 + y? + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

Y(r,0,0) = R(r)S(0, p),

dove R(r) e S(6,¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,+00) e (0,p) €
R x (0,7), si trova facilmente

Ay, 1 [dR | 2dR
0= P Tk _V_R(r) [drz rdr]
1 1 0%S 1 0 08
— [ sinp=—= k2 —V(r).
+ r2S(6, ) Linzw 002 + sin ¢ Jy <Sm¢8g0>} i (r)

Quindi

1 0%S 1 0 S
Zsino ) = —CS(0
sin? p 062 * sin ¢ Op <sm<p8¢> C5(6,),
£R 2dR [, C
W + ;W + (k — T’_2) R(T) = V(T)R(T),

dove C' & una costante.

L’equazione differenziale per S(6, ) ha soltanto una soluzione non banale
per opportuni valori della costante C. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ¢)
sono multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora I’equazione per S(6, ). Ponendo

5(0,¢) = 6(0)2(),

si trova la cosiddetta equazione di Beltram:

1 1 d*e n 1 1 d dd
sin? p O(0) db2 ~ ®(p)sinp dyp

sing0%> +C=0.

Come al solito,

1 d*© 5
_—— = —m ,
6(0) do?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X (§) = ®(arccos§), £ =

cos @, arriviamo all’equazione differenziale

d% ((1 —g%%) + <C— 1”—1—262) X(§)=0.

Quest’equazione ¢ ’equazione differenziale per le funzioni associate di Legen-
dre. Le sue soluzioni non banali limitate se £ — =1 esistono soltanto per

7



C=1l+1),dovel =m,m+1,m+ 2,---. Nel caso particolare m = 0 si
ottiene I'equazione differenziale di Legendre

d dX
— (1 -)—=— DX (&) =
(a5 ) i x o
dove | =0,1,2,---.
Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [({ + 1):
d*R  2dR I(1+1)
W“f—;%-i-k R(r) = (V(T)-‘r- 2 ) R(r),

dovem = —1, 4+ 1,-- 1 —2,1—1,1.

4. Separazione in Coordinate Parabolico-Cilindriche. L’equazione di
Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche dette coordinate

paraboliche) ha la forma (L.5]). Sostituendo
U(u, v, 2) = Uu)V(v)Z(2)

1 U" (u) N V" (v) N Z"(z) 0
Aw+v2) \U(u)  V(v) Z(z)
Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta
L (U V)Y 2
A+v) \U) V) )  Zkz) 7
dove XA > 0 e una costante. Dunque
U’ (u) + (p — XN2u®)U(u) = 0,
V") — (u+ M)V (v) = 0,
dove p & un’altra costante. Introducendo le variabili & = uvel e = vVel,
dove £ € Ren >0, e ponendo = (2v + 1)cA otteniamo
U(E) + (20 +1— €)U() =0,
V') — 2v+1+19)V(n) =0.

Studiamo ora 'equazione

otteniamo

u’ + (2u+1—2%)u=0, (L.7)
dove u, z e ¥ non hanno piu lo stesso significato come prima. Sostituendo
uw=e*"y, (L.8)
risulta I’equazione
V" — 220"+ 2vv = 0. (1.9)

Per v = 0,1,2,... la si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della ([.7)) si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

8



3 Equazione di Helmholtz

In questa parte vengono calcolati gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni
normalizzate dell’equazione di Helmholtz in dominio abbastanza semplici.

3.1 Equazione di Helmholtz nell’Intervallo

Consideriamo I’equazione di Helmholtz
u” + ku =0, 0<z<lL, (1.10)
con una delle seguenti condizioni al contorno:

u(0) = u(L) =0, Dirichlet (I.11)
u'(0) = (L) =0, Neumann (L.12)
uw(0) =u' (L) =0, Dirichlet a sinistra, Neumann a destra (I.13)
u'(0) =u(L) =0, Neumann a sinistra, Dirichlet a destra (1.14)
u(0) = u(L), u'(0) =u'(L), condizioni periodiche (I.15)
u(0) =0, (cosa)u(L)+ (sina)u'(L) =0, (1.16)
(cos B)u(0) — (sin B)u'(0) = 0, (cosa)u(L) + (sina)u'(L) =0, (L.17)
dove 0 < a < (7/2) e 0 < 3 < (7/2). Le condizioni e si chiamano
miste. In tutti i casi determineremo gli autovalori e le autofunzioni del proble-

ma al contorno. In tutti i casi gli autovalori k? sono positivi, tranne nel caso
delle condizioni di Neumann ([.12)), dove si annulla uno degli autovalori.

a. Condizioni di Dirichlet. Per trovare una soluzione non banale del pro-
blema al contorno supponiamo che k& > 0. Utilizzando la condizione u(0) = 0
si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
sin(kL) =0 < kL = nm, n=123,....

uindi gli autovalori \,, = k2 = (nxw/L)? e le autofunzioni ¢, (x) ~ sin(nwz/L
n 2

per n=1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
2 2
M= () enla) =7 sin (5, (118)
doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).



b. Condizioni di Neumann. Per trovare una soluzione non banale del
problema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u/(0) =
0 si ottiene

u(z) ~ cos(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
cos(kL) =0 < kL = nm, n=0,1,2,3,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = (nm/L)? e le autofunzioni o, (x) ~ cos(nrz/L)

pern=0,1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
1
Ao =0, wo(r) = Vi
(I.19)
\ (n7r>2 (z) 2 (mrx)
= (— xr) =4/— cos | —
n L Y SDTL L L Y
dove n = 0,1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di

L*(0,L).

c. Condizione di Dirichlet in x = 0 e di Neumann in x = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k& > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione v'(L) = 0 conduce alla condizione

1
cos(k;L):O<:>kL:<n—§)7r, n=123,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — $)r/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
sin((n — 3)mx/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = <@) , on(z) = \/% sin (@) : (1.20)

doven =1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, ).

d. Condizione di Neumann in z = 0 e di Dirichlet in z = L. Per
trovare una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che
k > 0. Utilizzando la condizione u/(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ cos(kx).

10



L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
1
cos(k;L):0<:>kL:<n—§)7r, n=123,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — $)7/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
cos((n — $)mz/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = (@) : on(T) = \/% oS (%) : (L.21)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

e. Condizioni periodiche. Le soluzioni non banali sono quelle periodi-
che. Dunque abbiamo la base ortonormale di autofunzioni (con corrispondenti
autovalori)

1
900(1‘) = _La >\0 = 07 2
2 2 2
¢ (z) = 7 cos ( ngrx) , Ap = <%) , (1.22)
2 2 2n
it =7 s (270 n= (BT
dove n = 1,2,3,.... Quindi 'autovalori zero e semplice mentre gli altri

autovalori hanno moltiplicita 2.

f. Condizione di Dirichlet in x = 0 e mista in z = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione (cos a)u(L) 4 (sina)u’(L) = 0 conduce alla condizione
cosa sin(kL) + ksina cos(kL) = 0, n=1,23,....
Escludendo i casi gia trattati, cioe a = 0 [Dirichlet] e & = (7/2) [Dirichlet in
x = 0 e Neumann in x = L], risultano & > 0, sin(kL) = 0 e cos(kL) # 0.

Arriviamo all’equazione transcedentale

tan(kL) = —ktana, (1.23)
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2+ ~—_ 4

3+ ~ 4

4 ~ i

-5

Figura I.1: Il plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(xL) e y = —k tan «
per L = 5 e a = %. Gli autovalori sono i valori di k& > 0
corrispondenti ai loro punti di intersezione.

dove tana > 0. Cercando i punti di intersezione positivi tra il grafico della
funzione k +— tan(kL) e la retta k — —ktan « con coefficiente angolare nega-
tivo, troviamo una successione infinita di autovalori A, = k2 (n = 1,2,3,...).
Le corrispondenti autofunzioni si possono normalizzare in L*(0, L), risultando
in una base ortonormale di L?(0, ).

g. Condizioni Miste Diverse. Ci limitiamo al caso in cui o, 3 € (0,5). In
tal caso la soluzione

sin(kx)
k

per le opportune costanti ¢y, ¢ e per k > 0 soddisfa alle due condizioni

u(z) ~ ¢y cos(kx) + ¢

c1co8 3 —cysin 8 =0, (I.24)
, , sin(kL) .
c1 [cosacos(kL) — ksinasin(kL)] 4 ¢ |cos +sinacos(kL)| = 0.
(1.25)
L’esistenza di una soluzione non banale conduce alla condizione
in(kL
cos 3 | cos asm( ) +sina cos(kL)}

+ sin 3 [cos awcos(kL) — ksinasin(kL)] = 0,

12



oppure

cos a cos (3

sin(a + () cos(kL) = — -

— ksinasin | sin(kL).

Si cerchino i punti di intersezione positivi tra il grafico della funzione k —
tan(kL) e quello della funzione razionale

k sin(a + ()

cosacos 3 — k?sinasin 3

k— —

3.2 Equazione di Helmholtz nel Rettangolo
Consideriamo ora l’equazione di Helmholtz

Pu FPu
Z 4 = 1.2
ox?  Oy? Wulw,y) =0, (1.26)

dove 0 < x < L1, 0 < y < Ly e vengono imposte le seguenti condizioni di
Dirichlet:
u(z,y) =0, x=20,L; oppure y = 0, Lo. (1.27)

Separando le variabili, cioe ponendo
u(z,y) = X(2)Y(y),
e dividendo la ([.26) da X (z)Y (y) otteniamo

X'(x)  Y'(y)

X Yy TP

Quindi esistono costanti k7 e k7 tali che

X"x) + k3 X (z) =
{X(O) . (.28)

X (L) O,
Y'(y) + kY (y) =
{Y() Y(La) = 0, (1.29)
K2+ kD =k (1.30)

Quindi i problemi al contorno nelle variabili x e y sono ambedue problemi al
contorno per l'’equazione di Helmholtz in una variabile con le condizioni di
Dirichlet. Quindi i loro autovalori e le loro autofunzioni normalizzate sono

(1), = (Z—”) ala) = [ s (7). (131)
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doven=1,23,...,e

(y)m = (%)2 om(y) = \/Lzz sin (mL:y> : (1.32)

dove m = 1,2,3,.... Di conseguenza, gli autovalori e autofunzioni normaliz-
zate del problema bidimensionale sono

2 2 2 nmwx mny
k?)m = 2 n——i—m— , Onm(x,y) = sin [ — | sin ,
= (7457 st = o (7)o (F,
(1.33)
dove n,m = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale in

L2((0, Ly) x (0, Ly)).

Su tutte le 4 parti del bordo, {0} x [0, La], {L1} x [0, Lo}, [0, Ly] x {0}
e [0, L1] x {Ls}, si possono imporre diverse condizioni al contorno, quali le
condizioni di Dirichlet, quelle di Neumann e quelle miste. In tutti questi casi si
possono separare le variabili e risolvere i problemi al contorno unidimensionali
che ne risultano.

L’equazione di Helmholtz si puo risolvere per separazione delle variabili
anche nei parallelopepidi multidimensionali in dimensione > 3. Per esempio,
in tre dimensioni, nel dominio (0, L) x (0, Ls) x (0, L3), e sotto le condizioni
di Dirichlet escono gli autovalori e autofunzioni

n> m? [?
(kQ)n,m,l = 7T2 (_ + = + _> )
Ly Ly L3

( ) 22 . nTr\ . mny\ . Iz
nmi(T, Yy, 2) = sin sin | —= |sin| — ],
PrmiiE Y NI I L Ls

dove n,m,l =1,2,3,....

4 Equazioni delle onde e del calore

Discutiamo ora alcuni casi in cui ¢ abbastanza facile calcolare esplicitamente
le soluzioni delle equazioni del calore e delle onde.

4.1 Equazioni delle onde e del calore nell’intervallo

Consideriamo ora I'equazione del calore per = € (0, L) con condizione iniziale

ou 0%
u(z,0) = up(x), (1.35)
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dove a? ¢ la diffusivita termicaﬂ e quella delle onde con condizioni iniziali

Pu 1 0%
" For (1.36)
u(z,0) = up(x), (1.37)
B
a—?(x, 0) = ui(2), (1.38)

dove ¢ > 0 ¢ la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizione
al contorno, quali quella di Dirichlet

u(0,t) = u(L,t) = 0. (1.39)
Al posto delle condizioni di Dirichlet si possono imporre quelle di Neumann

ou ou

In ambedue i casi facciamo una separazione delle variabili di tipo
u(z,t) = X(x)T'(t)

e dividiamo la (1.34)) e la (1.37) da X (z)T'(t). Otteniamo

170 _ X"(z)
T _ )
() X(z)

equazione del calore,

equazione delle onde,

con le condizioni di Dirichlet

La separazione delle variabili conduce al problema di contorno

(L41)

X"(2) + k2X (z) = 0,
X(0) = X(L) =0,

piu il problema in variabile temporale
T'(t) = —a®k*T'(t), equazione del calore,

k2 (L.42)
T"(t) = - T(t), equazione delle onde.
c

2Infatti a® = K/(up), dove K & la conduttivitd termica, p & il calore specifico e p & la
densita del mezzo. In generale vale ’equazione up(0u/0t) = KAu+ VK - Vu.
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Quindi la solzione della ([.41)) ha la forma

(k2), = (”1)2 o X(@)~sin (70, (1.43)

L L
dove n =1,2,3,..., mentre la soluzione dei problemi temporali ha la forma
5, (M2 )
T(t)=T(0)exp | —a’t (f) : equazione del calore,

nmt (1.44)
it Sin C_L
T(t) =T(0) cos <c_L) - T’(O)W, equazione delle onde.

La soluzione generale della equazione del calore o delle onde ¢ una com-
binazione lineare (facendo scorrere n = 1,2,3,...) delle soluzioni elementari
X, (2)T,(t). Quindi la soluzione generale dell’equazione del calore ha la forma

ety =3 ey (—at (S) Yo (). ey

n=1
dove

uo(x) = u(x,0) = f: Cp Sin (?) : (1.46)

Il coefficiente di Fourier ¢, viene calcolato nel seguente modo:

9 L
Cp = Z/o up () sin (?) dx.

D’altra parte, la soluzione generale dell’equazione delle onde ha la forma
. nmt
- nmt S oL nmwx
u(z,t) = Cp COS (l) +d,————| sin (—) , (L.47)

dove

up(z) = u(z,0) = f: Cp Sin (?) : (L.48)

uy(z) = %(m, 0) = i d,, sin (?) : (1.49)



I coefficienti di Fourier si calcolano nel seguente modo:

o L
Cp = Z/o up(z) sin (?) dx,

o L
d, = z/o uy () sin (?) dx.

Se invece della (I.39) vengono imposte le condizioni di Neumann, i dettagli
della derivazione della soluzione non cambiano molto.

4.2 Equazioni delle onde e del calore nel rettangolo

La risoluzione delle equazioni del calore e delle onde nel rettangolo € analoga a
quella per i corrispondenti problemi unidimensionali. Al posto degli autovalori
e autofunzioni dell’equazione di Helmholtz nell’intervallo si utilizzano ora quelli
dell’equazione di Helmholtz nel rettangolo.

Consideriamo ora 'equazione del calore per (z,y) € (0,Ly) x (0, Ly) con
condizione iniziale

ou  ,[0%u  O%u
5= | a7 (150)
u(z,y,0) = uo(z, y), (151)

dove a? ¢ la diffusivita termica, e quella delle onde con condizione iniziali

Pu 1 [0%u 0O%u
W = g {@ + a—y2:| ) (1.52)
U(ZE,y,O) = Uo(l’,y), (153)
0
a_?;(xvg%o) = Ul(l’,y), (154)

dove ¢ > 0 ¢ la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizioni al
contorno, quali quella di Dirichlet

{u(O,y,t) =u(L1,y,t) =0, y€0,Ly], (155)

u(z,0,t) = u(x, Lo, t) =0, x € [0, Ly].
La separazione delle variabili
u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t)
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e la divisione dall’espressione X (z)Y (y)T'(t) conducono al problema al contor-

no T’(t) _ a2 |:X//<x> N Y//<y)‘|
(0~ [ X Y | -
X(0)=X(Ly) =0, '
Y(0) =Y(Ly) =0,

per l'equazione del calore e al problema al contorno
') 1 [m) Y”(y)}
(0 ~ @%@ Yl -

per I'equazione delle onde. Otteniamo, come al solito,

X"(x)+ k2X(z) =0, X(0)=X(L) =0,
Y'(y) + kY (y) =0, Y(0)=Y(L) =0,
e dunque
nm\” nmwx
wr=(F) . X~
(k, )? = (?) Y (y) ~ sin ™Y,
2 2
dove n,m =1,2,3,.... Inoltre,

ot =10 esn (- | (1) + (32

per I'equazione del calore e

t_ nmw 2 mm 2]1/?
T(t - —
)= ¢ (Ll) +(L2>

)+ (%)

1/2

(z (i
% ()

18
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per l'equazione delle onde.
Per I'equazione del calore arriviamo alla seguente soluzione completa:

2 2
u(z,y,t) Z Cn,m €XP (—a [(Ll) +(WZ—:) ]>51nnL—7T651 mL:y,

n,m=1
(1.58)
dove
uo(,y) = ngl Cp,m, SID ? sin Trzzy’ (1.59)
Crom = L1L2/ / (z,y sm%sm I, dydx (1.60)
Infine I'equazione delle onde ha la seguente soluzione:
00 . 2 27 1/2
nm mm nrr . mmw
“(%yat) :n;1 Cn,m COS E [(L_1> + (L_Q) ] smL—181 L2y
9 57 1/2 .
t nm n mm
sin | - || — —
¢ [(Ll) ( L, ) nTr . mmy
dpm i i , (L6l
o 1 nm 2 mr\ 2 2 o Ly o Lo ( )
5 ()
dove
- . nmx . mmy
_ S R , 1.62
uo(z,y) n%;107 sin I sin I, (1.62)
Z dnmsm@sm mwy) (1.63)
n,m=1 L2
Li Lo
Cnym = LILQ/ / (xz,y sm%sm I, dyd:c (1.64)
Li Lo
. .. mmy
— . L.
ul(x,y)sm L1 % sin I, dy dx (1.65)
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Capitolo 11

ANALISI FUNZIONALE

In questo capitolo si introducono gli spazi di Banach e di Hilbert, gli operatori
lineari e loro spettro. Inoltre si discutono gli operatori compatti su uno spazio
di Hilbert.

1 Spazi di Banach

Consideriamo noto il concetto di spazio vettoriale X rispetto ad un campo
di scalari ' che supponiamo uguale a R (numeri reali) oppure a C (numeri
complessi). Quindi in X sono state definite I'addizione X x X +— X e la
moltiplicazione scalare ' x X — X con le solite proprieta aritmetiche.

Uno spazio normato X € uno spazio vettoriale su cui e definita una norma
| 1| : X — R con le seguenti proprieta:

a. |l¢|| > 0 per ogni ¢ € X; (positivita)
b. [|¢]|| = 0 se e solo se ¢ = 0; (definitezza)
c. |lapll = |al|l¢|| per a € Fe e X; (omogeneita
d. |lo+ ] < |lell + || per ¢, € X. (disuguaglianza triangolare)

Dalle (c)-(d) segue subito che

e. |[lell = ¥l < lle — Il per @,9 € X.

Per distanza tra ¢ e 1) si intende la ||¢ — ||

Una successione {¢,||5°, di elementi di X ¢ detta convergente al vettore
v € X se lim,, . ||on — @] = 0, ossia se, per ogni € > 0, esiste un intero n(e)
tale che ||¢, — ¢|| < € per ogni n > n(e).

Una successione {p,,}>°, di elementi di uno spazio normato X si dice suc-
cessione di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un intero n(e) tale che ||, —pm| < €
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per n,m > n(e), ossia se lim, oo ||on — ©m|| = 0. La norma in X si dice
completa se ogni successione di Cauchy in X & convergente in X. Uno spazio
normato con norma completa si dice spazio di Banach.

Siano X e Y due spazi normati, U C X e f: U — Y. Allora f si dice
continua in ¥ € U se {f(¢n)}o, converge a f(¢) in Y per ogni successione
{@n}s, in U che converge a ¢. La funzione f si dice continua se & continua
in ogni punto p € U.

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Banach, trascurando la dimostra-
zione della completezza della norma.

1. Per ogni sottoinsieme chiuso e limitato 2 di R", sia C'(2) lo spazio vetto-
riale di tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue in 2. Allora
la funzione || - ||« : 2 — R,

/1l = max |f(z).

introduce una norma completa in C(£2). Si verifica che || f, — flleo — 0
se e solo se f,(x) — f(x) uniformemente in z € Q.

2. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R™. Con L?*(f2) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Le-
besgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in
un sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora
la funzione || - [|o : L*(Q) — R,

nﬂbz(ljﬂmﬁm)”a

¢ una norma completa in L?(Q).
3. Sia ¢? lo spazio vettoriale di tutte le successioni {x,}°°, scalari (reali o

complesse) per cui la serie Y 7 | |x,|? & convergente. Allora la funzione
Iz 02 = R,

00 1/2
{zntnzlls = (Z !%!2) 7
n=1

¢ una norma completa in 2.

4. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R”. Con L!(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni sommabili (nel senso di Lebesgue) in €2,
dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in un sottoinsieme

22



di € di misura zero, vengono considerate uguali. Allora la funzione ||-||; :
L'(Q) — R,

1 = / £ (x)|da.

¢ una norma completa in L'(Q).

Per un elemento ¢ di uno spazio normato X e r > 0, 'insieme

Bgsr) ={v e X :|lo—vll <r}

e definito la sfera aperta di raggio r e centro . Un sottoinsieme U si dice
aperto se per ogni ¢ € X esiste r > 0 (che dipende da ) tale che B(p;r) C U.
Dato il sottoinsieme U di X, la parte interna U° di U & I'insieme aperto pilt
grande di X contenuto in U.

Un sottoinsieme U di X si dice chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte
le successioni con termini in U e limiti in X. Dato il sottoinsieme U di X, la
sua chiusura U & il sottoinsieme chiuso pill piccolo di X che contiene U.

Dato il sottoinsieme U di X, la frontiera QU di U e I'insieme dei punti di X
che possono essere il limite sia di una successione in U sia di una successione
in X \ U. Si dimostra facilmente che

oU=UnN(X\U).
Un sottoinsieme U di X si dice limitato se il diametro

diam(U) = sup{[j¢ —¢|| : v, € X}

¢ finito. In tal caso esiste r > 0 (con r > sdiam(U)) tale che U C B(yp;r) per
ogni vettore ¢ € X.

Un sottoinsieme D di X si dice denso in X se ogni vettore o € X ¢ il limite
di una successione con termini in D. Uno spazio di Banach si dice separabile
se ha un sottoinsieme denso finito o infinito numerabile.

2 Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso (cioe, F = R oppure F = C).
Allora una funzione (-,-) : X x X — F che soddisfa le seguenti proprieta:

a. (¢,9) =0, (positivita)
b. (¢,¢) =0 se e solo se ¢ =0, (definitezza)
c. (p,¥) = (¥, ) per ogni p, ¢ € X, (simmetria)
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d. (ap+ Bib, x) = ale, x) + B, x) per a, B € F e p, 1, x € X, (linearita)

¢ definita prodotto scalare (oppure prodotto interna, oppure, nel caso F = C,
prodotto sesquilineare). Nella (c) il soprasegno indica il coniugato complesso
se F = C. Dalle (c)-(d) segue subito che

e. (x,ap+pY)=a(x,¢)+B(x,v) pera,f €Fep,x €X.

Ogni prodotto scalare induce la cosiddetta norma indotta

lell = v/ (0, ©)-

Inoltre vale la disuguaglianza di Schwartzﬂ

[, V) < llell [l per ¢, ¢ € X,

che € un’uguaglianza se e solo se ¢ e ¥ sono proporzionali. La disuguaglianza
di Schwartz implica la disuguaglianza triangolard?]

le+ ol <lell+1vll, e veX

Uno spazio vettoriale con prodotto scalare si chiama spazio pre-Hilbert.
Uno spazio pre-Hilbert con norma indotta completa si dice spazio di Hilbert.
Uno spazio di Hilbert soddisfa all’identita del parallelogramma

lo +9l” + lle — 9 lI* =2 (lel* + 1]1%) -

Vice versa, se la norma di uno spazio di Banach soddisfa all’identita del
parallologramma, essa e la norma indotta di uno spazio di Hilbert.

Il prodotto scalare puo essere espresso nella norma tramite la cosiddetta
formula di polarizzazione:

(e + 911 =l = ¢1?), F=R,

(o + 9112 = lle = »I* +ille + || —illp —i]?), F=C.
(IL.1)

(0, ¥) = {f

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Hilbert.

IDim: Sia ¢ un numero complesso di modulo 1 tale che &(p,v) = |(p, )| e sia x = &p.
In tal caso ||x|| = ||¢|, mentre per ogni ¢t € R si ha 0 < |l¢ + tx||® = [l¢l|® + 2t(¢, x) +
t2||x||?. Quindi il discriminante di questo polinomio reale quadrato & non positivo. Dunque
4\(@5»{)? - 4||50||22HX||2 < 0 ¢ quindi (e, )| < el ||1/f£\- , ,
Dim: [lo +¢[I* = [lll* + [¥[1* + 2Re(p, ¥) < [l@ll* + 101 + 2[lell 121 = (llll + l1)*-
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1. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R™. Con L*(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Le-
besgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in
un sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora

la funzione (-,-) : L*(Q) x L*(Q2) — C,

- ([ sisteia) "

¢ un prodotto scalare in L?*(2) che induce la solita norma.

2. Sia ¢? lo spazio vettoriale di tutte le successioni {x,}°°, scalari (reali o
. . o0 2 .
complesse) per cui la serie > > | |x,|° & convergente. Allora la funzione

(,): 2 x (* - C,

1/2
({In}n lv{yn n= 1 (Z Tn yn) )

¢ un prodotto scalare in ¢? che induce la solita norma.

3 Basi ortonormali in spazi di Hilbert

Consideriamo prima uno spazio vettoriale di dimensione N con prodotto sca-
lare. Tale spazio ha una base ortonormale {p, }_, di vettori di lunghezza 1
ortogonali tra loro. Partendo da una base (i.e., un sistema linearmente indi-
pendente massimale) {1, }_, qualsiasi, si puo costrulre una base ortonormale
utilizzando il processo di Gmm Schmidt:

(5 = Y
" el
o — (Y2, 1)1

|49 — E¢2,901;<P1||
3 — (U3, 1)1 — (U3, pa2) 2

S 0 =
P s — (U, 01) 1 — (W3, 02) 2]

P2 =

oy = Yy — (Un, 1)1 — - — (P, on-1) PN
\ [on — (Wns 1)1 — o — (Un, ov—1)on—1]|
E facile controllare induttivamente che @; ¢ ortogonale ai vettori ¢1,...,¢@; 1

ehanormal (j=1,2,...,N).
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Appena trovata una base ortonormale {p,})_,, si ottengono subito le
cosiddette identita di Parseval:

=

lel® = 1, ),

(,9) = ) (,0n) (#n, ¥)-

n=1

Consideriamo ora uno spazio di Hilbert separabile X a dimensione infi-
nita. Estraendo da un sottoinsieme denso e infinito numerabile D un siste-
ma di vettori linearmente indipendente massimale e applicando il processo di
Gram-Schmidt senza fermarsi ad un indice superiore N, si ottiene una base
ortonormale e infinita numerabile {¢, }°° ;. D’altra parte, I'insieme di tutte
le combinazioni lineari dei vettori di una base ortonormale infinita numerabile
di X e denso in X. Concludiamo dunque che uno spazio di Hilbert separabile a
dimensione infinita viene caratterizzato dall’esistenza di una base ortonormale
infinita numerabile.

Data una base ortonormale {¢,}>2 ; in X risultano le identita di Parseval:

2
lell> = 1, ea)
n=1

(0, 0) =D (0, 0n)(#n, ¥).

n=1

Inoltre, vale lo sviluppo

oo

o => (P en)pn
n=1

nel senso che

lim

N—oo

=0.

N
0= (0, 0n)pn
n=1

Introducendo la successione crescente di sottospazi

En =span{py,...,on}

di dimensione N, si puo leggere quest’ultima relazione limite nella seguente
maniera: La distanza (ortogonale) tra ¢ e il sottospazio Ey tende a zero se
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N — ooE| Quindi
N

w = Z (0, An) An
n=1
definisce la proiezione ortogonale di o in Ey.
Dato lo spazio di Hilbert separabile X con base ortonormale {p,}52,, si
definisce la trasformazione lineare U : X — (2 da

Up={(e,0n)} 1

ossia U ¢ la successione dei coefficienti (g, ¢, ) vista come vettore in £2. Allora,
applicando la definizione della norma in ¢2,

[e%S)
2
1Uel> = [, 0n)” = llell?,
n=1

secondo l'identita di Parseval. Si verifica facilmente che U definisce una cor-
rispondenza biunivoca tra X e 2. Costruendo la U per X = ¢2 e la sua base
ortonormale canonica, si vede subito che U coincide con la trasformazione iden-
tita in £2. Concludiamo che, tranne per una trasformazione unitaria della base
ortonormale, esiste un singolo spazio di Hilbert separabile.

4 Applicazioni

1. In X = L*(—m, 7) le funzioni

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m,7) e introdu-
cendo i suoi coefficienti di Fourier

1 [7 ,
Cp = —/ f(x)e " dx,
2 ) .

si vede subito che ¢, = (27)Y2(¢p, ¢,,) per n € Z. Secondo l'identita di Parseval
segue

IFIE=2m Y leal?,

n=—oo

2
3Sia Zﬁle Anpn un vettore arbitrario in Ey e F(A,...,A\n) = H<p - 22[:1 AnPn

la distanza tra ¢ e En al quadrato. Si puo dimostrare che il minimo viene assunto per
An = (0, 0n) (n=1,...,N).
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ossia
o

L f@rdr= Y Jel

2T
- n=—00

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

f(x) _ Z c, e
nel senso che
A}i_r)noo B f(z) — ; cp e dr = 0.
2. In X = L*(—m,7) le funzioni
cos(nzx) ‘(1) = sin(nx) 123, ..

1 c _
QOO(x) = Ev gpn(l‘) = ﬁ P

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m, ) e introdu-

cendo i suoi coefficienti di Fourier

:—f f(x)cos(nx)dz, n=0,1,2,...,
f
:—f f(x)sin(nz)dz, n=1,2.3,...,
si applichi I'identita di Parseval per trovare I'uguaglianza

[e.9]

L aof
P @R =53 (ol ).

T —T

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

flz) = % + Z (a,, cos(nz) + by, sin(nx))

nel senso che
2

N
flx) — % (a, cos(nzx) + b, sin(nx))| dz =0.

n=1

™
lim
N—o00 o
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5 Operatori lineari

Siano X e Y due spazi di Banach. Un’applicazione T : X — Y si dice operatore
lineare se

T()\ll'l -+ )\QLCQ) = >\1T(ZC1) + /\2T(£L’2), X1, € X, )\1, )\2 € F,

dove F' = R oppure F' = C. Molto spesso scriviamo Tz invece di T'(z). Gli
esempi principali degli operatori lineari sono le matrici n x m (come rappresen-
tazioni degli operatori lineari da F™ in F™) e gli operatori differenziali lineari.
L’immagine di tale T' & I'insieme Im (T) = {Tz : € X }; quest’insieme & un
sottospazio lineare di Y. Il kernel di T" ¢ il sottospazio lineare di X definito da
KerT ={x € X : Tz =0},

5.1 Proprieta generali

Un operatore lineare T' : X — Y si dice invertibile se ¢ una corrispondenza
biunivoca tra X e Y. Un operatore lineare T': X — Y ¢ invertibile se e solo
se InT =Y e KerT = {0}.

Siano X e Y spazi di Banach. Un operatore lineare 7' : X — Y si dice

limitato se sup ||Tz| < +oo. In tal caso il numero
l[=]|=1

Tx
ITI = swp [Tl = sup 12N
v€X, |lz]=1 ozzex |2l

si dice norma di T. Se X = F" (dove F' = R oppure F' = C) ha dimensione
finita, ogni operatore lineare T': X — Y e limitato.

a. Sia {e1, -+ ,e,} la base canonica di F. Allora ogni operatore limitato
T : F" — Y puo essere rappresentato come

i=1 i=1

Se si applica ad una matrice, la norma si chiama norma spettmleﬂ
Utilizzando questa rappresentazione, si dimostri la limitatezza di T'.

b. Siano X,Y, Z tre spazi di Banach e sianoT : X — Y e S:Y — Z due
operatori lineari limitati. Allora ST : X — Z & un operatore lineare
limitato e ||.ST|| < ||S|||IT]|-

4La norma spettrale di una matrice & uguale al suo numero singolare pit grande.
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Proposizione I1.3 Siano X,Y spazi di Banach e siaT : X — Y un operatore
lineare. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

a. T e un operatore limitato.
b. T : X — Y ¢ una funzione uniformemente continua.
c. T:X —Y ¢éuna funzione continua.

d. T:X —Y ¢ continua in 0.

Dimostrazione.  [(a)==(b)] Per z1, o € X si ha grazie alla limitatezza di
T: ||Tzy — Txs|| < ||T|||z1 — x2||. Quindi, se ||x; — x| < (¢/||T]]), allora
|Taxy — Txs|| < e. Allora T & uniformemente continuo.

[(b)=(c)==(d)] Ovvio.

[(d)=(a)] Sia T continuo in 0. Allora esiste § > 0 tale che ||z| < §
implica ||[Tz|| < 1. Quindi per qualsiasi x € X con ||z|| = 1si ha ||(§/2)z|| < o
e dunque (6/2)||Tz|| = [|T(6/2)x| < 1. Allora ||z|| = 1 implica ||Tz| < (2/9).
Di conseguenza 1" ¢ limitato con norma < (2/9). O

Consideriamo adesso lo spazio di Banach £(X,Y’) di tutti gli operatori
lineari e limitati da X in Y, dove X e Y sono spazi di Banach. Scriviamo
LX)se X =Y. Per X =F"eY = F" (per F =R o F = C) lo spazio
L(X,Y) coincide con quello delle matrici n x m.

Teorema II.4 (Teorema dell’Operatore Inverso) Siano X e Y spazi di
Banach e sia T € L(X,Y) dnvertibile. Allora l'operatore inverso T™! €
L(Y,X).

Teorema I1.5 Siano T,S € L(X), e sia T invertibile. Allora S ¢é invertibile
se [T — S| < |[T7'|7'. In particolare, S ¢ invertibile se ||[I — S|| < 1.

Dimostrazione.  L’equazione Sx = y puo essere scritta nella forma equiva-
lente x = F(z), dove

F(x)=T'y+T YT - 9)z.

Siccome
|F (1) = F(ao)|| < NTHNT = S| ey — 2], (IL.2)

dove ||T7Y| |IT — S| < 1, si puo risolvere 'equazione x = F(z) per iterazione,
secondo il cosiddetto Teorema delle Contrazioni. Infatti, sia g € X un vettore
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iniziale e poniamo x,4; = F(z,) per n =0,1,2,.... Allora
22 — 1[| = | F'(21) = F(zo)| < [TIT = S|l — woll,

s — ol = || F(x2) — Fla)|| < ITHIT — Sll|a2 — 2|
< NT=HIT = S|Pl — woll,

11 = zall = |1 F(@n) = F(@aa)l| < NTHINT = Sllllzn — 20
< [IT~HIT = ST les = oll-

Quindi
p—1 p—1
|2ty = na| Y N#nsjan = @l < llon = ol D T HIIT = S
j=0 7=0

< ey = ol Y NTHNT — S|
j=0

THIT = Sy
L= [T = S]]

= [|1 — o]

Quest’ultima espressione tende a zero se n — oo. Dunque {z,}7°, ¢ una
successione di Cauchy in X e quindi ha limite x € X. Utilizzando la continuita
della F': X — X [vedi la (B.2)], otteniamo

r=lim 2,4 = lim F(z,)=F(lim z,)= F(x).

n—oo n—oo n—oo

L’unicita della soluzione ¢ immediata. O

5.2 Proprieta spettrali

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € L(X). Per ogni A € C
consideriamo gli operatori lineari A— T (cioe, AIx — T scritto male). Studiamo
I'invertibilita di A — 7" al variare di .

I numero A € C si dice autovalore di T se esiste 0 # x € X tale che
(A=T)x = 0 (cioe, tale che Tz = Azx). Il vettore x si chiama un corrispondente
autovettore. In tal caso Ker (A —=7T) = {z € X : (A= T)x = 0} ¢ l'insieme
di tutti gli autovettori corrispondenti all’autovalore A, piu il vettore zero. La
definizione generalizza quella per le matrici quadrate. Infatti, come per le
matrici quadrate l'esistenza dell’autovettore 0 # x € X tale che Tx = Az
implica che A\ — 7" non e invertibile. Per le matrici quadrate 7" basta risolvere
'equazione det(A — T') = 0 per trovare tutti gli autovalori di 7. Nel caso di
uno spazio X a dimensione infinita la situazione ¢ molto piu complicata.

31



Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € £(X). Il numero complesso
A appartiene allo spettro di T', o(T'), se A — T NON & invertibile. Quindi tutti
gli autovalori di T" appartengono allo spettro di 7. Il numero complesso A
appartiene al risolvente di T, p(T), se A — T ¢ invertibile. Dunque p(T) & il
complementare di o(7T).

Teorema I11.6 Sia T' € L(X). Allora lo spettro o(T) di T é un sottoinsieme
chiuso, limitato e non vuoto di C, mentre il risolvente p(T) di T é un aperto.

Dimostrazione. — Se || > ||T||, |A\"'T|| < 1 implica l'invertibilita dell’ope-
ratore A — T = X\(Ix — A7'T). Inoltre

=T/ KX T9
_1 _ _
AN=T)"= 3 § j == § j NS (I1.3)

dove la serie & convergente nella norma di £(X). Quindi lo spettro & contenuto
nella palla di centro zero e raggio ||T|.

Inoltre, se A € p(T) e |u— A < [[(A=T)7Y|7}, allora [[(A=T)— (u—T)|| <
I(A=T)7Y| 7 e quindi p € p(T), dove abbiamo applicato il Teorema[B.4 Di
conseguenza, p(T') & aperto e quindi il suo complementare o(7") & chiuso.

Infine, se o(T) = 0 e quindi p(T) = C, per ogni z,y € X la funzione
((A—=T)"x,y) ¢ analitica nell’intero piano complesso e tende a zero se |A| —
oof!| Secondo il Teorema di Liouville[f] segue che ((A — T') "z, y) = 0 per ogni
A€ Ceux,ye X. Diconseguenza, (A —T)~! = 0, un’impossibilita per un
operatore invertibile. Quindi o(7T") # 0. 0

Sia r(T), il raggio spettrale di T', il minimo di tutti gli r per cui la serie ([B.3])
¢ assolutamente convergente per ogni A € C con |[A| > r. Allora r(T) < ||T]| e
o(T) & contenuto nel disco di centro 0 e raggio (7"). Infatti quel disco ¢ il disco
di centro 0 piu piccolo che contiene lo spettro di T'. Utilizzando ’espressione
per il raggio di convergenza di una serie di potenze, troviamo

r(T) = lim |7,
n—oo

Sia T' € L(X). La formula C = o(T') U p(T) rappresenta una partizione
del piano complesso in due insiemi disgiunti. Adesso discutiamo un’ulteriore
suddivisione di C in quattro insiemi due a due disgiunti.

a. Se A — T ¢ invertibile, A € p(T"). Altrimenti, A € (7).

5In modo implicito abbiamo supposto che X sia uno spazio di Hilbert. La dimostrazione
si adatta facilmente al caso di uno spazio di Banach generale.
6Una funzione analitica e limitata in tutto il piano complesso & necessariamente costante.
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b. Se Ker (A —T) = {0}, Im (A — T") & un sottospazio lineare denso in X
elm(A—T) # X, si ha A € 0.(T). Tali punti A\ appartengono allo
spettro continuo di T'. In tal caso ogni x € X si puo approssimare da
vettori (A — T')z per qualche z € X. Purtroppo esistono x € X tale che
I'equazione (A — T')z = x non ha nessuna soluzione z € X.

c. Se Ker (A —=T)={0} e Im (X —T) & un sottospazio NON denso in X, si
ha X € 0,.(T) [lo spettro residuo di T.
d. Se Ker (A —T) # {0}, A & un autovalore di 7. L’insieme degli auto-

valori si scrive come 0,(7") [inglese: point spectrum]. Gli autovettori
corrispondenti all’autovalore A sono tutti i vettori in Ker (A —T') \ {0}.

Abbiamo ottenuto la partizione

C = p(T) Ue(T) U0, (T) Uay(T)

a(T)

del piano complesso in quattro insiemi due a due disgiunti.

5.3 Operatori autoaggiunti e unitari

Discutiamo ora gli operatori lineari su uno spazio di Hilbert. Sia X uno spazio
di Hilbert e sia T € L(X). Si definisce 'operator aggiunto 7T dall'uguaglianza

(T*z,y) = (z,Ty), z,y € X.
Si dimostra facilmente che

77 = sup [[T"z[| = sup | <T"z,y> |
Jall=1 Jall=lyl=1

= sup | <z,Ty>|= sup [Tyl =|T].
llz]|=llyll=1 llyll=1
Quindi T* € L(X) e ||T*|| = ||T||. Valgono le seguenti proprieta: (\T)* = A\T*
[(AT')* = AT™* in uno spazio di Hilbert reale|, (T+5)* = T*+5*, (T'S)* = S*T*,
(T*)*=T.
Sia X uno spazio di Hilbert e sia T" € £(X). Introduciamo le seguenti
classi di operatori lineari:

a. Gli operatori autoaggiunti: T* =T

b. Gli operatori unitari: T invertibile e Tt = T*.

In uno spazio di Hilbert complesso T' un operatore T' € L(X) & autoaggiunto
se e solo se (T'xz,x) & un numero reale per ogni = € X.
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Teorema I1.7 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora
o(T) Cc {(Tz,z) : ||z|| =1} C R.
Inoltre, o,.(T) = 0.

Dimostrazione.  Prima dimostriamo che 0,(7) C R. Infatti se A € R e
0 # z € X ¢ il corrispondente autovettore tale che Tz = Az, allora \||z||? =
AMz,z) = (Tx,z) € R e dunque X € R.
Sia A € 0,.(T). Siccome Im (A — T') & un sottospazio lineare non denso in
X, esiste 0 # x € X tale che (A —T)z,2) = 0 per ogni z € X. In tal caso ne
segue, per z = ,
(Tz,x)
(z, )
Quindi o,.(T) C R. Da questo fatto si trova per ogni z € X

0=(\—T)z,2) = (2, A= T)a),

A= € R.

e quindi (A — T)z = 0 mentre x # 0. Risulta che X\ € 0,(T). Siccome

0,(T) C R, si ha A € 0,(T). Contraddizione. Ne segue allora che o,(T") = ().
Sia A € 0,(T) Uo.(T). Allora esiste una successione {z,}7°, in X tale

che [|z,] = 1 (n € N) e (A = T)a,| — 0 se n — oof| Allora la stima

(A= T)zp, z0)| < ||(A— T):CnHH:an con ||z, || = 1 implica che
A= (Txp,x,) = (AN —=T)xp, x,) — 0, n — 0o. (IL.4)

Siccome (T'x,, z,) € R per n € N, ne segue A € R. Dunque 0,(T)Uc.(T) C R.

Infine, o(T) = 0,(T) U 0.(T) e la relazione (B.4) [dove ||z,| = 1 per
ogni n € NJ implicano che lo spettro di 7' ¢ contenuto nell’intervallo chiuso
e limitato piu piccolo che contiene l'insieme {(Tz,z) : ||z|| = 1}. Infatti, sia
{(Tz,z) : ||z|| = 1} C [m, M]. Allora

m|z|?* < (Tz,r) < M|z|]?, z e X.
Dunque per ogni x € X

> (A =m)|z|?

{/\ >M: (A=M)|z|?> (A=T)z,z) >
A<m: (m= Nzl < (T = Na,2) < (M =\

Di conseguenza, se A € R\ [m, M|, non esiste nessuna successione {x,}>°, tale
che ||z,]| =1 (n € N) e [|[(A = T)z,|| — 0. Quindi o(T") C [m, M]. O

"Se non esistesse, aviemmo ||(A — T)z|| > & > 0 per ogni vettore x di norma 1, il che
esclude X € 0,(T) e implica la limitatezza di (A — T)~!. Siccome o,.(T') = () implica che
(A —T)~! puo essere definito su uno sottospazio denso, la sua definizione si estende a tutto
lo spazio X e quindi A € p(T).
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Si puo infatti dimostrare che per un operatore lineare autoaggiunto 'in-
sieme {(Tx,z) : ||| = 1} & l'intervallo chiuso e limitato reale piu piccolo
che contiene lo spettro di T. In particolare, gli estremi di quell’intervallo
appartengono a o(7"). Purtroppo la dimostrazione non ¢ elementare.

Teorema I1.8 Sia T' € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora il suo raggio
spettrale coincide con la sua norma: r(T) = ||T||.

Dimostrazione.  Sia T € L(X) autoaggiunto. Allora

| Tz|]* = (T2, T2) = (TPw,2) < |T%x|||zll, = €X,
dove ¢ stata applicata la disuguaglianza di Schwartz. Passando all’estremo
superiore per gli x € X con ||z]| = 1 si ottiene | T']|* < ||T?]] e dunque
172 = 17>
Questo implica
1T 17" =T, neN
Passando al limite se n — oo si trova r(T') = ||T]. 0

Passiamo ora agli operatori unitari. Utilizzando la formula di polarizza-
zione si puo dimostrare che un’isometria (cioe, un operatore lineare U su uno
spazio di Hilbert X tale che |U¢|| = ||¢|| per ogni ¢ € X) ha la proprieta

(Up, Uy) = (¢,9), o, € X,

e quindi la proprieta

U U, UY) = (p,9),  peX.

Quest’ultimo implica che U ¢ un’isometria in X se e solo se U*U = [x. Nella
stessa maniera si vede che un operatore U ha la proprieta che U* ¢ un’isometria
se e solo se UU* = Ix. Conclusione: U e un operatore unitario se e solo se U e
U* sono ambedue isometrie se e solo se U e un’isometria invertibile. Siccome
in tal caso anche U™ e U™ = (U™')" sono isometrie (n = 1,2,3,...) se U &
unitario, risulta

U =[U"=1  n=123,....

Di conseguenza,
r(U)=rU1") <1,

e quindi o(U) C {z € C:|z| =1}.
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5.4 Operatori autoaggiunti non limitati

Ci vuole una teoria degli operatori lineari autoaggiunti non limitati in uno
spazio di Hilbert. Siano H uno spazio di Hilbert complesso e T" un operatore
lineare con dominio D(T') denso in H. Allora T si dice hermitiano [oppure

simmetrico] se
(Tz,y) = (v, Ty), =,y € D(T).

Per un operatore hermitiano 7', definiamo l'operatore 7™ da
dc = 0:
D(T*)=dyecH: ¢ =cly) > ,
[(Tz,y)| < c)llzll, = € D(T)
In tal caso Az € H : (T'z,y) = (z, 2); Poniamo Ty = z.

Ovviamente,

Tz =T, x e D(T),

cioe T* estende T (scritto: T° C T%).

Un operatore lineare T' si dice autoaggiunto se D(T) ¢ denso in H, T ¢
hermitiano e T* = T. Quindi T e autoaggiunto se T" e hermitiano e il suo
dominio & denso e soddisfa

{D(T) c D(T*),

B ' Jde=c(y) >0:
DT = {y SH: (e ) < ezl « D<T>}'

In tal caso I'insieme risolvente p(T") di tutti i punti A € C per cui

(= T)[D(T)] = H.
Ker (A —T) = {z € D(T) : Tx = Az} = {0},
Je(A) > 0: |(A=T)"z|]| < c(N)||z|| per x € H,

contiene C \ R. Quindi il suo complementare, lo spettro o(7T) = C\ p(T), ¢
un sottoinsieme chiuso (ma non necessariamente limitat(ﬂ) della retta reale.
Inoltre, lo spettro residuo o,.(T) & vuoto.

Non tutti gli operatori simmetrici hanno un’estensione autoaggiunta. Inol-
tre, se esiste, ne esistono molte. Senza dimostrazione enumciamo il seguente
risultato.

Teorema I1.9 (Friedrichs) Sia T' un operatore hermitiano in H tale che per
un’opportuna costante q

(Tw,2) = qllz|?, @€ D(T).

8Infatti o(7T') & limitato se e solo se D(T) = H se e solo se T & limitato.
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Allora esiste un’unica estensione autoaggiunta T di T, la cosiddetta estensione
di Friedrichs, tale che

(Tx,z) 2 qllz|?, @€ D(T).

Sotto le ipotesi del Teorema potrebbero esistere moltissime estensioni
autoaggiunte di 7', ma soltanto quella di Friedrichs ha la proprieta di essere
limitata inferiormente.

Nei Cap. e discuteremo I'estensione autoaggiunta L di un operatore di
Sturm-Liouville L. Essendo ¢, il minimo del coefficiente g(x) dell’operatore
differenziale, quest’operatore L ¢ simmetrico nel senso che (Lf, g) = (f, Lg) per
f, g nel dominio My, di L e soddisfa (Lf, f) > quu| f||3 per f € Mp. In tal caso

un’estensione L definita in un dominio denso D(L) tale che L[D(L)] = L*(Q)

e GE T &un operatore integrale con nucleo hermitiano continuo G(z,y),
la cosiddetta funzione di Green, tutto quanto sotto 'ipotesi che A = 0 non sia
autovalore del problema di Sturm-Liouville. Nel caso unidimensionale abbiamo
infatti dimostrato tutti i passaggi. L’abbiamo lasciato in sospeso nel caso
multidimensionale.
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Capitolo 111

EQUAZIONI DIFFERENZIALI
E FUNZIONI SPECIALI

In questo capitolo iniziamo a discutere le equazioni differenziali lineari di se-
condo ordine, in particolare la teoria di Frobenius. Poi discutiamo le cosiddette
funzioni speciali. Tali funzioni vengono utilizzate spesso nelle applicazioni e
loro proprieta vengono tabellate. Tra i libri di tabellazione piu utilizzati ci
trovano i classici libri di Abramowitz e Stegun [I], di Gradshteyn e Ryzik [§],
di Watson [21] (che ¢ specializzato nelle funzioni di Bessel), e di Whittaker e
Watson [22]. E piu moderno il libro di Varshalovich, Moskalev e Khersonskii
[19]. La teoria dei polinomi ortogonali si trova nel classico libro di Szeg6 [17].

1 Equazioni Differenziali di Secondo Ordine
Consideriamo 1’equazione differenziale lineare non omogenea
Y + a1 (2)y + ap(x)y = g(x), vel, (IIL.1)

dove ag, a; e g sono funzioni reali continue di x € I, essendo [ un intervallo
aperto della retta reale. Allora per ogni xy € I e per ogni coppia di numeri
(v0,71) € R? esiste una soluzione unica della ([T.1]) tale che

y(zo) = yo, ¥ (20) =u1. (111.2)

Ponendo y, per la soluzione particolare dell’equazione non omogenea (II.1)) che
soddisfa alle condizioni y, (7o) = y,(2¢) = 0, la soluzione del problema a valori

iniziali (II.1)-(II.2) ha la seguente forma:
y(x) = yo Yi(x) + y1 Ya(@) + yp(2), (I11.3)
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dove Yj e Y7 sono le soluzioni della corrispondente equazione omogenea

Y + a1 (2)y + ao(x)y =0, rel, (I1L.4)

tali che
Yo(zo) =1,  Yg(m) =0, (1IL.5)
Vi(wo) =0,  Y{(z) = L. (11L.6)

Quindi le soluzioni dell’equazione omogenea costituiscono uno spazio
vettoriale reale di dimensione 2.

La mappa (yo,y1) — y, con y la soluzione dell’equazione omogenea (|L1.4])
che soddisfa la , ¢ una corrispondenza biunivoca lineare tra R? e lo spazio
vettoriale delle soluzioni dell’equazione omogenea . Dunque due soluzio-
ni y; e yo dell’equazione omogenea sono linearmente indipendenti se e
solo se sono linearmente indipendenti i loro vettori colonna dei dati iniziali
(y5(o), ¥ (xz0))" (j = 1,2), cioe se e solo se il loro Wronskiano

def yi(zo)  y2(o)
w(xg) = det (yi(ﬂﬁo) y;(xo)) # 0. (IIL.7)
La matrice 2 x 2 nella ([1.7)) si dice matrice Wronskiana. Sicome la trasforma-
zione lineare dai dati iniziali delle soluzioni della equazione omogenea in xy ai
dati iniziali in un altro punto o € I € per forza una corrispondenza biunivoca,
ne segue che il Wronskiano w(x) si annulla da nessuna parte oppure si annulla
dappertutto in I. Quest’ultima proprieta si dimostra anche nel seguente modo:

d
w'(z) = (s = v291) = viyz — veyn
=41 (—a1yh — aoya) — y2 (—aryy — aoys)
= —a1(y15 — Yoyy) = —arw. (I1L.8)
Quindi, w(z) = cost.exp (—Ai(x)), essendo A; una primitiva della funzione
coefficiente a;. Di conseguenza, w(z) = 0 se e solo se si annulla la costante se
e solo se w(z) = 0 per ogni = € I.
Per risolvere 1’equazione non omogenea (I1.1) partendo da due soluzioni li-

nearmente indipendenti y; e y» della corrispondente equazione omogenea ([I1.4)),
si utilizzi il metodo della variazione dei parametri. Ponendo

y(@) = cr(@)y (@) + ca(w)ya(x) (IL.9)

e facendo l'ipotesi che ¢} (x)y1(x) + ¢ (x)ya(x) = 0 per ogni x € I, si arriva al
seguente sistema lineare

(e ) () = () _
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Essendo w(z) # 0 (per ogni « € I) il determinante della matrice del sistema
lineare ([I.10]) (cioe il Wronskiano), risulta la soluzione

(69) = (0 ) o) =2 (i) - oo

da cui si trovano ¢;(x) e ca(x) (e dunque la soluzione y) integrando.

2 Metodo di Frobenius

L’equazione differenziale ordinaria

y"+ P(x)y +Q(x)y =0, (IT1.12)

dove P(x) e Q(x) sono funzioni analitiche in un intorno di = = 0 e quindi am-
mettono uno sviluppo in potenze di x con raggio di convergenza strettamente
positiva, pud essere risolta sostituendo y(z) = > 7 ¢,2”. Risulta una rela-
zione di ricorrenza per i coefficienti ¢, che ci consente a calcolare s, c3, ¢y, . . .
in modo unico dai coefficienti iniziali ¢y = y(0) e ¢; = %/(0). Inoltre, il raggio
di convergenza della serie di potenze per la y(z) non ¢ inferiore al minimo dei
raggi di convergenza delle serie di potenze per P(z) e Q(z). Siccome y(0) e
y'(0) determinano completamente la soluzione y, si trovano in tal modo tutte

le soluzioni dell’equazione differenziale ([1.12]).

Esempio III.1 Il metodo di resoluzione sostituendo y = >, ¢,z™ viene
illustrato dall’equazione di Airy

1/

Siccome y”(0) = 0, abbiamo ¢, = 0. Quindi ¢’ = Y 07 n(n — 1)¢,a" 2 =
Yorio(n+3)(n+2)cppza™ e xy =37 ) c,@™! implicano

> (4 3)(n+ Denaa™ =Y e,
n=0 n=0

e quindi si arriva alla relazione di ricorrenza
(n+2)(n+ 3)cnis = cp, n=20,1,2,...,

partendo da ¢y = y(0), ¢; = ¥'(0) e ca = 0. Quindi

Co C1

T 2356809.....3k— 1)k T 346.7.9.10.....(3k) 3k + 1)’

C3k
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ecy =c5;=cg=...=0. Di conseguenza

y(@) = y(0) I; 2356..Gh—1En Y0 % 3.4.6.7.....(3k)(3k + 1)’

dove ambedue le serie hanno raggio di convergenza —+o0.

I metodo di Frobenius (1877) & stato sviluppato per risolvere certe
equazioni differenziali ordinarie con coefficienti singolari utilizzando lo sviluppo
della soluzione in serie di potenza. In tal caso '’equazione differenziale ha la
forma ([L.12)), dove p(z) o P(z)/x e q(x) o Q(x)/z* sono funzioni analitiche
in un intorno di = 0. Si dice che x = 0 ¢ una singolarita regolare [inglese:
regular singularity] dell’equazione.

Consideriamo prima ’esempio piu elementare di un’equazione differenziale
con singolarita regolare ad x = 0, la cosiddetta equazione di Eulero

2%y + pry' + qy = 0, (III.13)

dove p e ¢ sono coefficienti costanti reali. Per (£x) > 0 sostituiamo z = +e',
dove t € R, e arriviamo all’equazione a coefficienti costanti

d*y dy
4 —1=Z —0. I11.14
proi (p )dt + qy ( )

La sua equazione caratteristica, ora detta equazione indiciale, &
ala—1) +pa+q=0. (II1.15)

Quest’equazione segue dalla (I1.13]) sostituendo y = (£x)* per (£z) > 0.
Ci sono tre possibilita:

a. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ > 0. L’equazione indiciale ([I.15]) ha due
radici reali diverse o e . In tal caso la soluzione della ([I.13]) e

y(l’) = clealt + 026a2t = 61’$‘a1 + CQ|.1'|Q2.

b. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ = 0. L’equazione indiciale (TI.15)) ha una
singola radice reale o doppia. In tal caso la soluzione della (II.13) e

y(z) = cre™ + cat e = e1|2|® + colz|* In ||

c. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ < 0. L’equazione indiciale ([I.15)) ha due
radici complesse coniugate o + 7 dove o e T sono reali. In tal caso la

soluzione della ([I.13]) ¢

y(z) = e [e1 cos(Tt) + cosin(7t)] =|z|” [c1 cos(TIn |z|) + ¢y sin(7In |z])] .

42



Spieghiamo ora il Metodo di Frobenius (1877). Si cerchi la generalizzazione
della risoluzione dell’equazione di Eulero alle equazione differenziali

2*y"(x) + ap(x)y'(x) + q(2)y(z) = 0, (IL.16)

dove p(x) e g(x) sono funzioni analitiche in un intorno di # = 0 nel piano
complesso. Cio vuol dire che

=Y ", ql@) =) g’ (IT1.17)
n=0 n=0

dove ambedue serie di potenze hanno un raggio di convergenza strettamente

positiva. Sostituiamo ora nella (I1.16))

x) = f: " = i Cpx" T, (IT1.18)
n=0 n=0

dove, per ipotesi, la serie ha un raggio di convergenza R > O.[| Allora

(0.) o.0]
5 (n+ a)c,z™te, 3y ( E (n+a)(n+a—1)ca"",

(II1.19)
dove abbiamo calcolato le derivate termine a termine. Sostituendo la ([I1.18]) e

la (II.19) nella (I1.16)) otteniamo

o

Z (n+a)n+a—1) cn+2pn]j+ac]+2qn jcj| 2"t =0.
n=0 7=0 j=0

Quindi tutti i coefficienti di questa serie si devono annulare:

(n+a)(n+a—1)c, + Z Pn—i(j +a)cj + Z qn—jc; =0, n=0,1,2....
§=0 §=0
(I11.20)
La (I1.20)) si puo anche scrivere nella forma matriciale

n

Z T(Ck)njCj = 07

J=0

1Si pud dimostrare che il raggio di convergenza di questa serie di potenze non ¢ inferiore
al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenze nella (II.17]).
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dove la matrice semiinfinita 7'(«) con elementi

A(a—l—n)d:ef(oz—i-n)(oﬂ—n—1)+po(a+n)+qo, n=j,

T(a)n; = § Pnj(i + @) + Guyj, n>j
0, n < j.
(I11.21)

¢ sottotriangolare. In particolare, abbiamo trovate la cosiddetta equazione
indiciale

A(e) = aa — 1)+ poar+ g = 0. (T11.22)
Affinche ¢y # 0, o deve essere una radice della (I1.22)).

Teorema II1.2 (Frobenius) Supponiamo che l’equazione indicale (I1.20)) ha
due zeri diversi con una differenza non intera. Allora, scegliendo per a uno

degli zeri, si ottengono due soluzioni linearmente indipendenti della (I1.16)) per
|z| inferiore al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenza (11.17)).

Scrivendo la (I1.21]) nella forma

n

Z T(a)nic; = —coT (a)no, n=12....m,...,

=1
dove « € uno zero dell’equazione indiciale ([[I.22]) e

det (T'(a)nj),y;—y = Ma+DA(a+2) ... Ala +m),
troviamo in modo unico tutti i coefficienti ¢, ca, ..., Cp,... se nessuno dei
numeri « + 1,a+2,...,a+ m, ... ¢ uno zero dell’equazione indiciale ([I.22)).
In tal caso risultano due soluzioni linearmente indipendenti, una per ciascuno
zero della ([1.22)).

Se I'equazione indiciale ([I.22)) ha un singolo zero o € R, allora la ([1.18]
conduce ad una singola soluzione linearmente indipendente della ([1.16). Per

trovare una seconda soluzione linearmente indipendente, si calcolino i coeffi-
cienti ¢, («) dal coefficiente ¢q utilizzando la (I1.20]) e inserendo a come fosse
un parametro libero. La seconda soluzione linearmente indipendente ora ha la

seguente forma:

a o0

[% > cn(oz)x"+o‘] , (I11.23)
n=0 a=ag

dove «ay ¢ il singolo zeri dell’equazione indiciale.
Se I'’equazione indiciale ha due zeri reali con differenza intera, ag e ag —
N per un opportuno N € N, allora la situazione ¢ abbastanza complicata,
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poiche in alcuni casi si trovano due soluzioni linearmente indipendenti e negli
altri casi due soluzioni proporzionali. Sostituendo o = g, essendo «gy lo
zero maggiore, si vede subito che si possono trovare tutti i coefficienti ¢,
dal coefficiente ¢y in modo unico. D’altra parte, sostituendo @ = a9 — N,
essendo ag — N lo zero minore, si vede subito che si possono calcolare in modo
unico i coefficienti ¢y, ..., ¢, ..., cy_1 dal coefficiente ¢y risolvendo il sistema
di equazioni lineari

Aa+1) 0 . 0 1 T(a)10
T(a)r Ala+2) : 2 | . T(a)20
X . X . — — 00 . )
T(a)N-11 e oo Ma+N-=-1) CN-1 T(a)n-10

determinante=A(ap—N+1)A(ap—N+2)...A(ag—1)#0

(I11.24)
dove o = ap — N. Arriviamo cosi alla soluzione unica
C1 T(CYO — N)lO
C.2 = —coM™! Tleo . N ;
CN-1 T(og — N)n-1,0

dove M ¢ la matrice quadrata nella ([II.24)).
Estendiamo ora la ([1.24]) al sistema di equazioni (I1.21) per m = N e

a = ag — N. In tal caso 'ultima equazione ha la forma

N-1
D Iov—i(+ a0 — N) +gn—j]¢; =0,
=0

oppure

co{T(cvo — N)np
T(ap — N)io
+ (T(ao = N)ng ... T(og—N)yn—1)M! : = 0.
T(ag = N)n-10

Ora ci sono due possibilita.

Prima: Se non si annulla I'espressione tra parentesi graffe, dobbiamo per
forza scegliere ¢ = 0. In tal caso ¢cg = c¢; = ... = cy_1 = 0. Scegliamo ora un
coefficiente cy. Allora la pern>N+1ea=a— N ciconsentono
a calcolare cyy1,¢cn49,... da ¢y in modo unico. Ponendo d,, = cyi, per
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n=0,1,2,...en=N+mperm=0,1,2,..., la ([1.20) ha la forma

(m+a0)(m+a0—1)dm+z pm_l(l+a0)dl+z mod; =0, m=0,1,2,...,
1=0 =0
(II1.25)

e quindi per o = ag— N si otterra una soluzione proporzionale a quella ottenuta
per a = ayg.

Seconda: Se si annulla I'espressione tra parentesi graffe, allora ’equazione
per cy risulta infatti la tautologia 0 = 0, mentre pern > N +1lea=ay— N
la (I1.20) conduce a valori per i coefficienti cy11,cn12,... che dipendono in
modo unico e lineare dai coefficienti ¢g e cy. Quindi si otterranno due soluzioni
linearmente indipendenti.

Esempio II1.3 Consideriamo 1'equazione differenziale di Bessel

2?y" (@) + zy'(x) + (2° = v*)y(z) = 0

di ordine v > 0, dove p(z) = 1 e q(x) = 2> — V2. Quindi py =1, go = —1% e

g2 = 1, e I'equazione indiciale
Ala)=ala—1)+pa+qg=a>—1*=0

ha gli zeri £v. Di consequenza, se 2v non ¢ un intero, il metodo di Frobenius
conduce a due soluzioni linearmente indipendenti. Supponiamo ora che 0 #

2v € Z. Allora la (I1.24) implica

A(=v+1)ey =
(vt e =0, (I11.26)
A—v+n)e,+¢20=0, n=2,...,

dove 0 ¢ {A(—v+n):n=1,2,...,20—1}U{A(=v+n) : n > 2v+1}. E facile
capire che per 2v dispari si trovano due soluzioni linearmenti indipendenti,
mentre per 2v si trova una singola soluzione linearmente indipendente. Infatti,
se 2v ¢ pari, per n = 2v si trova cg,_o = 0; utilizzando la ([1.26)) per n =

2,4,...,2v — 2 pari, otteniamo 0 = ¢9,_9 = €94 = ... = C3 = ¢y, mentre la
pern=1,3,...,2v—1conduce a 0 =c; =c3 = ... =cg,_1 = 0. Per
2v dispari, lo stesso raggionamento conduce a ¢; =c3 = ... =cg, = ... =0
direttamente.

3 Funzioni Ipergeometriche

Consideriamo ora la funzione ipergeometrica

2 Fi(e, Biy2) =Y (24,)— z (II1.27)




per |z| abbastanza piccola, dove il simbolo di Pochhammer ay =1 e

(@ =+ D(a+ 1) +2).. (a+k+1) = —F(&Z)k)

Ovviamente si ha la relazione di simmetria

2Fi(e, B;7:2) = o F1(B, 0373 2)
per |z| abbastanza piccola. Ovviamente

d
2 F1(a, 357;0) = 1, [%23(0&,5;7? 2)} e = ?' (111.28)

Z oI (v, 575 2)
z (1—2)
z —log(1—2)/z
2
z

1 142
52108 1=
arcsin(z)/z
—2z* | arctan(z)/z

—ole = = DS

SIEESIER SR ol o)
plwnlwnlw N Ty 2

Per trovare un’espressione integrale per le funzioni ipergeometriche si ri-

corda prima che

(B _ LB+KT() _ BB +Fky—0)

(e TAT(y+k) B(8,v = 5)

_ 1 ' _ P\ Y—B-1.8+k-1
_Bw,v—ﬁ)/o(l py=A1ysk—L gy

Sostituendolo nella ([I.27)) otteniamo

o1 (o, By 2) = B( ! ) i (i?kzk /1<1 _ t)'Y*ﬂfltﬁJrkfl dt

/87’7_6 k=0 0
— 1 ' _ \—B-148-1 . % k
_B(ﬁ,v—ﬁ)/o(l t) t {; RGO
1
:—B(ﬁi ﬁ)/ (L—t) 1P (1 — zt) " dt,
s [ T 0

valida per |z| < 1 ey > > 0, dove B ¢ la funzione beta di Eulero [Vedi

I’ Appendice . Sostituendo z = 1 si ottiene
(67 Yo /6)

1 Y ypasyet g, B
2F1(O"5;7;1):m/0(1_t) Tt = =
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per vy —a—(3>0e (>0. Esprimendo le funzioni beta di Eulero in funzioni
gamma (vedi I’Appendice [A]) otteniamo il teorema di Gauss

Iy —a—p)
I(y—a)l(y—-p6)’

o Fi(a, B;7;1) = (111.29)
dovey—a—0>0e>0.

La funzione ipergeometrica oFi(a, 3;7;2) soddisfa all’equazione differen-
ziale ipergeometrica

w(l—a)y"(x) +{y — (a+ f+ Dz}y'(z) — afy = 0. (I1.30)

Tutti i punti z € C\ {0, 1, 00} sono punti regolari della (I1.29)) (cioe, esistono
due soluzini linearmente indipendenti in un intorno di ciascuno di questi punti),
mentre 0, 1 e oo sono singolarita regolari.

Intorno a = 0 la ([1.30)) ha la forma

" 7_(a+ﬁ+1)x/ Oéﬁ o
v (1l —1x) y_x(l—x)y_o'

Qundi '’equazione indiciale e

plp—1) +yp=pp+v—1) =0,

con gli zeri 0 e 1 —~. Quindi la sostituzione y(z) = x> 2 ¢xa” per pu €
{0,1 — ~} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per |z| < 1 se

v ¢ L.

Intorno a x = 1 'equazione indiciale e

pp—1+(@+f—v+Du=pp+a+p—-7) =0,

con gli zeri 0 e y—a— 3. Quindi la sostituzione y(z) = (x—1)* > "2, cp(z—1)*
per u € {0,7 — a — [} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per
lzt—1]<lsey—a—p(¢7Z.

Intorno a * = oo possiamo trasformare la ponendo z = 1/x e con-
siderando z = 0 come singolarita regolare. Si ottiene I’equazione differenziale

1 1 d 1 d
Z (1 - ;) 225(229/(2)) - {7 - %} Z2d_i — afy(z)

=2%(z = 1)y"(2) = 2[2(1 — 2) + 72 —a = B = 1]y (2) — afy(z) = 0.
L’equazione indiciale e

plp—1)+p(l—a—=p3)+af=(u—a)(p—pB)=0.

48



Quindi la sostituzione y(z) = z7* > 7, cxx ™" per u € {a, B} conduce a due
soluzioni linearmente indipendenti per |z| > 1se a — ( ¢ Z.

Per passare all’equazione ipergeometrica confluente osserviamo prima che
la funzione oF(«, §;7v; /) soddisfa all’equazione differenziale

x(l—%>%+{7—<1+a—;1))x}%—ay20. (II1.31)

Facendo tendere § — oo si arriva alla cosiddetta equazione ipergeometrica
confluente

zy"(x) + (v — 2)y (z) — ay = 0. (I11.32)

Siccome (3)x/B* — 1se 3 — oo per k fissa, otteniamo come una delle soluzioni
la funzione ipergeometrica confluente

— ()i
Fi(a;v;x) = E x". I11.33
1 1( 7 ) i (V)k k' ( )
o E 1Fi(a;y; 2)
o o |z e?
«Q
a+1l|lalz (1 + —) e
z
NS
: 3 =22 2—erf(z)

Tutti i punti in C\ {0, 00} sono regolari, mentre zero e co sono singolarita
della (I1.31)). Infatti, intorno ad z = 0 si ottiene I’equazione indiciale

plp—1) +yp=pp+v—1) =0,

con gli zeri 0 e 1 —~. Quindi la sostituzione y(z) = z* > 7, cxa” per u €
{0,1 —~} conduce a due soluzioni linearmente indipendenti per |z| < 1 se vy ¢

Z. 1l punto all’infinito non & una singolarita regolare. Infatti, la sostituzione
z = (1/x) nella (I1.32)) conduce all’equazione differenziale

1 ,d ([ ,dy 1Y dy B
;ZE(ZE + ; E ay—O

oppure



4 Funzioni di Bessel

Consideriamo ’equazione differenziale

2’ + zu’ + (22 — v¥)u =0, (II1.34)

detta equazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente
nulla ¢ detta funzione cilindrica.

4.1 Definizione e proprieta semplici

Consideriamo, per v € R, la funzioneﬂ

e )k’ T\ 2k+v
kZ:O r k;—i—u+ JT(k+1) (5) ’ (II1.35)

dove I'(2) ¢ la funzione Gamma che soddisfa I'(z+1) = 2 ['(z) e I'(1) = 1 [vedi
I’Appendice . Si puo rappresentare nella forma

J(2?) = 2" f, (2?), (I11.36)

dove f,(¢) € una funzione analitica in tutto il piano complesso,

LO=3 U
Y 226D (k+ v+ DIk +1)’

k=0

(I11.37)

con raggio di convergenza R = 4o00. Quindi la sua somma definisce una
funzione analitica f,(¢) in tutto il piano complesso.

Verifichiamo che la funzione J, (z) soddisfa I'equazione ([L.34)). Utilizzando
la relazione I'(z + 1) = 2T'(2), si ottiene

22T (z) + 2 J (2) — v*J,(2)

(=DF[(2k +v)(2k +v — 1) + (2k + v) — V2] fa\2k+v
T(k+v+1)T(k+1) (5)

NE

iy
o

NE

) (2 S e (2

(—1)k v,
T(k+v+1)T(k+1) (5) = —a"Jy(2),

r

i

0

—= —xz

NE

=

=0

2La ([1.35) si puo anche derivare applicando il metodo di Frobenius.
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come dovevasi dimostrare. La funzione cilindrica J,(z) si dice funzione di
Bessel di ordine v, dove ¥ > 0 per x > 0. In particolare

2 2
J — e 2k+1 — I
1/2(7 mc 2k + T S,
5 =go ) (IIL.38)
J_1j2(x — =4/ — cosw.
T L T

Se v > 0 non ¢ intero, le funzioni J,(x) e J_,(x) sono linearmente indipendenti.
Cio segue dalla (I1.35)) in virth del fatto che

v

P =5

1+ O(z%)], x — 0; v#—1,-2,-3,--,

(IT1.39)
poiche I'(v 4 1) ¢ finito. Se, invece, ¥ = n ¢ intero, si utilizzi il fatto che I'(—k)
¢ infinito per k = 0,1,2,--- [vedi ’Appendice |A] e quindi la sommatoria nella
serie (I1.35)) per J_,(x) inizia a k = n. Quindi per n =0,1,2,... si ha

B > (—1)* N 2k-n
Tonl@) = Z T(k+n+1)I(k+1) (5)

—kn N (=" p\2n
B IZ; T+ 1) +n+1) (5) = (=1)"a(a).

~

3

Dunque le funzioni J,(z) e J_,(z) sono linearmente dipendenti:

Ton(@) = (—1)"Ju (). (IIL.40)

Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:

T (z) = Jyr(z) — gJ,,(x) = T (z) + gJ,,(:L'). (II1.41)

Infatti, la prima formula ([1.41]) segue dalla (II.35)):

J(ff) Ju- ()

[QF k+v +2f);:(ll;)+ 1) (g)mﬂ Tk +(1/_)1F)(k +1) <£>2k+“}

2

O

k

V (—1)
__EZ T(k+v+ DDk +1)

=0

<g>2k+y _ —sz(x).
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Nello stesso modo si ottiene
I (x) + Ty ()

o lsz( Torean 3) R ETT (%)myﬂ}

“w ()
_ 12; [2;(;2 ”(2$>VFJ?2> ST+ utgr(z + 1)} (g)%ﬂ

1 1 €T 2[+V+1 v
- (= 2 = = —J, ().
2F(1/+1)< ) x;Fl+I/+2 (l+2)<2) 27
Le formule ([1.41)) si possono riscrivere nella forma

d v v d —v - —v
- [z, (z)] = 2" J,—1(x), ar (27T (2)] = =27V Ty ().

In particolare per v = 0 si trova
Jo(x) = =i ().

Infine, sottraendo le formule ([I.41]), si ottiene ancora una relazione di ricor-
renza:

oo (z) — %”Jy(:c) by (x) = 0.

4.2 Funzioni di Bessel di seconda specie

Il Wronskiano Wu,v] = ww’ — «'v di due soluzioni u e v dell’equazione di
Bessel soddisfa all’equazione differenziale di primo ordine

W, v](z) + iW[u,v](x) 0,

e quindi Wu,v](z) & proporzionale alla funzione 1/z. Per trovare la costante
di proporzionalita basta studiare I’'andamento del Wronskiano se x — 0. Per
v ¢ 7 si vede subito che

(1, (x) = ﬁ (g) +0(2"*?),
2, (2) = ﬁ (5) +0@"),
(1) = 557 () + 0,
\:EJ/_V(x) = F(%V—Fl) <§> L0,
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e dunque [vedi la (A.10) nell’Appendice |A]

Wl J](@) = xl(v + 13??—1/ +1) +\O\(2
—2v _ —2sin(v) -
xF(u+1) (—v+1) X

Quindi J,(x) e J_,(z) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non
si annulla per x # 0] se e solo se v non ¢ un intero. Se v € Z, risulta
J_,(z) = (—=1)"J,(x).

Per v =n (n = 0,1,2,--) esiste una soluzione dell’equazione di Bessel
linearmente indipendente della J,(x). Per trovarla definiamo la funzione di
Bessel di seconda specie

Jy(x)cos(vm) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (z) =

per v ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni anali-
tiche di v € C e (d/dv)sin(vm) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,---, il limite
di Y, (z) per v — n € NU {0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

o= [1] o o)

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(x) rispetto a v ed intro-
ducendo la funzione ¥ (z) = I"(z)/T'(z) otteniamo per x > 0

Yo(z) = %Z EAS2 [og g — v+ 1)

= ;JO(.Z') logg — %Z %w(k‘ + 1)7

1SR (n—Fk—1)! fo\2k-n
=15 ket
P15 Cltepre

X
> b [21og§—¢(k:+1)—¢(k+n+1)]
2 r le= (n—k—1) foy\2%-n
= Th@logs =230 === (3)

LN (1) (/2
2 S WD+l 1,
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Figura III.1: Panello sinistro: le funzioni di Bessel J,(x), v = 0,1,2,3.
Panello destro: le funzioni di Neumann Y, (z), v =0,1,2,3.

Quest’espressione conduce alle rappresentazioni asintotiche per x — 07

21 T 0
—log — n =
Vo(z)~4dT™ &) (I11.42)
n (n—1)! (:L’)*n 1.9 '
— — n— .
T 2 ) )’ = Y

implicando che |Y,,(z)| — 400 se z — 0.
Per ragioni di linearita le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano
alle stesse formule di ricorrenza di quelle di prima specie. In particolare

Yy (z) =Y, 1(x) — ;Yy(:z:) =Y, () + gyy(@;

di [2"Y,(2)] = 2"Y,_1(x), 4 [277Y, ()] = —27"Y, 41 (2);

T dx
2v

Vo) = V() V(o) = Vile) + Yia(e) = 0.
4.3 Ortogonalita e zeri

La seguente proposizione ci importa nei casi &« = 1 e § = 0 (cercando gli zeri)
ea=0e =1 (cercando i valori estremi).

Proposizione 111.4 Per o, 3 > 0 con a + 8 > 0, siano py e po zeri reali
dell’equazione

aly (1) + Bpdy () =0, (IT1.43)
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dove v > —1. Allora

1
/ xd, (), (pox) de
0

0 pi 7 3,
Lo, o 1 V2
)P+ 5 (1 " Jo (1), o= (g
1
1 1 v?
—5 o)y (=) + 3 (1 - ) Ty () (—p1), 1 = —pia.
1

Dimostrazione.  Siano py, pie € R. In virtu della (I1.34)), le funzioni J, (u1x)
e J, (o) soddisfano le equazioni

d [ dJ,(mmz) , U2 _
& [d—] * (Wﬂ - ) Mma) =0,
d [ dJ,(px) N Z _

Moltiplichiamo la prima per J,(u2x) e la seconda per J,(uix), poi sottraiamo
termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo da 0 a 1. Si ottiene

1
(1 — 117) / oy (1) J, (paw) do
0

[ [ (o) 8 (xwﬂ .
= [, (new) J(px) — pa, ()T, (1ax)] - (I11.45)

Dalla (I1.35) [vedi anche la (I1.39)] abbiamo per x — 0%

J(px) = ﬁ (%)V—I—O(x”“), px ), (px) = —F(yy—l— 5 (ﬁ) FO@ ),

e percio
Sy () I (px) — pawJ, (mx)J) (pax) = O(z**?), x— 0%,

Quindi, grazie alla condizione v > —1, il primo membro della ([1.45]) si annulla
per x = 0 e si ottiene

pady (p2) g} (pn) — pady (pa)J), (1)
ps — pi

/01 xd, (), (ox) de = (I11.46)
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Se 11 e uo sono zeri reali dell’equazione ([1.43)) dove o, 3 > 0e a+ ( > 0, il
determinante del sistema lineare

ad,(p) + Bpad, () = 0, oty () + Buad,(p2) =0,

per (a, 3) si annulla, cioe il numeratore della frazione nella (I1.46|) si annulla.
Di conseguenza, se u? # u2, segue la proprieta di ortogonalita (ciog, si annulla
la parte a sinistra della (I1.46))).

Per dimostrare la ([1.44) se 1 = o, si passi al limite per pus — pp nella
(I1.46]) utilizzando la regola di De L’Hopital:

pady (pa) ), () — pady(p1) ), (p12)

1
/ v, (pr)? dr = lim
0

H2—pn 13 — p
1 1
= 5[] = 5= () [ () + T ()]
2 2401
1 2 1 1/2
=_1[J =J, 1-—
S LT+ 5 )? (1= 2 )
Abbiamo dimostrato la ([1.44)) per u; = uo. La dimostrazione per p; = —ps €
analoga. O

Dimostriamo ora le seguenti proprieta degli zeri dell’equazione ([[1.43) per
v > —1. Per g = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle funzioni di Bessel.

Teorema II1.5 Gli zeri dell’equazione ([1.43)) per v > —1 sono reali, semplici,
ad eccezione, forse, dello 0; questi zeri sono simmetricamente disposte rispetto
all’origine e non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione.  Dalla (I1.35)), in virtu del fatto che «, 5 e T'(£) sono reali,
per ¢ reali, si ottiene J,(z) = J,(Z). Quindi

aldy (1) + BaJy(R) = aty (1) + B, (1)
Per questa ragione, se p € uno zero dell’equazione ([1.43)), 7z ¢ anche’esso uno
11.44

suo zero. Se u? # 12, applicando la formula ([1.44) per p, = p e pp = @, si
arriva ad una contraddizione:

1 1
o:/ xJ,,(ua:)Jl,(ﬁx)dx:/ ol () 2 de.
0 0

Cio significa che p? = 1%, cioé p & un numero reale o immaginario. Ma quest’ul-
timo caso non ha luogo, poiche, in virtu della (I1.35)) e del fatto che I'(§) > 0
per £ >0,si haper0#a€R

v o0

M

a+ B2k +v) (g)ﬂc%o'

/
ad,(ia) + i Bad)(ia) ( ) Tlhto+ )Ik+1) \2

k=0
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Siccome p~ [, (1) + BuJ, ()] € una funzione analitica di p in tutto il
piano complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo ora la semplicita degli zeri. Sia po > 0 uno zero della
di moltiplicita 2, in modo che

ady(po) + Buody (o) = 0,
2

aﬁww+ﬁ%w@+mmﬂwaz—ﬁ(mﬁ§i)Lwa+a%w@=m
(IT1.47)

in virtu dell’equazione . Dalla [che & un sistema di equazioni
lineari per J,(uo) e J.(t0)] concludiamo che a) J,(uo) = J, (o) = 0, oppure
b) a? + 3%(u2 — v?) = 0. 1l caso a) ¢ impossibile grazie al teorema sull’unicita
della soluzione della , poiche gy > 0 non ¢ un punto singolare dell’equa-
zlone . Dimostriamo che ¢ anche impossibile il caso b). Per realizzare il
caso b) ci vuole 8 > 0 e (a/f) = /v? — 3, dove 0 < o < |v|. Sostituendo
quest’equazione nella si ottiene

2

L) = (% = 1) Al

0
il che, in virtu della ([1.44)), porta all'uguaglianza contraddittoria

/01 v J,(pox)* de = % {[J;(uo)]Q + (1 - ”—2) Jywo)z} = 0.

Ko

Il teorema & stato dimostrato. O

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione
(I1.43]), disponendole in ordine crescente:

w) )

0 <py’ <y %

< K3

Se v >0, J,(z) si annulla per x = 0.
Abbiamo la seguente espressione asintotica per la funzione J, (z)f]

2
J(z) = \/ 5 o (x - gu — %) +O(z73/?), T — 400. (I11.48)

Ne segue la formula approssimativa per gli zeri di J,(x):

vy 3
ué)%zﬂ—i—gl/—{—lm, k — +oo0.

La dimostraziona della formula asintotica ([[1.48]) si trova nell’Appendice .

3Vedi I’ Appendice |C| per le dimostrazioni.
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4.4 Altre funzioni cilindriche
Insieme con le funzioni di Bessel J,(z), sono importanti per le applicazioni
altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le seguenti:

1. Le funzioni di Neumann o le funzioni di Bessel di seconda specie
Jy(z)cos(vm) — J_,(x)

sin(v) ’ v¢ L
(@)= q 1 [00@) 4yn0)(@) R
175 (—1) v | v=n=0,1,2,
(=1)"Y, (=), v=-n=-1,-2---

Spesso si vede la notazione N, (z) invece di Y, (z).

2. Le funzioni di Hankel di prima specie

H(z) = J,(z) + Y, (z) (I11.49)

e le funzioni di Hankel di seconda specie

HP(2) = J,(x) — i Y, (2). (I11.50)

3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario

L(z) = e"m/2 ], (iz), K,,(@:%ZW/?H&)(W). (IIL.51)

Le funzioni I,,(x) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima specie (mo-
dified Bessel functions of the first kind), mentre le funzioni K, (z) si chiamano
funzioni di MacDonald [

Utilizzando ’espressione asintotica per J,(x), si ha per x — 400

HV(z) = \/% ¢ <x_ 27" 1> O, (I1L.52)
HO (z) = \/% - <$_ 2”7 Z> + O ?), (I11.53)
Y, (x) = \/g sin (a: — gy — %) + O(z7%/?), (II1.54)
I(z) = Zm [1+0@™)], (IIL.55)
K, (z) = % e [1+0(™)]. (I11.56)

“Nella letteratura ci sono diversi nomi e notazioni per queste funzioni. In particolare, in
[22] si utilizza una definizione diversa della nostra.
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Figura II1.2: Panello sinistro: le funzioni di Bessel immaginarie [,(x) per
v =0,1,2,3. Panello destro: le funzioni di MacDonald K, (x)
perv=0,1,2,3.

Le dimostrazioni delle formule asintotiche ({[1.52))-(|I1.56) si trovano nell’Appen-
dice . Analogamente, utilizzando la (I1.39)), si ottiene per x — 0%

Wy 21 ey, o 20 1
Hy'(x) ~ 71_lnx, Hy”(xz) ~ 71_lnx,
2 1 1
Y. ~——In— K ~ In —.
o(x) - nw, o) nx

Calcoliamo ora

5 (Iul(2) = 1(2)

e RNV R R RN

(™20 (i) — e ™2, (i2))

e (J_, (iz) — e, (i2))

™2 (=[], (i) cos(vm) — J_, (iz)] + i sin(vm).J,(i2))
e’ 2 sin(vr) (J,(i2) + 1Y, (iz))

_ %%m’/z HO (i) sin(vr) = K, (2) sin(vm),

implicando chd’|

I ,(z)— L,(z)'

sin(v)

K (2) =5

°In [22, Sec. 17.71] la funzione di MacDonald K, (z) viene definita in modo diverso:
K, (z) = 5(I_,(2) — I,(2)) cot(vm).
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Per v = n € Z bisogna calcolare il limite se v — n.
Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I,(z) e K,(x). So-
stituendo = — iz nella (I1.34]), otteniamo 1’equazione differenziale

22" + a2 — (22 + v*)u = 0. (ITL.57)

Dal Teorema segue che per v > —1 le funzioni di Bessel immaginarie I, ()
e le loro derivate prime non hanno zeri reali (con I'eccezione di = 0 se v > 0).

4.5 Funzioni sferiche di Bessel

Le funzioni di Bessel Jyas1y (x),dovel =0,1,2, ..., appaiono nello studio dello
scattering quantistico e dello scattering della luce. Per questo motivo vengono
introdotte le seguenti funzioni:

a(z) = % Jiy1(2), (LIL58)
u(z) = (=) (z) = ;—Z Y1 (2), (IIL.59)
h() = 02) +im() = [ 5- HEL ), (IIL.60)
W2 (2) = ji(z) — im(z) = 2”—2 ) () (I1L.61)

Le funzioni j;(2), yi(z) = (—=1)"ny(2) e hl(1’2)(z) si dicono funzioni sferiche di
Bessel di prima, seconda e terza specie. Quindi

Jo(z) = #a

() = Slr;gz) B Cosz(z)’

Jo(2) = (% — %) sin(z) — %cos(z),
cos(z)

22 z
3 1 3 .
y2(2) = —no(z) = (—; + ;) cos(z) — = sin(z)
Si vede facilmente che
yi(z) = (1) (2) = (=) (2). (I11.62)
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E anche abbastanza facile trovare le seguenti espressioni esplicite:

i) = # (—li)l )y 2) = (—1) g (z) = — (—li)l c0s(),

zdz

z zdz z
(II1.63)
Asintoticamente (se z — 400) abbiamo le seguenti espressioni:
eyt
(-1)= , | dispari,
x
(_1)(”2)/2_(308@)’ [ pari,
yi(x) = (=1)Tny(2) ~ : (111.65)
(—1)1%1 sm(:r:)7 [ dispari,
x
( 6ix
—i(=1)Y2— [ pari,
hV(z) ~ Jia® (I11.66)
+1
(-1)= —, [ dispari,
\ T
( e—ia:
i(=1)Y2— [ pari,
URIOE e (ITL.67)
(—1)Z+T1 , | dispari.
{ x

Sostituendo y = /'Y nell’equazione di Bessel di ordine v = [ + % si arriva
all’equazione differenziale

Y+ %Y’ + <1 LGy 1)) Y =0 (I11.68)

i

per le funzioni j;, y; = (—=1)"n,, h;l) e hl(Q). Ponendo Y = Z/x si ha inoltre

7" + (1 i+ 1>> Z=0 (I11.69)

12

per le funzioni zj,(z), zy(z) = (—1)"tan(z), xhl(l)(x) e xhl(2) ().

5 Funzioni sferiche

Consideriamo adesso una classe di funzioni speciali molto importante per la
fisica matematica.
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5.1 Funzioni sferiche

Si dice funzione sferica di ordine [ = 0,1,2,--- ogni polinomio armoniccﬂ
omogeneo di grado [ considerato sulla sfera unitaria S~ C R". Dunque, tra
le funzioni sferiche Yi(s), s € S"!, di ordine [ ed i polinomi armonici omogenei
(), = € R", stabilisce una corrispondenza biunivoca l'identita

Yi(s) = (i) _wln) (IIL.70)

dove Au; = 0.
Le funzioni sferiche Yy e Yy, di ordini diversi sono ortogonali in L*(S™1),
cloe

0i¥n) = [ Vi ds =0, 1AL

Infatti, applicando per la sfera la formula di Green ([V.16)) ai polinomi armonici

w(z) = ol (f;—,) C w(e) = el (f;—,) |

si ottiene
[ el ¥ (1Y) = fol'vias (1ol ¥5) |
Rn

l 4
Sn—l

0

on

:/S [y,a(g:/l) _3/1‘5’(7";:/’)} ds = (1—1) /S Yi(s)Yi(s) ds,

come volevasi dimostrare.
Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla circonferenza S' (n = 2). In

coordinate polari abbiamo
w(z) = r'Yy(0), x = (rcosf,rsenf),
dove Awu; = 0. Risulta 'equazione differenziale
Y/ (0) + 1?Y;(0) = 0,

da cui seguono le funzioni trigonometriche

costante, =0
Yi(0) =
c1 cos(l0) + cosen (10), 1=1,2,3,---.

. . . . . 2
6Una funzione v = v(z1,...,x,) di classe C? si dice armonica se Av = 2?21 % =0.
j
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Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla sfera S? (n = 3). In coordinate
sferiche abbiamo per y;(x) = 7'Y(6, )

1 0 1 9y, 1 0%,

sen sen?p 062

dove 6 € [0,27], p € [0,7] el =0,1,2,---. Cerchiamo le soluzioni della (I1.71)

in C°°(S?). Introduciamo prima & = cos ¢ e scriviamo ([L.71]) nella forma

1 0%y, 0 )%

e . ((1 - 52)8—6) U+ 1)Y(0,€) = 0. (I1L.72)

—_— (l+1)Y;(0 = II1.71
Senwaw + ( + ) l(uSO) 07 ( 7)

Applicando la separazione delle variabili

otteniamo

o) — costante, m=0
cicosmb + cosenmb, m=1,2,3,---,

dove abbiamo sfruttato la periodicita della ©(0): ©(0 + 27) = ©(0). Dunque
0"(0) = —m?O(h). Risulta 'equazione differenziale

d o AP m? B
d_§ ((1 —¢ )d_§> + {l(l +1)— 1_—52} P) =0. (IIL1.73)
Quest’equazione si puo scrivere nella forma
2
~[1-)P] + 1711—5273 =1l +1)P.

Le soluzioni di quest’equazione nei punti &1 debbono assumere valori finiti.

5.2 Polinomi di Legendre
I polinomi di Legendre P,(§) si possono definire nei seguenti modi:

1. tramite la formula generatrice

[e.9]

1
=Y  PB(OK, h| <1,
/1= 26h + b2 ; HE) I

2. tramite I’equazione differenziale,

—[A-2*)P)(x) =l(l+ DP(2),| —1<z<+l; |A0) =1,
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Figura II1.3: T polinomi di Legendre di grado 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il
numero degli zeri ¢ uguale al grado del polinomio.

3. tramite l'ortogonalita: FP;(£) sono i polinomi in ¢ di grado [ con coeffi-
ciente principale positivo tali che

! 2
| ROP©) & = bug,

4. tramite la formula di Rodrigues

5. tramite la formula di ricorrenza

20+ 1DEP(E) = I+ D)Pa(§) +1Pa(§), P(§) =1, Pi(§) =¢.

Noi dimostriamo 1’equivalenza tra queste definizioni.
4 = 2. Consideriamo l'’equazione differenziale

—[(1 = 2] (z) = Mu(z), —1<z<+], (T11.74)

sotto le condizioni iniziali che i limiti di u(z) per * — =41 esistano finiti.
Questo problema al contorno ha soluzioni polinomiali per A = [(l + 1) dove
1=0,1,2,---. Verifichiamo se i polinomi

1 (d\
P(z) = ST (%> (-1  1=0,1,2,---, (I11.75)
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soddisfano la (II.74) per A = [({ + 1). Questi polinomi (di grado [) sono detti
polinomi di Legendre e la (I1.75)) si dice formula di Rodrigues. Infattiﬂ ponendo
Wi(z) = (22 — 1)! e derivando I'identita

(2* — 1)W/(z) — 2l 2W(z) = 0
[ + 1 volte, si ottiene
(> — )W () + 22w, () — 10+ YW (z) = 0.
Dunque la funzione I/Vl(l)(x) = 2/(I"Y () soddisfa 'equazione . Inoltre,

-5 () () ) () o)

_ Q%,Zl; ((l_l—'s)'(g; - 1)“) (i—"(x + 1)3) ,

il quale implica che P(1) =1 e P(—1) = (—1)".
2 = 4. Sostituendo u(z) = P(z)z(z) e w(x) = 2/(x) nella (I1.74) con
A =1(l+ 1), otteniamo I’equazione separabile
w'(z)  P(v) 2z

w(x) _QPZ(.??) T

implicando che

y(x) = et Ai(z) + 2 P () /Oz u_;jﬁ

L’integrale nell’ultima espessione ¢ divergente in = +1 (poiche P (+1)? = 1].
Quindi Pj(z) e I'unica soluzione dell’equazione differenziale con \ =
[(I 4+ 1) che soddisfa P(1) = 1. Siccome la formula di Rodrigues rappresenta
una tale soluzione, si ottiene questa formula dalla proprieta 2.

(2+4) = 3. Si dimostra facilmente che i polinomi di Legendre sono
ortogonali nello spazio L?(—1,1). Infatti, utilizzando la si ha

1

0 +1) — k(k + 1)]/ Py(2) Py(x) da

-1

= [ [rw -y - me 0 - 28] @

—— [ [P0 =) P) - P - )R] de o

1

"Vale la formula di Leibnitz (fg)™ = Z;n:o (?)f(j)g(m’j). Quindi (zf)™) = 2fm) 4
mfm=D e (22 = 1)) = (22 = 1)) + 2ma f=D £ m(m — 1) f(m=2),
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dopo un’integrazione per parti. Quindi (P, Py) f P(z)Py(z)dx = 0 se
l # k. Per trovare il fattore di normalizzazione, calcohamo (Pl, P)) tramite [
integrazioni per parti consecutive. Otteniamo

(P, P) = 2%,/1 A (x) (%)l(ﬁ 1)

g

;H{Z R () @

contiene il fattore (z2-1)% | _;

! 1
+ (—1)5/ P (z)(a? — 1) da p = Z—P(”/ (1 — 22 dz.
—1 =~ 20! -1

costante

Inoltre,

1 [ d\* 1 [ d\* (20)!
Oy L (AN 2y L () (2D
B =g (dx) (@ =1 =57 (m) T o

Applicando la formula di ricorrenza (I;—;/I;) = 1+ (1/2]) and I, = 2 per
lintegrale I, = fjl(l — 2?)l dz per arrivare all’espressione [; = 2171 1/(20 + 1)!!

[essendo (20 + ! = 1.3.5.....(21 — 1)(20 + 1)], si ottiene infine

12 242

P, P = .
(P Bo) = 571 5 @+ DI 20+1

(I11.76)

Quindi 4/ + 5 P() ha norma 1 in L*(—1,1).

(3+4) = 5. Per trovare una formula di ricorrenza per i polinomi di
Legendre calcoliamo prima il prodotto scalare (P41, P). Infatti, dopo [ + 1
integrazioni per parti consecutive e utilizzando (x f)+Y =z f0+H) 4 (141) fO
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si ottiene

(_]‘)l+1 ! 2 I+1
(oo = e /=)

X [ (%)Ml (2 =1+ (1+1) (%)m (z° — 1)1 dx
_ —228111?1(:!1)2 / 11 (2 — 1) (%)21 (22 — 1) da
_ 2%;(“)2 /11 (1= o2)+ (d%)m («® — 1) da

(@ 22 (1 +1)! 2 +1)
S22 (N2 (20 4+3)(20+1)---3-1 (A +1)(21+3)°

Siccome i polinomi di Legendre sono ortogonali, essi sono linearmente indipen-

denti. Dunque
[o.¢]

(20 + DaPi(a) = a;F(x),

=0
dove a; = 0 per j > [+ 1 [poiche P (z) ha grado [ + 1]. Risultano (21 +
1)(zP, P;) = (2L + 1)(P,2P;) = 0 per [ < j — 1 [poiche¢ zP;(z) ha grado <[]
e (2l +1)(z P, B) = 0 [poiche zP;(x)? ¢ una funzione dispari]. Quindi

(2l + 1)1’Pl($) = al+1Pl+1(:17) + (Il_1Pl_1(£B).
Infine troviamo

2L+ 1) (xP, Pryr) = a1 (P, Pr) = ai4(2/ (21 + 3));
20+ 1)(zP—1,P) = a;-1(P—1, P—1) = a;-1(2/(2l = 1)).

Quindi a;11 =1+ 1 e a;_y = [. Risulta la formula di ricorrenza

20+ DzP(z) = (I 4+ 1)Pyi(z) + I P (x), Py(z) =1, P(zx)=xz

(IIL.77)
Per induzione matematica si dimostrano facilmente
P(1)=1,  R(=1)=(-1)",  R(-z)=(-1)'P2);
— 1< P(z) < +1, -1 <z < +1. (IIL.78)
5 = 1. Dimostriamo ora la formula generatrice
> Ba)h' = . |nl <1 (II1.79)
P V1 —2xh+ h?
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Infatti, scriviamo F'(z, h) per la parte a sinistra della (I1.79)). Per |h| < 1 &
permessa la derivazione termine a termine rispetto ad h, grazie alla (I1.78]). Si
trovano facilmente le seguenti espressioni:

oF
oh’

NE

(20 + 1)z Py (x)h! = zF(z, h) +2xhz | P(x)h'™' = xF(x, ) 4 2zh—=—

=0 =0

= OF
)P, Py(z)n'! P(x)n'™ = —
;(l+ l+1 Zl I\r h Zl l h ah
> 1P (x)ht =02 (1= 1) Py ()b 2+hZPl ()R
=1 =1 =1
OF
2
= h?=— h
hah+hF(x)

Applicando la ([1.77)) si ha

zF(z,h) = (1—2zh+ h2)g—];: + hF(x, h),

dove F(z,0) = Py(z) = 1. Oppure:

OFJoh  w—h
F(z,h) 1—2zh+ h?’

F(z,0) = 1.

La soluzione unica di questo problema di Cauchy e la funzione F(z,h) data

dalla parte a destra della ([1.79)).
1 = 2. Scrivendo F'(x,h) per la parte a destra nella (I1.79) risulta (dopo

alcuni calcoli)
7 ((1 —) 2 ) —h (%) (hF(x,h)).

In altre parole,

- ((1 Y mx)hl) ==Y W+ nAEN.

=0

Cio implica I'’equazione differenziale. Infine, sostituendo = = 1 nella (I1.79)) si
ha

- 1 1
P(1)h' = = ,
zz:; (L—h)> 1=h
implicando F(1) = 1.
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4 = 5. Prima di concludere la discussione dei polinomi di Legendre presen-
tiamo un’altra derivazione della relazione di ricorrenza ([1.77)) e delle costanti
di normalizzazione nella ([1.76)). Calcoliamo ora

d n—1 d2
2" (n + D) Py () = (%) @(932 — 1)

=2(n+1) (dii)n_l %{x(:ﬂ —1)"}

) : {(z* = )" + 2n2?(2* — )™ '}

)”— {2n +1)(2® — )" + 2n(2* — 1)" 1},

implicando che

m+1/d\"! 2 d\""
Po(z) = 2F (— (22— 1)" + — <—) (¢ = 1"

dx

_2n+1[d
B dz
D’altra parte, utilizzando la formula di Leibnitz al terzo passaggio, si ha
1 d\" d
Pn - - | = (2 1 n+1
(@) 2ntl(n 4 1)! (d:c) dx<x )

2(7’L+ ]‘) d " 2 n
“ gty (i) 0

= 2n1n! <x (%)n (2 = 1)" +n (%)n_l (2% — 1)n>

= 2P, (x) + m (d%) : (% —1)" (I11.81)

5 pill ortogonalita = 3. Eliminando la derivata (n—1)-esima dalle iden-

tita (I1.80]) e (IL1.81)) arriviamo alla relazione di ricorrenza (I1.77]). Sostituendo
n — 1 al posto di n nella ([I.77]) abbiamo invece

(2n —1)aP,_1(x) =nP,(z) + (n — 1)P,_1(z), (II1.82)

dove n = 2,3,4,.... Prendendo il prodotto scalare nella prima uguaglianza
(I1.77)) e utilizzando I'ortogonalita e la seconda uguaglianza (I1.82)) otteniamo

n(Pn_l, Pn—l) = (2n + ].)(.Tpn, Pn—l) = (2n + ].)(.IPn_l, Pn)

n
—(2n+1 P, P,).
20+ 1) (P, P2)

Siccome (Fy, Fy) = 2, otteniamo infine la (I1.76)).

>n1 (2% — 1)" + Po_i (). (I11.80)

69



5.3 Funzioni di Legendre associate
Sostituiamo P(£) = (1 — £2)™/?2(¢) nella ([L.73). Risulta
(1-¢%)z"(6) —2(m+ 1)) + (= m)({+ m+1)z(§) =0.|  (I11.83)
Moltiplicando la per (1 — &)™ otteniamo per P = P
(1= P =~ =m)(I+m+1)(1 - )P (111.84)

Per m = 0 risulta I'’equazione differenziale per il polinomio di Legendre di
grado [:

(1= €)P(€) — 26P/(&) + (1L + 1) Fi(§) = 0.

Calcolando la derivata m-esima z = Pl(m) di quest’equazione otteniamo

(1—6)2"(&) —2(m+ 12 (&) + (I —m)(I +m+ 1)z(§) = 0.

Quindi le funzioni (d/d&)™ P (€) sono soluzioni della . Moltiplicando la
(I1.84) per Py (&) e la (11.84) con I" invece di [ per P,(§) e sottraendo otteniamo

)
[ =)+ 1+ D] (1= E)"PEPu(€) = Pul€) [(1 - &) P]]
—Pu(©) [(1 =) P]

Integrando quest’equazione tra —1 e +1 e applicando l'integrazione per parti

risulta L

(1)1 +7 +1)] / (1= )" Py(E)Pu(€) dé = 0.

-1

Quindi, se P(€) sono i polinomi di Legendre, i polinomi (d/d&)™ Py (€) (I =
0,1,2,--) costituiscono un sistemi di polinomi ortogonali (di grado [) rispetto
al peso w(§) = (1 — &)™,

Troviamo ora la costante di normalizzazione. Si ha

| a-ernm@rriea

1

!/

- [u-erroree) - | PV [ - e P e de

m —1)(1 +m) / (1 —e)m B V()P (g) de

m)(l—m+1)(l+m—1)(l —m+2)x

(1—
=+
m 2 p(m—2) (m—2)
« / 1 P ()P () de

- irm / RUORIE) de| = 5o T,




Quindi

2(1 1 i 12 7 a\™
<(+72n)+ (l+2m)!> (d_g) Pin(6), 1=0,1,2,---,

¢ il sistema ortonormale dei polinomi rispetto al peso (1—&2)™ [con coefficiente
di & positivo).

5.4 Le funzioni sferiche per n = 3: Completezza

Nella letteratura ci sono diverse normalizzazioni delle funzioni sferiche in R3.
Qui ne scegliamo una. Poniamo

Yo, 0) = P (cos p)(sen )™ cos(mb), m=0,1,---,1
200 = B con ) sem )7 sen (), m = —1, 2,1

dove [ = 0,1,2,---. Le funzioni sferiche Y, (m = 0,+£1,---,+l) di ordine [
sono linearmente indipendenti e le loro combinazioni lineari

Yils) = Y ai™v"(s)

a coefficienti arbitrari al(m) sono anch’esse funzioni sferiche di ordine (.

Le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
L*(5?), ed inoltre

14 00.m (14 |m])!

HYEm”%Z(sﬂ) =2

2041 1 —|m|)!"
Infatti,
21
Iy = / / Ym0, )2 do dy
2 mo 1+ dom L+ |m|)!
_ lel cos®m _ 5 0,m .
/_ (&7 dg/ oo 0= 205

La completezza di un sistema ortogonale di funzioni sferiche {Y;™} significa
che ogni funzione f appartenente a L?(S?) pud essere sviluppata in serie di
Fourier di queste funzioni:

o) l o)
=22 @"Ys) = Y Vi
=0 m=—1 =0
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convergente in L2(52). I coefficienti a!™ sono calcolati mediante la formula

20+1 (I —|m|)! / /2”
(m) _ (6 dod
al 27T<1+50m l+ ’m‘ f SO )Seng@ 90

Le funzioni sferiche Y;™", m = 0, 1, - - - , &I, sono le autofunzioni del cosid-
detto operatore di Beltrama,

d—Ef—lﬁsemi——1 >
B seng 0y So&,p sen 2 062’

che corrisponde all’autovalore A = I(l + 1) di moltiplicita 2{ + 1.

6 Polinomi di Hermite
Studiamo ora ’equazione
'+ (2u+1—22)u=0, (I11.85)
dove u, z e ¥ non hanno pitu lo stesso significato come prima. Sostituendo
u=e""yp, (I11.86)

risulta I'equazione
V" — 220"+ 200 = 0. (IT1.87)

Per v = 0,1,2,... la si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

Sostituendo v(z) = >, 2! nella ([1.87) si trova la seguente espressione
per il coefficiente di z:

((+2)({+1)cy2+2(v — 1) = 0. (ITL.88)
La ¢ una relazione di ricorrenza che ci consente a calcolare tutti i
coefficienti ¢; dai coefficienti ¢ = v(0) e ¢ = v'(0). Si vede facilmente
che esistono soluzioni polinomiali se e solo se v = n = 0,1,2,.... Tali
soluzioni hanno la proprieta v(—z) = (—1)"v(z) e hanno il grado n (cioe,
Cn+2 = Cpyg = Cpyg — ... = O)

Definiamo ora

H,(z) = (—=1)"e” (i)n {e=?"}. (111.89)




Allora H,(z) € un polinomio di grado n, ha il coefficiente principale positivo e
soddisfa H,,(—z) = (—=1)"H,(2). Derivando 'equazione w’ 4+ 2zw = 0 (che ha
la soluzione w(z) ~ e~*) n + 1 volte e ponendo u = w™ risulta

"+ 2zu' 4+ 2(n+ 1)u = 0.

Poi si sostituisca u = e~** v. Infine risulta Pequazione (I1.87)) per v = n:
V" — 220" + 2nv = 0. (I11.90)

In altre parole, il polinomio di Hermite H,(z) soddisfa I’equazione differenziale

di Hermite ([1.90). La (I1.89) si dice formula di Rodriguez.
Scriviamo ora la ([1.87)) nella forma

(e V) = —2ne " v.

Allora
2(n — m)Hy,(2)Hp(2)e ™ = (7 H. ) Hy(2) — (e % H') Hpn(2).

Calcolando l'integrale rispetto a z si ottiene

2(n — m) /_ h H,(2)Hp(2)e™ dz= [e—* (H! (2)H,(z) — H'(2)Hp(2))

_ / (e Hy () HY(2) — ¢ Hy () H}y(2) ) dz = .
Quindi i polinomi di Hermite formano un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert L*(R; e dz). Per calcolare la costante di normalizzazione si applichi-
no la formula di Rodriguez ([1.89)) e n integrazioni per parti, risultando nella
seguente successione di passaggi:

/oo o (2)26_Z2 d» — Xn: (_1)n—j+1 H(j—l) (Z) i n—j {6_22} 0o

e - " dz

j=

L) ) e

= [p(z)e_zz} +c, n!/ ¢ dz = cpnlV/7,

Z=—00
=, —00

Z=—00

-~

=0

dove p(z) € un polinomio e ¢, ¢ il coefficiente principale di H,,(z) (cioe, H,(z) =
2"+ . ..). Calcoliamo ora i coefficienti ¢,,. Derivando la formula di Rodriguez

(I1.89) si arriva all’identita
H!(2) =2zH,(2) — Hy11(2). (II1.91)

73



Confrontando i coefficienti di z"*! nella ([1.91)) otteniamo 0 = 2¢, — ¢pit,
mentre ¢g = 1. Quindi ¢, = 2". Infine si arriva alla seguente formula di
ortogonalita:

/MHA@HA@e*M:JWMWG%M, (T11.92)

dove 0, ¢ la delta di Kronecker.

80
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Figura II1.4: T polinomi di Hermite di grado 1, 2, 3 e 4. Osserviamo che il
numero degli zeri ¢ uguale al grado del polinomio.

Derivando la (I1.90]) rispetto a z e scrivendo il risultato come un’equazione
differenziale per v’ si ottiene

(') = 2:(¢) +2(n — 1)) = 0.

Dunque H/(z) e H,_1(z) sono soluzioni della stessa equazione differenziale che
ha soltanto una singola soluzione polinomiale linearmente indipendente. Di
conseguenza, H/ (z) = cost.H,_1(z). Siccome H,(z) =2"2"+... e H,_1(2) =

2ntn=l 1 risulta n2" = cost.2" ! e quindi cost. = 2n. In altre parole,
H!(z) =2nH,_1(2). (I11.93)
Dalle equazioni e arriviamo alla formula di ricorrenza
22H,(2) = Hp1(2) + 2nH,—1(2), (I11.94)

dove Hyo(z) =1 e Hyi(z) = 2z.
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Dimostriamo ora la formula generatrice

o0

H,
21" = ('Z) ", t e C. (I11.95)
n!
n=0
22t —t2

Infatti, ponendo F(z,t) =e e scrivendo

F(z,t) = i hjl(!z) m (I11.96)

per opportuni coeffienti h,(z), risultano

oF

o= = 2P (=),
Z n! t _Z (n_l)!t'
n=0 n=1

Quindi A, (z) € un polinomio in z di grado n e
h!(z) = 2nh,_1(z). (I11.97)

Dalla risulta che h,,(0) coincide con la derivata n-esima di e~ pert =0,
cioe con 0 se n & dispari, e con (—1)"2(n!)/(n/2)! se n & pari. Dalla formula
di Rodriguez si vede facilmente che H,,(0) = h,(0) per n =0,1,2,....
Utilizzando le espressioni e ([1.97) arriviamo alla identita H,(z) = hy(z)
e quindi alla formula generatrice ([1.95)).

7 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerre si definiscono tramite la seguente formula di Rodriguez:

—a.T d\"
LO(z) = xme (%> [z teeeY, (II1.98)

Si dimostra facilmente che la ([1.98]) rappresenta un polinomio di grado n per
ogni o € R. La regola di Leibnitz ci da subito la rappresentazione LY (x) =
(—1)™(z"/n!) + .... Cilimitiamo al caso a > —1.

La funzione w(z) = 2" **e~* soddisfa I'equazione differenziale

zw' + (xr —n—a)w = 0. (I11.99)
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Derivando la ([T.99) n + 1 volte e ponendo u = w™ si arriva all’equazione
differenziale
"+ (z+1—a)u'+ (n+1)u=0.

Sostituendo u = x*e~*v in quest’ultima equazione si ottiene la seguente equa-
zione differenziale di Laguerre:

2"+ (a+1—2)v +nv=0. (II1.100)

Di conseguenza, L (x) € una soluzione dell’equazione (I1.100)).
Consideriamo ora ’equazione differenziale

"+ (a+1—2)"+vv=0. (I11.101)

Sostituendo v(x) = Y2, ¢a' si trova la seguente espressione per il coefficiente
di 2%

(l + 1)(l +a+ 1)Cl+1 + (l/ — l)Cl = 0.
Quindi abbiamo trovato la formula di ricorrenza

Cla1 l—v
— , I11.102
& (+D(l+a+1) ( )

che ci consente a calcolare tutti i coeffienti ¢; dal coefficiente iniziale ¢q = v(0);
bisogna richiedere o« > —1 per garantire la positivita del denominatore nella
parte a destra della ([I1.102]). Risulta una soluzione polinomiale di grado n =
0,1,2,... se e solo se v =n.

Scrivendo la nella forma
(z*He ™) 4+ nae v = 0, (I11.103)
otteniamo
(e L)) = E ) (o ) <20 (5 e )

n

Calcolando 'integrale sull’intervallo (0, c0) [dove 'ipotesi o > —1 serve per la
convergenza dell'integrale] si ottiene

(n—m) / L (z) L) (2) 2%~ dx
0

_ [L(a) (x)xoz—'rle—mL(a)’(l,) . L(a) (.T)Ia+16_rL7(1a),(I)i|

- / {L(a),(x)xa“e_x[/gs),(x) - L(a)/(x)xa+le_rL£La)/(x)} dx =0,
0



dove abbiamo utilizzato %" — 0 per x — 07. Quindi per o > —1 i polinomi

di Laguerre {L{"(x)}°2, costituiscono un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert L?(RT; 2%~ dx).

Per calcolare la costante di normalizzazione facciamo i seguenti passaggi:

/Ooo L () ax% % dr = (n1!)2 /Ooo L9 () (%)n{xnmix} dx
= [(nl!)z i(—l)jl(Ln“))Ul)(g;) <%)R_J {anraex}] )

L (@) )
1

(
) [W)? (1)1 (L) 0D (@)a e L) ()

o0

dove abbiamo fatto n integrazioni per parti, utilizzato la ([1.98) con « + 7 al
posto di «, applicato I'espressione L' () = (=1)"(z"/n!) + ... e I'identita

(A.1)). In altre parole,

'n+a+1)

/ L (2) L) (z) 2% do =
0 n!

- (I11.104)

dove 0y, ,, € la delta di Kronecker.
Derivando la (I1.100]) si ottiene la seguente equazione differenziale:

(V)" +(a+2—2)0) + (n—1)() =0.

Quindi L%a)/(:c) & proporzionale a L (z). Siccome
n.n—1 n—1,n-1
@ (D" atry, (D"
Ly (x)——<n_1)! +..., L") (a:)——<n_1)! +...,
risulta per a > —1
L' (2) = —L (). (111.105)

L ortogonalita di L' (z) a tutti i polinomi di grado minore di n nello spazio
di Hilbert L?(R™; z%¢~* dx) conduce all’identita

2L (x) = AVLE) (z) + BOLE (2) + O L, (x), (ITL.106)
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Figura IIL.5: I polinomi di Laguerre di grado 1, 2, 3 e 4 per « = 1 (panello
sinistro) e @ = 3 (panello destro). Osserviamo che il numero
degli zeri e uguale al grado del polinomio.

dove n = 1,2,3,... e A,, B, e C, sono opportune costanti da determinare.
Calcoliamo ora il seguente integrale:

C = / x L) (:L’)LT(fgl(q:) x%e Tdx
0

1 o0 d n+1 " B
= m / ngla) (l‘) d_ {anr ae x} dx
n . X

n+1

j 1 (a)\(j—1) i e n+l+a —x
i ,Z (s L)V () {a"titeer)

+ %/ ((%)nﬂ {fof‘)(:z:)}> g TITeeT gy

n n+1 00
Z ) (@) (n 41— )l e mLiit”](x)]
=0

o0

=0

(n + 1)!
(_1)n+1 d n+1 @) /oo ) -
S~ 7 R L\« n+l+a z q
+ CES o {z L)Y (x)} i x e "dr
- I'n+a+2)
a7
dove abbiamo utilizzato xLT({l)(x) = (=1)"(z"*'/n!) + .... Poi calcoliamo

I'integrale:

n n

D@ = / c L (z)? 2%~ dx
0
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_ 1 / 2L (z ( )n{xwe—m}dm

_ [ ‘ Z )71 :pL o )(j—l)(x) (d%:)nj {$n+ae_x}] h

+ <_n1!)n /0 N (( di)n{m ) (z )}) 2" dr B

n

l—l
—_

’I”L'

+ <_n1!)n /0 N <(d%> {IL;@(I)}) 2" e dy

_ /OOO (n+ 1)z —n(n+a)n!) 2" e " dx

m+DI'n+a+2)—nn+a)l(n+a+1)
n!
C@2n+l14+a)l(n+a+1)
B n!

P L) (@) (1) (= e L af”@)]
=0

Y

dove abbiamo utilizzato 2L\ (z) = (—1)"((2"** —n(n+a)z™) /n!) +. . .. Dalla
(IT.106) e le espressioni per O ¢ DI seguono A = —(n + 1), B =
n+1l+aeCy = —(n 4 «). Dunque risulta la formula di ricorrenza

Cn+1+a—2) L) = (n+ 1)L (2) + (n+ )L (z),|  (1IL107)

dove L' (z)=1e L' (@) =1+a —z.
Per dimostrare la validita della formula generatrice

t o
(1 —1)"0F exp (—135 t) =) L@@, |t <1, (I11.108)

partiamo dalla serie di funzioni

_ (1 _ \—-(+a) Cowt Y\ n
F(z,t) = (1—1t) exp( 1_t>_;cn(:ﬂ)t, t| <1, (II1.109)

dove ¢, (z)n! & la derivata parziale n-esima di F'(z,t) rispetto a t per t = 0.
Sostituendo la serie ([1.109) nella equazione

(1—t)? %—fﬂx—(uam—tw:o,
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otteniamo le seguenti espressioni per i coefficienti t" (n = 1,2,3,...) e per il
coefficiente di t:

{(n + 1Dep(@) + (x —2n—a — 1)ey(z) + (n+ @)1 (),
c(x) + (x —a—1)c(z) =0,

dove co(x) = 1. Quindi ¢, (z) = L (z) per n =0,1,2,--- (vedi la ([[.107)).
Infine, per esprimere i polinomi di Hermite in quelli di Laguerre riscriviamo
i prodotti scalari tra quest’ultimi utilizzando la trasformazione x = t%:

| 1@ eerdo= [ LO@LD @ d ()
0

—00

—0o0

/ L) (2) L (2)2% " dz = / LU (VLD (2|t e ™ de. (IT1111)
0

Per fare scomparire i fattori [¢t[?**! in (TL.110) e ([1.111)) scegliamo o = —2

2
_1
in (IL110) e @ = % in ([LI11). Quindi H,,(t) ¢ proporzionale a Lgl 2)(252)
1
e Ho,11(t) € proporzionale a tLgf)(tQ). Confrontando i coefficienti principali
otteniamo

Hon(t) = 2" nl(—1)" LS 2 (1), (ITL.112)
Hopyr () = 22 nl(—1)" tL2 (12). (111.113)

8 Polinomi di Chebyshev

I polinomi di Chebyshev di prima specie T,(z) e di seconda specie U, (x) si
definiscono nel seguente modoﬁ

T, (z) = cos(nt), Up(x) = W, (I11.114)

where x = cos(t). In tal caso T,,(z) e U,(x) sono polinomi di  di grado n che
hanno le seguenti proprieta:

T1 Z,
Us(z) =1, Ui(z) =22, Upp(x)+U,i(x) =

8Per x € R\ [~1,1] si hanno le definizioni alternative T, () = cosh(nt) e U,(z) =
sinh((n + 1)t)/sinht per = cosht.
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La formula di ricorrenza ¢ facile da verificare:
Thi1(z) + Thoi(z) = cos((n + 1)t) 4 cos((n — 1)t)

= 2cos(t) cos(nt) = 2zT,(x),
sin((n + 2)t)  sin(nt)

Un+1<I> -+ Un_l(l’) =

sin(t) sin(t)
_ 2 cos(t) sin((n + 1)t) = 22U (x
- sin(t) = 2ala(a).

Si vede subito che —1 < T,,(z) < +1 per € [—1, 1], mentre T,,(z) = 2" 12" +
c..eUy(z)=2"2"+...pern € N.
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Figura IIL.6: I polinomi di Chebyshev di prima e seconda specia di grado 1,
2, 3 e 4. Nel panello sinistro si trovano i grafici dei polinomi di
Chebyshev di prima specie e nel panello destro quelli di seconda
specie. Osserviamo che il numero degli zeri ¢ uguale al grado
del polinomio. Inoltre, i polinomi di Chebyshev di prima specie
hanno 41 come i loro valori estremi.

Sono verificate le relazioni di ortogonalita

/07r cos(nt) cos(mt) dt = g(l + 01.0)0n.m,
/O " sin((n + 1)) sin(m + 1)) dt = gan,m.
Sostituendo = = cos(t) otteniamo
/1 (@) T (2) — = (11 5, 0)60m, (I11.115)
1 V1i—z2 2 e




/ Un( r)V1—atde = (II1.116)

Quindi {7;,(x)}52, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 — z%)~1/2

e {U,(z)}22, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 —x%)'/2, tranne
per fattori costanti.

Le funzioni cos(nt) e sin(nt) soddisfano all’equazione differenziale u”(t) +
n*u(t) = 0. Sostituendo x = cos(t) e utilizzando le definizioni per T),(z) e
U, (x) otteniamo

(1 — 22U (x) — 32U () + n?U,(x) =

{(1 — )T (z) — 2T (x) + n*T,(x) =0,
2,

In forma Sturm-Liouville abbiamo

d /27 _ _n2Tn—(x)
- (1= a?) !PT () = Nt

ddx (1= 2%)*20)(2)) = —n*V1 — 22U, ().

9 Polinomi Ortogonali Generali

Sia I un intervallo della retta reale e w una funzione positiva quasi ovunque su
I tale che [ |z|*"w(x)dr < oo (n =0,1,2,...). Allora i polinomi sono tutti
elementi dello spazio di Hilbert L*(I;wdx). Infatti, i polinomi costituiscono
un sottospazio lineare denso in L?*(I;wdx), un fatto che non dimostriamo.
Applicando il processo di Gram-Schmidt al sistema {1, }>° , dove ¥, (x) = a™,
si ottengono i polinomi ortogonali {p,}52, rispetto al peso w, dove il grado
di p, e uguale ad n e i coefficienti prln(:lpah sono tutti positivi. Data una
funzione f € L?(I;w dx) e definendo i coefficienti

= /[ f(@)pp(x)w(x) dz, n=0,1,2,...,

otteniamo l'identita di Parseval

[ Ure@Fu de =3l
n=0
e lo sviluppo

= Z CnPn (x)
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convergente nel senso che

2

N

A}l_r}r(lx) - ; Cnpn(z)| w(x)de = 0.
I polinomi ortogonali sono stati studiati nel libro di Szeg6 [17]. Alcune
classi di polinomi ortogonali hanno la proprieta aggiuntiva che appaiono come
le autofunzioni di un problema di Sturm-Liouville su un opportuno intervallo
I della retta reale. Ce I’'abbiamo gia visto per quanto riguardano i polinomi
di Legendre, i polinomi associati di Legendre, e quelli di Hermite, Laguerre
e Chebyshev. A quelli si aggiungono i polinomi di Gegenbauer (anche detti

polinomi ultrasfericiﬂ) e i polinomi di Jacobi.

Nome dei polinomi I w(x)

Legendre (—-1,1) |1

Chebyshev di 1* specie (—1,1) | (1 —2?)~1/2

Chebyshev di 2* specie (=1,1) | (1 —a?)Y/?

Legendre associati (-1,1) | (1—=2®)™perm=1,2,3,...
Jacobi (=1,1) | (1 —2)*(1+2z)? per a, 3 > —1
Gegenbauer o ultrasferici | (—1,1) | (1 —22)* per A > —1

Laguerre (0,00) | % " per a > —1

Hermite (—00,00) | e

Infine dimostriamo alcune proprieta degli zeri dei polinomi ortogonali.
Lemma IIL.1 Siha (f,pn)r2(rwde) = 0 per ciascun polinomio f di grado < n.

Dimostrazione.  Sia f un polinomio di grado < n. Allora f ¢ una combina-
zione lineare dei polinomi po, py, -+ ,pp—1. Siccome (pj, p,) = 0 in L*(I;w dz)
per 7 =0,1,--- ;n—1, risulta (f,p,) =0. a

Teorema II1.2 Gli zeri del polinomio p, sono tutti semplici e contenuti al-
[interno dell’intervallo 1.

Dimostrazione.  Sia I = (a,b) dove —oo < a < b < +00. Supponiamo che
pn ham (con m < n) zeri ay,- -+, ay, in (a,b) e n —m zeri in C\ (a,b). Allora
pn ammette la rappresentazione

pu(r) = (. — 1) - (2 — am)q(7),

9T polinomi ortogonali su I = (—1.1) con w(z) = (1—22)* per cui 2\ € NU{0}, appaiono
come funzioni sferiche di dimensione > 2\ + 3.
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dove ¢ € un polinomio di grado n — m che non cambia segno in (a,b); dunque
q(z) > 0 per x € (a,b). Consideriamo il polinomio f definito da

flz)=(z—a) - (z —am).
Secondo il Lemma risulta (f,p,) = 0. In particolare,

0=(f,pn) = C/ [(z —a1) - (z — an)Pg(v)w(z) d,
I
dove la funzione sotto il segno dell’integrale ¢ non negativa. Cio implica che
¢ l(x—ai)-- (& — ay))Pq(z)w(xz) = 0 quasi ovunque. Contraddizione. Si
conclude pertanto che tutti gli zeri di p, appartengono ad (a,b).

Per escludere 'esistenza di zeri multipli di p,,, rappresentiamo p,, come

pn(x) = C($ - 51)7”1 A ($ . ﬁr)mr,

dove (3y,---, [0, sono gli zeri distinti di p, e m; + --- + m, = n. Bisogna
dimostrare che r = n, my = --- = m, = 1 e ¢ > 0. Se esiste un indice j
con m; > 1, definiamo n; = 0 se m; ¢ pari e n; = 1 se m; & dispari (cioe, se
mj =3,5,7,---). Poi consideriamo il polinomio ¢ definito da

g(x) = (x = B)™ (2 — Bj—1)™(x = B;)" (v — Bjpa)" - (= B,)™.

Siccome il grado di g ¢ strettamente minore di n, si ha (g,p,) = 0. In altre
parole l'integrale

c/<$ = B)" (= By) = By)™ @ = i) (= B,) " da

~~
I espressione non negativa, poiché m;+n; & pari

vale zero. Quindi la funzione sotto il segno dell’integrale si annulla quasi
ovunque. Contraddizione. Quindi tutti gli n zeri di p,, sono semplici. a

I polinomi ortogonali soddisfano una relazione di ricorrenza a tre termini.
Teorema I11.3 Sia o, = (xpyi1,Pn), Cn = (XPn, Pn) € a_1 = 0. Allora
(x — cn)pn(T) = anpni1 () + ap_1pp_1(x), n=0,1,2---.
Inoltre, se I = (—h,h) e w ¢ pari, allora p,(—z) = (=1)"p,(z) e c, = 0.

Dimostrazione.  Siccome zp,(z) ¢ un polinomio di grado n + 1, ¢ una
combinazione lineare di pg, p1,- - , Pn, Pni1- Purtroppo

(xpn,pj) = /l () - 2pj(x)w(z) doe = 0, j<n-—1,
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poiche zp;(z) con j < n —1 & un polinomio di grado < n. Quindi xp,(z) €
una combinazione lineare di soltanto tre polinomi ortogonali: p,_1, Pn, Pri1-
Scriviamo

I‘pn(l‘) = Cnpn<x) + O[npn-i-l(x) + ﬁnpn—1($)>

dove non c’e il terzo termine nella parte a destra per n = 0. Si vede facilmente
che

= (TPn, Pos1)
Bn = (xPp: Pn—1) = (TPn—1,Pn) = Qn—1
Cn = (XPn; n)-
In generale, se {p;}32, sono i polinomi ortogonali rispetto al peso w su I,
allora {(—1)’p;(—z)}32, sono i polinomi ortogonali rispetto al peso w(—x) su
—1I. Assumiamo ora che I = (—h, h) (potenzialmente con h = +00) e w sia

pari. Allora p,(—x) = (—=1)"p,(x) e dunque

pari

—
o = / 2 o) w(z) dz =0,
I _/_/

dispari

il che conclude la dimostrazione. O

Introduciamo ora la funzione bivariata
Ko(z,y) =Y pi()p;(y). (I1.117)
=0

Lemma I11.4 Vale la formula di Christoffel-Darbouz

Koz, y) = anpn+1(x)pn(y) - pn(x)pnﬂ(y)’ (111118

r—Y

dove oy, = (TPy, Pus1). Inoltre,

Ko(,2) = an (P (@)pa(2) = 9 (@)pona () (IIL.119)
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Dimostrazione. Il Teorema e la ([1.117) implicano che

(z —y)Kp(z,y) = Z (pjp1(w) + ajapia () + c;pi(x)) pi(y)

- Z p;(@) (jpjr1(y) + aj_ipj—1(y) + ¢pi(y))
= Z (ajpjr1(z)pi(y) — aj-1pj-1(y)p;(2))

+ Z (aj—1pj—1(@)p;(y) — a;jpja(y)p;(x))

n Z (¢ipi(@)p;(y) — ¢;pi(y)p;(x))

J

~~

= @ (Pnr1(2)Pa(y) = Pu(@)Pnr1 () -
La (II.119)) ne segue utilizzando il Teorema di De L’Hopital. O

Il Lemma [[T.4] conduce alla seguente proprieta degli zeri dei polinomi orto-
gonali.

Teorema II1.5 Tra ogni coppia di zeri consecutivi del polinomio p,1(z) cade
esattamente uno zero del polinomio p,(z). In particolare, i polinomi p,(x) e
Pnt1(x) non hanno zeri in comune.

Dimostrazione.  Ci ricordiamo che gli zeri dei polinomi p,(z) € ppi1(x)
sono tutti reali e semplici. Siano ora & < & < ... < &, < &4 gli zeri
del polinomio p,y1(z). Allora la (I1.117) e ([1.119) implicano che per k =
1,2,...,n

0< Z p;i(&k)* = anply iy ()P (Eh),
j=0

0< Z pj (fk+1)2 = Oénp;b+l(€k+1)pn(£k+1)'
j=0

Siccome & e &1 sono due zeri consecutivi (e semplici) del polinomio p,,1(x),
risulta che pf, ., (&) € Pl (€k+1) non si annullano e hanno segni opposti. Poiche
a, # 0, risulta che p, (&) e pn(zry1) non si annullano e hanno segni opposti.
Dunque i polinomi p,(x) e p,+1(x) non hanno zeri in comune e gli intervalli
(&, k1) (K =1,...,n) contengono uno zero del polinomio p,(z). O
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Capitolo IV
EQUAZIONI INTEGRALI

1 Proprieta Elementari e Iterazione
Le equazioni contenenti la funzione incognita sotto il segno dell’integrale sono

dette equazioni integrali. Molti problemi della fisica matematica possono essere
ridotti ad equazioni integrali lineari della forma

/Q K(x,y)p(y) dy = f(x), (Iv.1)
o(z) = A / K(x.y)oly) dy + 1 (@), (1v.2)

rispetto alla funzione incognita ¢(x) in una regione 2 C R". L’equazione

(LI1.1)) si dice equazione integrale di prima specie, mentre I'equazione ([11.2)) si
dice equazione di Fredholm di seconda specie. Le funzioni note KC(z,y) e f(z)

sono dette nucleo e termine noto dell’equazione integrale; A ¢ un parametro
complesso.

L’equazione integrale ([11.2) per f =0
o) =2 [ Kle.nel) dy (1v.3)

si dice equazione integrale di Fredholm omogenea di seconda specie corrispon-
dente all’equazione ([[I.2)). Le equazioni integrali di Fredholm di seconda
specie

b(x) =X / K (2, y)(y) dy + (), (1v.4)
ba) =% / K* (2, 9 (y) dy, (Iv.5)
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dove K*(z,y) = K(y,x), sono dette aggiunte alle equazioni ([I1.2)) e (II1.3),

rispettivamente. Il nucleo K*(z,y) si dice nucleo coniugato aggiunto al nucleo
K(z,y). Il nucleo K(z,y) si dice hermitiano se K*(x,y) = K(x,y), cioe se
K(y,z) = K(z,y) quasi ovunque. Il nucleo K(z,y) si dice reale e simmetrico
se K(x,y) e reale e K(y,z) = K(x,y) quasi ovunque. Ovviamente un nucleo
reale e simmetrico ¢ hermitiano.

Scriveremo le equazioni (I11.2)), (I11.3), (II1.4]) e (IIL.5) in forma contratta,

utilizzando la notazione d’operatore:

o =AKp+ f, o= AKop,
Y =AK*Y +g, Y = AK*1),

dove gli operatori integrali K e K* sono determinati dai nuclei K(z,y) e
K*(z,y), rispettivamente:

(K )(x) = / K.)fw)dy, (K f)(x) = / K* (2, 9)f (4) dy.

Tra poco metteremo opportune condizioni sul dominio €2 e sul nucleo
K(x,y) affinché gli operatori lineari K e K* siano limitati in un opportuno
spazio di Banach (o di Hilbert) di funzioni f(z) definite in Q. In particolare,
verranno considerati gli spazi L'(Q), L2(Q) e C(9).

Supponiamo che nell’equazione integrale la regione € sia limitata in
R", la funzione f appartenga allo spazio L*(€2) ed il nucleo K(z, ) sia continuo
su Q x Q (diremo continui questi nuclei).

Lemma IV.1 L’operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) trasferisce
L*(Q) in C(Q) (e, di consequenza, C(Q) in C(Q) e L*(Q) in L*(Q). Dunque,

K ¢ limitato come operatore lineare tra questi spazi, ed inoltre

1K fllc < Mm@ flle, — f € LX), (IV.6)
1K flle < Mm(Q)[| flle, f e, (IV.7)
K fll2 < Mm(Q)[|f]2; fe L) (IV.8)

dove M = max_ |K(z,y)| e m(Q) é la misura di .
z,y€eQxQ

Il lemma si descrive tramite il seguente schema:

CQ) = [2(Q) 2 L) S @)

L2(Q) 2 i) 2 @) 2 12(Q)

LYQ) -2 c@) 2 r2() 22 LY(Q)
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Dimostrazione.  Siccome Q x Q ¢ compatto il nucleo K(z,y) € uniforme-
mente continuo in (z,y) € Q x Q. Ci ricordiamo che una funzione continua
definita su uno spazio compatto e uniformemente continua. Quindi, datoe > 0,
esiste 6 > 0 tale che |[K(zq,y1) — K(z2,92)| < € se ||(x1 — x2,y1 — y2)|| < J. Di
conseguenza, se f € L?(Q), per |r; — x| < 4 si ha la stima

(K f)(1) — (K f) ()] < / K1) — Ko )| ()| dy

< / FW)|dy < ex/3TED £ e,

e quindi K trasferisce L2(Q2) in C(Q).
Per f € C(Q) si trova la stima

I1£113 :/Q [f(@)*dz <m(Q)lIflle, [ € C),

implicando [|f]lz < v/m(Q) ||fllc. Dunque C(Q) & contenuto in L%(£2), do-
ve 'operatore di immersione e limitato di norma limitata superiormente da

m(§2). 0

Cerchiamo la soluzione dell’equazione (|[11.2)) mediante il metodo delle ap-
prossimazioni successive, ponendo ¢ (z) = f(x),

P (z) = A/Q Kz, )% V(y)dy + f(z) = AKP ™V + f,  p=1,2,--

(IV.9)
Quindi

p

o) = Z NKIf, p=0,1,2,---, (IV.10)

=0
dove K7 denotano le potenze j-esime dell’'operatore K. Secondo il Lemma
[11.1} le iterazioni di f € L*(Q) soddisfano la disuguaglianza
IK7 fllo = [ K (K~ f)lls < Mm(Q)|[ K7~ £l
< (Mm(Q)PEP2fls < - < (Mm(Q))] fl2,
cioe

IEPfll2 < (Mm(Q))P|[fll2s p=0,1,2,---. (IV.11)

IPer i sottoinsiemi di uno spazio euclideo, compatto vuol dire chiuso e limitato.
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Da questa disuguaglianza segue che la serie
Y ONKI @), xeq, (IV.12)
§=0

detta serie di Neumann, ¢ maggiorata nella norma L? dalla serie numerica

1123 WP m(@) = e, (1v.13)

che converge nel disco || < 1/Mm(£2).

Stabiliamo preliminarmente che ¢ valida la seguente uguaglianza:

(Kf.9)=(f,K"9),  fgeL*Q) (IV.14)

Infatti, se f e g appartengono a L?(Q), conformemente al Lemma [[T1.1} anche
K f e K*g appartengono a L*(Q) e quindi si ha

wfa) = [ n@aia = [ | [ Ko s

:/Q ) {/Q K(x,y)@diﬂ} dy = /Q f(y) {/Q K*(y,z)g(z) dm} dy
:Lﬂmﬁmﬁmzmww

Lemma IV.2 Se K; e Ky sono operatori integrali con nuclei continui ICy(x, y)
e Ko(z,y), rispettivamente, ['operatore K3 = Ky Ky € un operatore integrale con
nucleo continuo

Ks(z,y) = /Q Ka(z, v )iy y) dy'. (IV.15)

In questo caso ¢ valida la sequente formula:
(Ko Kq)" = KT K. (IV.16)
Dimostrazione. — Per tutte le f € L*(€) abbiamo
(Kaf)a) = (e f) o) = [ Kaloow) [ Kl )0 dydy
Q Q
= [ [ et st ) )

da cul segue la formula ({[II.15)). E evidente che il nucleo Ks(z,y) & continuo
per (z,y) € Q x . Infatti, dato ¢ > 0, per i = 1,2 esiste ¢; > 0 tale che
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Ki(1,41) = Kiwa, )| < e/ ([My + Ma]m(Q)) se [[(z1,91) = (22, 92)[ < 4.
Quindi, se |[(z1,y1) — (22, y2)|| < 6 = min(dy, d2), risulta
(Ks(z1,y1) — Ka(@2,90)| < / [Ka(z1,9) — Ko(z2, Y)IK1 (¥, 91) | Ay’
Q

[Mom(2) + Mym(Q)]e
M + Malm(Q)

+ /Q Koo, Y)Y, 10) — Ka (¥ y2) | dy' <

implicando la continuita uniforme di KCs(x, y).
Prendendo in considerazione 1'uguaglianza ([I1.14)), per tutte le f e g ap-
partenenti a L?(Q) si ottiene

(f7 K;Q) = (K3f7 g) = (K2K1f7 g) = (K1f7 K;g) = (fv KTK;Q)? fag € LQ(Q)a

ciot (f, K39 — K{K;g) = 0 per tutte le f,g € L*(Q), e, quindi, K} = K; K3,
il che equivale all'uguaglianza (II1.16f). Il lemma e dimostrato. O

Dal Lemma [[I1.2] appena dimostrato segue che gli operatori K = K (K?~1)

= (KP~Y)K,p=2,3,---, sono operatori integrali ed i loro nuclei K,(z,y) sono
continui e soddisfano le relazioni di ricorrenza KCy(z,y) = K(z,y),

Kp(z,y) = /Q Kz, y" )1 (y',y) dy' = /Q Kpr(z,y" ), y)dy'. (IV.17)
I nuclei (2, y) sono detti nuclei iterati del nucleo K(x,y).

Dalle relazioni di ricorrenza ([I1.17]) segue che i nuclei iterati soddisfano la
disuguaglianza

|Kp<xay)| S Mpm(Q)p_17 p= ]-7 27 . (IV18)

Dalla ([I1.18) segue che la serie
S NKpr(ny), () €D, (IV.19)
p=0

¢ maggiorata mediante la serie numerica

> APMP T m()F,
p=0

convergente nel disco [A| < 1/Mm(Q). Percio la serie (LIL19) ¢ uniforme-
mente (anche totalmente) convergente in (z,y,\) € QA x QA x {z € C: |z| <
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(1/Mm(2)) — e}, per € > 0 qualsiasi. Di conseguenza, la sua somma ¢ con-
tinua in Q@ x Q@ x {z € C: |z|] < (1/Mm(£2))} ed analitica in A nel disco
Al < 1/Mm(Q). Indichiamo la somma della serie ([I1.19) con R(x,y; \):

R(z,y;0) =Y MWKy (2,y).

p=0
La funzione R(x,y; A) ¢ detta risolvente del nucleo K(z,y).

Teorema IV.3 La soluzione ¢ dell’equazione integrale (I11.2]) e unica nella
classe L*(Q2) per |\ < 1/Mm() e per qualunque f € L*(Q) é rappresentata
con il risolvente R(z,y; \) del nucleo K(x,y) mediante 'equazione

Po) = 1)+ A [ Ry (0) (1v.20)
i altre parole, € valida la sequente equazione operatoriale:
(I —AK)™' =T+ AR()), A < (1/Mm(Q)), (IV.21)
dove R(N) € un operatore integrale con nucleo R(x,y; \).

Si puo dimostrare che il risolvente R(z,y; A) di un nucleo continuo K(x,y)
ammette un prolungamento meromorfo in tutto il piano della variabile com-
plessa A ed inoltre i suoi poli sono i numeri caratteristici del nucleo K(z,y)P|

2 Equazioni integrali di Volterra

Supponiamo che n = 1, la regione G sia l'intervallo limtato (0, a) ed il nucleo
K(x,y) si annulli nel triangolo 0 < x < y < a. Questo nucleo si dice nucleo di

Volterra. L’equazione ([11.2)) con nucleo di Volterra ha la forma

o) = A / " Ko, y)ely) dy + () (1v.22)

e e detta equazione integrale di Volterra di seconda specie.

Supponiamo che nell’equazione sia f € C([0,a]) e che il nucleo
K(z,y) sia continuo nel triangolo chiuso 0 <y < x < a. Allora |K(z,y)| < M
per un’opportuna costante M e 'operatore integrale

(K f)(x) = / " Ko y)f(y) dy

2) si dice numero caratteristico di K se esiste 0 # ¢ € L'() tale che ¢ = AK¢p. In tal
caso A # 0, 1/X & autovalore di K e ¢ € C(9).
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trasferisce C([0,a]) in C([0, al).

Definiamo ora le approssimazioni successive ¢®):

p
dO=f QP =D MK =AKGPV 4 f, p=1,2,-- . (IV.23)

k=0
Le iterazioni K?f appartengono a C([0,a]) e soddisfano la stima

(7)) < e

Dimostriamo la stima ([I[.24])) per induzione rispetto a p. Per p = 0, la
stima ([I1.24)) e valida. Supponendola valida per p — 1, dimostriamo la sua
validita per p:

, x € 0,al, p=0,1,---. (IV.24)

(K7 f) ()| = |[(K(K"f))(@)] < /: K (@, y)I[(KP71f) (y)| dy

A (M)
< mlflerr | -y = 112
o (p—1) p:
Dalla stima ([[I1.24]) segue che la serie di Neumann ([II.10]) ¢ maggiorata su
[0, a] mediante la serie numerica convergente

1710 S IAFIAE gy e (1v.25)
k=0

k!
e per questa ragione ¢ uniformente (infatti, totalmente) convergente in x €
[0,a] per A qualsiasi, definendo una funzione continua ¢(z). Dunque, in
virti della ([11.23)), le approssimazioni successive ¢® per p — oo tendono
uniformemente alla funzione ¢:

p—oo z€[0,a]

lm max [pP(z) - p(@)| =0, (@) =S K@) (IV.26)
k=0
Qui, in virtu della ({I1.25]), e valida la disuguaglianza

lelle < [1Flloee. (IV.27)

Formuliamo i risultati ottenuti nella forma del seguente

Teorema IV.4 Ogni equazione integrale di Volterra (I11.22) con nucleo conti-
nuo K(z,y) nel triangolo {(z,y) : 0 <y < x < a} per A qualsiasi ha un’unica
soluzione ¢ nella classe C([0,a]) per qualunque termine noto f € C([0,al).
Questa soluzione é data dalla serie di Neumann uniformemente convergen-
te soddisfa la disuguaglianza . Dunque un nucleo di Volterra

continuo non ha numeri caratteristici.
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Risolviamo ora I’equazione di Volterra

plz) = A/ ) dy+ f(z), O<z<a
0
Se f € C'([0,a]), allora 'equazione integrale si riduce al problema di Cauchy

¢'(x) = Mp(x) + f'(x),  »(0) = f(0).

La sua soluzione unica ha la forma
o) = F0) + [N p ) dy
0
_ 6)‘If<0) + [ek(mfy)f(yﬂ‘;:o + )\/0 eA(I*Q)f(y) dy
— 5@+ A [ I p)dy
0

Quest’ultima espressione si generalizza facilmente a f € C([0, al).

3 Equazioni Integrali con Nucleo Hermitiano

Un nucleo K(z,y) & detto hermitiano se questo nucleo coincide con il suo coniu-

gato hermitiano, K(z,y) = K*(z,y) = K(y,x). La corrispondente equazione
integrale

wmzyémwwww@+ﬂm (1v.28)

per A reali coincide con la sua aggiunta, essendo K* = K un operatore autoag-
giunto nello spazio L*(Q). Se il nucleo K(x,y) ¢ continuo, K & anche limitato
su L*(€Q). I numeri caratteristici e le autofunzioni trovati sono anche i nume-
ri caratteristici e le autofunzioni se la viene considerata nello spazio
L?(2) per un nucleo continuo ed hermitiano qualsiasi.

a. Operatori integrali con nucleo continuo hermitiano: Compat-
tezza. Supponiamo che K sia un operatore integrale con nucleo continuo her-
mitiano K(x,y). Quest’operatore trasferisce L*(Q2) (€ ¢ una regione limitata)
in L*(Q) (vedi il Lemma ed & autoaggiunto:

(Kf.9)=(f,Kg), [ geL*Q). (TV.29)

Inversamente, se un operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) & au-
toaggiunto, questo nucleo & hermitiano. Infatti, dalla (II1.29)) (valida anche per
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f,9 € C(Q)) segue che K(z,y) e K*(x,y) sono ambedue il nucleo dell’operatore
integrale K e quindi K(x,y) = K*(z,y) per ogni (z,y) € Q x Q.

Ne segue facilmente che tutti i nuclei iterati K,(z,y) di un nucleo continuo
hermitiano K(z,y) sono anch’essi hermitiani:

IC;(ZL’,y) = (K*)P(x7y> = Icp(x7y)'

Sia M un compatto.! Un sottoinsieme M (cio¢, un insieme di funzioni
continue su M) si dice equicontinuo su M se per ogni € > 0 esiste § > 0
tale che |f(x1) — f(x2)| < € per ogni f € M, non appena |r; — x2| < 0 per
x1, 22 € M. In particolare, f € C(M) ¢ (uniformemente) continua se e solo se
I'insieme M = {f} & equicontinuo.

Lemma IV.5 Un operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) trasfe-
risce ogni insieme limitato appartenente a L3(Q) in un insieme limitato in
C(R2) e equicontinuo su ).

Dimostrazione. ~ Sia B un insieme limitato in L*(Q): JA : || f]|, < A per

ogni f € B. Dal Lemma [[II.1] segue che || K f|lc < Mm(Q)1/2_A, f e B,
p = 1,2, e quindi K trasferisce B in un insieme limitato in_C’(Q). Inoltre,
visto che il nucleo KC(z,y) € uniformemente continuo su 2 x Q, per un € > 0

qualsiasi esiste 0 > 0 tale che

3

K 0) = Kl )] < s

quando |2' — 2"| < 6 e {2/,2",y} C Q. Da cio, utilizzando la disuguaglianza

(I11.6), in cui K(x,y) e sostituito con |[K(z',y) — K(x”,y)|, per ogni f € B si
ottiene

(K f)(2) = (Kf)(=")] =

/Q K y) — K@ )] £(y) dy

e(m(@)" V| £
S T Am@)e e =

quando |z'—2"| < de {2’ 2", y} C Q. Cio vuol dire che I'insieme {K f : f € B}
& equicontinuo su 2. O

Teorema IV.6 (Teorema di Ascoli-Arzela) Se un insieme infinito B é li-
mitato in C(M) dove M é un compatto, ed é equicontinuo su M, da quest’in-
sieme st puo estrarre una successione convergente in C’(M)H

3In altre parole, se un insieme B & limitato in C(M) dove M & un compatto, ed &
equicontinuo su M, la sua chiusura in C(M) & compatta.
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Dimostrazione.  Come e noto, ogni sottoinsieme chiuso e limitato in R™ ha
un sottoinsieme denso numerabile {z,, : n = 1,2,---}. Per ipotesi, l'insieme
di numeri {f(zy) : f € B} e limitato. Quindi esiste una successione { f,ﬁ”}zgl
tale che f,gl)(xl) ¢ convergente se k — o0o. Inoltre, visto che I'insieme di numeri
{f,gl)(:zjg) :k=1,2,---} ¢limitato, estraiamo dalla {f,gl)} una sottosuccessione
{ f,gz)} tale che { f,?) (x2)} & convergente. Continuando cosi, troviamo le suc-
cessioni { f,gm)} in B,doven=1,2,--- e {f, ("1 & una sottosuccessione della
("1 tale che {f\" (2,)} ¢ convergente se n — oo.

Consideriamo ora la successione diagonale {g;} in B dove g, = f,gk), k=
1,2,-+-. Per un qualunque punto x; la successione numerica {gx(x;)} converge
se k: — 00, poiche, per costruzione, per k > z questa successione ¢ una
sottosuccessione della successione convergente { fk ()}

Dimostriamo ora che la successione di g, £ = 1,2,---, & uniformemente
convergente su M. Supponiamo che sia € > 0. Visto che questa successione &
equicontinua su M, esiste 0 > 0 tale che per k =1,2,--- si ha

€

gk () — gr(2')| < 3 (IV.30)
quando |z — 2’| < § e x,2’ € M. Essendo M compatto, dall’insieme di punti
X1, Ta,- -+ Si puo scegliere un numero finito di questi punti, xy,xs, -+ , 2, [ =
l(¢), in modo che, per ogni punto = € M esista un punto z;, 1 <7 <[, tale che
|z — x;] < 6. Ricordando che la successione di gx(z), k =1,2,---, converge ai
punti 1, - -+ , x;, concludiamo che esiste un numero N = N(¢) tale che

€ .

Sia ora x un punto arbitrario dell’insieme M. Scegliendo un punto x;, 1 < i <,
tale che |x — z;| <, in virtu delle ([11.30) e (II1.31]) si ottiene

|98 () = gp(2)] < |gr(x) = gr(zo)| + |ge (i) — gp(2i)| + |gp(2i) — gp()]
Sriyio kp>N
< 3 + 3 + 3 g, ,p = N,
dove N non dipende da x € M. Cio significa che la successione di g, k =
1,2,--+, & una successione di Cauchy in C'(M). Siccome C(M) & uno spazio
di Banach, la successione converge uniformemente su M. O

Il teorema di Ascoli-Arzela esprime la proprieta di compattezza di un qua-
lunque insieme limitato e equicontinuo in C'(M). Inoltre, il Lemma af-
ferma che un operatore integrale con nucleo continuo trasferisce ogni insieme
limitato in L2(£2) in un sottoinsieme di C'(Q) con chiusura (in C'(2)) compatta.
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c. Equazioni integrali con nucleo continuo hermitiano: Il princi-
pio variazionale. In questo paragrafo descriviamo i numeri caratteristici di
un operatore integrale con nucleo hermitiano.

Teorema IV.7 (Principio di Rayleigh-Ritz) Perciascun nucleo continuo
hermitiano K(z,y) #Z 0 l'operatore integrale K ha almeno un numero caratte-
ristico e il numero caratteristico \y piu piccolo in modulo soddisfa il principio
variazionale

1 K
— = sup LK/ (IV.32)
Ml oxrerz If])2
Dimostrazione.  Sia
v= sup |Kf]. (IV.33)

[ £ll2=1

Dalla segue che ||K f|la < M m(Q) sulle funzioni di L?(2) di norma
1 e quindi v < M m(Q). E inoltre evidente che v > 0. Dimostriamo che
v > 0. Infatti, se v = 0, allora, in virtu della ([IL.33), avremmo || K f|, = 0,
cioe Kf = 0 per tutte le f € L?(Q), e quindi K(z,y) = 0, z,y € Q, il che
contraddice l'ipotesi.

Dalla definizione della v segue l'esistenza di una successione di fi, k =
1,2, || frlla = 1, tale che

| K fxll2 — v, k — 4o00; (IV.34)

inoltre, e valida la disuguaglianza

o Kf)
17 HK(HKfH;

Dimostriamo ora che

IKfllz S vIK Sl feLXQ).  (IV.35)

2

K*fi, — vV fr — 0, k — +oo, in L*(9). (IV.36)

Infatti, utilizzando le (I11.29)), (I11.34)) e (LII.35)), si ottiene

K2 fi, — V2 fill3 = (K fie = v i, K i — V2 i)
= (K2 fi, K2 fi) + U (fis i) = V2 (fie K2 fi) = V(K2 fi, i)
= [|K?fill5 + v* = 20*(K fi, K f)
< VK filly + v — 202 || K fill5
= — V3| Kf)3 — 0, k — +o0,

il che & equivalente alla relazione limite ([11.36)).
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Conformemente al Lemma [[II.5] la successione delle funzioni K fi, k =
1,2,---, ¢ limitata in C(2) e equicontinua su §2. Ma in questo caso, in base
al teorema di Ascoli-Arzela, esiste anche una sottosuccessione v; = K fi,,

i=1,2,---, che converge in C(2) ad una funzione ¢» € C(Q), |[v» — i]lc — 0,
1 — o0. Da cio, utilizzando le (I11.6]) e (IIL.7)), e la relazione ([I11.36)), si ottiene

1K) — v*lle < K2 = vi)lle + V2l — dille + 1K — v* il
< Mm( QK@ = vi)lle + v ¢ = dille + | K (K fi, = v* fi)llc
< (M*m(Q)* + v) ¥ — dille + My/m(Q)I K fr, — v* i,

2—>0,i—>+00,

e, di conseguenza,

K% = v%).
Dimostriamo che 1 # 0. Dalla relazione limite ([I1.36]) segue che
Kip; — 2 fy, — 0, i — 400 in L*(2),

e, di conseguenza, ||K1;|l — 2, i — +oo. D’altra parte, dal Lemma
segue che || K|l — ||[K]2, @ — +00. Quindi, || K|z = v > 0, da cui segue
che 1 #£ 0.

Dunque, la funzione v costruita & un’autofunzione del nucleo Ky (x,y) cor-
rispondente all’autovalore v2. Ma, allora, almeno uno dei numeri £v ¢ auto-
valore del nucleo K(z,y). In tal modo, il numero caratteristico A\; costruito ¢
uguale a 1/v in modulo e, quindi, in virtu della 7 soddisfa il principio
variazionale ([11.32)).

Non resta altro che stabilire che A; € il numero caratteristico pit piccolo in
modulo del nucleo K(z,y). Infatti, se Ay e o sono il numero caratteristico e la
corrispondente autofunzione, cioe A\gK ¢y = g, allora, in virtu della ,
si ha
L Bl IKel _ 1

Mo ey Iflle T lleollz Aol

e quindi [A7] < [Nl O

Considerando il teorema sopra dimostrato, per le equazioni integrali con
nucleo continuo hermitiano &C(z,y) # 0, si ottengono le seguenti asserzioni:

L’insieme dei numeri caratteristici {\y} non é vuoto, é situato sull’as-
se reale, e non ha punti di accumulazione finiti; ogni numero caratteristico
¢ di moltiplicita finita ed il sistema di autofunzioni {pr} puo essere scelto
ortonormale:

(¢r, i) = Opi- (IV.37)
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Se N # M\, k=1,2, -+, Uequazione (I11.28) ¢ univocamente risolvibile per un
termine noto f € C(Q) qualsiasi. Se A = g, per la risolvibilita dell’equazione
(IIL.28)) é necessario e sufficiente che

(fugpk—&-l):o, i=0,1,---,r, —1, (IV38)

dove Ok, Pit1, " » Prtre—1 SONO autofunzioni corrispondentt al numero carat-
teristico A, e 1y € la moltiplicita di \y.

Sia K(x,y) # 0 un nucleo integrale hermitiano e sia K il corrispondente
operatore integrale in L?*(€2). Allora esistono un numbero caratteristico 0 #
A1 € R e un’autofunzione ¢y € L*(2) di norma 1 tali che

1
TRE [ K fll2 = [[Kpn]].
Al =1

Poniamo

e1(2)p1(y) ‘

K1($ay) :’C(l‘,y)— )\1

Se Ki(z,y) = 0, allora A\; & 'unico numero caratteristico di K e K(z,y) =
©1()p1(y)/A1 € un nucleo degenere. Se Ky (z,y) # 0 e K ¢ il corrispondente
operatore integrale, allora esistono un numero caratteristico 0 # Ay € R con
|A1] < |A2] e un’autofunzione ¢, € L*(Q) di norma 1 e ortogonale a ; tali che

1
oo s S [ K1 fll2 = [[Kep2].
Aol 1=t

Poniamo

902(90)%02@)'

’CQ(I7y) :,Cl(xuy)_ /\2

Se Ka(x,y) = 0, allora A\; e Ay sono gli unici numeri caratteristici di K e

K(z.y) = Z soj(x;?j(y)'

Se Ko(z,y) # 0 e Ky & il corrispondente operatore integrale, allora esistono
un numero caratteristico 0 # A3 € R con |[A;] < |A2| < |A3] e un’autofunzione
3 € L*(Q) di norma 1 e ortogonale a ¢, e s, tali che

1
oo S [ Ko fll2 = [ K3,
[As| i fpa=t

99



ECC. Supponiamo di aver trovato i numeri caratteristici Aq,..., A, (con 0 <
M| < ... < |A|) e il sistema ortonormale {pq,..., A} tali che \; = A\ Ko,
(j=1,...,p). Poniamo

Kp(z,y) = Kp-1(z,y) — M'

Se KCp(z,y) =0, allora Aq,..., A\, sono gli unici numeri caratteristici di K e

K(z.y) = Z %(x;%@)-

Se IC,(x,y) # 0 e K, ¢ il corrispondente operatore integrale, allora esistono
un numero caratteristico 0 # A\p11 € R con [A| < [Ag| < ..o <A < Al €
un’autofunzione ¢, € L*(Q) di norma 1 e ortogonale a 1, ..., ¢, tali che

1
= Sup 1K fll2 = 1K @pial]-
il ffa=t

Se I’applicazione ripetuta del principio di Rayleigh-Ritz viene abortito dopo

p passaggi, abbiamo trovato tutti i p numeri caratteristici Ay, ..., A, (con 0 <
|IA1] < ... < |A,|) con il corrispondente sistema ortonormale di autofunzioni
©1,- .., \p, mentre il nucleo integrale di partenza

K(z.y) = Z @j(?@(?/)

e degenere. Se non si abortisce la procedura, troviamo un numero infinito di
numeri caratteristici {);}32, in ordine di valor assoluto crescente con il corri-
spondente sistema ortonormale {;}22; di autofunzioni. Almeno formalmente
si puo scrivere

K(z.y) = Z soj(x;?j(y)'

In tutti i casi vale

1
T = sup K fll2 = [[Kwj]l2,
Al 17 l2=1
Lot floja

dove j =2,3,...,p < 4o00.
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Studiamo ora la condizione sotto cuil ¢ una base ortonormale il sistema
ortonormale delle autofunzioni ;. Se K1 = 0, allora

1 1
(W p5) = - (0, Kpj) = (K, ;) = 0.

J J

D’altra parte, se (¢, p;) = 0 per ogni j, allora

Ky =3 (4.05)0; =0.

In altre parole,

{p € LX) : K¢ =0} = {¢ € L*(Q) : ¢ L g, per ogni j}.

Di conseguenza, {y;}32; ¢ una base ortonormale se e solo se ¢ = 0 ¢ I'unico
vettore ortogonale a tutte le autofunzioni ¢; se e solo se ¢ = 0 & I'unico vettore
tale che Kt = 0. Dunque {¢;}52, ¢ base ortonormale di L*(2) se e solo se
zero non e autovalore di K.

4 Teorema di Hilbert-Schmidt

Supponiamo che A, Ao, - -+ siano i numeri caratteristici del nucleo continuo
hermitiano K(x,y) # 0 disposti in ordine di crescita del loro modulo, || <
|Ao| < -+, e che p1, 9, -+ siano le corrispondenti autofunzioni ortonormali,
(¢k, i) = On-

Come sappiamo, i numeri caratteristici Ay sono reali e le autofunzioni ¢y ()
sono continue su §2; in questo caso l'insieme {\;} & finito o numerabile; nel-

I'ultimo caso si ha |A\;| — 0o, k — oco. Inoltre, in virtu della (I11.32)), ¢ valida
la disuguaglianza

1K fll2 < |\|sz, feL*Q) (IV.39)

| A1

Notiamo un’altra disuguaglianza, e cioéﬁ

\gok / 1K (z,9)|? dy, r € Q. (IV.40)

k 1

Nel seguito verra infatti dimostrato che vale I'uguaglianza nella ([11.40]).

4Se il nucleo K(x,y) ha un numero finito di numeri caratteristici , Ay, Ao, - - - , Ay, poniamo
A = 4oo per k > N.
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Introduciamo ora la successione di nuclei continui hermitiani

P
K@ (z,y) Z p=12 -, . (IV.41)

I corrispondenti operatori integrali & ® hermitiani soddisfano

Wf=Kf->" (f’)\("pi)goi, feL*Q). (IV.42)
i=1 !

Dimostriamo che A,y1, A\pt2, -, € @pi1, Ppt2, -+ costituiscono tutti i nu-
meri caratteristici e tutte le autofunzioni del nucleo IC®) (x,y). Infatti, in virtu

della (II1.42)) abbiamo

p
K(p)SOkZKSOk—Z M%:K@k:—@k, E>p+1,

i=1

di modo che A\, e v, k > p+ 1, siano numeri caratteristici ed autofunzioni del
nucleo K®)(x,y). Inversamente, siano Ay e @y un numero caratteristico e la
corrispondente autofunzione del nucleo ) (x, 7), e cioe, in virtu della ([11.42)),

si avra

— A K@ MoK 0o — A (0: 0) IV .43
0 Yo = AoL Yo 0; A 2 ( )

Da qui per £k =1,2,---,p si ottiene

(00, 2r) = Ao(K o, o) — AOZ (wo,%)A(sowk)
i) s

A A
= Xo(o, Kr) — )\OZ (o )\. )\0 (0, x) — )\2(900790k) =0,

=1

e quindi, in virtu della , Ao = MK ¢o. Dunque, \g e ¢y sono il numero
caratteristico e la corrispondente autofunzione del nucleo K(z,y). Visto che
o ¢ ortogonale a tutte le autofunzioni ¢y, ¢s, - - - , ¢, ne segue che Ay coincide
con uno de numeri caratteristici A\,i1, Ap2,-- € @9 puo essere considerata
uguale a ¢y, per k£ > p+ 1. Dunque, A,y ¢ il numero caratteristico piu piccolo
del nucleo K® (x,y) in modulo. Applicando la disuguaglianza a questo
nucleo e tenendo conto della , si ottiene la disuguaglianza

[

|)‘p+1|

1K1l = HKf DR fer@,  (va)
i=1 !

2
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dove p=1,2,---

Supponiamo che il nucleo hermitiano XC(z,y) abbia un numero finito di
numeri caratteristici: A, Ao, - -+, Ay. Da quanto abbiamo dimostrato, il nucleo
hermitiano V) (z, ) non ha numeri caratteristici, e quindi, in base al Teorema,

I11.7, si ha KX™)(x,y) = 0, in modo che, in virti della ([11.41)), si ha
N
wi(T)pi(y)
= REASA SAC 24 IV.45

il che significa che il nucleo K(z,y) & degenere.

Da cio, e ricordando anche che un nucleo degenere ha sempre un numero
finito di numeri caratteristici, formuliamo il seguente risultato: affinché un
nucleo continuo hermitiano sia degenere, € necessario e sufficiente che questo
nucleo abbia un numero finito di numeri caratteristici.

Dimostriamo che il nucleo iterato Ko(x,y) di un nucleo continuo hermi-
tiano K(x,y) puo essere sviluppato in una serie bilineare in termini delle
autofunziont di questo nucleo,

y) = f: %@, (IV.46)

e la serie e uniformemente convergente su €2 x §Q.

Tenendo conto del fatto che, in virtu della ([11.17)), si ha

’CQ(xvy)Z/Q Kz, )K(', ) dy’:/

Q

K(z,y)K(z,y') dy’z/ K(z, )| dy,
Q

si ottiene 'uguaglianza

Z ‘90 / K (z, y)|2 dy. (IV.47)

Dal teorema di Diniﬂ segue che la serie ¢ uniformemente convergente in
x € §, poiche la parte a destra ¢ una funzione continua in x € €. Integrando
termine a termine la serie uniformemente convergente e tenendo conto
della normalizzazione delle autofunzioni, si ottiene la formula

=1
> = [ [ K ey (1v.48)
k=1 "k

Dimostriamo or il seguente risultato.

®Teorema di Dini: Sia {f,}5°; una successione crescente di funzioni continue definite
su un compatto. Se esiste f(z) = lim,— fn(z) e f & continua sul compatto, allora la
convergenza ¢ uniforme.
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Teorema IV.8 (Teorema di Hilbert-Schmidt) Se una funzione f appar-
tiene all’immagine di un operatore integrale K di nucleo continuo hermitiano
K(z,y), cioé f = Kh, la sua serie in termini delle autofunzioni del nucleo
K(z,y) & uniformemente convergente su G alla funzione

F@) =3 (Fonea) =3 20 ) (1V.49)

A
k=1 k=1 k

Dimostrazione. ~ Visto che f = Kh, h € L*(G), in base al Lemma [[T1.1
f € C(G) ed i coefficienti di Fourier delle funzioni f e h in termini delle
autofunzioni {¢} del nucleo K(z,y) sono collegati con la relazione

(f, 1) = (Kh,pr) = (h, Kpy) = %. (IV.50)

Se il nucleo K(z,y) ha un numero finito di autovalori, si ha, in virtu della

[IT)

(h7 QOk)
f@) = (KB)@) = 3 H o),
k=1
ed il teorema di Hilbert-Schmidt & dimostrato.
Supponiamo ora che il nucleo K(x, y) abbia un numero infinito di autovalori.

In questo caso |A\y| — 400, k& — +o0. Percio la serie ([11.49)) converge a f
nella norma di L*(G):

k=1

Resta da dimostrare che la serie ([11.49) converge in modo uniforme su G.
Utilizzando la disuguaglianza di Schwartz e la ([11.40)), si ottiene, per tutti i
valori di p e ¢ e per ogni x € G,

o IS ]
S50 [Smer] | ]
< [Z|<h7m|2] | |ic<x,y>|2dy} < My/m(@) |3 It )P

(IV.51)

7]l

|>‘p+1|

— 0, p — 400.

p
h
_ Hm_ (ho)
Ak
k=1

2

1/2

Il primo membro della disuguaglianza (I1I.51) tende a zero per p,q — +o0.
Cio significa che la serie ([I11.49) e puntualmgnte convergente su G. Siccome il
maggiorante in (I11.51) non dipende da x € (G, la convergenza risulta uniforme
inzed. O
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Capitolo V

PROBLEMI DI
STURM-LIOUVILLE

Prima di studiare alcuni problemi al contorno per le equazioni di tipo ellittico
(in particolare le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde e di Schrédinger
nello spazio e nel piano), trattiamo i corrispondenti problemi unidimensionali.

1 Problema di Sturm-Liouville

Il cosiddetto problema di Sturm-Liouville ha la formaﬂ

def

Lu = —(pu') + qu = Au, 0<x<{, (V.1)
hlu(O) - hgu/<0) = 0, Hﬂl(g) + HQU/(E) = O, (V2)

dove hq, hy, Hy, Hy sono costanti non negative tali che h; +hy > 0e H; 4+ Hy >
OEI Assumiano che p € C1[0,/], p(x) > 0 per ogni z € [0,/], e ¢ € C[0,¢] &
reale. Come dominio dell’operatore L prendiamo

u" e L2(0,0)
My =< ueC*0,0)NCH0,4 : hiu(0) — hou'(0) =0
Hyu(l) + Hyu/(€) =0

Se hy = Hy = 0 (cioe u(0) = u(¢) = 0), abbiamo le condizioni di Dirichlet.
Se hy = H; = 0 (cioe v/ (0) = «/(¢)), stiamo parlando delle condizioni di
Neumann. Gli altri casi si dicono condiziont miste oppure condizioni di Robin.

LCi limitiamo ora al problema di Sturm-Liouville con condizioni al contorno separate.
2Potremmo scegliere angoli a, 8 € [0, 7] tali che hy = cosa, hy = sina, H; = cosf3 e
Hy; =sin 3.
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L’operatore L ¢ hermitiano, cioe (Lf,g) = (f, Lg) per ogni f,g € M.
Infatti,

¢ ¢
(L9~ () = [ oV asgide— [ (-5 + fam) do
0 0
¢
==+ 107+ [ 77 - £l
= [=@fg+ w9)lo = (/7 ~ /Dy
la quale si cancella se le condizioni sono ambedue di tipo Dirichlet o
Neumann (se non valgono hy,hy € (0,1) e Hy,Hy € (0,1)). Per hy, Hy >
0, sostituiamo f'(¢) = (—Hy/H2)f(¢) e f'(0) = (h1/h2)f(0) e analogamente

g'(6) = (—H1/Hs)g(l) e g'(0) = (h1/h2)g(0), risultando in (L f, g)—(f, Lg) = 0.
L’integrale d’energia assume la seguente forma:

¢
h H
LEH) = [ GIFP+alfP) ot OO + ZpOLOF, f €M
0

(V.3)
dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 0 per Hy =
0, rispettivamente. Se q(x) > @min per ogni z € [0, /], Uintegrale d’energia
(Lf, f) soddisfa

(Lfaf) ZQmme”%’ fGML

Quindi tutti gli autovalori di L (che hanno un’autofunzione in M) sono reali
e cadono nell'intervallo [gmin, +00). Se Gmin fosse un autovalore di L con la
corrispondente autofunzione 0 # f € M, allora la implicherebbe che
valgono le condizioni di Neumann negli estremi dell’intervallo (hy = Hy = 0),
q(x) = Gmin © costante e I'autofunzione stessa ¢ constante. In tutti gli altri
casi gli autovalori cadono nell'intervallo (g, +00).

1.1 Funzione di Green

Supponiamo che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L. Consi-
deriamo il problema al contorno

Lu=—(pu) + qu= f(x), 0<z<{, (V.4)
hiu(0) — het/(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(¢) = 0, (V.5)

dove f € C(0,¢) N L*(0,¢). Dato che A = 0 non & autovalore dell’operatore L,
la soluzione del problema al contorno (IV.4)-(IV.5)) nella classe My & unica.
Costruiamo ora la soluzione di questo problema.
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Siano v; e vy soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea Lv = 0
che soddisfano le condizioni

hyv1(0) — hovy(0) = 0, Hyvy(€) + Havy(€) = 0. (V.6)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste solu-
zioni esistono ed appartengono alla classe C?[0,¢]. Le soluzioni lineari vy e vy
sono linearmente indipendenti. Infatti, nel caso contrario vi(x) = cvo(z) per
qualche 0 # ¢ € R e, di conseguenza, in base alla la soluzione v, soddisfa
anche la seconda condizione al contorno . Cio significa che v, e un’auto-
funzione dell’operatore L corrispondente all’autovalore A = 0, contrariamente
all’ipotesi; inoltre segue che in tal caso v; € M. Percio il determinante
Wronskiano vale

— de vi(7) va(7) T
w(x) = det L’i(x) Ué(l‘)} #0, € [0,7].

Allora o (pw)'(z) = (v1(pvy) —va(pry))" = vi(pvy)' —va(pvy) = —v1quatuvaqUr =
0. Quindi risulta 'identita

pw = p(0)w(0), x € [0,4]. (V.7)

Cercheremo la soluzione del problema (IV.4)-(IV.5)) per mezzo del metodo
della variazione delle costanti,

(@) = er(2)on (@) + ea(2)vs (). (V.8)
Allora ¢, () e ¢,(z) soddisfano il sistema lineare
4] = - remoto] (v9)

con determinante w(z) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando 1'iden-

tita (IV.7)), si ottiene
d(r) = ————= Cy(x) = —————=. (V.10)

Per soddisfare le condizioni al contorno ([V.5]), osserviamo che esistono due
costanti d’integrazione ¢, e ¢y tali che

@) = exen(o) +eana(e) = 2 [ (0) ay - 2 / ") () dy.

pw pw
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Calcolando la derivata si trova

/ 4 / z
A et o= [ )y

pw

u'(x) = crvy () + covh(x) —

Tenendo conto dalle condizioni (IV.6)), otteniamo

0 = hyu(0) — hot'(0) = ¢ [h1v2(0) — havh(0)];
0 = Hyu(l) + Hy'(€) = ¢y [Hyva(£) + Hovly(0)]

e quindi, in virtu del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si
annullano, troviamo ¢; = ¢ = 0. In altre parole,

u(z) = / G(a.y)f () dy, (v.11)

dove

_ 1 Ju@uy), 0<e<y<t,
G(,9) = pw {vg(x)vl(y), 0<y<uz</,
_ —]%m(mm(x,y))vg(max(x,y>>. (V.12)

La funzione G(x,y) ¢ detta funzione di Green del problema al contorno (IV.4])-
(IV.5) o dell’operatore L. Questo nucleo e reale, simmetrico e continuo.
Inoltre, vale I'uguaglianza

0G(y+0,y) 0G(y—0y)  wly) 1
T e = e =y VE00. (V)

Consideriamo I'operatore integrale G su L?(0,£) con nucleo G(x,y). Allora
questo nucleo e reale, simmetrico e continuo. Dunque GG € un operatore lineare
autoaggiunto sullo spazio di Hilbert L2(0,¢). Siccome u = G f appartiene ad
M per ogni f € C(0,¢) N L*(0,¢), il dominio M, ¢ strettamente contenuto
nell'immagine dell’operatore integrale G. Ne segue facilmente che I'immagi-
ne di G (cioe, {Gf : f € L?*(0,¢)}) coincide con il dominio dell’estensione
autoaggiunta L di L. Infatti, L = G~



Nel caso in cui A = 0 & autovalore del problema (IV.4)-(IV.5), bisogna
scegliere qualche p € R che non & autovalore, e riscrivere ([V.4)-(IV.5) nella
forma equivalente

(L —pu=—(pu) + (g —pu= flz) —pu(z), 0<z<l, (V.14)
hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu(l) + Hyu'(¢) = 0. (V.15)

Partendo dalle due soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea (L — p)u = 0
che soddisfano le condizioni e quindi sono linearmente indipendenti,
arriviamo ad una funzione di Green G(z,y; 1) ed un operatore integrale G(u)
dipendente di p tali che

u=G(u)[f — pu].

Quest’ultima si puo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

Y4 V4
u(z) + M/O Gz, y; m)u(y) dy :/0 Gr,y; ) fly)dy, 0<wx <L (V.16)

Il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L [o di L — p] coincide con
I'immagine dell’operatore integrale G(u).

Esempio V.9 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(x), hiu(0) — heu'(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(¢) = 0.

Le soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea —u” = 0 che soddisfano le
condizioni (IV.6]), hanno la forma (tranne un fattore costante)

v1(2) = hiw + h, vo(x) = Hil + Hy — Hyx,

e quindi w(x) = —hy(H{ + Hy) — hoH; si annulla se e solo se hy = H; =0
(cioe, condizioni di Neumann in ambedue gli estremi). Se hy + H; > 0, si trova
per la funzione di Green

1

h H,y (¢ — H < </
hl(Hlf—l—]i]Q)-|—h2]—_]1[1x+x2H ((—y)+Hy), 0<z<y<l,

G(v,y)=

Hy (6 — Hs|lh hyl, 0<y<uz<L{.
Tl + Hy) + g - @) ]y +ha], 0<y <<

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni vi(z, A) e vo(z, A) del-

I'equazione omogenea —u” = Au che soddisfano le condizioni (IV.6]), mentre
A > 0. Otteniamo

v1(z, \) = haV'X cos(zVA) + hy sin(zV/));
va(x,A) = HyV/A cos((¢ — z)VA) + Hysin((£ — 2)VN),
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e quindi
w(z) = v1(0, )y (0, A) — v1(0, N)v2(0, \)
= VA [(hoHo\ — hyHy) sin(0VA) — (hoHy + hiHy) VA cos(EVN)| .

Un numero A > 0 & autovalore se e solo se w(x) = 0. Sotto le condizioni di
Dirichlet (hy = Hy = 0) e sotto quelle di Neumann (hy = H; = 0) segue

sin(£vV/\) = 0.

Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

n=1223---, Uy (x) = sin <@> ,  [Dirichlet]
na 2 14
W= (7))
n=0,1,2,---, un(x) = cos (?) . [Neumann|]

Sotto le altre condizioni (cioe, se hoHy + hiHy > 0), A = 0 non ¢ mai auto-
valore e A > 0 e autovalore se e solo se ¢ una radice positiva dell’equazione

transcedente]
hQHQ)\ — thl

(hoeHy + h1H2)\/X.

C’¢ un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescente A, che
tende a +00) ed ogni radice corrispondente all’autofunzione

Un (2, X) = hav/An cos(z/An) + hsin(z/A,).

Le radici /A, si trovano piu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autova-
lori fuori dell’intervallo [0, +00).

cotg ((VN) =

1.2 Riduzione ad un’equazione integrale

Facciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville puo essere ridotto ad
un’equazione integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e continuo

G(z,y).

Teorema V.10 Il problema al contorno

Lu=Mu+ f, u € D(L), f€C(0,0)NL*0,0), (V.17)

3Ponendo x = \/X, o = hoHi+ h1Hy > 0, ﬂ:hQHQ > Oe’}/:thl >0 conﬂ—|—7> 0,
si vede subito che i grafici di (ax)/(B2% — ) e tg (fx) hanno un numero infinito di punti di
intersezione x > 0.
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Figura V.1: 11 plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(zL) e y =

—ktana per L = 5 e a = %. Gli autovalori sono i valori di

k > 0 corrispondenti ai loro punti di intersezione.

con la condizione che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L e equivalente
all’equazione integrale

¢ ¢
u() = A / Gl y)uly) dy + / Gla,y)f(y)dy,  ueI?(0,0), (V.18)

dove G(x,y) € la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei
problemi equivalenti (IV.17) e (IV.18|) appartengono ad My.

Dimostrazione.  Se u(x) & una soluzione del problema al contorno (IV.17)),

allora
u(z) = (GlAu+ f)(z) = /0 Gz, y)Mu(y) + f(y)ldy, 0<z<,

cioé u(z) soddisfa I'equazione integrale ([V.18]).
Inversamente, supponiamo che la funzione uy € L*(0, £) soddisfi 'equazione

integrale (IV.18)). Se G denota l'operatore integrale con nucleo G(z,y), allora
uy = G(Aug+ f) € D(L) e Lug = Aug + f. Dall’'uguaglianza
l T
(o) [ vao)Nao(y) + F)dyoae) [ o) Nao(s) + 7o) dy
T 0
p(0)w(0)
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segue che uy € C10, ¢], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali apparten-
gono ad L'(0, /). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C*[0, /]
con derivata

v (2) / valy) o) + F(y)] dy+vh(x) / " o) Do) + F@)] dy
P(0)w(0) '

Da quell’'ultima equazione segue che ug € C?[0,]. Inoltre, dalla (IV.6)) segue
che up(x) soddisfa le condizioni al contorno ([V.2). Dunque uo € Mp. Di
conseguenza, Lug = Lug = Aug + f. O

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni

autofunzione dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad
M. Inoltre, tutte le autofunzioni appartengono a C10, ¢]. Quindi il problema
al contorno per f = 0 (ciog, il problema agli autovalori) & equivalente a quello
agli autovalori dell’equazione integrale omogenea

l
u() = A / G(z, y)u(y) dy (V.19)

in C[0, 4] oppure in L*(0,¢), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’o-
peratore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L.
Per farlo, sia pg € R un numero che non e un autovalore. Allora x4 = 0 non &
un autovalore del problema di Sturm-Liouville

Liu= —(pu') + (¢ — po)u = pu, (V.20)

hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu(l) + Hyu'(¢) = 0. (V.21)

Ma My = My, e D(L) = D(L;). Quindi il problema di Sturm-Liouville
(IV.1)-(IV.2) e equivalente all’equazione integrale

u(@) = (A — i) / Gy, y)uly) dy. (V.22)

dove G;(z,y) ¢ la funzione di Green dell’operatore Lj.

1.3 Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni

Abbiamo dunque stabilito I'equivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville
omogeneo ed il problema agli autovalori per I'equazione integrale omogenea
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(IV.22) con nucleo integrale Gi(x,y) reale, simmetrico e continuo. Gli auto-
valori A del problema — sono collegati ai numeri caratteristici del
nucleo Gi(x,y) con la relazione p = A — 9, mentre le corrispondenti autofun-
zioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti
gli enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e
simmetrico. In particolareﬁ Uinsieme degli autovalori {\.} di questo problema
non € vuoto e non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e
sono anche di moltiplicita finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed
ortonormali ed appartengono a C?[0, /).
Il problema di Sturm-Liouville ha alcune proprieta specifiche.

1) Gli autovalori appartengono all’intervallo [Gumin,00) dove ¢uin= min g(z).

z€[0,]
Infatti, per f € My si ha

‘ 112 2 2 Hl 2
(115 = [ GFP+alfP) det SO + B0l 0]
> Gmin | f13,

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o
per Hy, = 0, rispettivamente. Quindi, se A ¢ un autovalore di L con
corrispondente autofunzione u, allora u € My e Mu|? = (Lu,u) >
Qmin||v]|3, e dunque A > quin.

2) L’insieme degli autovalori é infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme

fosse finito, {\1, -, Ax}, il nucleo Gi(x,y) sarebbe degenere:
= 90
, V.23
I (v.23)
dove @1, - - - , @ sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Sic-

come ¢, € C?[0, (], risulterebbe una contraddizione con la ([V.13)):

ox ox

=0, y € (0,0).

3) Ogni autovalore ¢ semplice. Sia Ag un autovalore. Allora la corrispon-
dente autofunzione u sofddisfa Lu = Ayu e le due condizioni al contorno
(IV.6]) [per v; = v = u|. Ciascuna di queste condizioni definisce un sot-
tospazio di L*(0, /) di dimensione 1. Quindi I'autospazio corrispondente
all’autovalore Ay ¢ unidimensionale.

4Sfruttiamo il fatto che il corrispondente operatore integrale K & compatto e autoaggiunto
su L2(Q2). Cio si deve alla stima [, [, |G1(z, y)|* dz dy < +o0.
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Le condizioni al contorno (IV.2)) si dicono separate, poiche riguardano i valo-
ri e le derivate della u in estremi diversi dell'intervallo (0, ¢). Piu generalmente,
per u,v € C?[0, /] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (uv’ — u'@)]f;.

La parte a destra si annulla se u,v soddisfano le condizioni separate (IV.2)).
Purtroppo si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

VP(0)u(0) = £/p(O)u(l),  /p(0)u'(0) = £/p(€) u'(£),

per la u e per la v, dove bisogna scegliere il segno 4+ due volte oppure il segno
meno due volte. In tal caso si puo introdurre il dominio M ed estenderlo
ad un dominio su cui 'operatore differenziale L ¢ autoaggiunto. Per esempio,
consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

—u" = Au, u(0) = u(¥), u'(0) = u'(0).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

o\ >
An = ) n=20,1,2---

2 2
ug = 1, un () = ¢ cos <$) +czsin( n;ms)7 n=1,23---.

Tranne per 'autovalore \g = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.
D’altra parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u" = Au, u(0) = —u(?), u'(0) = —u'(¢),

gli autovalori e le autofunzioni sono:

1 2
An=<Qﬁ7Jz , n=123,--

2n — 1 2n—1
un(x):clcos<%>+028m<w>, n=12,3,---.

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.

Siano (A,,)$%, gli autovalori della L e (¢,,)2, le corrispondenti autofunzioni
ortonormalizzate. Siccome il problema agli autovalori ¢ equivalente a quello per
un’equazione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle
autofunzioni ¢ completo in L?(0, £). In altre parole, ogni funzione f € L*(0, ()
puo essere sviluppata in una serie

00
k=1
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dove

2

N
) =Y (foon)pr(x)| da=0.
k=1

N—+400

IF15 = 1(fen)l lim
k=1

Esempio V.11 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni
periodiche
—u" = A, u(0) = u(?), u'(0) = o/ (0).

Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:

omr 2
/\0:07 )\fL:)\fL: 7 )

=t aw=(2) s (7). = (2) " sm (20,

dove n =1,2,3,---. Per f € L*(0,/) risulta la serie di Fourier

nwT . 2nmx
—l—Z(ancos( )—i—bnsm( 7 )),

¢
-2 [ f@a
2 [* 2nrmw 2 [f . [ 2nmx
:Z/Of(ac)cos< 7 >dx, bn:Z/O f(a:)sm( 7 )d:z;.

2 Problemi di Sturm-Liouville singolari

dove

Finora ci siamo limitati ai problemi di Sturm-Liouville detti regolari. Cio vuol
dire che '’equazione differenziale ha la forma

Lu=—(pu) + qu = M, 0<x<d, (V.25)

dove p € C'0,1] ¢ strettamente positiva (anche agli estremi dell’intervallo
[0,1]) e ¢ € C[0,] & una funzione reale. Nelle applicazioni appaiono, pur-
troppo, problemi di Sturm-Liouville in cui la funzione p ¢ positiva all’interno
dell'intervallo (0,7) e si annulla ad uno (o ambedue) degli estremi. Esistono
anche applicazioni importanti in cui 'intervallo e illimitato. Tali problemi di
Sturm-Liouville si dicono singolari.

La teoria dei problemi di Sturm-Liouville singolari e stata principalmente
sviluppata da Weyl (1908). L’esistenza di uno zero della p all’estremo x = 0
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implica 'impossibilita di convertire 1’equazione differenziale in un’equazione
della forma y” 4+ ... = 0 con condizioni iniziali di tipo y(0) = yo e ¥'(0) =
y1. Cio compromette in modo serio la costruzione della funzione di Green
e la conversione del problema di Sturm-Liouville in un’equazione integrale
con nucleo hermitiano. Un’altra difficolta e la descrizione delle condizioni al
contorno che conducono ad un operatore autoaggiunto e quindi ad una teoria
spettrale. La terza difficolta consiste nella possibilita dell’esistenza di spettro
continuo. Cio capita in particolare per I'equazione di Schrodinger radiale con
potenziale che tende a zero se |xr| — oo, per cui RT & lo spettro continuo
dell’operatore di Sturm-Liouville. Tutto quanto vuol dire che non c’e¢ alcuna
speranza di una teoria generale. Invece bisogna trattare le applicazioni in modo
ad hoc.

Esempio V.12 Sia v > 0. Consideriamo il problema al contorno

2

Loau=—(zu) + Y= Az, 0<z<l, (V.26)
T
u(r) =0("), x—0;  au(l)+pu(1)=0, (V.27)

dove v = min(v, 1), « > 0, § > 0, a« + 3 > 0. Sia My, l'insieme di tutte le
funzioni u € C*((0,1]) N L?((0,1); z dx) che soddisfano alle condizioni al con-
torno e la condizione x/2L,u € L?(0,1). Quest’insieme ¢ denso nello
spazio di Hilbert L?((0,1); 2z dz) in cui verra studiato il problema al contorno.

Dimostriamo ora che 'operatore L, e positivo. Infatti, nel prodotto scalare
di L?(0,1) si ha per u € My,

1 1 |u|2
(Lyu,u) = —/ (zu)wdr + V2/ —dx
0 0

T

1 e
:/ w|u'|* do — [xu’ﬂ]izo—i-z/z/ — dx
0 0

x
1 1,12
u !
= / r|u'|* dr + 1/2/ Jul® dz + —|u(1)> > 0.

0 o T s
Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatore L, sono non negativi. Affin-
che \ = 0 sia autovalore dell’operatore L,, € necessario e sufficiente che v =0
ed a = 0 [condizione di Neumann all’estremo x = 1]; a quest’autovalore cor-
risponde I'autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplici. Discu-
tiamo ora il caso A > 0. In tal caso le uniche soluzioni della ([V.26]) limitate

per  — 07 sono i multipli della funzione J,(z). Una tale soluzione soddisfa

la condizione (IV.27) se e solo se
ad,(VA) + BVATL(VA) = 0,
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ciod, se e solo se = VA & una radice dell’equazione ([1.43). Enumerando

questi zeri da 0 < MY) < ,uéy) < ---, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli
diversi da 0) A\ = [1]2 ¢ le corrispondenti autofunzioni J,(;\"z) (k =

1,2,-++). Per v = a = 0 si aggiunga I’autovalore )\80) = (0 con la corrispondente
autofunzione costante.
Per v = 0 le funzioni vy (z) = 1 e vo(x) = § — alog(x) soddisfano all’equa-

zione ([V.20)) e, rispettativamente, alla prima e alla seconda condizione ([V.27]).

Quindi le soluzioni dell’equazione differenziale Loyu = —(zu') = 2 f(x) hanno
la forma

u(z) = c1(x)v1 () + ca(x)va (), (V.28)
dove

v1(x) UQ(I)) (c’l(x)) (0)
/ / / = —J\Z . V.29
(Ul(I) vy(x) ) \ () /@) 1 ( )
Sia @ > 0 (cioe, escludiamo la condizione di Neumann in z = 1). Dunque

¢ (x) = [log(x) = Z]af(2) e j(x) = v f(x)/a. Quindi

aw =t [ gt -Luwan at=e-t [uwa.

«

Siccome
1
u(z) = <_a02 + / yf(y) dy) log(x) 4 ¢1 + fes
0

+/Ox[10g(y) 5]yf(y) dy—ﬁ yf(y) dy — (log x) /xyf(y) dy,

« a . 0

si ha ¢y = ifol yf(y) dy, e dunque

te) =evt [ [roet = 2| sty dy — toste) - 2] [ urtw) an

0

La seconda condizione

1
0=+ 2w =i+ [ Jlostn) - 2] urway
ci da la costante ¢;. Infine
1
u(z) = / G(z, ) (y) vy, (V.30)

dove la funzione di Green
G(z,y) = b_ log max(z,y) > 0.
«Q
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Quindi il problema (IV.26)-(IV.27) e equivalente all’equazione integrale
1 1
ulw) = A [ Glepyuty)vdy = [ Gl f) ui,
0 0

da risolvere nello spazio di Hilbert L?((0,1);xdx). Per v > 0 I'espressione
esatta della funzione di Green si trova in [3].

Esempio V.13 Consideriamo ora il problema al contorno
Lu = —u" + piPu = \u, r € R, (V.31)

su un intervallo illimitato, dove p > 0. Sia M, l'insieme di tutte le funzioni
u € L*(R) tali che la sua derivata seconda (distribuzionale) v” € L*(R). Allora
vi(z) = e e vy(x) = e”"* soddisfano all’equazione v} 4 p?v; = 0 per j = 1,2.
Le soluzioni dell’equazione Lu = —u” + p?u = f hanno tutte la forma

u(z) = a(z)vi(z) + ca(@)va (),

(i) o) () = ()

Quindi ¢ (z) = —e " f(x)/2u e cy(x) = e"* f(x)/2u. Di conseguenza,

dove

(@) = o + i / Temp)dy, o) = oot i / " e i(y)dy.

Dunque

T

1 > 1
u(x) = 1" 4 coe™H + oM / e“(x_y)f(y) dy + — e_“(x_y)f(y) dy.
m Sy

21 )
(V.32)
Affinche u € L3(R), ci vuole ¢; = ¢ = 0. Quindi

u(z) = i / Z e () dy. (V.33)

Si osservi che G(z,y) = e #*=¥ /2 prende il posto della funzione di Green.

Esempio V.14 Consideriamo ora il problema al contorno

Lu = —u" + p?u = \u, xr € RY,
u(0) =0, Dirichlet, (V.34)
u'(0) =0, Neumann,

(cos @)u(0) — (sina)u’(0) = 0, Condizione mista,
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su un intervallo illimitato, dove ¢ > 0 e a € [0,5]. Sia M/ l'insieme di
tutte le funzioni u € L*(R) tali che la sua derivata secondaf| u” € L?(R*)

e (cosa)u(0) = (sina)u/(0). Seguendo il metodo dell’esempio precedente
troviamo al posto della (IV.32))

T

1 & 1
u() :cle“”—l—CQe_‘”jL—/ e“(x_y)f(y) dy+— e‘“(x_y)f(y) dy. (V.35)
20 J, 2 Jo

Affinche u € L3(R"), ci vuole ¢; = 0. Quindi
1 o
w(z) = e+ — e MY (1) dy. (V.36)
210 Jo

Ora sostituiamo la condizione al contorno in x = 0. Il risultato finale &

p 0 1 0o
ﬂ i e M=l £ (y) dy — ﬂ / e M) £ () dy, Dirichlet,
1 [~ 1 [~
=< — e Ml £ (y) dy + —j e~ PEHY) () dy, Neumann,
ol g [
o | e @y + Fla) [T et s dy, wisea
\ 24 Jo 0
(V.37)
dove
v psin v — cos a
F(p,a) =

~ 2ufpsina + cosal’

Quindi la combinazione lineare convessa

e—M|~’C—Z/| + QIUF(I’I’? Oé)e_l"(x""y)

21
sin o COS (v
M chumann (x7 y) +

Q(x,y) =

Opivichet (377 y)

psin o + cos a psin o + cos «

delle funzioni di Green nei casi delle condizioni di Dirichlet e Neumann prende
il posto della funzione di Green.

5Si intende la derivata seconda distribuzionale.
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Capitolo VI
FUNZIONI DI GREEN

1 Classificazione delle equazioni alle derivate
parziali

Consideriamo un’equazione differenziale quasi-lineare (lineare in tutte le sue
derivate di ordine maggiore) del secondo ordine

§ a”’(m)amgm + ®(z,u, Vu) =0 (VL1)
10

2,j=1

a coefficienti continui a;;(x) definiti su un aperto G C R™. L’equazione (V.1
soddisfa la condizione di simmetria

a;;(z) = aji(x) reale, x € G. (VI1.2)

Esempi importanti dell’equazione (V.1)) sono I'equazione di Poisson n-di-
mensionald]]

Au=—f, (VL3)

dove a;j(x) = 0;; (la delta di Kronecker), I'equazione delle onde n-dimensionale

Pu
dove ago(z) = 1 (essendo t la coordinata zero-esima), a;(z) = —c® (i =
1,---,n), ea;j(x) =0 per i # j, e 'equazione del calore n-dimensionale

0

8—;‘ = a®Au + (VL5)

LA & I'operatore di Laplace: A = 2?21 6872% =V .V =divgrad.
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dove agy(r) = 0 (essendo t la coordinata zero-esima), a;;(z) = a® (i =1, -+ ,n),
e a;j(z) =0 per i # j.
All’equazione ([V.1)) si associa la matrice n X n

Ax) = (aij(x))?,j:h (VL6)

che dipende soltanto dai termini con le derivate parziale del secondo ordine.
Grazie alla (V.2), la matrice A(z) ¢ reale e simmetrica. Quindi A(z) ha n
autovalori reali A\j(z), -, A,(x). Inoltre esiste una matrice ortogonale O(x)
(ciog, O(z)T = O(z)™" e la O(x) & reale) tale che

O(z) Y A(2)O(z) = diag (M1 (2), -, An(@)), (VLT)

dove la parte a destra & una matrice diagonale. La colonna j-esima della O(x)
e un autovettore (di norma euclidea 1) della A(x) corrispondente all’autovalore
Aj(x) (j =1,---,n). Le colonne della O(x) costituiscono una base ortonormale
dello spazio euclideo R".

Introduciamo la seguente classificazione delle equazioni che soddisfa-
no la . Tale equazione si dice

a. ellittica se tutti gli autovalori \;(x) sono diversi da zero e hanno lo stesso
segno.

b. iperbolica se tutti gli autovalori A;(z) sono diversi da zero, ma non tutti
hanno lo stesso segno. La (V.1)) si dice di tipo iperbolico normale se &
iperbolica e tutti gli autovalori tranne uno hanno lo stesso segno.

c. parabolica se almeno uno degli autovalori (ma non tutti) si annullano.
La (V.1)) si dice di tipo parabolico normale se ¢ parabolica e tutti gli
autovalori non nulli hanno lo stesso segno.

Torniamo agli esempi (V.3)), (V.4]) e (V.5)):

(V.3): Siha A(z) = diag(1,---,1) di ordine n. Tutti gli autovalori sono uguali
ad 1 e quindi ’equazione di Poisson ¢ ellittica.

(V.4): Siha A(x) = diag(1,—c? -+, —c*) di ordine n+ 1. Uno degli autovalori
¢ uguale ad 1 e gli altri sono uguali a —c2. Quindi I’equazione delle onde
e di tipo iperbolico normale.

(V.5): Siha A(z) = diag (0, —a?, - -+ , —a?) di ordine n+ 1. Uno degli autovalori
si annulla e gli altri sono uguali a —a?. Quindi I’equazione del calore &
di tipo parabolico normale.
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Osserviamo che in principio la classificazione della dipende dalla scel-
ta del punto x € G. Per la maggior parte delle equazioni della fisica matematica
il segno degli autovalori (spesso gli autovalori stessi) e dunque la classificazio-
ne non dipende da x € G (tranne in qualche punto eccezionale, spesso di
frontiera). Un’eccezione notevole ¢ l’equazione di Tricomi

0*u N PPu
Yo oy?
dove (z,y) € G = R% In tal caso A(x,y) = diag(y,1), \i(z,y) = y e

Ao(z,y) = 1. Quindi la (V.8)) & ellittica se y > 0, parabolica se y = 0 e
iperbolica se y < 0.

0, (VLS)

2 Problemi agli autovalori multidimensionali

2.1 Impostazione del problema agli autovalori

Consideriamo il seguente problema al contorno omogeneo lineare per un’equa-
zione di tipo ellittico:

—div (pgrad u) + qu = Au, x € €, (VL9)
ou
au + ﬁ—) —0. (VI.10)
( on /) |4
Supponiamo che
peC(Q), ¢eC@); pl)>0, q(x)eR, zeQ,
a e C(0), peC(09), (VL.11)

alx) >0, [(z)>0, alx)+p(x)>0, xe€d.

Sia 9Qy = {z € 9Q : min(a(x), B(z)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre
che ¢(x) > 0 per z € Q. Notiamo i seguenti casi particolari:

a(z) =1, B(z)
0
0, B(z) = quindi a_u =0, x € 090, [condizione di Neumann]|.
n
Il problema ([V.9)-(V.10) consiste nel trovare una funzione u(z) di classe
C?*(2) N CY(Q) che soddisfi 'equazione (V.9) in Q e la condizione (V.10) sulla
frontiera 0€2. Evidentemente, il problema (V.9)-(V.10)) ha sempre la soluzione
nulla, e questa soluzione non ha alcun interesse. Percid il problema (V.9)-
(V.10]) deve essere considerato come un problema agli autovalori per I'operatore

0, quindiu=0, z € 09, [condizione di Dirichlet]
L,

a(r)

L = —div (grad) + q.
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Tutte le funzioni f di classe C?*(Q) N CY(Q) che soddisfano la condizione al
contorno e la condizione Lf € L?(f) costituiscono il dominio My,
dell’operatore L. Siccome lo spazio vettoriale D(Q2) di tutte le funzioni di
classe C'*°(Q2) di supporto compatto (cioe, che si annullano fuori di un compatto
contenuto in ) & denso in L?(Q) ed & contenuto in My, My & denso in L?(£2).

In generale, il dominio M, di L non e abbastanza grande per trovare tutte
le autofunzioni. Per questa ragione bisogna estendere 'operatore L ad un
dominio abbastanza grande per contenere le autofunzioni.

2.2 Formule di Green

Se u € C*(Q)NCHQ) e v € CHQ), & valida la prima formula di Green:

/vLudx:/ P v Ou dac—/ pv@dS—l—/ quvdz.  (VI.12)
Q Q o Ox; Ox; oo On Q

Per dimostrare la formula (V.12)) prendiamo una regione arbitraria {2’ con
frontiera J€) una superficie regolare a tratti tale che € C Q. Visto che u €
C?(92), si ha anche u € C?(Y) e, di conseguenza,

/ v Ludr = / v[—div (pgrad u) + qu] dx

" Ov Ou
S di du)d E
// iv (pv grad u) dxr + // P 2 97, O

Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

" v Ou ou
// v Ludr = // pz 92 92, d:c—/ml pv%dé"—i—// quv du,
=1

dove 0 ¢ la frontiera di . Facendo tendere Q' a € nell'uguaglianza ottenuta
ed utilizzando il fatto che u,v € C'(2), concludiamo che il limite del secondo
membro esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro ed ¢ valida
Puguaglianza (V.12). In tal caso lintegrale del primo membro della

deve essere considerato improprio. I limiti non dipendono della maniera in
cui ' tende a €, poiche gli integrali nelle parte a destra della SOno
assolutamente convergenti.

Se u,v € C*(Q) N CY(RQ), & valida la seconda formula di Green:

/Q (vLu —ulLv)de = /asz p (ug—z — vg—:i) ds. (VI.13)
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Per dimostrare la formula (V.13)), scambiamo u e v nella (V.12)):

" du Ov v
L = — — 1.14
/Q uLvdx /Qp ;:1 B, O dx / L ds —1—/9 quudz,  (VI.14)

e sottraiamo l'uguaglianza ottenuta della (V.14]). Come risultato, si ottiene la

seconda formula di Green (V.13)).
In particolare per p(x) =1 e g(x) = 0, le formule (V.12)) e (V.13)) di Green

si trasformano nelle seguenti uguaglianze:

ov (9u ou
A = E — I.1
/ vAudr = / o (?scz /89 Ve ds, (VI.15)

/ (vAu —uAv)der = / (v% - u?—i) ds. (VI.16)
Q

2.3 Proprieta dell’operatore L

1. L’operatore L é hermitiano:

Infatti, visto che f, g € My, siha Lf € L*(Q) e Lg = Lg € L*(Q). In tal caso
la seconda formula di Green (V.13)), per u = f e v = g, assume la forma

w19~ (o) = [ @ir-rLde= [ p(r5E-ggh) as iy

Per dimostrare che si annulla I'ultima parte della (V.18]), osserviamo che le
funzioni f e g soddisfano le condizioni al contorno ([V.10)):

(Oszrﬁ f) =0, (a§+ﬁg—z>
o9 o9

Per l'ipotesi (V.11), a(z) + B(x) > 0 per z € 0. Percio per ogni z € 0% il
sistema omogeneo di equazioni algebriche lineari (V.19)) ha una soluzione non
nulla (a(x), G(x)), si annulla il suo determinante, cioe

[

n dg _of

= 0. (VL.19)

Di conseguenza e hermitiano 'operatore L.
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2. Sia f € My. Ponendo v = f e v = f nella prima formula di Green
(V.12) e tenendo conto del fatto che f € L%*(), si ottiene

e O :
whf)= [ pleadPde- [ prilass [appan i)

Dalla condizione al contorno ([V.10)) segue che

o =51 8@ >0, v on
f =0, B(x) =0, x € 00,

Sostituendo queste relazioni nell’'uguaglianza ([V.20)), si ottiene 1’espressione
per la forma quadratica

(Lf.f) = /Q (plgrad f12 + qlf?) do + /

2191

p%lf!QdS, fe My, (V121)

dove 09 ¢ la parte di J€2 in cui min(a(x), B(x)) > 0. La forma quadratica
(Lf, f), [ € My, e detta integrale d’energia.

3. Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouville L con dominio M.
Allora L ¢ hermitiano su L?(£2) con dominio denso in L?(f2) che ha la seguente
proprieta: (Lf, f) > quullfll3 per f € D(L). In tal caso esiste un’unica
estensione autoaggiunta L dell’operatore L tale che (Lf, f) > Guul|lf||% per
f € D(L). Le autofunzioni del problema al contorno — si cercano

nel dominio D(L).

Proposizione VI.1 Abbiamo le sequenti proprieta:

a) Tutti gli autovalori sono reali e sono contenuti nell’intervallo [q,..,00),
dove @, = min{q(z) : ©x € Q}.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra
loro.

c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Affinché X = q,., € autovalore di L, é necessario e sufficiente che q sia
costante ed o(x) = 0. In tal caso l'autofunzione é costante.

Dimostrazione. ~ Per dimostrare la parte (a), sia f € D(L) tale che Lf =
Moe f#0. Allora (A — N)||fll2 = (Lf, f) — (f,Lf) =0, e quindi A = X &
reale. Inoltre, se q(z) > ¢ per ogni z € 92 e A & autovalore corrispondente
all'autofunzione f (cioe, f #0 e Lf = \f), allora

MIAIZ = (L, £) = quinll F112.
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Per dimostrare la parte (b), consideriamo f,¢g € D(L) non banali tali
che Lf = \f e Lg = pg; in tal caso A\, u € R. Si controlla facilmente che
(A=) (f,9) = (Lf,g9) — (f,Lg) = 0 e quindi A = p oppure (f, g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), se f ¢ un’autofunzione, il fatto che il corri-
spondente autovalore & reale implica che anche f ¢ una autofunzione. Siccome
le parti reale ed immaginaria della f non si possono ambedue annullare quasi
ovunque, una di loro ¢ un’autofunzione reale.

InﬁneE] per dimostrare la parte (d), sia A = g,,;, autovalore con correspon-
dente autofunzione f. Allora dalla segue che grad f = 0 (cioe che f &
costante) e ¢f = Guin f- O

3 Equazioni ellittiche

In Cap. abbiamo espresso la soluzione unica del problema di Sturm-
Liouville unidimensionale

Lu=—(pu) +qu=f, 0<z<{, (VI.22a)
hu(0) — ho(0) =0, Hyu(f) + Hau!(£) = 0, (V1.22b)

dove A = 0 non ¢ autovalore, nella forma

u(x) = (Gf)(x) = / G(z,y)uy) dy. (V1.23)

dove la funzione di Green G(z,y) e reale, simmetrica e continua e quindi
'operatore integrale G & autoaggiunto sullo spazio di Hilbert L?*(0,L). In
questo capitolo estendiamo tali espressioni al caso multidimensionale per due
operatori differenziali: quello di Laplace (L = —A) e quello di Helmholtz
(L = —A + k?). Nel caso unidimensionale indichiamo le funzioni di Green
nel caso di condizioni al contorno non separate (per esempio, le condizioni
periodiche o antiperiodiche).

Se A = 0 ¢ autovalore, la soluzione del problema esiste se e solo se
f e ortogonale a tutte le autofunzioni corrispondenti all’autovalore A = 0. Se
questo autovalore e semplice e 'autofunzione e ¢, allora esiste, per ogni f €
L*(0, L) che soddisfa (f, ¢o) = 0, un’unica soluzione u che soddisfa (u, ¢g) = 0.
Tale soluzione verra scritta nella forma (V.23]).

2Ci semplifichiamo la vita supponendo che f € M.
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3.1 Equazioni di Laplace e di Poisson

Consideriamo il problema al contorno (di Dirichlet)

(Lu)(z) = —Au + q(z)u

u(z

f(z), x €, (VI.24a)
g(x), x € 09, (VI.24b)

dove ) & un sottoinsieme aperto, limitato e connesso in R™ con frontiera 02
un’ipersuperficie regolare a tratti. Cerchiamo prima la cosiddetta funzione di
Green Gp(z,y) tale che

{Ly[gmx, D) = =A,Gp(w.9) + a)Golr.0) =0 = v o
Gp(z,y) = 0 per z € .
Allora

u(z) = /QQD(SC, y)[fy)dy — /BQ gij (2, y)g(y) do(y). (VI.26)

Infatti, per v(y) = Gp(x,y) we have

/Qf(y)v(y) dy = —/QvAyuder/ﬂq(y)U(y)v(y) dy

_ / (08, u = uby o) dy+ [ u(=8,0+ aw)oiw)dy

Q

VI (U@ _ uﬂ) do, + / u(y)d(z —y)dy
ony, Q

implicando la (V.26)).

Invece, se consideriamo il problema al contorno (di Neumann)

(Lu)(z) = —Au = f(z), x € Q, (VI.27a)
5: = g(x), x € 08, (VI.27b)

allora esiste una soluzione u del problema di Neumann ([V.27) se e solo se
Jo f(x)dx = 0, ciog, se e solo se (f,¢y) = 0 per po(x) = 1 autofunzione di L
(con condizione di Neumann) corrispondente all’autovalore A = 0. L’unicita
viene garantita richiedendo che [, u(z)da = 0. Cerchiamo ora la funzione di
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Green Gy(x,y) tale che

1

Ly[gN($a y)] = _AygN(x>y) = (5(1’ - y) — m, (VI.QS&)

agN (fv y) =0 per y € 09, (VI.28b)

/QN r,y)d (V1.28c)
dove m(2) ¢ la misura di Q. Allora

0
= / On(z,y) fy) dy — / 8gN (z,9)g9(y) do(y). (VI.29)
Q aq Oy
Infatti, per v(y) = Gy (z,y) we have
| 1wy =- [ va,udy
Q Q
— /(vAy u—ul,v)dy + / u(—Ayv)dy
Q Q
[ (0 o [ )
= ( an, u@ny> do, + Qu(y)é(:c y) dy

L L= [ o
——— [ uly)dy = x,y)do, +u(x),
) /. (y) dy mg(y)any( y) doy + u(x)
pioche [, u(y) dy = 0, implicando la (V.29).

3.1.a Equazione di Poisson negli intervalli

Siano 2 = (0, L) e Lu = —u” con le condizioni antiperiodiche u(0) = —u(L)
e u'(0) = —u/(L). Allora A = 0 non ¢ autovalore, v;(x) = (L/2) — x soddisfa
Lvy =0 convy(0) = —v1(L), e va(x) = 1 soddisfa Lvy = 0 con v5(0) = —vi(L),
mentre il Wronskiano v,v}, —vjvy = 1. Ponendo u(z) = ¢y (z)vi(z) + co()ve(2)

arriviamo al Sislema lineare

(Ul@) va ()
vi(x) ()

con soluzione d(z) = f(z) e d(z) = (x — L) f(x). Quindi ¢1(z) = ¢ +
J7 Flg)dy ¢ ex(@) = e + [y — £)f(y) dy, e dunque

ue) = algl—a)+a+GL-a) [ fwd+ [ 6-300d.
we) = e~ [ 1w)dy
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Sostituendo le condizioni al contorno otteniamo

a==3 [t a=3 [ @-niwa

Di conseguenza,

L
) = [ Guuses (2.1 1) (V1.30)
0
dove
1/1
gantiper.('ray) = 5 éL - ‘I - y‘ .
Al contrario, sotto le condizioni di Neumann u/(0) = —u/(L) = 0 risulta

L
a=—; [ fd=o

ristringendo cosi 'insieme delle f per cui esiste una soluzione. Dunque

ue) = et (GL=2) [ v+ [ = 50fwdy == [ @i dy

Imponendo la condizione fOL u(y) dy = 0, otteniamo

1 [* )
“=5 /. (L—y)"f(y)dy.

Quindi u(x) ha la forma (V.30]), dove
1
gN(xv y) = E(L - max(m, y)>2

Sotto le condizioni periodiche u(0) = u(L) e v/(0) = «/(L) partiamo dalle
espressioni

wa)=az+a= [ [ @t —asta- [ @,
ww) =~ [ 1)y

Quindi da u/(0) = «/(L) segue la condizione necessaria fOL fly)dy = 0 per
l'esistenza di una soluzione. Da u(0) = u(L) seguono

o= %/0 (L —y)f(y)dy,

u(x) = co + %/ﬂ (L—y)f(y)dy — /Ox(w —y)f(y) dy.
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Per trovare la soluzione unica supponiamo che fOL u(y) dy = 0. Allora

1 L
c2=—gr | y(L—y)fly)dy
=51 | v wsway - g [ s

Quindi u(z) ha la forma (V.30]), dove
1
Gper.(2,y) = =57 lw = yl(L = |z = y)).

3.1.b Funzione di Green in R"

Introducendo r = ||[(z1,..., 2|2 = Vai+...+22 e w = (z1,...,2,)/r, il
Laplaciano ha la seguente forma:
1 0 oy 1
Ay = — (=)= VI.31
b= g (M9) - tav)e) (Vi3

dove Lp ¢ il cosiddetto operatore di Beltrami n-dimensionale. Applicando il
Laplaciano al polinomio omogeneo armonico r'y(w) di grado I (essendo y(w)
una funzione sferica) otteniamo

(Lpy)(w) =1(l+n—2)y(w), we s (VI1.32)

Quindi le funzioni sferiche sono le autofunzioni dell’operatore di Beltrami.
Consideriamo ora l’equazione di Poisson

o(r)

AG(x) = ETRT=E (VL.33)
dove z € R", r = |z] e Q, = m(S"1)F| Allora G(z) dipende soltanto da
r=|x|e

d (249 _ o)

3Sia V,, la misura della palla di raggio 1 in R™. Allora V,m" = fOT dr P10, = Q" /n.
Inoltre,

1 ml 1 mlfa:z lfsz.‘.fmi_l
V, = / dzl/ / dmg .. / dz,,
1— xl 1— xlfxg — lfxff...fzz/_l
1 1
= / dl‘l Vn_1( 1-— x%)”_l = Vn 1B ( Tl—|—>
o V 2 2

() (2 - S

Quindi 9, = 277/(p — 1)! e Qap 1 = 7P 222 (pl) /(2p)!
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Risolvendo la (V.34) sotto la condizione che G(r) — 0 per r — 400 (solo
fattibile se n > 3) e applicando il Teorema della Divergenza alla (V.33), si
troval

—(2;)‘1 log(r), n=2,
G(r) = 2 g@n 7 Tnl_Q, n>3, (VL.35)
1/(4mr), n=3.

Quindi la soluzione dell’equazione A, G(x,y) = é(x — y) nell’intero spazio &
G(||xz — yl|). In altre parole, la soluzione unica dell’equazione di Poisson

Au = —p(x), z € R",

ha la seguente forma (per n > 3)

e = [y o) - 5o [ ay LY i)

n e =yl

Per n = 3 otteniamo ’espressione

_ 1 _ry)
“”‘4m4ﬂyw—yn

nota dall’elettrodinamica.
Consideriamo ora ’equazione di Poisson n-dimensionale

—Av = f(x), x e

dove §2 e un sottoinsieme aperto, limitato e connesso di R" e la sua frontiera
0f) e un’ipersuperficie regolare a tratti. In generale la funzione

zm»:Lg@wv@m% zeQ,

non soddisfa alle condizioni al contorno. Siano

vlan) = [ Glen ) f(w) dy (VL37a)
0 0
a—Z(wb) = /Q angx (v, y) f(y) dy, (VL37Db)
dove x;, € 0€). Sia
w(a:) = 0 gD1r<way)g<y) d0y7 T Qa

4Per n = 2 la funzione di Green non tende a zero all’infinito, creando parecchi problemi
tecnici nel trattamento dell’equazione di Poisson nell’intero piano.
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la soluzione unica dell’equazione di Laplace Aw = 0 in €2 con condizione al
contorno w|,, = g. Allora il problema al contorno

—Au = f(x), x e, (VI.38a)
u(xy) = g(ay), xp € 01, (VI.38Db)

ha la soluzione unica che ha la forma

o)~ [ e viwiy+ [ Gowy) (stw) - [ w21 iz ) ds,

:/ﬂ[g(az,y)— BQgDir(m,z)Q(z,y)daz} fly)dy

” Goi(,y)g(y) doy. (VL.39)

Dunque se g(x) = 0 per z € 91 [il problema di Dirichlet omogeneo], la funzione

di Green G(x,y) e da correggere da un termine regolare.
In modo analogo, sia

w(az) - gNeu<m7 y)h<y) dO'y, S Q7
)
la soluzione dell’equazione di Laplace Aw = 0 in €2 con condizione al contorno
(Ow/On)|yq = h, dove [,w(y)dy = 0. Una tale soluzione esiste (e & unica)
se e solo se [, h(y)do, = 0. Allora sotto la condizione [,, h(y)do, = 0 il
problema al contorno

—Au = f(x), x € Q, (VI.40a)

gZ(wb) = h(zy), @ €O, (VL.40b)

/ u(y)dy =0, (VIL.40c¢)
0

ha la soluzione unica che ha la forma
0G

o)~ [G@uswdv+ [ st (i)~ [ 32w 2105 i,
0g

= /Q {g(w,w— mgNeu(m,z)a—m(z,wdaz} f(y)dy

Oneu(, y)h(y) doy,. (VI1.41)
o0

Dunque se h(x) = 0 per x € 99 [il problema di Neumann omogeneo], la
funzione di Green G(x,y) ¢ da correggere da un termine regolare.
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Utilizzando il linguaggio dell’elettrodinamica consideriamo ora il potenziale
di un dipolo. Sia h > 0 piccola. Consideriamo le cariche —1/h e 1/h nei
punti @y e xy + he, dove |le|]ls = 1. Il corrispondente potenziale u soddisfa
all’equazione di Poisson

~ Au— % (5(x — (o + he)) — 8(z — @0)} (VI.42)

Per h — 07 la parte a destra tende alla derivata di §(x — xy) nella direzione
e rispetto alla variabile xy. In altre parole, la parte a destra dell’equazione

(V.42)) tende a
1 e (x—xp) cos 0

Pdnle —xol  Anlw — o}  An|@ — xoll3

se h — 0%, dove 6 ¢ l'angolo tra i vettori & — x, e e. Partendo da una
distribuzione di dipoli normali alla superficie 9 (da una cosiddetta double
layer) con densita b € L'(99, do), otteniamo

(@) = = /a ) () SSlneolo@ = &,n()) oy (VI.43)

o I — &lI3

L’espressione ([V.43)) si dice double layer potentialﬂ
Consideriamo ora una distribuzione di cariche su una superficie 0¢2. Allora
il corrispondente potenziale (con densitd a € L'(9€; do(€)) ha la forma

u(a) = / &) e, (VI.44)

% o0 |1z —&|l2

L’espressione (V.44)) si dice single layer potential.*

3.1.c Equazione di Laplace nel semipiano

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au =0 (VL.45)

nel semipiano {(z,y) € R? : y > 0} sotto la condizione u(x,0) = uy(z). Sicco-
me e~ MY & soluzione dell’equazione di Laplace limitata nel piano superiore

qualunque sia A € R, rappresntiamo la soluzione della (V.45 nella forma

u(x,y):/ c(\)ePTe Ay g\,

[e.9]

5Questa espressione non rende conto di un’eventuale condizione al contorno. In tal caso

ci vuole una correzione da un termine regolare come in (V.39) e (V.41]).
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dove ¢ € L*(R). Sostituendo y = 0 si ottiene

() = / T e e(n) da,

—00

che vuol dire che ug € L2(R) e |[c||s = (27)Y/?||ug||2. Invertendo la trasformata
di Fourier si ha

c(N) ! /00 e Mg (z) da.

:% N

Infine otteniamo

u(z,y) = / G(z, T;y)uo(2) d, (V1.46)
dove la funzione di Green ha ’espressione
g(x 7 y) _ i /OO ei)\(x—j:)e—P\ly A\ — l Yy (VI 47)
o 21 J oo Tyt 4+ (v — 1) '

Ovviamente sono operatori lineari limitati le trasformazioni ug — u(-,y)
per ogni y > 0 (da L*(R) in se stesso) e ug — u (da L*(R) in I*({(z,y) € R?:
y > 0}). Inoltre la trasformazione uy — u(-,y) ¢ limitato da BC(R) [oppure
Co(R)] in se stesso, uniformemente in y > yo per ogni yo > 0.

3.1.d Equazione di Laplace nel disco

Consideriamo l'equazione di Laplace (V.45) nel disco D = {(z,y) € R? :
V&% +y? < L} sotto le condizioni al contorno

u = g sul bordo 9D. (VI.48)

Ponendo 2 = D, assumiamo che g sia continua sulla circonferenza 0D, e
cerchiamo una soluzione u € C%(Q2) N C'(Q). In coordinate polari 'equazione

di Laplace ha la forma
rdr \  Or r2 002

dove 0 < 6 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della solu-
zione per r — 01. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni ug(r),

U (1) cosmb e uy,(r) sinmb, dove m = 0,1,2,... e la funzione w,,(r) soddisfa
I’equazione differenziale ordinaria

1d du,, m?

o (7" = > = U (1) =0 (VI1.49)
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L’equazione (V.48) ¢ un’equazione di Eulero [r?u”, (r)+rul, (r) — m*u,(r) = 0]
con la soluzione generale

g +cln(r), m=0
U (1) =
ar4+cr ™ m=12...,

dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie. La continuita se r — 0" conduce ad una
soluzione costante se m = 0 e una proporzionale a ™ se m = 1,2, .... Quindi
la soluzione generale ha la forma

u(r,0) = 24 Z r" (a, cosnd + by, sinnh) , (VI1.50)
2 n=1
dove ag, ay, by, as, bs, ... sono opportune costanti.

Sostituiamo r = L in ([V.50]) e applichiamo la condizione al contorno u(L, 6)
= g(#). Risulta

ao > n .
g(0) = 5 1 Z L" (a, cosnb + b, sinnb) . (VL51)

n=1

Applicando la teoria delle serie di Fourier abbiamo for n =1,2,...

1 i
= — 9
Qo 7T/ 9( )d9

1 ™ ™
a,L" = —/ g(0) cosnb db, b, L" = l/ g(0) sinnfb d,
) . T ),

dove la serie ¢ uniformente convergente in 6 € [—m, 7] se g(f) & continua
(con g(—m) = g(m)) e regolare a tratti.

Sostituiamo ora le espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione
per la u(r, 0). Risulta

u(r,@):%/:r(

(%) " [cos nf cos nd + sin nd sin né] ) g(é) do

= %/:r % + 2 (%)ncos n(0 — é)] g(0)do
LA ey o

136



0—6) " o—it0—0) "

i(
1 [™1 € A
[ 5+ L Lo\ a6)dé

™) 2 1 —eit0-0) 1 _ o=i(0-0)
€ I €

A2
L[ - () W
= . ——g(0)dd
- 1—ZZ cos(f — 0) + (E)
1 ™ L2_,r.2 R .

= — - 6)do
2m ) _x L2 —2rLcos(f —0) + 7"29( )

h

il cosiddetto integrale di Poisson. Osserviamo che il nucleo di Poisson
1 L? — 7?2
21 12 — 2r L cos(0 — 0) + 12

& simmetrico in r e L e simmetrico in 0 e 6. Inoltre, & strettamente positivo;
le sue uniche singolarita si trovano sulla circonferenza r = L per 6§ = 6.

Invece, se risolviamo l'equazione di Laplace in D sotto la condizione di
Neumann

Ou = h sul bordo 0D, (VL.52)
on

ci vuole la condizione necessaria f:r h(0) df = 0 per 'esistenza della soluzione.
Siccome la derivata normale esterna coincide con quella radiale, cerchiamo la
soluzione u(r, #) nella forma (V.50]) con ay = 0 (per garantirne l'unicita), dove

h(8) = Z nr™ !(a, cosnf + b, sinnf). (VL.53)
n=1

Applicando la teoria delle serie di Fourier risultano

1 [7 1 ["
na,L" " = —/ h(0) cosnd do, nb, L™t = —/ h(0) sinnd do,

LR T™J-m

dove la serie (V.53)) ¢ uniformente convergente in 6 € [—7, 7] se () € continua,
regolare a tratti e periodica nel senso che h(—m) = h(w). Sostituiamo ora le
espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione per la u(r, ). Risulta

u(r,0) = L /7T i % (%)n [cos nf cos nf + sin nf sin né] h(0) df

T )
T n=1
L [T 1 /r\n AN AN A
— ;/_W; - (Z) cosn(f — 0)h(0) db
L [ r N T 1 id i
=0 3 log (1 — 2z cos(0 — 0) + ﬁ) h(0) do,



dove abbiamo utilizzato Y - (2"/n) = —log(1l — z) per |z| < lﬂ

3.1.e Equazione di Laplace e funzioni analitiche

Ogni insieme aperto € in R? corrisponde ad un unico insieme aperto €2 in C
nel seguente modo:

(z,y) € Q<= x +1iy € Q, z€Q <= (Rez,Imz) € Q.

Ad ogni funzione analitica f : @ — C corrispondono due funzioni u,v : Q — R
di classe C*° che soddisfano alle cosiddette equazioni di Cauchy-Riemann

Ju  Ov v Ju

— = — —=——. VI.54

ox Oy’ Ox oy ( )
Infatti, u(x,y) = Re f(x + 1) e v(z,y) = Im f(z + iy) per (z,y) € Q. Di
conseguenza, u and v sono funzioni armoniche nel senso che

Pu  u v 0%
92 + e 0, 52 + oy 0 (VL55)
D’altra parte, ogni coppia di funzioni armoniche u,v :  — R di classe C? che
soddisfa alle equazioni di Cauchy-Riemann determina un’unica funzione
analitica f : Q — C tale che u(x,y) = Re f(z + iy) e v(z,y) = Im f(z + 7))
per (x,y) € €. Le funzioni armoniche u, v si dicono coniugate armonichel
Consideriamo ora Q = {(z,y) € R? : /22 + 2 < L} e dunque Q = {z €
C : |z| < L}. Come nella Subsection cerchiamo una funzione armonica
u : 2 — R che soddisfa alla condizione di Dirichlet . Siav:Q — R
una coniugata armonica di u e sia f :  — C la funzione analitica definita da
flx+iy) = u(z,y)+iv(x,y) per (z,y) € 2. Scegliendo p € (0, L), applichiamo
ora la formula integrale di Cauchy

N L RAON <o
£(2) .f ¢ lel<p

Sia z* = p?/z. Allora |2*| = p?/|Z| > p. Dal Teorema di Cauchy segue

L)
— —=—d¢ =0.
i fop -

6Si intende il ramo del logaritmo che ¢ una funzione analitica nel semipiano complesso
destro con valore log(1) = 0.

"Conoscendo u, si pud trovare v dalle equazioni di Cauchy-Riemann, ma tranne un
termine constante arbitrario.
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Di conseguenza,

1 1 1
f(z)=— J(¢ { — ]d(. VIL.56
O=gif 1O s (V1L56)
Ponendo ¢ = peié e z = re'? si calcola facilmente che
S S S
(2 (-2 (-2 (€ 4P
o2 — 2

o peié<peié _ rew)(pe—ié — re—i)
_ g2 — 2
ped (p? + 12 — 2pr cos(0 — 0))

Sostituendolo nella (V.56 otteniamo

. 1 Q " 2 _ 2 A
u(re) = —/ f(pe®)— i —ipe” df
2w ) pe(p? + 12 — 2prcos(f — 0))
1 ™ " 2 _ .2 R
5 | ) )
27 J_. P>+ 12 —2prcos(6 — 0)

Infine, per p — L~ risulta per r € [0, L) I'integrale di Poisson

) 1 ™ R L2 2 R
u(re) = —/ g(0) L — df).
27 ). L2+ 12 —2Lrcos(f — 6)

Sia = un sottoinsieme aperto e semplicemente Connessoﬂ di R? tali che
= G R?% Secondo il Teorema di Riemann ([10], Vol. III, Th. 1.2) esiste
una trasformazione biunivoca e analitica gz~5 .2 — Q. In tal caso anche la
trasformazione inversa ¢! : Q) — = ¢ analitica. Le trasformazioni ¢ e ¢~ si
chiamano trasformazioni conforme. Definiamo ora ¢ : = — () da

¢(x,y) = (Red(z +iy), Imd(z +iy)),  (v,y) €E.

Allora ¢ induce una corrispondenza biunivoca tra funzioni armoniche in = e
funzioni armoniche in Q. Le funzioni armoniche in = sono le funzioni ¢ ~!ouog,
dove u e armonica nel disco (2. Conoscendo le trasformazioni conformi tra = e
il disco €2 tali che c¢’¢ anche la corrispondenza biunivoca tra i punti delle loro
frontiera, si puo risolvere ’equazione di Laplace in = sotto la condizione di
Dirichlet utilizzando le trasformazioni conformi e I'integrale di Poisson.

8Cioé, tale che il complementare R? \ = & connesso, cioé un dominio senza buchi.
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3.1.f Equazione di Laplace nella sfera n-dimensionale

Per n > 2 conviene cercare le soluzioni dell’equazione di Laplace Au = 0 nella
regione sferica {x € R" : ||z||» < L} nella seguente forma:

I
u(r,w) = (%) y(w), r>0 wes" (VL57)
dove y(w) ¢ una funzione sferica di grado [ = 0,1,2,.... Sia N(I,n) il numero

delle funzioni sferica di grado [ in n variabili linearmente indipendentil’] Allora
esiste una base ortonormale

{yl,s(w)}5:1 ..... N(l,n);1=0,1,2,...

dello spazio di Hilbert L?(S™~!) che consiste esclusivamente in funzioni sferiche.
Data la funzione g € L*(S™!), si ha lo sviluppo

dove

In tal caso la funzione armonica u(r,w) nelle regione sferica di raggio L che
soddisfa alla condizione di Dirichlet u(L,w) = g(w) ha la forma

o r l ) ) )
u(r,w) = Z (E) cLsys(w) = . G(r,w,w)g(w)dw,  (VL58)
=0 s=1 n—1
dove (
00 N l,n)
Q(r,w,c& Z ( ) yls yls ) (VI59)
=0 s=1

La funzione armonica u(r, w) nella regione aferica che soddisfa alla condizione

al contorno 2“(L,w) = h(w) ha la form

L /r\i-1 R o
urw) =Y 7 (7)) X amslw) = | e, G)g(@)da, (V16
I=1 s=1 n

9Quindi N(0,n) = 1, N(1,n) = n, N([,2) = 2 per [ > 1, N([,3) = 2l + 1, N(l,4) =
(14 1)%, e N(i,n) = G203,
10Si spieghi poiche G(r,w,w) e H(r,w,w) dipendono soltanto da (r/L) e w - &.
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dove
N(l,n)

H(r,w,w) = i% ( > Z Yrs(w yls (VIL.61)

I=1
Per Desistenza bisogna richiedere [, , h(w)dw = 0, mentre per l'unicita
richiediamo [, u(x) dx = 0.
Per n = 2 abbiamo N(I,2) = 2 — §;0, w = 0 € [0,27], yo1(w) = (27) 72,
Y1 (w) = 72 cos(10), e y12(0) = 72 sin(10). Dunque

A L1 Sy 1 L=
G(r,0,0) - (5"‘2(2) cos (0 — 0)> o L? —2rLcos(0 — 9)+7’2

) 1L 1 L?
:—Z—<—> cosl(f —0) = — log ~ :
™ l 27 L? —2rLcos(6 — 0) + r?

=1

~

3.2 Equazione di Helmholtz

Utilizzando la (V.31)) e la ( e applicando la separazione delle variabili
Y(r,w) = R(r)Y(w) (con r > 0 e w € S 1) all’equazione di Helmholtz
n-dimensionale

A+ k) = Z + k) = (V1.62)

otteniamo '’equazione differenziale ordinaria

1 d [, dR , ll+n—2) B

mentre y(w) & una funzione sferica di grado [ in n variabili. Per n = 2 risulta
equazione di Bessel di ordine [ nella variabile kr. La sostituzione R(r) =
rYR(r) nella (V.63) rende

By + 2 ) 4 (k:2 4 _W”*”_”) R(r) = 0.

r 72

Perv=1- %n risulta ’equazione di Bessel di ordine [ — 1+ %n nella variabile
kr

r2

- 1= [—1+3n)%\ -
R"(r)+ ;R/(T) + <k’2 — J) R(r) =0. (V1.64)
Per risolvere 1’equazione di Helmholtz non omogenea
Au+ Ku(z) = —f(z), x eR", (VI.65)
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nella forma

ue) = [ e yiwdy.  wck

bisogna introdurre una funzione &,(r) tale che (i) &(x,y) = E.(||lz — yl|),
(ii) vale I'equazione differenziale

1 d 1dE, 5 ()
1 () S

dove €, é la misura di S"7!, e (iii) &,(r) si comporta come onda sferica de-
crescente in R" per r — +o00. Per le applicazioni in fisica e ingegneria in cui
Im & > 0, otteniamo per n > 3]

1 /8 (22
Enr) = —— (-) H{Y o (). (V1.66)

LH (kr), n=2,
En(r) =< gikr L (VL67)
A7y 7

Per n = 3 la soluzione dell’equazione di Helmholtz ha la forma
1 ikl —y||
u(x) = yp /Rn m f(y) dy, x € R". (VIL.68)
Consideriamo ’equazione di Helmholtz tredimensionale

1
Au+ Ku = = (r %) — T—QLBU + k*u =0, (VI.69)

dove Imk > 0, r = |||z > r0(> 0) e Lp ¢ Poperatore di Beltrami. Allora

00 l

u(r,0,0) => > wm(r)Y;"(0,9), (VL70)

=0 m=—1

dove

U (1) = / u(r,8,9)Yim(0, ) sinpdedh.
52

UPer n > 3 e k — 0 deve risultare la (V.35). Cid necessita uno studio del comportamento
asintotico della funzione H((n) 2)/2(kr) per k — 0.
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Sosituendo la ([V.70]) nella (V.69) e utilizzando LgY;™ = I(l+1)Y; otteniamo

1 d [ yduim , 10+ 1)
—— : — =0. I.71
i ('r o ) + <k 3 Upm(r) =0 (VL.71)

Ponendo uj ,,,(r) = r~/%v;,,,(r) si arriva all'equazione di Bessel

1d [ dun, (I+3)?
rdr (T dr ) " (k2 B 7“22 Um(r) = 0.

La limitatezza della soluzione per r — +o00 (per Im k£ > 0) implica che vy, (1) ~

H l(j_)% (kr). Di conseguenza

0o l
u(r,8,0) =D D aur PH (k)Y (0, ). (VL72)

1=0 m=—1

Nel caso n-dimensionale (n > 2) abbiamo invece della (V.69)

1 ou 1
2 n—1 2,
Au+ k*u = o (r _8r> — _Tn—1LBu+ k“u =0, (VL.73)
dove Imk > 0, r = |||z > ro(> 0) e Lp & loperatore di Beltrami n-

dimensionale. Sviluppando la soluzione della (V.73)) in funzioni sferiche (con
Ly = l(l+n—2)y, dove l =0,1,2,... ¢ il grado del polinomio armonico
omogeneo in n variabile che determina y;), otteniamo invece della (V.71])

1 d <rn1%> n (kz _ w) U (r) = 0, (VL.74)

=1 dp dr pn—1

dove m parametrizza gli altri indici della funzione sferica. Ponendo u ,(r) =
r~(=2/2, . (r) arriviamo all’equazione di Bessel

L () (o 0D

rdr dr r2

Dunque
U, (1) ~ r_(”_Q)/QHH%(n_m(kr).

Di conseguenza,

o0

ulr,w) =YD amr "R (k)i (w), (VL.75)

=0 m

dove w € 8" L. Per n = 2 le funzioni sferiche coincidono con quelle trigono-
metriche; in questo caso risulta

u(r,8) = %Hél)(k:r) +3 (alHl(l)(k:r) cos(10) + b, H® (kr) sm(ze)) .

=1
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4 Equazioni paraboliche

L’equazione del calore

ou 9
E—@Au—i—f,

dove 1 € Q CR?, a > 0et >0, ha una delle seguenti condizioni iniziali:
a. La condizione iniziale u(z,t = 0) = ug(x) per x € Q;

b. La condizione al contorno u|s = ug [specificando la temperatura al bor-
do], oppure (Ou/0n)|s = —(u1/k) [specificando il flusso di calore attra-
versa il bordo], oppure k(Ou/0n) + h(u — tUamp)|s = 0 [dove uamy € la
temperatura dell’ambiente e h il coefficiente di scambio di calore]. In
quest’equazione €2 ¢ una regione con bordo S regolare a tratti.

L’equazione del calore si puo generalizzare come

Z—? = —Lu(t) + f(t), t>0, (VL.76)

con condizione iniziale

u(t =0) = uo, (VL.77)

dove L & un operatore di Sturm-Liouville autoaggiunto sullo spazio di Hilbert
Ly(€2), up € un vettore in Ly(€2) [modellizzando la temperatura iniziale|, f(t) ¢
un vettore in Lo (§2) continuo nel tempo ¢ > 0 [modelizzando i sorgenti di calore
al momento t], e u(t) & un vettore di Ly(£2) [modellizzando la temperatura al
momento ¢]. Supponiamo che L abbia un numero infinito di autovalori A,
tutti non negativi, con base ortonormale di corrispondenti autofunzioni ,,:
Lon, = Ao, dove n = 1,2, ... In tal caso ogni u € Ly(2) soddisfa I'identita
di Parseval

2
HUH%Q(Q) = Z |(u, on)]” -
n=1

Da questa impostazione segue subito

%(u@), n) = =Aa(ult), 0n) + (f(£), %)

con condizione iniziale

(u(t = 0),¢n) = (uo, ¥n),

doven =1,2,... eil prodotto scalare & quello complesso di Ly(€2). Utilizzando
la formula della variazione dei parametri si trova immediatamente

t

(u(t), on) = e (uo, on) +/ e M=) (f(s), ¢n) ds.

0
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Quindi

o0

o) =3 )+ [ ) 5] )
- [ 6wy outway + | t [ et =) yayds. (Vi)

dove la funzione di Green

o0

G(x,y;t) Ze "o, () on(y). (VL.79)

Secondo l'identita di Parseval abbiamo

G(w,y;0 Zson Puly) = d(z —y).

4.1 Esempi su intervalli limitati

Esempio VI.2 Poniamo 2 = (0,a) e Lu = —u” con condizioni di Dirichlet,
cioe il problema al contorno

ou 0%u
i a2+f(act) O<x<a,t>0

u(0,t) = u(a,t) =0, u(z,0) = up(x).

In tal caso gli autovalori sono A\, = (nm/a)? e le corrispondenti autofunzioni

ortonormalizzate in L9(0,1) sono ¢,(z) = \/j sin(®2), dove n = 1,2,....

Quindi la soluzione ha la forma

[e.o]

u(z,t) = %Z {e_" Tt/e? ¢in (?) /Oa uo(y) dy sin <?)
n=1
t a
+/O /0 e~ (t=s)/a? f(y, s)sin (n;r:v) sin (nzy) dyds]
1 t 1
=/ G(z,y;t)uo(y) dy+/ / G(x,y;t —s)f(y, s) dy ds,
0 0o Jo
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dove

2 — 2 242 nmwr nmy
G(z,y;t) ” g e sin ( —— ) sin { —

n—

1 00 oty COS (nﬂ(zﬂl)) + cos (mr(z—y)>
=11 2 —n*(m°t/a
a * ; ‘ 2

(B ) 4 g (m e

2a ’

in cui ¥3(2,q) = 1+23°°, ¢ cos(2nz) ¢ una delle funzioni Theta di Jacobi

(221, 21.11)[7
Consideriamo Lu = —u” nell'intervallo (0, a) con le condizioni di Neumann
W' (0) = u/(a) = 0. In tal caso \, = (n7/a)? e pp(z) = 1/ Z22 cos(nmz/a),

dove n =0,1,2,3,.... Allora

u(z,t) =/Oag(x,y;t)uO(y)der/Ot/oag(m,y;t—S)f(y,S)dyds,

dove

SN

a a

1 [ 0o L C <n7f(i+y)> + cos (M(i—y)>
— 1 + 2 Z e_n (7'(' t/a‘ ) 2
n=1

G(z,y;t) = — |1+ 2 Z e~ T 9) cos <@> cos <@>]
n=1

a

Dy(r Y o= ) § gy (e i)

- 2a

Consideriamo ora Lu = —u” nell'intervallo (0,a) con la condizione di Di-
richlet all’estremo sinistro e quella di Neumann all’estremo destro: u(0) =

u'(a) = 0. In tal caso A, = ((n+ 3)m/a)? e pu(z) = \/g sin((n + 3)mz/a),
doven=0,1,2,3,.... Allora

u@w=A¥u%mmw@ﬁ[42m@rwvm@@@

1281 ha 93(z,q) = G, (1 +2¢** L cos(2z) + ¢*"~2), dove G =[], (1 — ¢*™).
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dove

Gla,yit) = - 3 e ) gy <M) sin <<2n + 1)7Ty)

a‘= 2a 2a

_ 1 Z 6—(2n+1)2(7r2t/4a2) {_ COS ((2” + 1)7-‘-('2: + y)>
a
n=0

N Cos_<(2n + 1) — y)) } :

2a
—192(71'%, e"r2t/a2) + Yy (m L, e"r2t/a2)
- 2a ’
in cui 952, q) = 23200, ¢+ cos((2n + 1)2) & una delle funzioni Theta di
Jacobi ([22], 21.11)[F|

Consideriamo infine Lu = —u” nell'intervallo (0,a) con condizioni perio-
diche. In tal caso ci sono un autovalore semplice Ay = 0 con autofunzione

corrispondente ¢q(x) = \/g e gli autovalori doppi A\, = (2n7/a)? con auto-

funzioni corrispondenti ¢¢(z) = \/5 cos(2nmz/a) e ¢l () = \/g sin(2nmz/a),

dove n=1,2,3,.... Allora

U@ﬂ:Ab@%Wﬂw@fKAE@%FﬁV%@@M

> nx 2 2
142 Z 6_(27)2t {COS < nﬂ-x) cos ( nﬂ-y)
— a a

o () (22

dove

1
G(z,y;t) = o

SRR M E e y>)]
a — a

— 2o, (W—(I —2, 6(2;)%) |
a a

Esempio V1.3 Adesso discutiamo il caso = {(z,y) € R? : /22 +y2 < L}
e L = —A con la condizione di Dirichlet al bordo. In tal caso gli autovalori
A > 0. Infatti,

2 2
Lo ( a“) LOu L T ur,0), (VL80)

ror\"or ) T2 oe T a2

138i ha ¥a(z, q) = 2Gq"/* cos(2) [1°2, (1 + 2¢%™ cos(2z) + ¢*™), dove G = [0, (1 — ¢*").
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e applicando la solita separazione delle variabili arriviamo, per A > 0, all’e-
quazione differenziale

d*R 1 dR m?
VN2 V) (1 - (rﬁ)2> Rir) =9

dove m = 0,1,2,... e R(r) ¢ limitato se » — 0F. Allora R(r) ~ Jn(rv/)),
mentre R(L) = 0. Quindi gli autovalori sono A\, = (Vmn/L)? [essendo vy, lo

zero positivo n-esimo della J,,(z)], dove m = 0,1,2,...en = 1,2,3,.... Le
autofunzioni normalizzate in Lo(€2) ~ Lo([0, L] X [0, 27]; rdr df) sono
( 1 Von'
(r,0) = J( y ~1,2,3,...
ol = L P\ )

. V2 cosmb VT
@mn(h 0) = / m <
Ly/a|J5, (Vinn)| L
. V2 sinmd VT
Spmn(n 9) = / m <
\ Ly/m|J5, (Vnn)| L

Le costanti di normalizzazione seguono dall’identita

/OL /027r rJm <V"ZZT> cosmb dfdr = (1 4 0po)7 /OL rd, <%) dr

L2
= (1 + 57710)7‘]7/71(”“7«71)27

e ugualmente con sinm# al posto di cosm6 se m > 1.
Risulta

0 27
u(r,0,t) = / / rG(r, 7,0 — 0;t)ug(r,0) do dr
o Jo

t e’} 27
+//’/fgmﬁ_w_gmﬁgwﬁ@
0 Jo 0

VonT Von T
- J( )J
—Vgnt/L2 ° L ’ < L )

» m=1,23,.... n=12,...

» m=1,2,3,...,n=12 ...

dove

— w L2 J)(von )?
- g, (M) I (anr) cos[m(0 — 0)]
L2 42 L L
+ 92 Z e vint/L
— T L2 T (Vi )? ’

in cul abbiamo utilizzato la formula

cos(m[f — 0]) = cos mf cos ml — sin mf sin mo.
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4.2 FEsempi su domini illimitati

Esempio V1.4 Consideriamo il problema a valori iniziali

ou 0*u
at(m t)—@—irf(x,t), reRt>0, (VL81)
u(z,0) = ug(x).

. . . - . F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u v 4 otteniamo

aA ~
S E0 = —€aE. )+ f(E1), eRt>0, (VL82)
a(€,0) = ao().

La soluzione del problema (V.82)) ¢ elementare:

a(E,t) = e tag(€) + /0 t e €N f(E 7 dr (VI.83)

wmzi/wwgws

21 J_ o

= “ﬂ “A(&H/ﬁ f(&f)df] €

/ Gz —y;t)uo(y dy+// Gz —y;t—7)f(y,7)dudr,

dove
1 > - 2 1 2 & 1T 1 2
Dok [T et Lo [ g Lo
Gla,1) = o /_of Ctag = e [ f=

Esempio V1.5 Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

0 0%u

aqz(x t) = 82+f(az: t), z€R* >0,

u(0,t) =0, z € RY, (VL.84)

u(z,0) = up(x).

Per risolvere la ([V.84]) introduciamo la trasformata di Fourier seno

\[ / ) sin(z€) dz = %a(@, (VL.85)
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dove u(x) = —u(—=x) per x € R~ & lestensione di v ad una funzione dispari.

Si vede subito che
- \/g /O (Fou)(€) sin(x€) dE. (VI.86)

Applicando la trasformata di Fourier seno F; alla ([V.82) risulta

ot
(Fsu)(€,0) = (Fsuo)(E),

e ha la soluzione unica (V.83)). Dunque

ula ) = @ | s e
= @ / " sin(a€) [ef%(fsuw(ﬁ) -/ RN e T dr | de
- [T o tutas+ [ [ Gyt - sty

dovd™

2 [ 2
G.a.:0) == [ sin(ag) sinug)e e

_! / T e cos((x + )€) + cos((x — y)E)} de

{WS“@,)g?(m)(& D EHED, EeRNE=0,

™

1
B At

Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

82

g u—i—f(x,t), zeRT ¢t >0,

u 0.1) = 0 v € R*, (VI.89)
(l’, O) - UO(Z‘)

Per risolvere la (V.89)) introduciamo la trasformata di Fourier coseno

\/7 / ) cos(z€) dx = \/LQ_W a(s), (V1.90)

18i utilizza £ [["e 2t cos(zt) dz = \/ﬁ e=*"/4 Vedi [1], Eq. 7.4.6.

[_e—(x+y)2/4t + e~ —w)?/at| (VI.88)
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dove u(z) = u(—z) per x € R ¢ l'estensione di u ad una funzione pari. Si
vede subito che

2 [e.e]
u() = \/; / (Fou)(€) cos(€) d. (VL91)
0
Applicando la trasformata di Fourier coseno F, alla (V.89) risulta

ot
(:Fcu)(gvo) = (fCUO)(S)a

e ha la soluzione unica (V.83)). Dunque

o) =2 [ eostrgyFare

_ \/g [ eontat [e_th(}"cuo)(f)wL / N (F ) 6, 7) dr | de

_ / Gz, ; t)uoly) dy + / / Go(xyit — 7)f(y,7) dy dr,

{af L(et) = —CEDED +FNED, CERNE=0 o

dove

Guta,:0) = = [ costat) cos(ue)e

_ L /0 T e Leos((z 4+ 4)€) + cos((x — 1)€)} de

™

]. 2 2
_ —(ety)2/at | —(z—y) /4t]
= e +e . VI1.93
Vart [ ( )

Esempio V1.6 Consideriamo infine il problema a valori iniziali

ou N
{—(m,t)Au+f(:c,t), xeR"t>0, (VI.94)

u(x,0) = ug(x).

: . . - . F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u +— 4 otteniamo

La soluzione del problema (V.95)) & elementare:

y A
{a—?@,t) = —lePaE N+ I D, EeRE=0 o

A€, t) = e a0 (8) + /0 t eI f(e 1) dr. (VI.96)
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Quindi

_ L [T ey
u(x,t) = @n) /_Ooe (&, t) d€
— e [ 0 | + [ ey ar) g
— [ G(x—ytuoly)dy + / Gz —yit — 1) f(y,7) dy dr,
R 0 R
dove

G, 1) = (271r)n /Rn (@) et g

— Le—wz/%/ e (E+5 615 gg — (

(2m)"

5 Equazioni iperboliche

L’equazione delle onde ha la forma

0%u
— =% Au,

ot?

n
) ol /4t

(VL97)

dove ¢ > 0 ¢ la velocita della onda, x € Q (un aperto connesso e limitato in
R™ con frontiera 0f) superficie regolare a tratti), e valgono la condizione di

Dirichlet
u(z,t) =0, x € 08,

e le due condizioni iniziali

La separazione delle variabili

u(z,t) = P(x)T(t)
conduce alle equazioni

l T”(t) _ d}//(x)
¢ T(t)  ¢(z)
Y(z) = 0 per x € 0N.

= costante,
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Supponiamo che I'equazione di Helmholtz
A+ N2 =0

su €2 con la condizione di Dirichlet abbia un infinito numerabile di autovalori
positivi )\% (dove A\, < A\,41) con autofunzioni corrispondenti ¢,, che formano

una base ortonormale di Ly(€2). In tal caso la costante nella (V.101lal) vale
-2 e quindi

T(t) = ¢, cos(cAnt) + d, sin(cA,t).
La soluzione generale della equazione delle onde ([V.103b|) con la condizione di
Dirichlet (V.98) ha la forma

Z n cos(cAnt) + dp sin(cA,t)) Py, (). (VI.102)

n=1

Quindi dalle (V.99) otteniamo

— Z Cnthn (), (VI.103a)
n=1
— Z Aty (). (VI.103b)

Dall’ortonormalita delle autofunzioni v, in Lo(£2) seguono i coefficienti ¢, e
dy:

cn = (U0, Yn) Ly(Q) = /Quo(x)gbn(x) dx, (VI.104a)
N1
d, = W(I:A—f> . /Q wn () () do. (VI.104b)

Lo stesso discorso vale se al posto della condizione di Dirichlet (V.98) si
considera la condizione di Neumann. L’unica differenza e che ora zero ¢ au-
tovalore (con I'autofunzione costante) dell’equazione di Helmholtz su €2 con la

condizione di Neumann. Al posto della (V.102)) si consideri ora

u(w,t) = ﬁ (co + dot)
+ i (en cos(cAnt) + dy, sin(cAyt)) ¥n(x), (VI.105)
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dove tg(x) = 1/4/mis(2) ¢ l'autofunzione normalizzata corrispondente al-
l'autovalore zero. Per n > 1 si trovano le espressioni (V.102) e (V.104b)),

mentre
Jo uo(z) dx g Joui(z)dx

Co = ——F/—, 0= Q)

m(€)

Nel caso in cui Q2 = (0, L), abbiamo per le condizioni di Dirichlet

Ay = ”% Ynl(z) = \/% sin (?) , (VL.106)

dove n =1,2,3,..., e per le condizioni di Neumann

nmw 2 nwx
An = T p(x) = \/; cos (T) : (VI.107)

dove n =1,2,3,..., mentre \g = 0 e to(z) = 1/V/L.
Nel caso delle condizioni di Dirichlet, utilizzando le espressioni

281n<@> nmct . (mr( _ t)>+ . <n7r< n t))
Lcos —smLxc s1anc,

L

9 sin <n7rx) . nmct - <n7r( t)) (mr( n t)>
S I sin 7 —cosLxc cosLxc ,

e sostituendo la (V.106) nella (V.102)), otteniamo

\/> Z Cn sm (v — Ct)) +sin (%(m + Ct)ﬂ
+ 5\/; ; d, [cos (%(m — ct)) — cos <%(:€ + ct))]

:%g [l — ct) + e+ et)] + 5= D duc’

n=1

1 x+ct
= 5 [wo(z — ct) +uo(z + ct)] + 5 / u, (%) di [SBAGLIATO],

dove abbiamo utilizzato gli sviluppi di Fourier ([V.103|) e esteso le autofunzioni
come fossero definite fuori dell’intervallo (0, L).
Per ¢ > 0 consideriamo 1’equazione delle onde

—ct

0? 02

a_t;‘(x, t) = 026_;;(9[;, t) + f(z,1), (V1.108a)
(@, 0) = uo(x), (VI.108b)

%(% 0) = ur (), (VI.108¢)



dove x € Ret > 0. Applicando la trasformata di Fourier arriviamo al sistema
di equazioni

oz (&) ==l ) + Fe), (VL.109a)
(€, 0) = ao(§), (VI.109b)
e.0) = in(e). (V11090

con la soluzione unica

. — cos(cf)i sin(cft)a Psin(c€(t — 7)) - o
6. 0) = cos(ein(@) + i () + [ ST feryan (viano)

Per £ = 0 si calcola il limite:

a(0,t) = 1o(0) + i1 (0) + /t(t —7)f(0,7) dr. (VL.111)
Quindi
o) = 5 [ eatg = o [ e eostetinl@)
sin(cét) sin(c€(t — 7)) ; o
+ g+ [ S D ey ar]
= [ |G- mtu) + 6 )
+ [ gto =t = n)stm)dr|
dove

Gl —yit) = 5 [ eI g

21 J_ c€
1
ZQ—C[H(y—I+ct)+H(y—x—ct)],
8_(} — 0 7i > —i(z—y)¢
8t(x y,t)—zﬁ/_ooe cos(ct) d

= 2l — o+ ct) ~ 3y — v — )]

In particolare, abbiamo trovato la cosiddetta soluzione di D’Alembert

1
u(z,t) = 5 [up(x — ct) + uo(z + ct)]

1 x+ct x+ct—ct
+ = y)dy + — / / T)dy dr.

2c T—ct ct+cr
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L’equazione delle onde (V.97)) con un’opportuna condizione al contorno e
le condizioni iniziali (V.99) ha la soluzione unica

u(x,t)z[)%(x,:ﬁ;t)uo(a?) d:%+/gg(:r,£;t)u1(:%) dz, (VI.112)

dove la funzione di Green e molto singolare. Cio si spiega dal principio di
Huygens: Le singolarita presenti nella soluzione per ¢ = 0 si propagano in tutte
le direzioni con velocita ¢ quindi si manifestano nella soluzione al momento
t > 0. Per esempio, generalizzando la risoluzione del sistema (V.108) per
x € R" si applichi la trasformazione di Fourier n-dimensionale per trovare la
stessa forma della soluzione. Questa volta la funzione di Green ha ’espressione

) = T “iw—y)eS0(ct]|€]]2)
G(x —y;t) 2r) /ne Y Tl dg, (VI.113a)
0 1 .
a—f(az —y;t) = @n)" /n e~ @Y€ cos(ct||€])) dE. (VI.113b)
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Appendice A
LA FUNZIONE GAMMA

La funzione Gamma e definita dall’integrale generalizzato assolutamente con-
vergente

I'(z) = / et dt = 2/ sz_le_p2 dp, Rez > 0, (A.1)
0 0

dove la convergenza assoluta segue spezzando l'intervallo di integrazione in due,
in (0,1) ed in (1, 4+00). Infatti |[e~*¢*71| < tRe="L pert € (0,1) e t*|e P57} —
0 se t — 400 per ogni a > 1. La funzione I' & analitica nel semipiano destro
Rez > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

I(z+4+1) =2I'(»), Rez > 0. (A.2)

SihaT(1) = [;° e"dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta

F(n+1)=nl, n=0,1,2,---. (A.3)

Un altro valore particolare della funzione Gamma ¢ quello per z = 1/2. Si ha

):/ tl/Qetdt:2/ e du = /7.
0 0

Utilizzando la (A.2) si ottiene

1. 1-3---(2n—1)
T(n+ =) =
(n+2) o

VT, n=0,1,2---. (A.4)

L’identita (A.2)) puo essere utilizzata per definire la funzione Gamma al-
trove. Prima si definisca la funzione Gamma nella striscia —1 < Rez < 0
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da I'(z) = I'(z + 1)/z, poi nella striscia —2 < Rez < —1, ecc. Siccome il
denominatore nell'uguaglianza I'(z) = I'(z + 1)/z si annulla per z = 0, risulta
una funzione meromorfa con poli semplici nei punti 0, —1,—2,.... Il residue
nel polo a z =0 é lim, o 2I'(2) = lim,o ['(z + 1) = I'(1) = 1, mentre quello
a—n(n=12...) eil seguente

Zl_i)rgn (z+n)'(z) = Zl_i}riln(z + n)@ =...
L ['(z+n)
_zl—lgn(z—i_n)z(z—l—l)...(z—kn—1)
I'(z+n+1) r'(1) (—1)”.

T G G .

Ha qualche importanza la funzione beta di Fulero:

1 /2
B(p,q) = / 1 -t dt = 2/ (sin 0)*~(cos 0)?1* do, (A.5)
0 0

dove Rep > 0e Req > 0. E abbastanza semplice dimostrare che

L'(p)I'(q)

, Rep,Req > 0. A.6
T+ o) p,Req (A.6)

B(p,q) =

Infatti, per p, ¢ tali che min(Rep, Req) > 0 abbiamo
F@W@)=4/ /‘ﬁp%mlew“%ﬁds
o Jo

oo pm/2 )
:4/ /‘,ﬂﬁ%nfﬂ@%@%*@mmMAdmm
0 0

:2/ PPt g 2/ 2(cos )% (sin 0)?4* db
0 0

/ \\ J/

-

T'(p+q) t=cos2 ), 1—t=sin?6, dt=—2cos b sin 0 db

=TI'(p+q)B(p,q).

dove al passaggio dalla prima alla seconda riga abbiamo sostituito ¢ = pcos 8
e s = psiné.
Discutiamo ora una caratterizzazione potente della funzione Gamma.

Teorema A.1 (Bohr-Mollerup) Sia f : (0,00) — R una funzione a valori
positivi con le sequenti proprieta:

(a) log f(x) € una funzione convessa;
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(b) f(x+1)==x f(z) per ogni x > 0;
(¢) f(1) =1
Allora f(z) =T'(x) per ogni x > 0.

Dimostrazione.  Sia f : (0,00) — R una funzione a valori positivi che ha
le proprieta (a)-(c). Allora la proprieta (b) implica l'identita

fle+n)=z(x+1)...(r+n—-1)f(x), x>0, neN (A.7)
Per z € (0,1] e n > 2 si ottiene dalla convessitéﬂ della funzione f

log f(n — 1) —log f(n) _ log f(z +n) —log f(n) _ logf(n+1)—log f(n)
(n—1)—n - (x+n)—n - (n+1)—n '

Siccome f(m) = (m—1)! per m € N (vedi la (b) e la (c)), risultaper 0 < x < 1

< log f(x 4+ n) —log(n — 1)

|
- <logn! —log(n —1)!,
x

log(n — 1)! —log(n — 2)!

oppure
x log(n —1) <log f(x +n) —log(n — 1)! <logn, 0<z<1,

oppure
mn—=1)%n—-1)!'< fx+n) <n®(n—1)!
Applicando la (A.7)) risulta per 0 < z < 1
(n—1)*(n—1)!
r(z+1)...(x+n—-1)

< f(z) <

x®(n —1)! r+n
z(x+1)...(x+n) '
Siccome limy, . [%%] = 1 per z € [0, 1], si ha

n!ln®

f(x) = Tim w(z+1).. (x+n)

Dalla (A.1)) si trova facilmente

['(z) = lim (1 — E) ==t dt,
0 n

n—oo
mentre n integrazioni per parti ci danno l'identita

" t\" n!n?
1——) ¢ tdt = :
/0 < n) 2(z+1)...(z+n)’ Rez>0

Quindi le ultime due equazioni e la (A.g8]) implicano che f(z) = I'(x) per ogni
x> 0. O

'La convessita della g = log f implica che il rapporto %
n—1lan+1.

cresce se y cresce da
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Il teorema puo essere applicato per dimostrare la seguente rappresen-
tazione prodotto

e 2\ 1
T(z) = (1 —) 2/n. A9
()=—-11(1+7) (A.9)
dove 7 ¢ la cosiddetta costante di Fulero tale che I'(1) = 1. Sostituendo z = 1
si trova - .
v — 1 - 1/n
e }_[1 ( + n) e’
oppure

I
(]
I
|
—
]
o)
—~
ol
+
—_
~—
_l’_
—
=}
09
ol
"

k=1
=~ [1
- JE&Z {E —log(k + 1) + log k}
k=1
: 1 1
= lim Kl—i———i—...%——) —log(n—i-l)}
n—0o0 2 n

. 1 1
= lim {<1+—+...+—>—logn]
n— oo 2 n

. e *nl 1+1+ +1

= lim exp | z — 4. 4=

n—oo z(z4+1)...(24+n) P 2 n
nln?

= lim .
n—oo z(z4+1)...(2+n)
Quindi abbiamo dimostrato che la funzione I'(z) definita dal prodotto infinito
(A.9) coincide con la funzione gamma introdotta prima.
Per 0 < Rez < 15si ha

6_7(1—2’) n k e(l—z)/k’

ek
I()I(1—2z2) =l — ek
()11 = 2) e ka—i-ze l—z 2 k+1—2

?v
I
B
—




e = k?
= I 1/k
no z(n+1—z)H ‘

1 £ k? 1 = k? o
:nlinolo z g(k+z)(k’—z) oz H(k:+z)(k:—z)  sin(nz)’

secondo la rappresentazione prodotto della funzione sin(7rz). Quindi

T

F)r1-z) = (A.10)

sin(7z)’

valida per z € C\ Z per l'unicita delle estensioni analitiche.

161



162



Appendice B
PROPRIETA ASINTOTICHE

1 Rappresentazioni integrali delle funzioni di
MacDonald
Sia -
ou(z) = / et cosh(vt) dt,
dove z > 0 e v € R. Allora ’

() = —/ e~ cosh(vt) cosh t dt,
0

v

v

gb”(z):/ e~ cosh(vt) cosh? ¢ dt.
0
Di conseguenza,
2 1 / 2 2 2 OO —zcosht 2
— v(2) = h(vt h“t —1]dt
2@y (2) + 20, (2) — (27 +17)¢u(2) = 2 /0 € cosh(vt)]cos |
=sinh? ¢

e~ cosh(vt) cosh t dt — v / e 2N cosh(vt) dt
0

[e.e]

—z
+z / e~ [, sinh(vt) sinh t 4 cosh(vt) cosh t} dt
0

—ze 7" cosh(vt) sinh ¢] ;O

[e.e]

—Z

J
J

et cosh(vt) cosh t dt — V2/ e >N cosh(vt) dt
0 0

= [Tzt usinh(yt)]go + / e #eht 12 cosh(vt) dt
0

7/2/ et cosh(vt) dt = 0.
0
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Quindi ¢,(z) ¢ una soluzione dell’equazione di Bessel immaginaria
Inoltre, siccome ¢, (z) — +oo se z — 07 (divergenza dell'integrale per z = O) e
¢,(2) — 0se z — 400, esiste una costante positive ¢, tale che ¢, (2) = ¢, K, (z),
la funzione di MacDonald (vedi la (IL.56))).

Inoltre, abbiamo

\/Zez¢y \/_/ —2zsinh?(t/2) COSh(Vt) dt

> VT
= ex 22 sinh? —— | cosh(—=) dr
| p( 2f> ONz

Siccome f(z) = sinh(x)/z ¢ crescente per x > 0 e f(0%) = 1[]si puo stima-
re la funzione sotto il segno dell’ultimo integrale da e /2 cosh(v7/\/Z) per
giustificare 'applicazione del Teorema delle Convergenza Dominata (cioe, lo
scambio limite-integrale, vedi I'appendice D), risultando in

lim ze*g,(2) = / e dr = | T
z——+00 0 2
Di conseguenza, ¢,(z) = K,(2):
K,(z) = / e~ cosh(vt) dt, z2>0, veR. (B.1)
0

Sostituendo u = e * nella (C.1]) e poi v = 1/u si ottiene per z > 0

1 1
/ e—;<u+i>u—vd_“+l/ -5ty v U
0 u 2 u
1 [e's)
/ e—;(uﬁ)u—ud_%rl/ -3 w+d),—v W
0 u 2/ v

e_%(’”%)u_”d—u = l/ e 30yt gy,
0 U 2 Jo

Utilizzando la definizione della funzione Gamma e cambiando 1’ordine di inte-
grazione otteniamo per z > 0 e Rev > —%

! 1 o ! du
K,(z) = em2(uty) (—/ e "2 dx) —
) /0 Fv+3)Jo v

1 o 1 o - du
_ v—3 —u(z+3)— 5 d
= ———T T € Z.
2l (v + 3) /0 </o \/ﬁ)

1§i ha f/(z) = <) (3 — tanh z) = <hl@) (@ 1—72 dy > 0 per z > 0.
2 T 0 cosh

164



Sostituendo w = uy/ (22 + z)/z [dunque: j—% = (z/(2z + z))l/‘*\d/—%] e ponendo
= +/2(2z + 2), arriviamo all’integrale doppio

1 & _1 z 1/4 ]_ &0 _A( _,’_i) _1/2
K, (2) = =— x’ 2 — e 2w dw | dx
L(v+3) Jo 2r + 2 2 Jo

J/

-~

Kfl/z(A):Kl/z(A):\/%efA

2x+z)
5 2x + 2z

Sostituendo 7 = /(2x + Z)/ 2z, otteniamo le rappresentazioni integrali

K, (2) :i)l) (g)"/loo(# 1) re T dr (B.2)

F(V+§

(1) o0 . .
T=142¢ 2 vV, —z —2ztyv—35 v—3
="—=—"(22)"% e t2(t 41 2 dt. B.3

2 Sviluppo asintotico delle funzioni di Bessel

Introduciamo prima il cosiddetto simbolo di Hankel

(a,n) = 27_1!n{(4oz2 — 14 = 3)... (4a” — (2n — 1))} = ni(“%;f;—n?)”b)’
? (B.4)

mentre («,0) = 1. Questo simbolo viene utilizzato per abbreviare gli sviluppi
asintotici delle varie funzioni di Bessel se z — oo e v e fisso.
Sostituendo la serie di Taylor

- D(a+1)
1 4+1) = £ <1
(1+1) ;s!F(F(Oz—i—l—s) <L

nella (C.3) e utilizzando la (A.1)) risulta lo sviluppo asintotico (per z — o)

T (18) 3
K, (2) ~ [ 5 ;(22)5, |arg 2| < o (B.5)

Introducendo le funzioni P(v, z) e Q(v, z) tali che
2 )
HY(2) = | = {P(v,2) +iQ(v, 2)} €'X, —m < arg z < 2m,
Tz
2 ,
HP(2) =/ — {P(v,2) —iQ(v, 2)} e ™, —2r < argz <,
Tz
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dove x = z— (2v+1)m, otteniamo dalla (C.5) e dalla seconda equazione ([L51))

= < (v,2s) (4 — 1) (42 - 9)
Plv,2) ~ ;} O N TRIE
4% — 1) (42 — 9)(4v* — 25)(4v* — 49)
ICHE T (B.62)
Q) ~ Y ()t
-1 (% —1)(4v* —9)(4r? — 25)
TP 31(82)3 (B.6b)

Gli sviluppi asintoti per J,(z) e Y, (2) (per —m < arg z < m) seguono da
2
JZI(Z) = . [P(V7’Z) COSX—Q(V,Z) SiIlX], (B?&)
V w2
2
Y,(2) =1/ — [P(v,z)sinx + Q(v, z) cos x|, (B.7b)
Tz
dove abbiamo utilizzato 111.49: e (I1.50]). Per la funzione di Bessel immaginaria
segue dalla prima equazione (II.51))
A v,S) T
I,(z) ~ —1 , arg z| < —. B.8
B~ = UG el < (B5)

Limitiamoci ai primi termini degli sviluppi asintoti e all’andamento asin-
totico se z — 4o00. Allora arriviamo alle seguenti espressioni asintotiche (vedi
(I1.48), (I1.52), (11.53)), (11.54), (I1.55)) e (I1.56])):

Jo(2) ~ % (Cos(z —Sm )+ 0(2)) . i 4o, (B9a)
Vo)~ (sm 2= gvm—gm+ oé)) .z oo, (BID)
H() ~ ( S L AN )) s 400, (Bo)
HO(2) ~ % ( O e o= )) oo, (B.9d)
() ~ \/217,2 e (1 + 0(2)) | : oo, (B9e)
K (2) ~ \/g (1 + 0(;) c oo, (BYF)
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Appendice C

EQUAZIONE DI
SCHRODINGER

L’equazione di Schrodinger descrive (nell’ambito della meccanica quantistica
non relativistica) la probabilita che una particella si trova in una regione dello
spazio al momento t. Se m ¢ la massa della particella e h = 27h la costante di
Planck, si ha per la funzione onda v (z, t):

oY h?

h— = ——A R? ; 1
ih 5 v 4+ V(x)(x,t), xeR’ t>0; (C.1)

(1= 0) = (), (C.2)

con condizioni al contorno. La funzione V' (x) e reale e rappresenta il potenziale.
Scegliendo unita fisiche tali che =1 e 2m = 1, risulta invece della (C.1))

0
z’a—f AV V(@)(nl), s ER® >0 (C.3)
Se E C R* & misurabile, [, [¢(z,t)|* dx (sotto la condizione di normalizzazione
(-, t) € L*(R?)) & la probabilita di trovare la particella in E al momento ¢.

Studiamo esclusivamente il problema stazionario, dove 1’energia A prende

il posto dell’operatore i(0/0t), cioe
— A+ V(2)h(x) = B*Y(x), r € R3, (C4)
dove A = k? con Imk > 0. Ci sono due problemi di rilevante importanza:

1. il problema degli stati limite: ¢» € L?(R®). In tal caso 'energia A = k? ¢
un valore discreto negativo.

2. il problema di scattering: in tal caso si impone la condizione di Sommer-

feld

w(k7x) — 67,]60-:6 + e_A k797 i + [0) N , ’$| — +OO,
|z ] |z
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dove A(k,0,0') ¢ Pampiezza (come funzione dell’energia A = k? e le
direzioni 0, 0" € S?); e rappresenta un’onda piana nella direzione 6.
Nel problema di scattering si ha 1’energia A > 0.

Consideriamo il caso di simmetria sferica, dove
Viz)=V(r), r=lz|

In tal caso 'ampiezza dipende da k e dall’angolo tra le direzioni 0 e 6"
A(k,0,0") = A(k,0 - 0'). Per risolvere il problema di scattering bisogno se-
parare le variabili in coordinate cilindriche, dove la direzione di # prende il
posto dall’asse z positivo. Discutiamo ora soltanto il problema degli stati
limite. In tal caso si esprime 'equazione di Schrédinger in coordinate sferiche:

1,00 10 o) 1 0%
( 87") T sin p O (5111%90) T s © 002 Vi ==X,

dove z = (rsin @ cos @, rsin psinf, rcos ) € R3. Sostituendo

P(x) = R(r)X(p,0)

e moltiplicando da 72/ R(r) X (p, 0) si ottiene

i ,dR N 1 1 0 < 0X N 1 9*°X
(r)dr " X(p,0) |sinpdp m(p&p sin? ¢ 062

— 7V (r) = =\’

Come al solito, seguono le seguenti equazioni differenziali:

d*R  2dR C
@ v {‘ﬁ*A—VW}MHZQ (C.5)
1 0 00X 1 92X
—5— 75 = —CX(p,0 _
smgp@gp (smgpago) + sin® ¢ 062 CX(p,0), (C.6)

dove C' & una costante. L’equazione ((C.6) si chiama spesso I'equazione di
Beltrami.
Grazie alle (C1.2) degli appunti sulle funzioni sferiche, esiste una soluzione

non banale della se e solo se C'=[(l 4+ 1) per qualche [ = 0,1,2,..., ed
in tal caso X (¢, 9) ¢ una combinazione lineare delle funzioni sferiche Y, (go, 9),

dove m = —I,...,l. Infatti, eseguendo un’ulteriore separazione delle Vanabﬂi
nella (C.6), X(p,0) =P(£)O(0) dove £ = cosp e O(0 + 2m) = O(F), risultano
o) = costante, . m=20
crcosmb + cosinmf, m=1,2,3,...;
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d dP m?
— (1 =€) (l+1) — —— . .
E(a-eF)+ ey - 5] po )
La (C.7)) si dice equazione differenziale per le funzioni di Legendre associate:
PE) ~Pm(E),dovel=m,m+1,m+2,...em=0,1,2,....

Discutiamo ora la (C.5). Sostituendo R(r) = r*S(r) nella (C.5) [con C' =
[(I+1)] per un’opportuna « (da stabilire successivamente) e dividendo da r®,
si trova

d*S  2(a+1)dS Jala+1)—I1(1+1)
+ — +
dr? r dr

A V(r)] S(r)y=0. (C.8)

r2

Per far somigliare la (C.8]) all’equazione di Bessel si scelga « tale che 2(a+1) =
1, cioe . = —1/2:

S 1dS (1+ 1)
P T — A — = 0. .
dr?  rdr { r2 + V(r)] S(r) =0 (C.9)
Per far sparire il termine con la derivata prima dalla ((C.8)), ci vuole a = —1.
Quindi per S(r) = rR(r) abbiamo
S  [=l(l+1)
72 + [ 3 + A= V(r)] S(r) =0. (C.10)
Per a = 0 otteniamo dalla ((C.8§])
>R 2dR I(1+1)
dove [ =0,1,2,---. Imporremo le seguenti due condizioni al contorno:
R(r) = O(r), r— 0t

/OOOT\R(T)IQ dr < +o0. (C12)

I seguenti casi sono di rilevante interesse:

1. La buca di potenziale, dove

— <
V(r):{ ‘/0, O_T<T0,
0, r > rg.

2. Loscillatore armonico, dove V (r) = (v/2)r? per una costante vy > 0.

3. L’atomo di idrogeno, dove V (r) = —e?/r per e la carica dell’elettrone.
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L’equazione puo essere risolta esattamente in tutti e tre casi.

Consideriamo ora il problema di scattering dove I'energia E = k? & positiva.
In tal caso la funzione onda v (k, ) non appartiene a L?*(R?) e infatti soddisfa
alla condizione di Sommerfeld

Yk ) = e +ay(2)

S Ry (k,Q, i) +o <—> : |z] — 400,
] | |z]

dove A(k,0,0') ¢ Pampiezza ¢ k > 0. Ovviamente il potenziale V(x) deve
essere localmente sommabile (cioe, V' € Ll (R3) e tendere a zero abbastanza
rapidamente se |z| — ooll| Cercando la cosiddetta funzione di Green G(k;x, 2')
tale che

(A+K)G(k;z,2") = —4né(z — o),

cioe scegliendo [Vedi la (V.67) per n = 3]
ik|lz—2|
Glk;x, ') = c

jz — 2|

si ottiene facilmente
1
0@) = =4 [ G2V (@) do'
T

Quindi
, 1
Y(z) = ki — yym /Q’(k; x, )V (2" )(z") da'.
T
Per calcolare 1 dal potenziale si puo risolvere I’equazione precedente per itera-

zione. Facendo una singola iterazione si arriva alla cosiddetta approssimazione
di Born

) 1 -
(x) ~ 0T Z/Q(k;x,m/)V(x')e’ka'”‘“ dx’.
7r

Discutiamo ora il problema di scattering per i potenziali radiali V(x) =
V(r) con r = |z| (Vedi [I1]). Allora per V' = 0 l'equazione di Schrodinger per
E = k? con k > 0 ha la soluzione generale

W(x) = cost.y fi(kr) + cost.g g (kr),

dove
mp . e
filp) =1/ =5 Jies(0) = i), ailp) = (=1)/ - Ty (p) = —prulp),
T potenziali di Coulomb V(z) = C(\)»let non conducono ad una teoria di scattering

quantistica tanto semplice, poiché non decadono abbastanza rapidamente.
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dove | = 0,1,2,... e j; e n; si chiamano funzioni di Bessel sferiche di prima e
seconda specie. Sviluppando 'onda piana

Z“’ ~ filkn)
k0 _ 2 : c ml_ym 0, ),
=0 m=-1 ' k’?" : ( SD)

si trova per ’ampiezza

1 o
Flk:0-0") < Ak, 6,0") = EZ (21 + 1) ® sin 6, (k)P0 - 0),
=0

dove 0;(k) si chiamano fasi di scattering.

1 La buca di potenziale

In tal caso
_ <
V(r)z{ o O=r<m, (C.13)
0, r > 7,
dove V > 0. Sostituendo R(r) = r~'/25(r) otteniamo [Vedi (C.9)]
s 1 dS (1+3)?
gzttt {Vo—n— = }S(T)—O, 0 <7<y,
25 1dS [, (+31)
W—i_;%_ |:/£ +—r2 S(T) —07 r > Ty, (014)

dove A = —k? per k > 0. Ovviamente, per r > ry la (C.14)) ¢ I'equazione
immaginaria di Bessel di ordine [ 4 % nella variabile xr. Siccome deve tendere
a zero se r — 00, si trova

S(r) ~ Ky a(kr), r > T, (C.15)

dove K, (z) e la funzione di MacDonald di ordine v. Per v,z > 0 la funzione
di MacDonald K, (z) & decrescente.
Per 0 < r < g la situazione & pitn complicata. Siccome S(0T) esiste, risulta

per 0 <r <y
JH%(?“\/WL Vo > K2,
S(r) ~ { rite, Vo = K2, (C.16)
Il+%(7‘\/l<é2—%), Vo < K2,

dove J,(z) ¢ la funzione di Bessel di ordine v e I,(z) ¢ la funzione di Bessel
imaginaria di ordine v.
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Per trovare i stati limite richiediamo che la derivata logaritmica della S
(cioe, S’/S) sia continua in r = ro. Grazie al decadimento della funzione di
MacDonald, si vede subito che S’'(r)/S(r) ha un limite negativo se r — (ro)*.
D’altra parte, 7+2 e la funzione di Bessel immaginaria sono crescenti per r > 0,
mentre la funzione di Bessel stessa ¢ oscillatoria. Quindi gli stati limiti possono

esistere soltanto per Vy > 2. In tal caso

S(r) ~ iy (rV/Vo — #2), (C.17)

dove

Kl/+%(’f7”0) L1 (rov Vo — K?)

I+
—2 = 7o/ Vo — K2 —2 .
Kl+%(/£7“0) 0 0 JH_%(TOVVE)_K?)

Le energie A = —x? corrispondenti agli stati limite si trovano dal numero finito
di zeri della per 0 < k < +/Vp; ci sono zeri per soltanto un numero finito
dil=0,1,2,....

Per [ = 0 abbiamo

Ki(z) = \/g e Ji(w) = \/% sin(w).

Allora (C.18)) si riduce all’identita

tan(/Vorg — 22) 1
1/%7’8—32 14z

dove z = krg. Gli zeri z = krg € (0,79v/Vp) si ottengono graficamente.

Per | = 0 si puo ottenere i risultati in modo piu semplice senza utilizzare
le funzioni di Bessel. Partendo dall’equazione di Schrédinger ((C.10)) per V(r)

in " otteniamo per S(T’) — TR(T)

S"r)+ (Vo — s2)S(r) =0, 0<r <,
S" — k2S(r) =0, r > T,

(C.18)

RTq

(C.19)

dove [;°]S(r)|?dr < oo, S(0) = OF|e S & di classe C* in r = ry. Per r > rg
risulta S(r) ~ e . Quindi ci vuole (5'/S)(r¢) = —r < 0.

Se 0 < Vp < k2, per 0 < r < rg risulta S(r) ~ sinh(rv/s% —Vp) [gra-
zie alla condizione S(0) = 0] per 0 < r < 79 e quindi ¢ impossibile avere
(8"/S)(r) < 0. Per k = \/Vj risulta S(r) ~ r [grazie alla condizione S(0) = 0]

2Una condizione tecnica mai spiegata dal punto di vista fisico per costringere ad una
successione finita di autovalori.
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Figura C.1: Per [ = 0 e per rgy/Vy = 5 (pannello sinistro) o 10 (pannello
destro) vengono calcolati graficamente i valori di z = kg per cui
I’equazione di Schrodinger per la buca sferica ha stato limite.

e quindi (5'/S)(ro) = (1/ro) > 0. Di conseguenza, siamo costretti a limi-
tarci al caso 0 < k < /Vy. In tal caso la condizione S(0) = 0 conduce
a S(r) ~ sin(ry/Vy — k%) per 0 < r < ro. Dalla condizione di derivabilita

continua in r = ry si trova

V- mlnv - m) _
’ sin(royv/ Vo — k2) '

Per studiare quest’ultima equazione, poniamo & = r9\/Vy — k2 (che appar-
tiene all’intervallo (0,79y/Vp) e scriviamo ’equazione nella forma

ﬁz—\/%ﬂ%—ﬁ 0<§<7"0\/707

oppure

tan(f) = —\/ﬁ, 0< 5 < 7”()\/70.

Per n = 1,2,3,... e (n — %)71' < rovVo < (n+ %)71’ ci sono n soluzioni & di

quest’equazione e quindi n stati limite.
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2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso

V(r) = %77“2, (C.20)

dove v > 0 & una costante. Ponendo ¢ = 1/7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la 1)

si riduce all’equazione differenziale

& (r) + (2 - 407“) & (r) + (k2 e 1)) S(r) = 0. (C.21)

r 72

Sostituendo la serie di potenze

B(r) =1 e’ (C.22)
s=0
dove « € un parametro da stabilire, troviamo
S Hlats)(a+s—1)+2(a+s) =11+ 1)}e
s=0

+ {(k* — 6¢) — dc(a+ s — 2)}eoa| 1772 =0,

dove c_; = c_y = 0. Supponendo che il coefficiente di 72 sia diverso da zero,
si trova
ala—1)+2a—1(l+1) =0,

e quindi o = [ oppure @« = —(l + 1). La condizione al contorno (C.12)) se
r — 07 implica che o = 1. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 20+ 1)cs + {(k* — 6¢) — de(s +1—2)}eso = 0. (C.23)
Dunque c; =c3=c5=---=0c¢e
4e(s+1—2) — (k* — 6¢)
s = Cs—2,
s(s+20+1) ?
dove s = 2,4,6,---. Il rapporto csr?/c,_y ~ (4cr?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2, 4,6, -- -, cioe

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6c, §=2,4,6,---.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

{k:,%n=2c(2n+3), l=nn—2mn—4,...,1=012---,

¢l,n(r7 07 90) :eicﬂqbl,n(r)yim(ea 90)7 m = —l, —1 + 17 e 7l7
(C.24)
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dove ¢pn(r) = rlv,(r) e vi,(r) & un polinomio in 72 di grado n — I. Quel
polinomio soddisfa I’equazione

0" (r) 4+ 2r(L+ 1 = 2cr®)v'(r) + 4e(n — Dr*o(r) = 0.

Ponendo t = 2cr? e w(t) = v(r) [tali che rv/(r) = 2tw'(t) e r?v” (r) = 4t*w" (t)+
2tw’'(t)] otteniamo l'equazione differenziale

3 1
tw"(t) + (I + 5~ Hw'(t) + i(n —Dw(t) =0, (C.25)
dove n —1=0,2,4,... e w(t) ¢ un polinomio in ¢ di grado 3(n —1).
b. Utilizzando le coordinate cartesiane. Siccome V(r) = 2r* =

2(x* 4+ y* + 2%), Pequazione di Schrodinger ¢ anche separabile in coordinate
Cartesiane. Infatti, scrivendo ¢(z,y,2) = X(2)Y(y)Z(z) otteniamo le tre
equazioni

X" (z) + (k2 ’V;C )X(x) —0,

Y”(y) + (k2 73 >Y(y) =0, (C.26)

Z"(z) + (k2 - 7722) Z(z) =0,

dove k* = k7 + k. + k2. Studiamo ora una delle equazioni in una variabi-
le. Ponendo X(z) = e’ ¢(x) per ¢ = /7/8, lequazione X" (z) + [k2 —
(v2%/2)] X (x) = 0 si riduce all’equazione

¢"(z) — dexd' (z) + (k2 — 2¢)p(z) = 0. (C.27)

Sostituendo ¢(x) = z* Y, csx°, otteniamo

\

Z a+s)(a+s—1)c,+{(k} —2c) —de(a+ s — 2) }eso| 2772 =0,
s=0

(C.28)
dove c_1 = c_5 = 0. Scegliendo v = 0, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢
de(s —2) — (k2 —2
s _ Ac(s —2) — (k3 0)7 $=92.4.6,- .
Cs—2 s(s—1)
risultando in polinomi in z di grado n = 0,2,4,--- se k2 = 2¢(2n + 1).
Scegliendo aw = 1, troviamo ¢y =c3 =c5; =---=0e
; de(s —1) — (k2 =2
o _dels=)-(2-2) o

Con s(s+1) ’
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risultando in polinomi in z di gradon = 1,3,5,--- se k2 = 2¢(2n+1). Insieme
troviamo le seguenti soluzioni X,,(x) = ¢, (z)e~*", dove ¢y, () & un polinomio
di gradon =0,1,2,3,4,--- e k2 = 2¢(2n + 1). Raccogliendo X, Y e Z risulta

k* =2c(2n + 3 =0,1,2,3,---
{ c(2n +3). n=01230 o

V(z,y,2) = e_c(x2+y2+Z2)¢n1<I>¢n2 (Y)ny(2),

dove n = nq + ng + ngs.

c. Analisi dei polinomi. Sostituendo z = zv/2¢ e v(z) = ¢(z) si arriva
all’equazione differenziale di Hermite . Quindi i polinomi ¢, (x) nella
sono proporzionali a Hn(x\/2_c), dove H,, ¢ il polinomio di Hermite di
grado n. Vale la relazione d’ortogonalita [vedi la (TL.92)]

> pear 2DV
/OO H,(xv2¢)H,,(zv2¢)e dr = VT Snms

dove 0, ¢ la delta di Kronecker.
I polinomi w,,(t) (m=n—1=0,1,2,...) soddisfano I’equazione differen-
ziale

(1) + (45—t (1) + s (1) = 0.

Quest’ultima equazione coincide con 'equazione differenziale di Laguerre per

o = [+ % [vedi la (II.100)]. Quindi wy,(t) & proporzionale al polinomio di
1
Laguerre Lg,l;”)(t). In altre parole,

1

G1.n(r) = cost.r! ngf) (2cr?).

Calcoliamo ora il numero N,, di autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti allo stesso livello di energia, cioe allo stesso intero n = 0,1,2,....
Dalla derivazione in coordinate cartesiane segue che N,, ¢ uguale al numero di
punti (n1, 12, n3) con coordinate intere non negative per cui ny + ns + nz = n.
Dalla derivazione in coordinate sferiche segue che

#{(n1,n2,n3) € Zy iy +no+ng=n} =3(n+1)(n+2),

1
N, = 204+1) == 1 2
>, @+ =S+ 1(n+2),
1=0,1,....,n
n—I[ pari
dove ci rendiamo conto del fatto che ad ogni [ = 0,1,2,3,... corrispondono
2] + 1 autofunzioni linearmente indipendenti (corrispondenti ai valori di m =
—l,—l+1,...,1) con lo stesso livello di energia.
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3 Atomo d’idrogeno

In tal caso V(r) = —e?/r, dove e ¢ la carica dell’elettrone. Ponendo \ =
—k?% per k > 0 (ciog, richiedendo che I'energia sia negativa), 'equazione di

Schrodinger ((C.10) ha la seguente forma:

2 1
S"(r) + (_,{2 + ¢ _ lat )) S(r)=0, (C.30)
r r
dove [ =0,1,2,---. Sostituendo S(r) = e ""w(r) otteniamo
2 (l+1
w"(r) — 25w’ (r) + <6? - (l:; )) w(r) = 0. (C.31)

Sostituendo ora w(r) = r* "2, ¢,r® si ottiene

Z [{(a+s)(a+s—1) =11+ 1)}es+{e* — 26(a+ s — 1)}y r*T* 2 = 0.

s=0
(C.32)
Osserviamo che il termine costante nella ((C.32)) coincide con (a—1—1)(a+1)co.
Scegliendo o = [ 4 1 (escludendo o = —[) otteniamo
s 2 [)—e?
¢ _ b= g (C.33)

coo1 s(s+20+1)

Per produrre soluzioni polinomiali richiediamo che x = (e?/2n) per n =
I+1,1+2,--- E| In tal caso risulta ¢, = ¢pp1-; = -+ = 0; dunque w(r) =
r*1y(r), dove v(r) & un polinomio in 7 di grado n — [ — 1. In altre parole,

2 ¢!
- ° 1042,
" 4n2’ , n +Li+2 ’
U(r,0,0) = rFle=e 2y (n)Y™(0,0), m=—1,—1+1,--- L
(C.34)
Ponendo w(r) = r"*1u(r), t = 2kr, €2 = 25n e ©(t) = v(r), otteniamo
t"(t) 4+ 20+ 2 = O (t) + (n— 1 — 1)3(t) = 0. (C.35)

Sostituendo x +—t, a+— 2l + 1 e n — n — [ — 1 nell’equazione differenziale
di Laguerre si arriva alla (C.35)). Dunque 9(¢) & proporzionale a Lffﬁfl)l(t) In

3Gi pone n = s+ 1, dove s = 1,2,... el = 0,1,2,.... Quindin =1,2,3,...el =
0,1,...,n—1.
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altre parole,
4
e
E’I’L = — 2 = -7,
o 4n? )
W(r, 6, 80)_COSt'7"l+1e‘e2r/2”L7(125[_1)1(2) ylm((g’ ), m=-l,—l+1,--- 1,

! (C.36)

n=1+1,0142 -,

doven=1,2,3,..,0l=0,1,....n—1lem=—-l,—1+1,...,L

Osserviamo che le energie E, = —(e?/2n?) degli stati limite dell'idrogeno
vengono determinate dall’intero n € N. Ad ogni n € N corrispondono n — 1
valoridil (I =0,1,...,n—1) e ad ogni tale [ 2[4+ 1 valori di m (m = —1I,...,1).
Quindi ad ogni n € N corrispondono

14+34+54+7+---+2n—1)=n?
valori di (I,m) (I,m € Z, |/m| < 1 < n). In altre parole, per E = —e*/4n?

'equazione di Schrodinger con potenziale V(r) = —(e?/r) ha n? soluzioni
linearmente indipendenti in L*(R3).
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Appendice D
TRASFORMATA DI FOURIER

1 Trasformata di Fourier negli spazi L' e L°.

Sia f : R™ — C una funzione sommabile. Allora I'integrale (di Lebesgue)

A

£6) % FLAE) = / f@)e € dv, ¢ eR™,

¢ assolutamente convergente e |f(€)| < |||, dove ||flli = [ |f(z)|dz & la
norma L' di f. In tal caso si definisce una funzione

TG

su R™ che si chiama la trasformata di Fourier della f. Dal teorema della
convergenza dominata] segue che F[f](£) & continua in £ € R".

Proposizione D.1 Sia f € L*(R"). Allora F[f](£) ¢ continua in & € R" e
tende a zero se €| — +oof]

Dimostrazione.  La continuita di F[f](§) al variare di £ segue dal teorema
della convergenza dominata (infatti, dal Lemma 6.9.1 in [7], Vol. 2). La seconda
parte segue approssimando (Re f)* e (Im f)* da una successione crescente di
funzioni semplici sommabili e applicando il teorema di Beppo-Levif O

!Teorema della convergenza dominata (di Lebesgue): Sia {f,}3°; una successione di
funzioni misurabili tali che f,(¢t) — f(¢) per quasi ogni ¢, |f,(t)] < g(t) per quasi ogni t e
[ g(t)dt < +o00. Allora lim, .o [ fo(t)dt = [ f(t)dt.

2La seconda parte si chiama il Lemma di Riemann-Lebesgue.

3Teorema della convergenza monotona (di Beppo-Levi): Sia {f,}5°; una successione
crescente di funzioni misurabili non negative tali che f,(t) — f(t) per quasi ogni ¢t. Allora

lim, oo [ fu(t)dt = [ f(t)dt.
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Siano f,g € L'(R™). Inoltre, siano (-, ). il prodotto scalare complesso di
L*(R™) e (+,-) quello reale. Allora F[f], Flg] € L>(R™). In tal caso risulta per
f.g € L'(R)

(FIf],9) = / [ / f@)e o dx] 0(6) de

[ )6 dg] &z = (f, Flg)); (D.1)

(F] /[/f “ﬂﬁdx} MGLS

— / f(x) { / g(f)ei(s,x)dg] dz = (f, Flg](—=€))e, (D.2)

dove il secondo passaggio e giustificato grazie al teorema di F ubiniﬁ
Siano f,g € L*(R"). Allora il teorema di Fubini dimostra che il prodotto
di convoluzione

(F+9)@) = [ f)ote—v)dy = [ - y)at)dy

conduce ad una funzione f * g € L'(R"™). Dal teorema di Fubini segue che

frg=gxf, (fxg)xh=fx(gxh),

dove f,g,h € L*(R™). Applicando la trasformazione z = x — y con y fissato si
ha

Ff xg)(¢ /(/f glz —y dy) ~i(0) gy
= [ ([ 1w 2g@e =0 ay) d: = PO £, D)

In altre parole, la trasformata di Fourier manda ’algebra L*(R™) dove la mol-
tiplicazione ¢ il prodotto di convoluzione, nell’algebra C'(R™) dove la moltipli-
cazione e il prodotto algebrico usuale.

Consideriamo ora la trasformata di Fourier su L*(R™).

Teorema D.2 (di Plancherel) Sia f € L*(R™) N L*(R™). Allora

@ / FIAE)P de = / (@) da. (D.4)

4Sia f(t,s) una funzione misurabile di due variabili. Supponiamo che almeno uno de-
gli integrali ripetuti [([ |f(¢,s)|ds)dt e [([|f(t,s)|dt)ds sia convergente. Allora si pud
scambiare 'ordine di integrazione: [([ f(t,s)ds)dt = [([ f(t,s)dt)ds.
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Inoltre, F' ammette un’estensione lineare ad L*(R™) che soddisfa la (D.4]) per
ogni f € L*(R™) ed ¢ un operatore invertibile su L*(R™).

Dimostrazione.  Prima diamo la dimostrazione per n = 1.
Sia f una funzione continua e regolare a tratti con supporto in (—m, 7).
Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f in x € [—m, 7]
(vedi [7], Teorema 2.5.2, Vol. 2):

flz) = % + Z (an cos(nz) + bysen (nx))

n=1

+Z ( bn zna:+ a"—;an —znx) Z Cn 7

n=—oo

dove ¢, = (1/27) [T f(z)e ™ dx = (2m) ' F[f](—n) e

™ 9 )
[ i@ =x <%+Z<|an12+|bn|2>)
—r n=1
o 1 oo
=21 ), el =5 >

n=—o0o n=-—00

Siccome ¢, e f] = (27) " F[f](n +t) per ogni n € Z,t € Re [f(z)]* =
le=®@t f(x)]?, risulta

/_Z|<>r2dx—/ /|f )| dudt
Z/|F fl(n+ ) dt = —/ (&) de.

Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(x) = ¢'/2f(cz)
ha supporto in (—m, 7). In tal caso

| i@pde= [ g

— o | IFa©Pds = [ IFA©Pa

Se f € L*(R)NL*(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari a tratti
con supporto compatto e troviamo la stessa relazione.
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L’equazione dimostra che F' puo essere estesa ad un operatore lineare
F da L*(R) in L*(R) che soddisfa (D.4). Infine, siccome F manda il sottospazio
denso L'(R) N L3(R) di L*(R) nel sottospazio denso C'(R) N L*(R) di L*(R) e
I'immagine di F' ¢ chiuso, F' & un operatore invertibile su L?(R).

La generalizzazione ad n € N segue applicando n trasformazioni di Fourier
unidimensionali in seguito. O

Corollario D.3 Sia f € L*(R™). Allora l’operatore inverso ha la forma

FUE) = G FUIE) = o [ f@ee9dn. ()

Dimostrazione.  Si ricordi che (-,-). € il prodotto scalare complesso in
L*(R™). Allora per f,g € L*(R™) N L*(R") segue
(F[f],9)e = (F[fl.9) = (f. F[g]) = (f, Flg](=&))es
e questa relazione si generalizza per f,g € L*(R™). Dalla (D.4) segue che
(f,9)e = @m) " (F[f], Flgl)e = (2m)7"(f, FIF[g])(=E))e,
dove f,g € L*(R™). Siccome f, g sono arbitrarie, ¢ valida la (D.5)). O

Dal Corollario si vede subito che (27r) ™2 F & un operatore lineare uni-
tario sullo spazio di Hilbert complesso L?*(R™). L’applicazione dell’operatore
lineare (27)~"/2F ad una funzione f € L?*(R™) non ne cambia la norma L2.

2 Funzioni Generalizzate di Crescita Lenta

Uno dei metodi piu efficaci di risoluzione dei problemi della fisica matematica
¢ il metodo delle trasformate di Fourier. Nel prossimo paragrafo sara esposta
la teoria della trasformata di Fourier per le cosidette funzioni generalizzate
di crescita lenta (distribuzioni rinvenute). Per questa ragione bisogna prima
studiare la classe delle funzioni generalizzate di crescita lenta.

Riportiamo nellinsieme delle funzioni fondamentali S = S(R") tutte le
funzioni della classe C*°(R™) decrescenti, per |z| — 400, con tutte le derivate
piu rapidamente di ogni potenza non negativa di 1/|z|. Definiamo la conver-
genza in S come segue: la successione delle funzioni ¢, s, - - -, da S converge
ad una funzione ¢ € S, cioe pp — @ per k — oo in S, se, per tutti i valori dei
moltiindiciﬂ a e 3, si ha

lim sup |2°D%pk(z) — 2°D*p(z)| = 0.

k—o0o gecRn

°Se x = (z1,-,2,) € R", a = (a1, ,a,) € NU{O}D)" e 8 = (b1, -+ ,0n) €
(Nu {0}, allora 2 = x’fl ceabn e D¥p(x) = D21 D22 - .- D2 p(z). Secondo il teorema di
Schwartz, l'ordine di derivazione parziale non importa. Inoltre, |a| = a1 + -+ + a,.
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Le operazioni di derivazione DPp(x) e di sostituzione lineare non singolare
di variabili p(Ay +b) (dove det A # 0) sono continue da S in S. Questo segue
direttamente dalla definizione di convergenza nello spazio S.

D’altro canto, la moltiplicazione per una funzione infinitamente derivabile
puo far uscire all’esterno dell’insieme S, per esempio el elel® = 1 ¢S.

Si dice funzione generalizzata di crescita lenta ogni funzionale lineare con-
tinuo sullo spazio S delle funzioni fondamentali. Denotiamo &' = S'(R")
I'insieme di tutte le funzioni generalizzate di crescita lenta. E evidente che S’
¢ un insieme lineare. Definiamo come debole la convergenza di una successione
di funzionali: una successione di funzioni generalizzate fi, fo, - - -, appartenenti
a &', converge ad una funzione generalizzata f € S’, cioe f, — f per k — oo in
S’ se, per qualunque ¢ € S siha (f, ) — (f, ) per k — oo. L’insieme lineare
S’ dotato di convergenza debole ¢ detto spazio S’ delle funzioni generalizzate
di crescita lenta.

Esempi di funzioni generalizzate di crescita lenta:

(a) Se f(z) & una funzione localmente sommabile di crescita lenta all’infinito,
cioe per un certo m > 0,

[ @I+ fa) ™ dn <+,

questa funzione definisce un funzionale regolare f appartenente a S in
conformita con la regola

Umﬂ—/f@wwma seS,

Ma non tutte le funzioni localmente sommabili definiscono una funzione
generalizzata di crescita lenta, per esempio, e* ¢ S’'(R). D’altro canto,
non tutte le funzioni localmente sommabili appartenenti a S’ sono di

crescita lenta. Per esempio, la funzione (cose®)’ = —e®sene” non ¢ di
crescita lenta, eppure definisce una funzione generalizzata da S’ mediante
la formula

((cose™) @) = — / (cos €®) ' () dx, pesS.
(b) La funzione Delta di Dirac ¢ il funzionale lineare

Ff0),  fes

(c) La derivata D*§ della funzione Delta di Dirac appartiene a S’. Infatti,
il terzo membro dell’'uguaglianza

(D%, ¢) = (=1)1"(8, D) = (~1)*![D*](0)

¢ un funzionale lineare continuo su S.
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(d) Se f € &', allora ogni derivata D*f € §’. Infatti, visto che 1'ope-
razione di derivazione D%p ¢ continua da S in S, il secondo membro
dell’'uguaglianza

(Dafagp): <_1)|a‘(f7Da¢)7 90687
¢ un funzionale lineare continuo su S.

(e) Sia n = 1. Allora la funzione di Heaviside H, H(x) = 1 per . > 0 e
H(z) =0 per x < 0, induce il funzionale lineare

fﬂ/ fx)ds, feS.
0
In tal caso, per f € &’ e p € S risulta
(H\9) = ~(Ho) =~ [ ¢(a)do =0(0) = (5.9)
0

Di conseguenza, H' = § in §'.

3 Trasformata di Fourier in &’

La proprieta rimarchevole della classe delle funzioni generalizzate di crescita
lenta consiste nel fatto che 'operazione di trasformazione di Fourier non porta
fuori dai limiti di questa classe.

Visto che le funzioni fondamentali appartenenti a S sono sommabili in R,
su queste funzioni e definita ’operazione F' di trasformazione di Fourier

Flol(€) = / p(r)e ™ dr,  peS.

In questo caso la funzione F[p|(§) la quale rappresenta la trasformata di Fou-
rier della funzione ¢, ¢ limitata e continua in R™. La funzione fondamen-
tale ¢ decresce all’infinito piu rapidamente di qualunque potenza positiva di
1/]z| e percio la sua trasformata di Fourier puo essere derivata sotto il segno
d’integrale un numero di volte arbitrario:

DFlel(§) = /(—ix)“w(ﬂf)e_i“’x) dx = Fl(=iz)*¢](£), (D.6)

da cui segue che Flp] € C°(R™). Inoltre, possiede le stesse proprieta ogni
derivata D%y e quindi

IO = [ (D) e do = (-1 [ ()0 (5 da
= (=DV(=i&)" Fle (&) = (i)" Fl¢](€). (D.7)
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Infine, dalle formule e (D.7)) si ottiene
P DF[p)(€) = E°F[(—iz)*¢)(§) = (=) M IF[DP (2))(€). (D.8)

Dall’'uguaglianza segue che per tutti gli o, 8 i valori di €8 D*F|i](€)
sono uniformemente limitati rispetto a £ € R™:

D Fl) < [ 1D do. D9)

Cio vuol dire che Fp] € S. Dunque, la trasformata di Fourier trasforma lo
spazio § in se stesso.

Visto che la trasformata di Fourier F[p] di una funzione ¢ appartenente a
S ¢ una funzione sommabile e continuamente derivabile su R", allora, siccome
¢ € L*(R"), la funzione ¢ ¢ espressa in termini della sua trasformata di Fourier
F¢] mediante Poperazione di trasformazione inversa di Fourier F~!:

o= F[Flel] = FIF (o], (D.10)
dove
P = e [ 906 d = Il
[ ge = L 9|
gy [ PO e = G Flu(-6)@). (D)

Dalle formule (D.10) e (D.11)) deriva che ogni funzione ¢ appartenente a S
¢ la trasformata di Fourier della funzione v = F~![¢] appartenente a S, con
¢ = F[Y], e se Fp] =0, anche ¢ = 0f] Cid vuol dire che la trasformazione di
Fourier F' trasforma & in S ed inoltre in modo univoco.

Lemma D.4 La trasformazione di Fourier F é continua da S in' S.

Dimostrazione.  Supponiamo che ¢ — 0 per & — 400 in §. Allora,
applicando la alle funzioni y, si ottiene per tutti gli v e 3

€D Flpl(©)] < [ 1D da
B .« n+1 L
< sup D]+ lal* [

da cui segue che
lim sup 7D Flp](€)] =0,

k—o0 £€Rn

cio¢ Flpr] — 0 per k — oo in S. Il lemma & dimostrato. O

6Se f € LY(R™) e F[f] = 0, allora f = 0 quasi ovunque. Per mancanza di una descrizione
della classe delle trasformate di Fourier delle funzioni in L'(R"™), questa proprietd non si
dimostra tanto facilmente.
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La trasformazione inversa di Fourier F'~! possiede proprieta analoghe.
Assumiamo 'uguaglianza (D.1)) come definizione di trasformata di Fourier
F[f] di qualunque funzione generalizzata di crescita lenta f:

(Flfl.0) = (/. Flel),  [feS, peS. (D.12)

Verifichiamo che il secondo membro di quest’uguaglianza definisce un fun-
zionale lineare continuo su S, cioe che F[f] € &'. Infatti, visto che Flp] € S
per tutte le ¢ € S, ¢ — (f, Flp]) € un funzionale (evidentemente, lineare)
su §. Supponiamo che ¢, — 0 per & — oo in §. Per la Proposizione
Flpg] — 0 per k — oo in S e quindi, in virtu del fatto che f appartiene a &',
si ha (f, Flex]) — 0 per k — oo, di modo che il funzionale ¢ — (f, F[p]) &
continuo su §. Dunque, 'operazione di trasformazione di Fourier F' porta lo
spazio &’ in §'.

Inoltre, F' & un’operazione lineare e continua da S’ in §’. La linearita di
F' ¢ evidente. Dimostriamo la sua continuita. Supponiamo che f, — 0 per
k — oo in §&’. In questo caso, in base alla , si ottiene per tutte le p € S

(Flfel, ) = (fr, Fle]) = 0,  k— oo,

Cio significa che F[fy] — 0 per k — oo in &', cioe I'operazione F' & continua
da & in §'.

Introduciamo in &" ancora un’operazione di trasformazione di Fourier che
denotiamo con F~1:

1

Ff] = WF[f(_x)]’ fes. (D.13)

Dimostriamo che 'operazione F~! & un’operazione inversa di F, cioe
FUF(fI=f,  FIF[fll=f  feS. (D.14)

Infatti, dalle (D.10)-(D.13]) per tutte le ¢ € S, si ottengono le uguaglianze

(PP S) = G (PIFUIEL9) =

(%)n(F[f], Flel(=€)) = (FLf], F'[e]) = (£, FIF~[e]])
= (f,9) = (fFFl]) = (F7'f], Fle]) = (FIF'[f]], 0),

dove abbiamo utilizzato le corrispondenti proprieta in § al sesto ed al settimo

passaggioﬂ Ora seguono le formule (D.14]).
Si noti che S C L2(R™).

(FLA(=6), Flel)
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Dalle formule deriva che ogni funzione generalizzata f appartenente
a &' ¢ la trasformata di Fourier della funzione generalizzata g = F~![f] ap-
partenente a &', con f = Fg|, e se F[f] = 0, si ha anche f = 0. Abbiamo,
quindi, dimostrato che le trasformazioni di Fourier F' e F~! trasformano &’ in
S’ in modo biunivoco e continuo.

Supponiamo che f = f(z,y) € S'(R"") dove x € R" ed y € R™. Introdu-
ciamo la trasformata di Fourier F,[f] rispetto alle variabili z = (x1, z9, - - , z,),
ponendo per qualunque ¢ = p(z,y) € S(R"™)

(F:[f1, ¢) = (f, Felgl)- (D.15)

Come nella Proposizione [D.] si stabilisce che

Felel(z,y) = / (€, y)e 6 de € SR™™)

e 'operazione F¢[p] & continua da S(R™*") in S(R"*™), di modo che la formula
(D.15) definisce realmente una funzione generalizzata F,[f](£,y) appartenente
a S'(R™™).

Esempio. Dimostriamo che
Fl6(z — x0)] = e7¥&0), (D.16)
Infatti,

(F[0(z — x0)], 0) = (0(z — x0), Fle]) = Fle](wo)
= / p(e 0 de = (70 ), peS.

Ponendo nella (D.16]) zo = 0, si ottiene

Flo] =1, (D.17)
da cui
EETOPR
d=F""[1] = (277)”F[1]’
di modo che
F[1] = (2m)"(§). (D.18)



3.1
(2)

Proprieta della trasformazione di Fourier
Derivazione della trasformata di Fourier. Se f € &', si ha
D*FIf] = Fl(~iz)"f]. (D.19)
Infatti, utilizzando la , si ottiene per tutte le ¢ € S
(DF(f], ) = (—1)e(F[f], D) = (—1)°I(f, F[D*g])
= (=DII(f, (i) Flg)) = ((—ix)* f, Fl]) = (F[(=iz)* f], 0),

da cui segue la formula (D.19)).

In particolare, ponendo nella (D.19) f = 1 ed utilizzando la formula
(D.18]), abbiamo

Fla®)(§) = i*'DF[1](€) = (2m)" I D*5(¢). (D-20)

Trasformata di Fourier della derivata. Se f € &', si ha
FD"f] = (i&)"F[f]. (D.21)
Infatti, utilizzando la formula , si ottiene per tutte le ¢ € S
(FID"fl,0) = (D°f, Flp]) = (=1)PI(f, D F[¢])
= (=DVI(f FI(=i&)¢)) = (=D)PI(F[f], (=i€) 9) = (1) FLf], ),
da cui segue la formula .

Trasformata di Fourier di una traslazione. Se f € §’, si ha
F[f(x = @0)] = e F[f]. (D.22)
Infatti, abbiamo per tutte le p € §

(F[f(z = m0)], ) = (f(z — x0), Fl]) = (f, Fll(z + o))
= (f, Flpe™ @) = (F[f], e ) = (7O F[f], ),

da cui segue la formula (D.22)).

Traslazione della trasformata di Fourier. Se f € &', si ha

FIf](€ + &) = F[e&) £1(€). (D.23)
Infatti, utilizzando la formula (D.22), si ottiene per tutte le ¢ € S

(FLUE A+ &), 0) = (FLf] (€ = &) = (f, Fleo(€ = &)))
= (f, @D F[g]) = (€D f, Flg]) = (F[e" D f], ),

da cui segue la formula (D.23)).
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(e) Trasformata di Fourier di similitudine (con riflessione). Se f €
S’ per tutti i valori reali di ¢ # 0 si ha

Flf(ca)l() = ~FLf (ﬁ) , (D.24)

] ¢

poiche per tutte le o € S abbiamo
)= (o). Fle) = o= (17161 (£))

,/90( ): [ elegren) g = (5. Flote)
) )

(F[f(ca)],
:#(f
:(F[f],sO(CS))Z ( (

o v
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Appendice E

INTEGRAZIONE SECONDO
LEBESGUE

L’integrale di Riemann non basta per studiare la fisica matematica, grazie alle
sua pessime proprieta di convergenza. D’altra parte, l'integrale di Lebesgue
copre tutte le applicazioni di fisica matematica ma non e facile da introdurre in
poco tempo. Fortunatamente lo studio degli insiemi di Borel e delle funzioni
misurabili secondo Borel ci permette a generalizzare il concetto di integrale
abbastanza ma a farlo in tempi ragionevoli.

1 Insiemi di Borel

Un sottoinsieme di R™ e detto insieme di Borel se appartiene alla famiglia
di sottoinsiemi di R™ piu piccola ottenuta dagli insiemi aperti applicando le
seguenti operazioni: 1) unione finita o numerabile, 2) intersezione finita o
numerabile, e 3) complementazione [cio¢ Uoperazione B — R™\ B]. E chiaro
che tutti i sottoinsiemi aperti e chiusi di R" sono di Borel. Per n = 1 gli
intervalli [a,b) = N2, (a — £,b) e (a,b] = N2, (a,b+ +) sono di Borel.

Siano a,b € R", dove a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,), a1 < by, ...,
a, < b,. Allora

m([a,b)) = (by —ay) ... (b, — ayn)

e la misura del pluriintervallo [a,b). Per un’unione finita o numerabile E di
pluriintervalli due a due disgiunti si definisce la sua misura m(E) come la
somma delle misure dei pluriintervalli, possibilmente con m(E) = +oo. Allora
m([a,00)) = 400, dove [a,+00) = {x € R" : 21 > ay,...,T, > a,}. Siccome
tutte le palle B.(a) = {z € R" : ||z — al|2 < €} sono unioni numerabili due
a due disgiunti di pluriintervalli, anche la misura di B.(a) si puo calcolare.
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Osservando ora che tutti gli aperti sono unioni finite o numerabili di palle, si
puo estendere la misura a qualsiasi sottoinsieme aperto di R".

Sia ¥ la cosiddetta o-algebra degli insiemi di Borel in R”, dove o-algebra
vuol dire una famiglia di sottoinsiemi chiusa rispetta all’'unione finita e nume-
rabile, all’intersezione finita e numerabile e alla complementazione che contiene
I'insieme vuoto e R™ stesso, insieme con la misura di Borel. Questa misura ha
le seguenti proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi di Borel due a due
disgiunti, allora Uj2, B,, ¢ un insieme di Borel e

m (fj Bn> = f: m(B,).

n=1 n=1

Di conseguenza, se {C,}22, ¢ una successione crescente di insiemi di Borel,

allora
m <U C’n> = lim m(C,).
n=1

Purtroppo la o-algebra degli insiemi di Borel ha la proprieta che non tutti
i sottoinsiemi degli insiemi di Borel di misura zero sono di Borel. Per questo
motivo la o-algebra di Borel viene estesa a quella di Lebesgue: Un sottoinsieme

A di R” si dice misurabile (secondo Lebesgue) se esiste un insieme di Borel B

tale che la cosiddetta differenza simmetrica AAB & (A\B)U(B\A) ¢un

sottoinsieme di un insieme di Borel di misura zero. In tal caso si definisce
come la misura m(A) quella dell'insieme di Borel B. Si puo dimostrare che gli
insiemi misurabili secondo Lebesgue costituiscono una o-algebra con le seguenti
proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili due a due
disgiunti, allora UJ?; B,, € un insieme misurabile e

() S

n=1 n=1

Di conseguenza, se {C,,}°°, & una successione crescente di insiemi misurabili,

allora
m <U Cn> = lim m(C,).
n=1
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E molto difficile individuare un sottoinsieme di R che non ¢ misurabile.
Dall’assioma di scelta segue la sua esistenzaﬂ Purtroppo esistono altri as-
siomi della teoria degli insiemi che conducono ad una situazione in cui ogni
sottoinsieme di R™ ¢ misurabile.

2 Integrale di Lebesgue

Si dice funzione semplice una funzione complessa ¢ definita in R™ che ha
soltanto un numero finito di valori e per cui tutti gli insiemi {z € R" : p(z) =
¢} sono misurabili di misura finita. Essendo Aq,...,\,, i valori diversi della
funzione semplici ¢, si ha

“ N, x€FE;
plr) =D Aixe, =4 "\ U

dove Ei, ..., E,, sono insiemi misurabili di misura finita disgiunti due a due e
X € la funzione caratteristica di E (cioe, yg(z) =1se x € E, e xyg(z) =0 se
x ¢ E). Come integrale di Lebesgue si definisce

/gp(x) dr & Z Am(E;).

Una funzione f : R"” — C si dice misurable se per ogni insieme di Borel £
in C I'immagine inversa

fUE)={zeR": f(z) € B}

e misurabile. In particolare, le funzioni continue f : R” — C sono misurabili.
Le funzioni misurabili hanno le seguenti proprieta:

1. Se f,g: R" — C sono misurabili, allora f + g e f — g sono misurabili.

2. Se f:R™ — C e misurabile e A € C, allora Af ¢ misurabile.

Dim: La relazione # ~ y <= x —y € Q & una relazione di equivalenza in [0, 1)
che suddivide [0,1) in classi di equivalenza. Applicando I’Assioma di Scelta, sia E un

sottoinsieme di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza.
def

Allora, per ogni ¢ € [0,1)NQ, E, = [(¢+E)N[0,1)]U[(¢—1+ E)N[0,1)] & un sottoinsieme
di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza. Se E fosse
misurable, lo sarebbe anche E, per ogni ¢ € [0,1) N Q. In tal caso la misura di E, non
dipenderebbe da ¢, mentre Uge(o,1yng Eq = [0,1). Quindi sia l'ipotesi m(£) = 0 che quella
m(E) > 0 condurebbe alla contraddizione che m([0,1)) € {0, +oc0}. Di conseguenza, F non
puo essere misurabile.
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3. Se f,g: R™ — C sono misurabili, allora fg ¢ misurabile.

4. 5e f : R* — Ce g : C — C sono misurabili, allora il prodotto di
composizione g o f : R — C & misurabile.

5. Se f,g : R" — R sono misurabili, allora max(f,g), min(f,g), |f| =
max(f, —f), f+ = max(f,0) e f- = max(—f,0) sono misurabili.

6. Se fi, fa,... sono misurabili e f = lim,,_o f,, allora f e misurabile.

Definiamo ora l'integrale di Lebesgue per le funzioni misurabili non ne-
gative. Sia f : R"™ — R misurabile e non negativa. Allora esiste una suc-
cessione crescente di funzioni semplici non negative {f,}22, tali che f(x) =
lim, o fn(z) per ogni z € R”™ (tranne in un sottoinsieme d1 misura zero). In
tal caso la successione degli integrali di Lebesgue [ f,(z)dx ¢ crescente e il
suo limite (che potrebbe essere uguale a +00) si deﬁnlsce come l'integrale di
Lebesgue della f:

/f(a:) dr = lim fn(z) dzx

n—oo

Nel seguente teorema i valori degli integrali possono essere uguali a +oc0.

Teorema E.1 (Beppo-Levi) Sia {f,}>2, una successione crescente di fun-
zioni misurabili non negative. Sia f(x) =lim, o fn(x) per z € R™. Allora

lim [ f.(2) dmz/f(x) dx

n—oo

Passiamo ora all’integrazione delle funzioni a valori reali. Sia f : R® — R
misurabile. Poniamo fi = max(£f,0). Allora fy : R” — R" sono misurabili

e non negative e f, — f_ = f. Poniamo ora
[ s
[ fi(z)de — [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdx =+ooe [ f_(x)dx < +oo,
B se [ fi(z)de <+ooe [ f_(x)dr=+o0,
non esistente se [ fi(z)de = [ f_(z)dz = +o0.
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Inoltre,

5@l

[ fe(x)de+ [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Ydz =+oc e [ f_(z)dr < +oo,
)+ se [ fi(x d:c<—|—ooeff )dx = 400,
non definito se [ fi(z)de = [ f_(z)dz = +oc.

Una funzione misurabile f : R" — R si dice sommabile se ambedue gli integrali
[ f+(z)dz sono finiti.

Per definire gli integrali delle funzioni misurabili f : R® — C, si osservi
prima che Ref : R — R e Im f : R* — R sono misurabili. In tal caso, se
sono definiti ambedue gli integrali [ Re f(z)dz e [Im f(x)dz, allora

/f( d:cd—ef/Ref(x)d:chi/Imf(:c)d:c

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice sommabile se e finito l'integrale
della funzione |f| = \/(Re f)2 + (Im f)2.

L’integrale di Lebesgue ha le seguenti proprieta:

S (f (@) £ g(2)) de = ff(fc) dr + [ g(x) dx

Jef(x)yde=c | f(x)

NS F@)de] < [1f (@) de.

Se {x € R": f(x) # g(x)} ha misura zero, allora [ f(z)dz = [ g(x)dx

L’ultima proprieta ¢ di estrema importanza per capire l'integrale di Lebesgue:
Il suo valore non si cambia se la funzione viene modificata su un insieme di
misura zero. Due funzione f, g come nella proprieta 4 si dicono quasi uguali.
Oppure: Si dice che f(x) = g(z) quasi ovunque.

Infine, se E e un sottoinsieme misurabile di R", una funzione f : £ — C si
dice misurabile se la sua estensione f : R™ — C definita da

= Jfl@), ze€k,
f@_{o, r€R\ E,

=~ W N

¢ misurabile. In tal caso

/E flayde ™ [ Fope(s) do

dove xg(z) =1perxz € E e xp(xr) =0 per z € R"\ E.
Discutiamo ora il seguente esempio illustrativo.
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Esempio E.2 Sia f: Rt — R definita da

sin(z)
, x>0,

fle) =9 =
1, z =0.

Allora la f e continua per x > 0 e quindi misurabile. Vale l'integrale di
Riemann generalizzata

o0 1 N .
/ _sm(x) de ¥ lim / sin(z) do = =
0 x N—+oo [ x 2

Purtroppo questo integrale non e un integrale di Lebesgue. Infatti,

Q.

sin(z)
, 2n—1)mr <x < (2n—1)m,
fulg) =4 o A Umsesinmd
0, altrove;
sin(z)
— , 2n—1)mr <z < 2nm,
f-(x) = x ( )
0, altrove,
dove n =1,2,3,.... Osservando che
(2n—1)m 2nm
/ sin(z) dx = —/ sin(z) dx =1,
2(n—1)m (2n—-1)m

si vede facilmente che

[ @
/ fo(2)de

Quindi [ f(z)dz non esiste nel senso di Lebesgue.

Z 2n—1 = oo,

Ly
— = +4o00.
2

| \/

I ME% I

3 Alcuni Teoremi Importanti
Il seguente risultato riguarda lo scambio tra limite e integrazione.

Teorema E.3 (della convergenza dominata, di Lebesgue) Sia {f,}32,
una successione di funzioni misurabili tali che

a. lim, .o fo(x) = f(x) per quasi ogni x,
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b. per n = 1,2,3,... si ha |fo(x)| < g(x) per quasi ogni x, dove g é
sommabile.

Allora

n—oo

lim [ f.(z)dx = /f(x) dx.
La seconda condizione € assolutamente necessaria.

Esempio E.4 Sia ¢ : R — R una funzione continua e non negativa tale che

m1—1>rziloo o(z) =0, /_Z o(z)dx = 1.

Ponendo f,(x) = ¢(x — n), si vede facilmente che

lim folz)dz =1, / lim f,(x) dz=0.
————

n—oo n—oo

sempre uguale ad 1 uguale a 0 g.o.

Dunque non é consentita I'applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Esempio E.5 Sia ¢ : R — R una funzione continua e non negativa tale che

r—+o00

»(0) > 0, lim x¢(z) =0, /_OO o(x)dr = 1.

Ponendo f,(z) = n¢(nzx), si vede subito che f,(z) — 0 per x # 0 e f,(0) —
+00. Quindi

lim /fn(:v) de =1, / lim f,(z) dx=0.
n—oo n—oo
——— N——
sempre uguale ad 1 uguale a 0 q.o.

Dunque non ¢ consentita 1’applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Il Teorema della Convergenza Dominata e fondamentale e ha molti corollari
di importanza. Per esempio, sia f(-,&) : R” x @ — C una funzione somma-
bile che depende in modo continuo dal parametro { € Q. Allora [ f(x,§) dx
depende in modo continuo da £ € () se esiste una funzione sommabile
g : R" — C tale che |f(z,&)| < g(z) per quasi ogni x € R™ e ogni £ € Q. In-
fatti, scegliendo n € €2, basterebbe considerare una successione in {7, }7°; in
convergente ad 7 e la successione di funzioni f,(z) = f(z,n,) pern =1,2,3,...
per dimostrare il corollario.

L’ultimo risultato riguarda il cambio dell’ordine di integrazione.
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Teorema E.6 (Fubini) Sia f : R"™™ — C, scritta come funzione di z =

(x,y) con z € R", y € R™ e z € R"™™™ misurabile e non negativa, oppure
sommabile. Allora

/Rner f(2)dz = /n ( - f(x,y) dy) dr = /m ( s f(x,y) dm) dy. (E.1)

In particolare, la (D.1)) vale nei sequenti casi:

1. almeno uno degli integrali [ [ |f(z,y)|dydz e [ [|f(x,y)|dxdy é finito.

2. La f € non negativa quasi ovunque.
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Appendice F
FUNZIONI ANALITICHE

Nel presente corso faremo uso di alcune proprieta (da discutere in questo
paragrafo) delle funzioni analitiche.

Sia f : G — C, dove G ¢ un aperto in C. Allora f si dice analitica se
¢ derivabile rispetto alla variabile complessa z € G e la sua derivata f’ ¢
continua. In altre parole, per ogni w € G esiste un numero complesso f'(w)
tale che

f(z2) = f(w) + (z —w) [f'(w) + e(2)],

dove |e(2)] — 0 se |z — w| — 0 per z € Gj inoltre, la funzione f' : G —
C ¢ continua. Una funzione analitica ¢ continua. Inoltre valgono le regole
per 'analiticita della somma, del prodotto e della composta di due funzioni
analitiche analoghe quelle che valgono per le funzioni derivabili in una variabile
reale.

Sia f : G — C una funzione definita su un aperto GG in C che e rappre-
sentabile come la somma di una serie di potenze avente raggio di convergenza
positiva in ogni punto w € G. Cioe, per ogni w € G esistono coefficienti
{an(w)}22, ed un numero positivo R(w) tali che

f(2) =) a,(w)(z—w)", |z —w|< R(w). (F.1)
n=0
In tal caso f e analitica indefinitamente derivabile:
) (z) = Z (n+k)(n+k—1)---(n+1)apk(w)(z—w)", |z —w| < R(20),
n=0

mentre a,(w) = f™(w)/(n!). D’altra parte, una funzione analitica f : G — C
si puo scrivere nella forma (F.1)) per un opportuno R(w) > 0 per ogni w € G.
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Sia f : G — C una funzione analitica su un aperto G in C. All’aperto
G C C facciamo corrispondere un aperto G C R? tale che (z,y) € G se e solo
se  + iy € G. Ora definiamo u,v : G — R dalla formula

fle+iy) = u(z,y) +iv(zy), (r,y) €G.

Allora u,v : G — R sono differenziabili (nel senso del corso di Analisi Mate-
matica IIT), esiste un numero infinito di derivate parziali successive di u e v
rispetto ad z ed y, e valgono le cosiddette equazion: di C’auchy—RiemanrH

ou Ov ou ov
% — a_y, a_y — _%. (F.2)

In tal caso, abbiamo

*u  0%u 0%v 0% 0%v 0% 0%u 0%u

Ox? + Oy? B 0xdy  Oyox =0, Ox? + o2 Oxdy * OyOx B

0. (F.3)

Usando 'uguaglianza (simbolica) (u+)(dz +idy) = (vdx —v dy) +i(vdx +
udy), si vede facilmente (dalla (F.2])) che le forme differenziali udx — vdy e
vdx + udy sono ambedue chiuse. Quindi, se G (oppure @) & semplicemente
connesso, queste due forme differenziali sono esatte. Di conseguenza, se G ¢
semplicemente connesso e y € una curva chiusa e rettificabile (cioe, di lunghezza
ben definita e finita) in G, allora

/(ud:c—vdy):O, /(vd:c—irudy):O,
¥ ¥
dove ¥ = {(x,y) € R*: x + iy € v}. Cid implica che

/f(z)dz:/(udx—vdy)+i/(vda:+udy):O. (F.4)
v vy Y

L’affermazione si chiama il Teorema di Cauchy. E il risultato piu impor-
tante della teoria delle funzioni analitiche. Osserviamo che purtroppo il ragio-
namento seguito non ¢ una dimostrazione esaustiva e quindi completamente
rigorosa.

Enunciamo adesso due altri importanti teoremi (collegati al precedente).
Teorema F.1 Sia {f,}32, una successione di funzioni analitiche sull’aperto

G che converga ad una funzione f : G — C uniformemente in z € K per un
qualunque compatto K in G. Allora f é analitica.

ISe si specifica il valore della f nel punto a € G, allora f(z) = 2u(3[z + @], &[> —a]) —
f(a) =2iv(i[z+14d], 5[z —a]) + f(a) per z € G. Vedi [16].
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Teorema F.2 Sia {f,}>°, una successione di funzioni analitiche sull’aperto
G tale che la serie di funzioni

> fal2)

converga uniformemente in z € K per un qualunque compatto K in G. Allora
la sua somma rappresenta una funione analitica su G.

Discutiamo due risultati semplici ed importanti per le funzioni analitiche.

Teorema F.3 Siano f,g: G — C due funzioni analitiche sull’aperto connesso
G tali che f(z) = g(z) per ogni z € E, dove E ¢é un sottoinsieme di G con
almeno un punto di accumulazione all’interno di G. Allora f(z) = g(z) per
ogni z € G.

In particolare, applicando il Teorema per g(z) = 0, si vede facilmente
che una funzione analitica f # 0 ha un numero finito di zeri oppure i suoi zeri
si accumulano sulla frontiera di G.

Adesso enunciamo il fondamentale Teorema di Liouville.

Teorema F.4 Sia f : C — C una funzione analitica definita sull’intero piano
complesso. Allora f e non limitata oppure costante.

La dimostrazione ¢ abbastanza facile. Di seguito ne diamo lo schema qui.
Sia f : C — C una funzione analitica e sia C’R il cerchio di centro 0 e raggio R
in C con orientamento positivo. Allora (2mi)~! [ Cr Lldz=1perweC

con |w| < R (lo si controlli!) implica] che

1 fE

= d R.
fw) 2 Jo, 2 —w = ] <

Cio comporta [perché?] che

f’(w):i./c (f(—z)de, w| < R.

27i z—w)

Di conseguenza, se |f(z)] < M per z € C, risulterebbe

, 1 M
< .

2Si scriva f(2) = f(w) + [f(2) — f(w)] e si osservi che [f(z) — f(w)]/(z — w) & analitica
in z € C. Poi si applichi il Teorema di Cauchy.
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e quindi f'(w) = 0. Siccome w € C e arbitrario, f deve essere una funzione
costante. Come corollario si afferma che una funzione analitica f : C — C con
limite zero per |z| — +oo deve annularsi in ogni z € C.

Definiamo ora le funzioni meromorfe e discutiamo le loro singolarita. In
primo luogo una funzione analitica f : G — C con f # 0 ha un numero
finito o un’infinitd numerabile di zeri. Un numero complesso zy si dice zero

di ordine m per f se f(z) = (2 — 29)"g(z) per ¢ : G — C una funzione
analitica e g(zo) # 0. In altri termini, 2o ¢ uno zero di ordine m se e solo se
f(z) = f'(20) == f™ V(2) =0e f™(z) # 0. Se G & un aperto in C,

w € G e f ¢ analitica su G \ {w}, il punto w si dice polo di ordine m se esiste
una funzione analitica g : G — C con g(w) # 0 tale che f(z) = g(z)/(z —w)™
per z € G\ {w}.

Sia G un aperto in C. Una funzione f si dice meromorfa su G se esiste un
sottoinsieme finito oppure numerabile £ di G senza punti di accumulazione

all'interno di G tale che f sia analitica in G\ E ed ogni punto di £ sia un polo
della f.

Teorema F.5 (Principio dell’argomento) Sia f una funzione meromorfa
nell’aperto G. Sia v una curva chiusa, semplice e rettificabile in G che non
passa per i poli e per gli zeri di f, con un orientamento tale che il sottodominio
Q di G racchiuso da vy si trova alla sinistra di v. Allora

L[] .
Q—M/7 o dz=> " N(z)—Y_ P(p)),

k=1 j=1

dove z1, -+ , 2z, sono gli zeri in Q, pi, -+, Pm Sono i poli in Q, N(zx) & l'ordine
dello zero z, e P(p;) é Uordine del polo p;.

Dimostrazione. Posta

HZ=1 (2 — Zk)N(Zk)
[T, (=~ py)Po

f(z) = g(2)

dove g(z) ¢ una funzione meromorfa in G' che non ha zeri ne poli in , si ha

f'(2) = Nz <= Ply) | 9
f(z)_zz—zk ;z—pj_l_ ’

= 9(2)

dove ¢'(z)/g(z) € continua in Q U~ e analitica in €. Il teorema segue quindi
dal Teorema di Cauchy. O
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Corollario F.6 (Teorema di Rouché) Siano f,g funzioni meromorfe nel-
laperto G. Sia v una curva chiusa, semplice e rettificabile in G che non passa
per 1 poli e per gli zeri di f e g, con un orientamento tale che il sottodominio
Q di G racchiuso da vy si trova alla sinistra di y. Se

1f(2) —g(2) <lg(2)],  zen, (F.5)

allora
Zy—Pr=27,— P,

dove Zy e Py sono il numero degli zeri e dei poli della f in Q e Z,; e Py sono
il numero degli zeri e dei poli della g in Q.

Dimostrazione.  L’ipotesi (F.5)) implica che f/g manda + nella palla {w €
C: Jw—1| < 1}. In questa palla si puo definire log(w) come funzione analitica

tale che log(w) — 0 se w — 1. In tal caso, (log(f/g9)) = (f/9)'/(f/g9) =
(f'/f)—(¢'/g). Quindi, utilizzando il Teorema di Cauchy e il Teorema [F.5] si

ha
(PO O g py
2 ), (f(z) 9(2) ) dz=(Zy — Py) — (Z, — F).

O

Usando il Teorema di Rouché si trova facilmente una dimostrazione del
Teorema Fondamentale dell’Algebra. Sia p(z) = 2" + a;2" ' + -+ + a, un
polinomio complesso di grado n e con coefficiente principale 1. Applichiamo
il Teorema di Rouché per f(z) = p(z) e g(z) = 2". Siccome esiste R > 0 tale

che

f(2)
9(2)
si puo applicare il Teorema di Rouché per y = {z € C: |z| = R} e Q ={z €
C: |z| < R}. Abbiamo Z, =n e Py = P, = 0. Quindi Z; = n; di conseguenza
p(z) ha n zeri nel dominio Q = {z € C: |z| < R}.

Un’altra dimostrazione si basa sul Teorema di Liouville. Se p(z) ¢ un
polinomio in z di grado n € N senza zeri complessi, la funzione f(z) = 1/p(2)
sarebbe una funzione analitica in tutto il piano complesso tale che f(z) — 0
se |z| — oco. Cio implica che f(z) = 0 per ogni z € C. Contraddizione. Di
conseguenza, p(z) ha almeno uno zero complesso.

Qp

-1 :‘14_%4_...4_
z z

<1, |z| = R,
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Appendice G

APPROSSIMAZIONE DA
POLINOMI

In quest’appendice dimostriamo il famoso teorema di Weierstrass sull’appros-
simazione delle funzioni continue da polinomi. Noi seguiamo il testo di Walter
Rudin [12, Teorema 8.24]. La dimostrazione fornita nell’appendice si deve a
Bernstein.

Teorema G.1 [Weierstrass| Se f é una funzione complessa, continua in [a,b],
allora esiste una successione di polinom: P, tale che

lim P,(x) = f(x)
uniformemente in x € [a,b]. Se f ¢ reale, si possono prendere i P, reali.

Dimostrazione.  Senza perdere la generalita supponiamo che [a, b] = [0, 1].
Inoltre supponiamo che f(0) = f(1) = 0. Perche, se il teorema ¢ dimostrato
in questo caso, si consideri

g9(x) = f(z) = f(0) —x[f(1) = f(O)], O<z<l

Allora g(0) = g(1) = 0 e, se g puo essere ottenuto come limite di una succes-
sione uniformemente convergente di polinomi, € chiaro che lo stesso vale per
f, visto che f — g & un polinomio.

Inoltre, per definizione, poniamo f(z) uguale a zero per x fuori da [0, 1].
Allora f e uniformemente continua su tutta la retta reale.

Poniamo

Qn(7) = cp(1 — 2%)", n €N,

dove ¢, e scelto in modo tale che
1
/ Qn(z)dr =1, n € N. (G.1)
-1
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Abbiamo bisogno di alcune informazioni sull’ordine di grandezza dei ¢,. Dal
momento che

1 1 1/yvn
/ (1—x2)”dx:2/ (1—x2)"dx22/ (1—2*)"dx

1 0 0
1/vn ) 4 1
> 2 1— de = —= > —
22wt O
dalla (G.1)) segue che
Cn < /1. (G.2)
Si puo facilmente dimostrare la disuguaglianza (1—x2)" > 1—nx? che abbiamo
usato primaﬂ

Per ogni § > 0, la (G.2)) implica
Qu(z) < V(16" d<|a| <L, (G.3)

e quindi @,, — 0 uniformemente in ¢ < |z| < 1.
Sia ora

Py(z) = /_11 Fl+HQut)dt,  0<z<1.

Le ipotesi su f ci permettono a dimostrare, con un semplice cambio di variabile,
che

Po(x) = /  fe 0Qu( di = / F(OQu(t — ) dt.

€T
e l'ultimo integrale ¢ chiaramente un polinomio in z. Percio la {P,} & una
successione di polinomi che sono reali se f e reale.
Dato € > 0, scegliamo § > 0 tale che per |y — x| < J si ha
€

) - f(@)] < 5
Sia M = sup |f(x)|. Servendoci dalla (G.1)), della (G.3) e della relazione
Qn(z) > 0, vediamo che, per 0 < x < 1,

1

|Po(z) — f(2)]= ‘/Jf(l’ +1) — f(2)]@n(t) dt' < | f(@+1t) = f(2)|@n(t) dt

~1
-0 c 1) 1

< 2M/_1 On(t) dt+§/_5Qn(t) dt+2M/5 Qn(t) dt

§4M\/ﬁ(1—52)“+§ <c

per n abbastanza grande; il che conclude la dimostrazione del teorema. O

1E un corollario della disuguaglianza di Bernouilli.
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