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L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
1
cos(k;L):0<:>kL:<n—§)7r, n=123,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — $)7/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
cos((n — $)mz/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = (@) : on(T) = \/% oS (%) : (L.21)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

e. Condizioni periodiche. Le soluzioni non banali sono quelle periodi-
che. Dunque abbiamo la base ortonormale di autofunzioni (con corrispondenti
autovalori)

1
900(1‘) = _La >\0 = 07 2
2 2 2
¢ (z) = 7 cos ( ngrx) , Ap = <%) , (1.22)
2 2 2n
it =7 s (270 n= (BT
dove n = 1,2,3,.... Quindi 'autovalori zero e semplice mentre gli altri

autovalori hanno moltiplicita 2.

f. Condizione di Dirichlet in x = 0 e mista in z = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione (cos a)u(L) 4 (sina)u’(L) = 0 conduce alla condizione
cosa sin(kL) + ksina cos(kL) = 0, n=1,23,....
Escludendo i casi gia trattati, cioe a = 0 [Dirichlet] e & = (7/2) [Dirichlet in
x = 0 e Neumann in x = L], risultano & > 0, sin(kL) = 0 e cos(kL) # 0.

Arriviamo all’equazione transcedentale

tan(kL) = —ktana, (1.23)
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Figura I.1: Il plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(xL) e y = —k tan «
per L = 5 e a = %. Gli autovalori sono i valori di k& > 0
corrispondenti ai loro punti di intersezione.

dove tana > 0. Cercando i punti di intersezione positivi tra il grafico della
funzione k +— tan(kL) e la retta k — —ktan « con coefficiente angolare nega-
tivo, troviamo una successione infinita di autovalori A, = k2 (n = 1,2,3,...).
Le corrispondenti autofunzioni si possono normalizzare in L*(0, L), risultando
in una base ortonormale di L?(0, ).

g. Condizioni Miste Diverse. Ci limitiamo al caso in cui o, 3 € (0,5). In
tal caso la soluzione

sin(kx)
k

per le opportune costanti ¢y, ¢ e per k > 0 soddisfa alle due condizioni

u(z) ~ ¢y cos(kx) + ¢

c1co8 3 —cysin 8 =0, (I.24)
, , sin(kL) .
c1 [cosacos(kL) — ksinasin(kL)] 4 ¢ |cos +sinacos(kL)| = 0.
(1.25)
L’esistenza di una soluzione non banale conduce alla condizione
in(kL
cos 3 | cos asm( ) +sina cos(kL)}

+ sin 3 [cos awcos(kL) — ksinasin(kL)] = 0,
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e dunque [vedi la (A.10) nell’Appendice |A]

Wl J](@) = xl(v + 13??—1/ +1) +\O\(2
—2v _ —2sin(v) -
xF(u+1) (—v+1) X

Quindi J,(x) e J_,(z) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non
si annulla per x # 0] se e solo se v non ¢ un intero. Se v € Z, risulta
J_,(z) = (—=1)"J,(x).

Per v =n (n = 0,1,2,--) esiste una soluzione dell’equazione di Bessel
linearmente indipendente della J,,(z). Per trovarela definiamo la funzione di
Bessel di seconda specie

Jy(x)cos(vm) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (z) =

per v ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni anali-
tiche di v € C e (d/dv)sin(vm) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,---, il limite
di Y, (z) per v — n € NU {0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

o= [1] o o)

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(x) rispetto a v ed intro-
ducendo la funzione ¥ (z) = I"(z)/T'(z) otteniamo per x > 0

Yo(z) = %Z EU fiow s - ik + )

= %Jo(x) logg — %Z %w(k‘ + 1)7

Y, (z) = _% W (g)an

X (—1)k(z/2)nt+2k 5
+%Z( ]3(72422; [210g§—w(k+1)—¢(k‘+n+1)

2 z le= (n—k—1) fay\2%-n
= ~ul)log 5~ -7 ()

B % . “;Lff,i; [W(k+1)+¢(k+n+1)].
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Figura III.1: Panello sinistro: le funzioni di Bessel J,(x), v = 0,1,2,3.
Panello destro: le funzioni di Neumann Y, (z), v =0,1,2,3.

Quest’espressione conduce alle rappresentazioni asintotiche per x — 07

21 T 0
—log — n =
Vo(z)~4dT™ &) (I11.42)
n (n—1)! (:L’)*n 1.9 '
— — n— .
T 2 ) )’ = Y

implicando che |Y,,(z)| — 400 se z — 0.
Per ragioni di linearita le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano
alle stesse formule di ricorrenza di quelle di prima specie. In particolare

Yy (z) =Y, 1(x) — ;Yy(:z:) =Y, () + gyy(@;

di [2"Y,(2)] = 2"Y,_1(x), 4 [277Y, ()] = —27"Y, 41 (2);

T dx
2v

Vo) = V() V(o) = Vile) + Yia(e) = 0.
4.3 Ortogonalita e zeri

La seguente proposizione ci importa nei casi &« = 1 e § = 0 (cercando gli zeri)
ea=0e =1 (cercando i valori estremi).

Proposizione 111.4 Per o, 3 > 0 con a + 8 > 0, siano py e po zeri reali
dell’equazione

aly (1) + Bpdy () =0, (IT1.43)
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Figura II1.2: Panello sinistro: le funzioni di Bessel immaginarie [,(x) per
v =0,1,2,3. Panello destro: le funzioni di MacDonald K, (x)
perv=0,1,2,3.

Le dimostrazioni delle formule asintotiche ([11.52))-(I11.56)) si trovano nell’Ap-
pendice [Bl Analogamente, utilizzando la (III1.39)), si ottiene per x — 07

Wy 201 ey, o 20 1
Hy'(x) ~ 71_lnx, Hy”(xz) ~ 71_lnx,
2 1 1
Y. ~——In— K ~ In —.
o(x) - nw, o) nx

Calcoliamo ora

5 (Iul(2) = 1(2)

e RNV R R RN

(™20 (i) — e ™2, (i2))

e (J_, (iz) — e, (i2))

™2 (=[], (i) cos(vm) — J_, (iz)] + i sin(vm).J,(i2))
e’ 2 sin(vr) (J,(i2) + 1Y, (iz))

_ %%m’/z HO (i) sin(vr) = K, (2) sin(vm),

implicando chd’|

I ,(z)— L,(z)'

sin(v)

K (2) =5

°In [22, Sec. 17.71] la funzione di MacDonald K, (z) viene definita in modo diverso:
K, (z) = 5(I_,(2) — I,(2)) cot(vm).
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Per v = n € Z bisogna calcolare il limite se v — n.
Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I,(z) e K,(x). So-
stituendo = +— iz nella (I11.34]), otteniamo I’equazione differenziale

2’ + zu’ — (22 + v¥)u = 0. (IIL.57)

Dal Teorema segue che per v > —1 le funzioni di Bessel immaginarie
I,(z) e le loro derivate prime non hanno zeri reali (con l'eccezione di z = 0 se
v >0).

4.5 Funzioni sferiche di Bessel

Le funzioni di Bessel /., 1)(x), dove l =0, 1,2, ..., appaiono nello studio dello
scattering quantistico e dello scattering della luce. Per questo motivo vengono
introdotte le seguenti funzioni:

Ji(z) = \/gJH;(z), (IT1.58)

w(=) = (=) ) = /5o Vi (2), (IT1.59)
h(2) = (=) +in(z) =[5 B (2). (IIL.60)

() = Gi(2) — ig(z) = \/ng%(z). (IIL.61)

Le funzioni j;(2), yi(2) = (=1)"ny(2) e hl(1’2)(z) si dicono funzioni sferiche di
Bessel di prima, seconda e terza specie. Quindi

jolz) = sinz(z)7

() = su;éz) B cosz(z)’

Jo(z) = (% — %) sin(z) — %cos(z),
cos(z)




Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla sfera S? (n = 3). In coordinate
sferiche abbiamo per y;(x) = 7'Y(6, )

1 0 1 9y 1 0%,
— — —— 4+l +1)Y(0 =0 II1.71
sen ¢ (semp 8@) +sen2g0 062 +I+ DY, 9) =0, ( )
dove 0 € [0,27], ¢ € [0,7] el = 0,1,2,---. Cerchiamo le soluzioni della
(IIT.71)) in C>°(S?). Introduciamo prima & = cosp e scriviamo ([IL.71]) nella
forma
1 0%, 0
— (I 0,&) =0. II1.72
g o (-5 +u rie (m.72)

Applicando la separazione delle variabili

otteniamo

crcosmb + cosenmb, m=1,2,3,---,

o) = {costante, m =20

dove abbiamo sfruttato la periodicita della ©(0): ©(0 + 27) = ©(0). Dunque
0"(0) = —m2O(#). Risulta I'equazione differenziale

d% (( —e?) 5) + [l(l +1)— 1711262} P(&) = 0. (LIL73)

Quest’equazione si puo scrivere nella forma

/ m2

—[1=-)P] + 1_—§27> =11+ 1)P.

Le soluzioni di quest’equazione nei punti +1 debbono assumere valori finiti.

5.2 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre P,(§) si possono definire nei seguenti modi:

1. tramite la formula generatrice

=Y PO, |n <1,
\/1—2§h+h2 —
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Figura II1.3: T polinomi di Legendre di grado 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il
numero degli zeri ¢ uguale al grado del polinomio.

2. tramite I’equazione differenziale,

—[(1=2)P)(z) =11+ 1)P(z),| —1 <z <+1; P(1) =1,

3. tramite l'ortogonalita: F,(§) sono i polinomi in & di grado [ con coeffi-
ciente principale positivo tali che

! 2
| ROP© & =05,

4. tramite la formula di Rodrigues

5. tramite la formula di ricorrenza

@+ DER(E) = (1 VP (&) 1 IPAE), B =1, P& =&

Noi dimostriamo 1’equivalenza tra queste definizioni.
4 = 2. Consideriamo l'’equazione differenziale

—[(1 = 2] (z) = Mu(z), —1<z<+], (T11.74)
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Figura II1.4: T polinomi di Hermite di grado 1, 2, 3 e 4. Osserviamo che il
numero degli zeri e uguale al grado del polinomio.

dove Hyo(z) =1 e Hy(z) = 2z.
Dimostriamo ora la formula generatrice

 Ha(2)
2z2t—t2 n n
e = z; — ot teC (I11.95)
Infatti, ponendo F(z,t) = 2~ ¢ scrivendo
oo h,,
F(z,t) = (f) tn (111.96)
n!
n=0

per opportuni coeffienti h,(z), risultano

oF

5 = 2tF<Z,t),
Z n! b= Z (n—1)! r
n=0 n=1

Quindi h,(z) & un polinomio in z di grado n e
Rl (2) = 2nh,_1(2). (I11.97)

Dalla (II1.96) risulta che h,(0) coincide con la derivata n-esima di e per
t = 0, cioé con 0 se n & dispari, e con (—1)"2(n!)/(n/2)! se n & pari. Dalla
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formula di Rodriguez ([I1.89)) si vede facilmente che H,(0) = h,(0) per n =
0,1,2,.... Utilizzando le espressioni ([11.93]) e (II1.97]) arriviamo alla identita

H,(z) = hn(z) e quindi alla formula generatrice (I11.95).

7 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerre si definiscono tramite la seguente formula di Rodriguez:

—Q

LYY () = ’

e (é)” (amree), (II1.98)

n!

Si dimostra facilmente che la ([I1.98)) rappresenta un polinomio di grado n per
ogni a € R. La regola di Leibnitz ci da subito la rappresentazione L{" (x) =
(=1)™(z"/n!) + .... Cilimitiamo al caso a > —1.

La funzione w(z) = 2"*t*e~* soddisfa I’equazione differenziale

zw' + (x —n —a)w = 0. (I11.99)

Derivando la (TIL.99) n + 1 volte e ponendo v = w™ si arriva all’equazione
differenziale
zu"+ (x+1—a)u' + (n+ 1)u=0.

Sostituendo u = x%e~"v in quest’ultima equazione si ottiene la seguente equa-
zione differenziale di Laguerre:

2"+ (a+1—2)v +nv=0. (I11.100)

Di conseguenza, L (x) € una soluzione dell’equazione ([11.100)).

Consideriamo ora ’equazione differenziale
"+ (a+1—z) +vv=0. (II1.101)

Sostituendo v(x) = >_,°, ¢a’ si trova la seguente espressione per il coefficiente
di 2t
(l —+ 1)(l + o+ 1)Cl+1 + (l/ — l)Cl =0.

Quindi abbiamo trovato la formula di ricorrenza

Ci+1 [—v
— , I11.102
a (+1D)(l4+a+1) ( )

che ci consente a calcolare tutti i coeffienti ¢; dal coefficiente iniziale ¢ = v(0);
bisogna richiedere @ > —1 per garantire la positivita del denominatore nella
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Calcoliamo ora il seguente integrale:

n n

1 - (@) d e n+l4+a —x

n+1

C(a):/ xL(a)(:v)Lia_gl(m)mae_“cdx
0

m Z (—l)j—l(ngLa))(j—l)(x) (%) B {xn+1+a€_z}]

+ i;lﬁnﬂ / . ((%)W {a:L;@(x)}) "I dy

o/,
(D" -

> (2L V(@) (n 41— j)la*He "L

dx

(n+1)! pu
(_1)n+1 d n+1 /oo ~
N ) . L(Ot) n+l+a —zx
- (n+1)! dx {oL (@)} 0 ‘ c
I'(n+a+2)
T
dove abbiamo utilizzato 2L\ (z) = (=1)"(z™+'/nl) + ...

I'integrale:

a-+j
£L+1]—)j(x)]

Poi calcoliamo



_ 1 / 2L (z ( )n{xwe—m}dm

_ [ ‘ Z )71 :pL o )(j—l)(x) (d%:)nj {$n+ae_x}] h

+ <_n1!)n /0 N (( di)n{m ) (z )}) 2" dr B

n

l—l
—_

’I”L'

+ <_n1!)n /0 N <(d%> {IL;@(I)}) 2" e dy

_ /OOO (n+ 1)z —n(n+a)n!) 2" e " dx

P L) (@) (1) (= e L af”@)]
=0

n!

C(n+)I(n+a+2) —nn+a)l(n+a+1)

B n!

C@2n+l14+a)l(n+a+1)

B n! ’
dove abbiamo utilizzato 2L\ (z) = (—1)"((2"** —n(n+a)z™) /n!) +. . .. Dalla
(TIT.106) e le espressioni per C\*) e DI seguono A = —(n + 1) B(a) =
n+1l+aeCy = —(n 4 «). Dunque risulta la formula di ricorrenza

Cn+1+a—2) L) = (n+ 1)L (2) + (n+ )L (z),|  (1IL107)

dove L' (z)=1e L' (@) =1+a —z.
Per dimostrare la validita della formula generatrice

t o
(1 —1)"0F exp (—135 t) =) L@@, |t <1, (I11.108)

partiamo dalla serie di funzioni

_ (1 _ \—-(+a) Cowt Y\ n
F(z,t) = (1—1t) exp( 1_t>_;cn(:ﬂ)t, t| <1, (II1.109)

dove ¢, (z)n! & la derivata parziale n-esima di F'(z,t) rispetto a t per t = 0.
Sostituendo la serie (I11.109) nella equazione

(1—t)? %—fﬂx—(uam—tw:o,
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otteniamo le seguenti espressioni per i coefficienti t" (n = 1,2,3,...) e per il
coefficiente di t:

{(n + 1Dep(@) + (x —2n—a — 1)ey(z) + (n+ @)1 (),
c(x) + (x —a—1)c(z) =0,

dove co(x) = 1. Quindi ¢, (z) = L (z) per n =0,1,2,--- (vedi la ([IL.107)).
Infine, per esprimere i polinomi di Hermite in quelli di Laguerre riscriviamo
i prodotti scalari tra quest’ultimi utilizzando la trasformazione x = t%:

| 1@ eerdo= [ LO@LD @ d ()
0

—00

—0o0

/ L) (2) L (2)2% " dz = / LU (VLD (2|t e ™ de. (IT1111)
0

Per fare scomparire i fattori [¢|2**! in ([TL.110) e ([IL.111)) scegliamo o = —2

2
1
in (IL110) e o = 5 in ([IL.111). Quindi Hy,(t) & proporzionale a LS 2)(252)
1
e Ho,11(t) € proporzionale a tLgf)(tQ). Confrontando i coefficienti principali
otteniamo

Hon(t) = 2" nl(—1)" LS 2 (1), (ITL.112)
Hopyr () = 22 nl(—1)" tL2 (12). (111.113)

8 Polinomi di Chebyshev

I polinomi di Chebyshev di prima specie T,(z) e di seconda specie U, (x) si
definiscono nel seguente modoﬁ

T, (z) = cos(nt), Up(x) = W, (I11.114)

where x = cos(t). In tal caso T,,(z) e U,(x) sono polinomi di  di grado n che
hanno le seguenti proprieta:

T1 Z,
Us(z) =1, Ui(z) =22, Upp(x)+U,i(x) =

8Per x € R\ [~1,1] si hanno le definizioni alternative T, () = cosh(nt) e U,(z) =
sinh((n + 1)t)/sinht per = cosht.
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La formula di ricorrenza ¢ facile da verificare:
Thi1(z) + Thoi(z) = cos((n + 1)t) 4 cos((n — 1)t)

= 2cos(t) cos(nt) = 2zT,(x),
sin((n + 2)t)  sin(nt)

Un+1<I> -+ Un_l(l’) =

sin(t) sin(t)
_ 2 cos(t) sin((n + 1)t) = 22U (x
- sin(t) = 2ala(a).

Si vede subito che —1 < T,,(z) < +1 per € [—1, 1], mentre T,,(z) = 2" 12" +
c..eUy(z)=2"2"+...pern € N.

1 5
al
05} el ,
ol g
A ,
07 \\ .
of S
1t —
~05 o
_37"
-1 4

|
-
|
o
[$)]
xX O -

o
[$)]
—_
|

-0.5 0 0.5 1
X

Figura IIL.6: I polinomi di Chebyshev di prima e seconda specia di grado 1,
2, 3 e 4. Nel panello sinistro si trovano i grafici dei polinomi di
Chebyshev di prima specie e nel panello destro quelli di seconda
specie. Osserviamo che il numero degli zeri ¢ uguale al grado
del polinomio. Inoltre, i polinomi di Chebyshev di prima specie
hanno 41 come i loro valori estremi.

Sono verificate le relazioni di ortogonalita

/07r cos(nt) cos(mt) dt = g(l + 01.0)0n.m,
/O " sin((n + 1)) sin(m + 1)) dt = gan,m.
Sostituendo = = cos(t) otteniamo
/1 (@) T (2) — = (11 5, 0)60m, (I11.115)
1 V1i—z2 2 e
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Figura V.1: 11 plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(zL) e y =

—ktana per L = 5 e a = %. Gli autovalori sono i valori di

k > 0 corrispondenti ai loro punti di intersezione.

con la condizione che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L e equivalente
all’equazione integrale

¢ ¢
u() = A / Gl y)uly) dy + / Gla,y)f(y)dy,  ueI?(0,0), (V.18)

dove G(x,y) € la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei
problemi equivalent: (V.17)) e (V.18) appartengono ad My,.

Dimostrazione.  Se u(z) € una soluzione del problema al contorno (V.17)),
allora

u(z) = (G[Au + f])(z) = /0 Gz, y)Auly) + f(y)ldy,  0<z <Y,

cioe u(z) soddisfa I'equazione integrale (V.18)).

Inversamente, supponiamo che la funzione uy € L*(0, £) soddisfi 'equazione
integrale (V.18). Se G denota I'operatore integrale con nucleo G(z,y), allora
uy = G(Aug+ f) € D(L) e Lug = Aug + f. Dall’'uguaglianza

l x
(o) [ vao)Nao(y) + F)dyoae) [ o) Nao(s) + 7o) dy
T 0
p(0)w(0)
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segue che uy € C10, ¢], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali apparten-
gono ad L'(0, /). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C*[0, /]
con derivata

@ [ )l + £y i) [ o)) + )] d
ol == p(0)(0) |

Da quell’ultima equazione segue che uy € C?[0,¢]. Inoltre, dalla (V.6) segue
che ug(r) soddisfa le condizioni al contorno (V.2). Dunque uy € My. Di
conseguenza, Lug = Lug = Aug + f. O

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni

autofunzione dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad
M. Inoltre, tutte le autofunzioni appartengono a C10, ¢]. Quindi il problema
al contorno per f = 0 (ciog, il problema agli autovalori) & equivalente a quello
agli autovalori dell’equazione integrale omogenea

¥4
u() = A / G(z, y)u(y) dy (V.19)

in C0, ¢] oppure in L?(0,¢), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’o-
peratore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’'operatore L.
Per farlo, sia 1y € R un numero che non ¢ un autovalore. Allora = 0 non ¢
un autovalore del problema di Sturm-Liouville

Liu=—(pu) + (g — po)u = pu, (V.20)

Ma Mp = My, e D(L) = D(L;). Quindi il problema di Sturm-Liouville
(V.1)-(V.2) & equivalente all’equazione integrale

u() = (A — o) / G (2, y)u(y) dy, (V.22)

dove Gi(x,y) ¢ la funzione di Green dell’operatore L.

1.3 Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni

Abbiamo dunque stabilito I'equivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville
omogeneo ed il problema agli autovalori per I'equazione integrale omogenea
(V.22]) con nucleo integrale G (x, y) reale, simmetrico e continuo. Gli autovalori
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Figura C.1: Per [ = 0 e per rgy/Vy = 5 (pannello sinistro) o 10 (pannello
destro) vengono calcolati graficamente i valori di z = kg per cui
I’equazione di Schrodinger per la buca sferica ha stato limite.

e quindi (5'/S)(ro) = (1/ro) > 0. Di conseguenza, siamo costretti a limi-
tarci al caso 0 < k < /Vy. In tal caso la condizione S(0) = 0 conduce
a S(r) ~ sin(ry/Vy — k%) per 0 < r < ro. Dalla condizione di derivabilita

continua in r = ry si trova

V- mlnv - m) _
’ sin(royv/ Vo — k2) '

Per studiare quest’ultima equazione, poniamo & = r9\/Vy — k2 (che appar-
tiene all’intervallo (0,79y/Vp) e scriviamo ’equazione nella forma

ﬁz—\/%ﬂ%—ﬁ 0<§<7"0\/707

oppure

tan(f) = —\/ﬁ, 0< 5 < 7”()\/70.

Per n = 1,2,3,... e (n — %)71' < rovVo < (n+ %)71’ ci sono n soluzioni & di

quest’equazione e quindi n stati limite.

175



2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso

V(r) = %77“2, (C.20)

dove v > 0 & una costante. Ponendo ¢ = 1/7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la 1)

si riduce all’equazione differenziale

& (r) + (2 - 407“) & (r) + (k2 e 1)) S(r) = 0. (C.21)

r 72

Sostituendo la serie di potenze

B(r) =1 e’ (C.22)
s=0
dove « € un parametro da stabilire, troviamo
S Hlats)(a+s—1)+2(a+s) =11+ 1)}e
s=0

+ {(k* — 6¢) — dc(a+ s — 2)}eoa| 1772 =0,

dove c_; = c_y = 0. Supponendo che il coefficiente di 72 sia diverso da zero,
si trova
ala—1)+2a—1(l+1) =0,

e quindi o = [ oppure @« = —(l + 1). La condizione al contorno (C.12)) se
r — 07 implica che o = 1. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 20+ 1)cs + {(k* — 6¢) — de(s +1—2)}eso = 0. (C.23)
Dunque c; =c3=c5=---=0c¢e
4e(s+1—2) — (k* — 6¢)
s = Cs—2,
s(s+20+1) ?
dove s = 2,4,6,---. Il rapporto csr?/c,_y ~ (4cr?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2, 4,6, -- -, cioe

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6c, §=2,4,6,---.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

{k:,%n=2c(2n+3), l=nn—2mn—4,...,1=012---,

¢l,n(r7 07 90) :eicﬂqbl,n(r)yim(ea 90)7 m = —l, —1 + 17 e 7l7
(C.24)
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