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Capitolo 1

Fondamenti geometrici e cinematici della meccanica lagrangiana

La geometria & l'arte di ragionare bene
partire da figure disegnate male’

. 1.0 Introduzione

Il primo passo per costruire un modello matematico per lo studio del movi
mento di un sistema costituito da un certo numero di punti &, necessariamente
quello di investigare le proprietd geometriché che ad esso derivano dalla presenz:
di eventuali limitazioni (vincoli) imposte alla dislocazione dei suoi componenti
rispetto a un prefissato sistema di riferimento. Per un sistema costituito da un sol
punto & intuitivamente comprensibile cosa vuol dire che esso sia vincolato a un;
curva 0 a una superficie e come questo fatto limiti le possibilita di moviment

) del punto stesso. La descrizione geometrica del sistema (e di conseguenza quell:
‘cinematica) diventa perd assai pit difficile quando esso contiene due o pil punt
che sono vincolati tra loro (si pensi al caso in cui venga a priori imposta I
distanza tra le varic coppie di punti del sistema). La correlta impostazione d
questo problema richiede la costruzione di un fondamento geometrico rigoroso
un programma che verrd svolto nei paragrafi 1-8. E indispensabile che il lettore
assimili. pazientemente queste nozioni, acquistando familiarita col linguaggio e gl
strumenti che verranno costantemente utilizzati nel seguito.

1.1 Curve nel piano

Le curve nel piano si possono introdurre come insiemi di livello di funzion
F .U — R (per i nostri scopi & sufficiente che sianc di classe &, dove I & wr
sottoinsieme aperto di R%. La curva C & cosi definita da

C = F0) = {1, %) € U|F(z;, %) = 0}, _ [1.1]
" insieme che SUppOITEmO Non vuoio,

I Citazione anonima, in Felix Klein, Vorlesungen iber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhun-
dert, Springer-Verlag, Berlin 1926.
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1.1 DEFINIZIONE ~ Un punto P della curva, di coordindte cartesiane (x), z2)

{cio¢ tale che F(z,, ;) = 0), si dice non singolare se il gradzenze di F calcolato
nel punto x non & nullo

Una curva C i cul punti sono tutti non singolari si dird una cirva regolare, =

Per il teorema della funzione implicita, se P & non singolare in un suo intorno

la curva & rappresentabile come grafico di una funzione z, = f(z,), se ( -g?) £0,
. 2/p

ovvero x; = f(x,), se (gf-) #0. La funzione f & ditferenziabile nel medesimo
aTy P :

mtomo. Se z; & la variabile esplicitabile avremo dunque, per z; in un opportuno
intervallo aperto I, :

C = grafico (f) = {(z),22) € RP|z) € I,z = f(=))}, [1.3]
e
aF
fiw) = ~%'
amz

La [1.3] mette in evidenza che, almeno localmente, i punti della curva sono in
corrispondenza biunivoca con i valori assunti da una delle coordinate cartesiane.
E immediato rendersi conto che in un punto X non singolare la retta tangente
ha equazione (x — xg) - VF(XO) ={), ossia che la retta normale ha la direzione di
VF(xq).
Pil in gcnerale si pud utilizzare una’ rappresentazione parametrica della forma
x:(a,b) — R?, dove (a,b) & un intervallo aperto di R: '

C = x((e, b)) = {(z), ) € R?|esiste & & (a,b), (21, 32) = X(2)}. [1.4]

Si noterd che il grafico [1.3] & esso stesso interpretabile come la parametrizzazione
x(t) = (¢, f(t)), e che in ogni caso si pud passare dalla [1, 3} alla [1.4] introducendo
una funzione z, = #,(¢) di classe C? ¢ tale che &,(f)#0.

Ne segue che la definizione 1.1 & equivalente alla seguente

1.2 DEFINIZIONE ~ Se la curva C. & daia in Jorma parametrica x = x(t), un

punto X(ty) si dira non singolare se X(to)#0. ']

" Essendo chiaramente x - VF = 0, il vettore % risulta tangente alla curva; esso
rappresenta la velocith del punto che percorre la curva, quando il parametro ¢ si
identifica col tempo (fig. 1.1).

11 | Curve .ne! pldno ‘ 5
A
%
Flx, x,)=0
(e}
VF
x(t}
o Figura 1.1
1.1 Esempio )
Una circonferenza =i + a3 — B* =0 con centro nell’origine e raggio B & umn

curva regolare e pud essere rappresentata parametricamente ad esempio come
#1 = Rcost, m = Rsint, oppure, restringendosi al semipiane # > 0, come
grafico = = 4/1 —z}. La circonferenza di raggio 1 & abitualmente indicata cor

8! oppure con T, : '
1.2 Esempio
Le coniche sono gli insiemi di livello dei polinomi Flz), =) di grado due
2
L’elhssc (riferita agli assi principali) & definita da — + 35 ~1=0,dove a>b>(

sono le Iunghezze dei semiassi, E immediato venﬁcarc che & una curva regolare, ¢
che una sua rappresentazione parametricaé 3 =a sinf, 2, =b cos t. Analogamente
‘23
b2
zr =acoshi, o =bsinh¢t. La parabola 7 — ae? — bz, —c=0 2 data gid in forma
di grafico.

2
I'iperbole & data da = — =2 — 1 =0 e ammette come rappresentazmne parametnca
C\'a

1.1 Qsservazione

In modo analogo si possono definire le curve in R (cfr. Giusti 1989) come
applicazioni x :.(a,b) — R™ di classe £2, dove (e,b) & un intervallo-aperto di R.
I vettore x(t) = (2.(2),..., 2, (1)) pud essers interpretato come la velocitd di un
punto che si muove nello spazio secondo la legge X = x(£) (ciod lungo la curva
parametrizzata).

In realtd il concetto di curva si presta a notevoli generalizzazioni; per esempio
nella cinematica dei sistemi rigidi dovremo considerare “curve” definite in spazi
di matrici. Si vedano gli esempi 7.2 e 7.3 di questo capitolo, N
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1.2 Lunghezza di una curva e parametrizzazione naturale

Sia C una curva regolare espressa nella rappresentazione parametrica x = x{¢).

2.1 DEFINIZIONE  La lunghezza ! della curva x =x(t), t © (a,b), & data dal-
Uintegrale : '

b . 1] ‘
£=f\/f((t) -.fi(t)dt=f|jk(t)|dt. ' (2.1}

Nel caso particolare di un grafico z; = f(z)), la [2.1] diventa

b .
lzf\/l+(j"(t))2dt. ' - 2.2)

2.1 Esempio

Consideriamo una circonferenza di raggio . Poiché [%(£)] = |(—r sin ¢,r cos )] =,
evidentemente

o : :
l:frdt=2ﬂ'r. - . =
0

2.2 Esempio

La lunghezza di un ellisse di semiassi o > b & data da‘
2T w2 .

l=f\/a,2 cos® t+b? sin? tdt=4af -2

0

qQ

2 _ b2 .
S Sin® tdt =
a

2 _
:4aE( aazb):ﬁlaE(e),

dove E & I'integrale ellittico completo di seconda specie (cfr. appendice 2) ed e
& Peccentricitd dell’ellisse. u

2.1 Osservazione

. La lunghezza di una curva non dipende dalla scelta delld sua parametrizzaziorne,
Infatti sia 7 un nuovo parametro; ¢ = t(r) € una funzione di classe C? tale che

1.2 | Lunghezza i una curva e parametrizzazione naturale 7

%#0, e quindi invertibile. La curva x(t) si esprime allora come

x(t(r)) = y(v),

con t € (a,b), 7 € (&', V), e t(a’) = @, t(F') = b (se t'(r) > 0; il caso opposto & ana-

. logo). Quindi

b

b
l=f|:’((t)|dt:f

d’r.. n

bf
Feon||g o= [ |12
a a"
Qualsiasi curva differenziabile e non singolare ammette una parameirizzazione
naturale con un parametro s (detto lunghezza d'arco, parametro naturale oppure
anche ascissa curvilinea). Infatti & sufficiente introdurre un verso positivo sulla
curva, un’origine O su di essa e usare per ogni punto P della curva Ia lunghezza
s dell’arco OP (con il segno opportunc e misurata rispetto a una prefissata unitd)
come un’ascissa:

o | |
Costy=4 f |%(r)| dr, 23]
0

(la scelta del segno dipende dal verso di percoﬁ'enza della curva, fig. 2.1). Si noti
che |5(8)| = |x(£)| #0.
Dall’osservazione precedente si deduce allora 1'identita

8

o=

0

dx

dcrdg

?

che a sua volta comporta

g—j (s} =1 per ogni s. : : ) [2.4]

Y

1 Figura 2.1
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2.3 Esempio

Per un ellisse di semiassi @ > b il parameiro naturale 2 dato da

1
I _ K2
S(t)zf Va? cos? 7+ sin® rdr = 4aF (t, W )
a
0 .

(ctr. appendice 2 per la definizione di (2, e)). o .

2.2 Osservazione

Se la curva & di classe C', ma Ja velocitd % si annulla in gualche punto, pos-

sono esistere punti singolari, ciod punti nei quali la curva non & esprimibile in
un loro intorno come il grafico di una funzione =, = f(z,) (oppure =z, = g{z,)) di
classe ¢!, oppure in cui non & univocamente definita una direzione tangente. m

@

2.4 Esempio
Sia x(t) = (z,(8), z2(£)) la curva

—i* se £ <0,
() = { '
t4, se t >0,

zalt) = 17,
che & il grafico della funzione z; = /2| (fig. 2.2). La funzione 1{t) & di classe
3, ma la curva presenta una cuspide per ¢t =0, dove la velocith & nulla. "
2.5 Esempio
Consideriamo la curva
® 0, set<0,
el =
: e 11, se t >0,

e'ft, se t <0,
mz(t) =
0, se t > 0.

¥

1 Figura 2.2

: .

1.3 Versore tangente, versore normale e curvatura delle curve piane 9
&3

¥
4

Figura 2.3

Sia (1) che z,{t) sono di classe £* ma la curva ha uno spigolo corrispondent:
at=0 (fig. 2.3). '

2.6 Esempio

+ Per la"curva piana definita da __
' el se <0,
m(®)=10, se t=0,
—e Mt set>0,
e\t sin(me™t),  set<Q,
z(t) = ¢ 0, ' . se t=0,

eVt sin(re!lty,  set>0,
la direzione tangente in ¢ = 0 non & definita benché le funzioni z,(t) & z;(t) siang
€. Tale curva & il grafico della funzione
i = x] sin 1
con Iaggiunta dell’origine (fig. 2.4). : '
Per ulteriori informazioni sulla teoria delle singolarita raccomandiamo la lettur:
di Arnol’d (1990).

1.3 Versore tangente, versore normale e curvatura delle curve piane
Consideriamo una curva piana regolare C definita dalla [1.1]. E ndto che VF
risulta, sui punti di C, normale alla curva. Passando a una qualsiasi rappresenta:

. . . dx .
zione parametrica X = x(2), il vettore " risulta tangente.
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Iy
X
-1 1
/\Vn\ J!\M/\ -
\/ Lt M X,
43 2

Figura 2.4

Se si usa la parametrizzazione naturale, grazie alla [2.4] il vettore j—x ha modulo
. s

- . ' i 2
unitario. Inoltre (come per ogni vettore di modulo costante) avremo % . g)_r, =0,
Sono dunque giustificate le seguenti definizioni. T
3.1 DEFINIZIONE I vettore unitario
_dx(s)
Us)= 55~ [3.1]

¢ dettd versore tangente alla curva.

L
. coo o cdXx o
3.2 DEFINIZIONE ~ Nei punti in cui @#O ¢ definito. il vettore unitario
n(s) 1 d%
S} = o — :
k(s) ds?’ 321
2
detfo versore normale principale (fig. 3.1), dove k(s) = 3—; e la curvatura dellg
3
. 1 Lo
curva piana. R(s) = ey ¢ detto raggio di curvatura,
i
%2
nis) tis)
0 s
Xy Figura 3.1

13 | Versore tangente, versore noriale e enrvaiwra delle carve piane odd

E immediato verificare che la retta ha curvatera nulla (e pertanto raggéi d
curvatura infinito) e che la circonferenza ha la curvatura uguale all’inverso de
suo raggia, o :

3.1 Osservazione

Dalla definizione segue che n(s) & rivolto verso il semipiano delimitato dalk
tangente ¢(s) e contenente la curva in un intorno del punto considerato. Si not

invece che il verso di t{s) & determinato dal verso positive sulla curva. w

3.2 Osservazione

- Come vedremo, se¢ si considera un punto materiale di massa unitaria vincolatt
a.muoversi lungo la curva secondo la legge oraria s = s(t), la curvatura concorn
a determinare I'intensith della reazione vincolare nel punto. t

Il raggio di curvatura ha un’interessante interpretazione geometrica: nella fa
miglia di circonferenze tangenti in un punto P alla curva, quella che meglio L
approssima in un intorno di P ha come raggio il raggio di curvatura in P.

Se infatti prendiamo un cerchio di raggio r € col centro ¢ = (1, ¢2) sulla normale
alla curva-in.un punto x(s¢), possiamo misurare lo scarto tra la circonferenza
la curva (fig. 3.2) mediante la funzione

9(s) = (x(s) ~ ) - {x(s) — €) — 1%,

con s variabile in un intorno di sg. Poiché
g'(s0) = 2(x(sy) — €) - t{s) = 0,
g (s0) = 2{(x(s0) — €) - k(su)n{50) + 1],

risulta che g(s) & di ordine superiore a (s — sp)* se g"(s0) = 0, 0ssia se ¢ — x(sp) =
= R{so)n(sy).

x x(s)

x{su)

Tigura 3.2
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3.3 DERINIZIONE 1! cerchio tangente con raggio uguale al raggio di curvatura
¢ col centro nel semipiano contenente il versore n ¢ detto cerchio osculatore, w

Passando a una parametrizzazione generica x = x(z), avremo ovviamente le

seguenti relazioni |

() = v(t) = 5t | ' [3.3]

R(t) = a(t) = 5t + %f n, ' [3.4]

dalle quali si pud ricavare I'espressione della curvatura

1 v(t) - at)
k() = — - ==t .
) oL a() o v(t) | | [3 3]

I vettori v, a possono chiamarsi tispettivamente velocitd e accelerazione (pensando
alla loro interpretazione cinematica, quando il parametro t & il tempo e la funzione

s = 5(t) esprime la cosiddetta legge oraria),
Richiamiamo I’attenzione sul fatto che se la curvatura non & nulla, e 550, la

2
. & .
componente normale deil’accelerazione 7 ¢ positiva.

Lasciamo per esercizio la verifica del fatto che la Tormula per la curvatura del
grafico @ = f(z;) &

_ M)
]C(.’El) = W, | [36]

mentre se la curva & espressa in coordinate polari r = r(ip) la curvatura & data da

_ 2r'e) — rlo)"(p) + 1))
= ety s vt [37]

3.1 Esempio

Consideriamo un’ellisse

:C](t) =a Cos t, Iz(t) =} gin ¢,
In questo caso il parametro naturale s non & esprimibile in termini di ¢ mediante

funzioni elementari (& dato da un integrale ellittico). Velocith ed accelerazione
SOL0:

‘;SZ

¥(t) = (—a sin ¢,b cos t) = it, a{f) ={(—a cos t,—b sin ¢) = 5t + " n

1.3 [ Versore tangente, versore normale ¢ curvatura delle curve piane 13

da cui si ricava facilmente la curvatura mediante la [3.5). Si osservi che v(¢)-a(t) =

.= §8#0 proprio perché la parametrizzazione non & naturale. _ i

3.1 TEOREMA (di Frenet) Sia s — x(5) = (z,(s), z2(s)) una curva piana (al
meno di classe C*) parametrizzata rispetio al parametro naturale s, Allora

_ Sk,
? (3.8
dn
3, = kot

Dimostrazione

. La prima formula & diretta conseguenza della i3.2). Da n(s}- n(s) = 1 segue
immediatamente che C

i dn
Il(s) . d_s = O

e quindi i—n & parallelo a t. D’altra parte
&) .

d dt dn
= — K = . .t
0 o (t(s) - nfs)) 0 + L b
da cui segue immediatamente che
dn
—— t. n
ds kot

Dalle formule di Frenet deduciamo che
t+At=t+Askn + 0(As?),

n+An=n— Askt+ C(As?).
Pcniarﬁo ora kAs = Ag. Osserviamo che A¢ & adimensionale e che cos Ag =
= 14 0(A¢?), sin Ap = Ad + O(A¢®). Possiamo atlora scrivere, allo stesso ordine
di approssimazione,

T+ At = cos(A@)t + sin(Ag)n,

n+An = — sin(Ag)t + cos(Ag)n.

Il passaggio da (t,m) a (t+At,n+ An) & quindi una rotazione infinitesimale di
angolo Ag,
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Concludiamo I'analisi delle curve piane notando che la funzione curvatura
#(s) definisce completamente la curva a meno di congruenze, del piano. Pit

precisamente, lasciando da parie il caso banale in cui la curvatura € nulla, si ha
il seguente '

3.2 TEOREMA  Dara una funzione regolare k(s) > 0, per ogni 5.€ (a,b), esiste
un'unica curva piana regolare, definita a meno di traslazioni e rotazioni, tale che
k(s) & la sua curvatura, e s la sua parametrizzazione naturale.

La dimostrazione di questo teorema si fonda sulle formule di Frenet e sul
teorema di esistenza e unicitd delle soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie.
Infatti dalle {3.8] segue che

d?t  K(s) dt

—_— 2 =
d2 " k(s) d; TR0,

. . . dx . o
che per integrazione fornisce t= i a meno di un vettore costante {rotazione) e
s ‘

successivamente X(s) a meno di un altro vettore costante (traslazione).

3.3 Osservazione

Perché valga l'unicith & essenziale che la curvatura non si annulli. Come
controesempio, consideriamo le due curve di classe (2 (fig. 3.3)

x(t) = (¢, 8%);
¢, %) se t <0,
t) =
¥ {(t, -4 se t > 0.

Esse sono evidentemente distinte per ¢ >0, ma le loro curvature sono uguali
per ogni ¢ e si annullano in t=0

4

Xy

()

Y

) )

Figura 3.3

4
L
j
i
i
1
!
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1.4 Curve in R®

Come abbiamo gid osservato, in modo def tutto analogo alla [1.3] si POSSONo
definire le curve regolari in R® come applicazioni x : {a,b) — R? di classe C?, con
%#0. Consideriamo ora una curva ¢ — x(2) = (z (1), 22(2), 23(2)) € R*: Pequazione
del parametro naturale &

ds P
e ‘/x"f-z-z%-}-w%.

Supponiamo di avere riparametrizzato la curva mediante il parametro naturale s.
Come nel caso delle curve piane, si possono introdurre il versore tangente t, il
versore normale m e la curvatura k(s) secondo le definizioni 3.1 e 3.2, Tuttavia,
al contratio di quanto accade nel caso piano, queste quantitd non sono sufficlenti
a caratterizzare completamente’ una curva nello spazio.

4.1 DEFINIZIONE  [I vettore unitario ,
b=txn . [4.1]

¢ defto versore binormale, La terna intrinseca costituita dai versori (t,n,b) &
ortonormale. 9 Jo

“ bt

—7 f il ¢
Nel caso di una curva piana & immediato verificare che il 0, cioé che
5

N

il versore binortnale & costante ¢ punta nella direzione perpendicolare al piano
. db- : . L
della curva, Dunque la derivata i di una informazione quantitativa sul modo
5

con cui la curva si scosta dall’essere piana. Per precisare meglio questo concetto
consideriamo un punto x(so) della curva e prendiamo in considerazione il fascio
di piani avente per asse la retta tangente alla curva in X(sp). Sia v il versore
normale al generico piano del fascio, la cui equazione sard allora

© (X —x(s0)) - v =0, ]
La distanza di un punto x(s) della curva da tale piano &, a meno del segno,
§(5) = [X(s) — X(s0)] - »,
per cui
g'(80) = t(sg) - w = 0
inoltre
¢"(s0) = k(so)n(so) - 1.

Pertanto, se n(sg) & definito (ciot se k(so)#0), esiste un unico piano per cui
g"(s0) =0 ed & quello avente come normale il versore b(sp).
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4.2 DEFINIZIONE Il piano individuato dai vetiori t(sy), n(sy) ¢ detto piano
osculatore della curva nel punto x(s) (fig. 4.1}, o ‘n

Dungue il piano osculatore ha come equazione parametrica
¥ = X(sg) + At{se} + pk(s0)n(s0). [4.2]

Anche nel caso delle curve dello spaéio abbiamo il

4.1 TEOREMA (di Frenet): Sia s — x(s) = (z1(s), z2(s), z3(s)} una curva in R®
con la parametrizzazione naturale. Per essa valgono le seguenti equazioni

dt
ds
dn
ds
db :
Fri +x(s)n(s)

= +k(s)n(s)

—k(s)K(s) —x{(s)b(s) | [4.3]

dove x(s) & derra torsione della curva (o seconda curvatura), -

La dimostrazione del teorema di Frenet si fonda sul lemma seguente, di interesse
pill generale:

4.1 LEMMA  Sia A : (t,,t:) — OQ) una funzione di classe C' a valori nel
gruppo delle marrici I x1 ortogonali tale che Alte) = 1. Allora Aty & una matrice
antisimmetrica.

Dimostrazione

Dall’ipotest

ATmAm =1

pianc osculatore Figura 4.1

e T
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per ogni t & (f,%;), segue che, posto B(f) = -c-&—(t), derivando la relazione di
ortogonalitd troviamo

BT AR + AT)B@) = 0,
da cui, valutando in ¢ =1;, segue che

BT (i) = — Bt | .

Dimostrazione del teorema 4.1

Applichiamo il lemma 4.1 alla matrice A(s' ~ s} che trasforma la terna orto-
normale (t(s), n{s), b{s}) nella terna ortonormale (t{s'}), n(s"), b(s")). Evidentemente
A(s' — 5) & ortogonale e A(0) = 1. Pertanto la sua derivata in s’ = s & una matrice

) . . L dt
antisimmetrica; la [4.3] segue poi dall’osservazione che per definizione e k(s)n,
mentre x(s) resta definito come I'altro elemento non nullo della matrice A’ (5).' .

La terza equazione delle [4.3] indica che il piano osculatore tende a ruotare
attorno alla retta tangente con velocith uguale alla torsione x(s), mentre la seconda
delle [4.3] evidenzia le due cause responsabili della variazione di m: per effetto
della curvatura il versore.normale tende & ruotare nel piano osculatore e per effetto
della torsione tende anche a seguire la rotazione del piano osculatore. Inoltre se
x(8)#0 la curva attraversa il piano osculatore. Quest’ultima affermazione segue

d'x &t dk

' dal fatto che — = — = — n—k* — kxb, per cui per s = 55 51 ha X(s)— x(sg) =

dst ~ ds® T ds
= (5 —sp)t+ % -(5—gp)kn+ é; (s —s0) (k'n— k2t —Exb) e quindi (x(s) —x(s0))-b = —
2 ks - 50 |
4.1 Esempio
Consideriamo 'elica circolare cilindrica
n:l.z R cos p, Ty = R- sin (.p, 3 = Ap.

Posta 'origine degli archi in A (fig. 4.2), avremo

sle)=vR+ Mo

e quindi
o dxde 1 .
f= dp s = m( R'sm w, B cos p, A),
dt _ dt dp

‘R .
5= i = -—m(cos w, s1n , 0},
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%3
X, . " Figura 4.2
da cui
—_ i R
n = {—cos ¢, — sin ¢, 0), k(s)= e
e infine
b= ! (A sin ) cos B)
Y e, ©, R).
Si calcola facilmente che
db A
d - T Ere™
trovando cosi la torsioﬁe
_ A
XETELE -

La curvatura e la torsione sono i due soli invarianti geometrici di-una curva
nello spazio. Pili precisamente si ha il seguente -

4.2 TEOREMA Siano date due Junzioni regolari k(s) > 0 ¢ x(s)#0. Esiste

allora un’unica curva dello spazio, a meno di congruenze (rotazioni e traslazioni),

che ha s come parametro naturale, k e X rispettivamente come curvatura e

torsione. -
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La dimostrazione & simile a quella del teorema 3.2 e si basa sul fatto che t(s)
&t K di dt

risolve Iequazione differenziale — — - — + k2L + xt x ~— = 0.

ds?  k ds ds

1.5 Campi vettoriali e curve integrali

In modo del tutto analogo alla [1.3], una curva regolare in R? & una applicazione
x:(a,b) = R di classe ¢! tale che X0, '

In questo paragrafo ¢i proponiamo di mettere in evidenza la relazione esistente
tra le curve e i campi vettoriali,

5.1 DEFINIZIONE Sia .U un sottoinsieme aperto di R'. Un campo vettoriale X
su I 2 una funzione regolare X : U — R (per esempio di classe C*°) che associa
ad ogni punto X € U un vettore X(x) di R, che diremo applicato al punto x. =

5.1 Esempio
Ad ogni funzione regolare f: U' — R & associato il campo vettoriale gradiente

Xx)=Vf (x) = (% x),..., g_xfl (x)). Il campo vettoriale gradiente & ortogonale

agli insiemi di Hvello di f. : "

5.2 DEFINIZIONE  Ung curva‘ x:{a,b) — R' si dice una curva integrale di un
campo veitoriale X : U — R! se per ogni t € (a,b) si verificano le condizioni
seguenti:

(a) x(t) € U;
(b) %) = X(x(£)). : S om

5.2 Esempio

Consideriamo il campo vettoriale di R? definito da X(z,,1,) = (x2,—z). La
curva integrale del campo passante per (z,(0), z,(0)) per t =0 & data da.

Z1(£) = 21(0) cos ¢ + x,(0) sin £,
z2() = —x, () sin ¢ + 2,(0) cos 2.

Si osservi che se {z,(0), x2(0)) = (0,0) la curva integrale degenera nel punto (0, 0).
Cid & possibile perché nel punto (0,0} il campo vettoriale si annulla, ciog ha un

punto singolare. . - n

E evidente dalla definizione 5.2 che il teorema di esistenza e unicith delle
equazioni differenziali ordinarie assicura che esiste sempre un’unica curva inte-
grale di un campo vettoriale passante per un punto assegnato. Il problema delta
prolungabilith delle soluzioni delle equazioni differenziali (¢ quindi dell’esistenza
di una curva integrale massimale) porta alla definizione seguente:




