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Capitolo 1

EQUAZIONI DELLA FISICA
MATEMATICA

1 Classificazione delle equazioni alle derivate
parziali

Consideriamo un’equazione differenziale quasi-lineare (lineare in tutte le sue
derivate di ordine superiore) del secondo ordine

& 0*u
> ai(w) 5= + @, u, Vu) = 0 (L.1)
i =1 iOLj

a coefficienti continui a;;(z) definiti su un aperto G C R". L’equazione (I.1)
soddisfa la condizione di simmetria

a;;(z) = aji(x) reale, z € Gq. (I.2)

Esempi importanti dell’equazione (I.1) sono 'equazione di Poisson n-di-
mensionale!

Au=—f, (L.3)

dove a;;(z) = 0;; (la delta di Kronecker), I’equazione delle onde n-dimensionale

Pu
dove agy(z) = 1 (essendo t la coordinata zero-esima), a;(r) = —c (i =
L,---,n), e a;(x) =0 per i # j, e 'equazione del calore n-dimensionale

0

a—t; = a’Au+ f, (L.5)

LA & I'operatore di Laplace: A = Z?Zl 6872% =V .V =divgrad.
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dove ag(r) = 0 (essendo t la coordinata zero-esima), a;;(z) = a® (i = 1,--- ,n),
e a;j(z) =0 per i # j.
All’equazione (I.1) si associa la matrice n x n

A(x) = (aij(x))?,j:h (I.6)

che dipende soltanto dai termini con le derivate parziale del secondo ordine.
Grazie alla (1.2), la matrice A(x) ¢ reale e simmetrica. Quindi A(z) ha n
autovalori reali A\j(z), -, A,(x). Inoltre esiste una matrice ortogonale O(x)
(cioe, O(z)T = O(z)™" e la O(x) & reale) tale che

O(z) Y A(2)O(z) = diag (M1 (2), -, M), (1.7)

dove la parte a destra & una matrice diagonale. La colonna j-esima della O(x)
e un autovettore (di norma euclidea 1) della A(x) corrispondente all’autovalore
Aj(x) (j =1,---,n). Le colonne della O(x) costituiscono una base ortonormale
dello spazio euclideo R".

Introduciamo la seguente classificazione delle equazioni (I.1) che soddisfano
la (I.2). Tale equazione si dice

a. ellittica se tutti gli autovalori \;(x) sono diversi da zero e hanno lo stesso
segno.

b. iperbolica se tutti gli autovalori A;(z) sono diversi da zero, ma non tutti
hanno lo stesso segno. La (I.1) si dice di tipo iperbolico normale se &
iperbolica e tutti gli autovalori tranne uno hanno lo stesso segno.

c. parabolica se almeno uno degli autovalori (ma non tutti) si annullano. La
(I.1) si dice di tipo parabolico normale se & parabolica e tutti gli autovalori
non nulli hanno lo stesso segno.

Torniamo agli esempi (1.3), (I.4) e (1.5):

(I.3): Si ha A(x) =diag(1,---,1) di ordine n. Tutti gli autovalori sono uguali
ad 1 e quindi '’equazione di Poisson ¢ ellittica.

(L4): Siha A(z) = diag (1, —c?,- -+, —c?) di ordine n+ 1. Uno degli autovalori
¢ uguale ad 1 e gli altri sono uguali a —c2. Quindi I’equazione delle onde
e di tipo iperbolico normale.

(L5): Siha A(z) = diag (0, —a?, - -+ , —a?) di ordine n+ 1. Uno degli autovalori
si annulla e gli altri sono uguali a —a?. Quindi I’equazione del calore &
di tipo parabolico normale.



Osserviamo che in principio la classificazione della (I.1) dipende dalla scel-
ta del punto x € G. Per molte equazioni importanti della fisica matematica
il segno degli autovalori (spesso gli autovalori stessi) e dunque la classifica-
zione non dipende da z € G (tranne in qualche punto eccezionale, spesso di
frontiera). Un’eccezione notevole ¢ l’equazione di Tricomi

0?u N 0%u

Y o2 oy?

dove (z,y) € G = R% In tal caso A(x,y) = diag(y,1), M(z,y) = y e

Xo(z,y) = 1. Quindi la (I.8) ¢ ellittica se y > 0, parabolica se y = 0 e
iperbolica se y < 0.

Dimostriamo ora che una trasformazione delle variabili nella (I.1) non
influisce sulla classificazione. Consideriamo la sostituzione

=0, (1.8)

yl:yl(xh'”axn)a ylEOQ(G)7 l:17"'an
TR L.9
D(xl’...an):(](u>?go7 I=1,-- n, (L9)
L1y 0, Tn
D(zy,--- ,x,) essendo lo Jacobiano della trasformazione z — y. Visto che
D # 0, in un certo intorno di 2° = (z9,--- ,2%) (con y° = y(a0)) le variabili
1, , T, Sl possono esprimere in termini delle nuove variabili yy, - - - , y,, cioe

r = z(y)), dove x = x(y) & di classe C?. Denotiamo u(y) = u(z(y)). Abbiamo

Jy; Ot
I.1
Z o0x; 8yl (1.10)

Z Oy, Oyx 07 L 0*yi @ (1.11)
ox; 8$j Oy 0y, — 0x10z,; Oy,

83:1

d%u
O0z;0x; &BJ 83:1

Sostituendo le espressioni (1.10) and (I.11) nell’equazione (I.1), si ottiene

- o*u -
a + ®(y,u,V,u) =0, [.12
1;1 lk(y> 8ylayk (y Yy ) ( )

dove
n

o) = Y oot 52 (113

ij=1
e tutti 1 termini contenenti soltanto le derivate del primo ordine ed il termine
O (z,u, Vu) in (I.1) sono stati raccolti nella ®.
Sia y = y(z) una trasformazione delle variabili di classe C? tale che

()
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€ una matrice ortogonale, dove le colonne costituiscono una base ortonormale di
autovettori della matrice A(x) = (as;(2°))};—;. In tal caso, per y = y° = y(z°)
la (I.12) avra la forma

n 2~
> M)+ by, 7, 5) = (114)

A(2%), -+ A (20) essendo gli autovalori della A(z?). Gli autovalori si possono
ordinare tali che \;(z%),--- , A\.(2°) sono positivi, A\,1(2°), -, A, (z°) sono
negativi, € Apy1(2%), -+, A\ (2%) si annullano. In tal caso, usando I'ulteriore
trasformazione delle variabili z = z(y) di classe C?,

yl/ V Al<x0>a [ = 17 , T
a=qu/v/-N@), l=r+1,---,m

Y, l:m—i_la"'ana
si arriva all’equazione
N TN T
Z a_ZlQ_ Z a—ZlQ—l—CD(y,u,Vyu) =0, (I.15)
=1 I=r+1

dove i(z) = t(y(2)) = u(z(y(2))) e ®(z,4, V, 1) = ®(y, @, V, 0).

Nella scelta della trasformazione y = y(z) abbiamo soltanto diagonaliz-
zato la matrice A(z°). Cio risultava nell’equazione (I.14) valida in y = ¢° e
nell’equazione (I.15) valida in 2° = z(y°) = z(y(2?)).

2 Alcune equazioni della fisica matematica

Una descrizione di molti processi fisici porta ad equazioni differenziali ed inte-
grali o persino ad equazioni integro-differenziali. Una classe sufficientemente
vasta di processi fisici viene descritta mediante equazioni lineari del secondo

ordine
n

> ay(z 6% axj Z bi(x axz (z)u = F(x). (1.16)

i,7=1 i=1

In questo paragrafo consideriamo processi fisici tipici che si possono ridurre a
diversi problemi al contorno per le equazioni differenziali.

1. Equazione di vibrazioni. Molti problemi di meccanica (vibrazione
di corde, di barre, di membrane e di volumi tridimensionali) e di fisica (onde
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acustiche e elettromagnetiche) sono descritte da equazione di vibrazioni della
forma

62
pa—tg = div(pgradu) — qu + F(x,t), (L.17)
dove la funzione incognita u(x,t) dipende da n (n = 1,2, 3 nella maggior parte
delle applicazioni) coordinate spaziali * = (z1, 3, -+ ,x,) e dal tempo t; i

coefficienti p, p e ¢ sono determinati dalle proprieta del mezzo in cui si svolgono
le vibrazioni; il termine noto F'(x,t) esprime l'intensita della perturbazione
esterna. Nell’equazione (3.2), conformemente alla definizione degli operatori
di divergenza e di gradiente, si ha

: SN, ou
div(pgradu) = Z o (pax‘) :

i=1

Hlustriamo la deduzione dell’equazione (I1.17) con l'esempio di piccole vi-
brazioni trasversali di una corda. Si dice corda un filo teso che non resiste alla
flessione.

Supponiamo che nel piano (z, ) la corda esegua piccole vibrazioni trasver-
sali vicino alla sua posizione di equilibrio coincidente con 1’asse . Denotiamo
con u(z,t) il valore dello spostamento della corda dalla posizione di equilibrio
nel punto x all’istante ¢ in modo che u = wu(x,t) descrive 'equazione della
corda all’istante ¢. Limitandoci all’esame delle piccole vibrazioni della corda,
trascureremo infinitesimi di ordine superiore in confronto con tga = g—;. Visto

T(x+dx,t)
u

u(x+dx,t)

u(x,t)

al ph;

X x+dx X
Figura I.1: Derivazione dell’equazione di vibrazioni

che la corda non resiste alla flessione, la sua tensione T'(x,t), nel punto x al-
l'istante ¢, & diretta lungo la tangente alla corda al punto = (Vedi Fig. 1.1).
Qualunque sezione della corda (a,b) dopo lo spostamento dalla posizione di
equilibrio nei limiti della nostra approssimazione non cambia la sua lunghezza

b 2
Kz/ 1—1—(@) dr ~b—a
“ ox



e, per conseguenza, conformemente alla legge di Hooke, il valore della tensione
|T(x,t)| rimarra costante ed indipendente sia da x che da t, cioe |T'(x,t)| = Tp.
Indichiamo con F'(z,t) la densita delle forze esterne agenti sulla corda, nel
punto x all’istante ¢, dirette perpendicolarmente all’asse x nel piano (z,u).
Infine, sia p(z) la densita lineare della corda nel punto z, in modo che p(z)Ax

rappresenti approssimativamente la massa dell’elemento della corda (x,z +
Ax).

Costruiamo l’equazione del moto della corda. Sul suo elemento (z,z + Ax)
agiscono le forze di tensione T'(z + Ax,t) e —T(x,t) e la forza esterna, la cui
somma, conformemente alle leggi di Newton, dev’essere uguale al prodotto
della massa di quest’elemento per la sua accelerazione. Proiettando quest’u-
guaglianza vettoriale sull’asse u, in base ai ragionementi precedenti, si ottiene
la seguente uguaglianza:

O*u(z,t
Ty sinal,,\, — Tosinal, + F(z,t)Az = p(x)A$%. (I.18)
Ma nell’ambito della nostra approssimazione si ha
. tga ou
sinoe = —F———=~ tga = —,
V14t Ox
e percio otteniamo dalla (I.18)
0*u(z, 1) 1 [Ou(x + Ax,t)  Ou(x,t)
— T =Ty— L — : F(x,t
o2 "Az oz oz | TE@;
da cui, per Ax — 0, segue l'uguaglianza
0%u 0%u
— =Ty— + F. I.1
P o 002 * (1.19)

Questa e 1’equazione delle piccole vibrazioni trasversali di una corda. Per
F # 0, le vibrazioni della corda sono dette forzate e, per F' = 0, libere.

Se la densita p ¢ costante, cioe p(x) = p, 'equazione di vibrazioni della
corda assume la forma o o

u u
W = a2@ + f, (120)

dove f = F/p e a®> = Ty/p ¢ una costante. L’equazione (1.20) ¢ detta anche
equazione delle onde unidimensionale.

Equazioni della forma (I1.17) descrivono anche le piccole vibrazioni trasver-
sali di una barra elastica:

0%*u 0 ou



dove S(z) e l'area della sezione trasversale della barra ed E(z) ¢ il modulo di
Young nel punto z.

Dalle considerazioni fisiche segue che, per una descrizione univoca delle
vibrazioni di una corda o di una barra, ¢ anche necessario assegnare supple-
mentarmente i valori dello spostamento u e della velocita wu; all’istante ini-
ziale (condizioni iniziali) ed anche il regime di comportamento alle estremita
(condizioni di frontiera). Riportiamo alcuni esempi di condizioni di frontiera.

a) Se lestremita zq della corda o della barra si muove conformemente alla
legge pu(t), si ha
u|a;:ac0 = M(t>

b) Se sull’estremita destra xy della corda agisce una forza data v(t), si ha

_u®)
T,

@
ox

r=x0
Infatti, in questo caso si ha

ou

0 5 ~Tysinal,_, = v(t).

T=x0

c) Se l'estremita destra xy ¢ elasticamente fissata ed « ¢ il coefficiente di
rigidita del fissaggio, si ha

0
E—u—i-ozu

=0
ox ’

T=x0

conformemente alla legge di Hooke.
In modo analogo si deduce I’ equazione delle piccole vibrazioni trasversali di
una membrana 52 o 2
u u u
— =T ==+ =— F. 1.22
P o 0 ((’31:% * (91:%) * (1.22)

Se la densita p e costante, I'equazione di vibrazioni di una membrana
assume la forma

Pu o, (O*u  O%u s 1o F
- 4= == = — [.2

ed e detta equazione delle onde bidimensionale.
L’equazione delle onde tridimensionale

Pu 5 (0*u  *u  Ou
gu_ 1.24
o ¢ (axf Tt mg) i (124)
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descrive i processi di propagazione del suono in un mezzo omogeneo e delle
onde elettromagnetiche in un mezzo omogeneo non conduttore. Soddisfano
questa equazione la densita di un gas, la sua pressione ed il potenziale di
velocita, nonché le componenti d’intensita dei campi elettrico e magnetico ed
i corrispondent potenziali.

Scriveremo le equazioni delle onde (1.20), (1.23) e (I.24) con la singola
formula

92
«= 55~ a’A (O=0,), (1.25)
e A e loperatore di Laplace:
A = 8_2 + 8_2 + + 8_2
- 0r? Ox3 oz’

2. Equazione di diffusione. [ processi di diffusione del calore o di
diffusione delle particelle in un mezzo vengono descritti mediante la seguente
equazione di diffusione generale:

p% = div(pgrad u) — qu + F(x,t). (1.26)

Deriviamo 1'equazione di diffusione del calore (o 1'equazione del calore).
Denotiamo con u(z,t) la temperatura del mezzo nel punto x = (z1,z9,x3)
all'istante ¢. Considerando isotropo il mezzo, denotiamo con p(z), c(x) e k(x)
rispettivamente la densita, la capacita termica specifica ed il coefficiente di
conducibilita termica del mezzo nel punto z. Indichiamo con F(xz,t) I'inten-
sita delle sorgenti termiche nel punto x all’istante t. Calcoliamo il bilancio
termico in un volume V arbitrario per un intervallo di tempo (¢,¢ + At). De-
notiamo con S la frontiera di V' e sia n una normale esterna a questa frontiera.
Conformemente alla legge di Fourier, attraverso la superficie S del volume V/,
entra una quantita di calore

le/ k%dSAt:/(kgradu,n) dS At,
s On s

che ¢ uguale, secondo il teorema di Gauss (della divergenza), a

Q1= / div(k grad u) dz At.
v

Le sorgenti termiche nel volume V' producono una quantita di calore
Qs = / F(z,t) dx At.
v
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Visto che la temperatura in V' durante Uintervallo di tempo (¢,t + At) cresce

di
u(z,t + At) — u(z,t) ~ %At,

cio richiede una quantita di calore uguale a
ou
= cp— dx At.
@3 /V P ot

D’altra parte, Q3 = Q)1 + Q2 il che significa che

/ [div(k gradu) + F — cp@] dx At =0,
v ot

da cui, in virtu del carattere arbitrario di V', si ottiene I’equazione di diffusione
del calore

cpg—l; = div(k gradu) + F(z,t). (1.27)

Se il mezzo & omogeneo, cioé se ¢, p e k sono costanti, 1'equazione (1.27)
assume la forma

ou

2

— =a"Au+ 1.28
dove a? = 5} e f = C—’Z. L’equazione (1.28) ¢ detta equazione di conduzione
termica. Il numero n di variabili x1,xs,--- ,x, in quest’equazione puo essere

arbitrario.

Come nel caso delle equazioni delle variazioni, per una completa descrizione
del processo di diffusione del calore, si deve assegnare la distribuzione iniziale
della temperatura u nel mezzo (la condizione iniziale) ed il comportamento del
mezzo nella frontiera (le condizioni di frontiera).

a) Se sulla frontiera S va mantenuta una data distribuzione di temperatura
ug, si ha allora
ulg = uo. (1.29)

b) Se su S va mantenuto un dato flusso di calore uy, si ha allora

ou
—k =2 = . 1.
k on ; U1 ( 30)

c) Se su S ha luogo lo scambio di calore, conformemente alla legge di
Newton, allora si ha

k@ + h(u — Uo)

pumy I. 1
" 0 (131)

S

dove h e il coefficiente di scambio di calore ed ug € la temperatura
dell’ambiente.



In modo analogo si puo dedurre 1'equazione di diffusione delle particelle.
In questo caso al posto della legge di Fourier si deve utilizzare la legge di Nerst
per il flusso di particelle attraverso un elemento di superficie AS per unita di
tempo: AQ = —D2AS, dove D(z) ¢ il coefficiente di diffusione ed u(z,t) &
la densita di particelle nel punto x all’istante t. L’equazione per la densita u
avra la forma della (1.26) dove p denota il coefficiente di porosita, p = D e g
caratterizza ’assorbimento del mezzo.

3. Le equazioni di Laplace, Poisson e Helmholtz. Per i processi
stazionari F(x,t) = F(x) and u(x,t) = u(x), le equazioni delle vibrazioni
(I.17) e di diffusione (I.26) assumono la forma

—div(pgrad u) + qu = F(z). (1.32)
Per p = costante e ¢ = 0 I'equazione (1.32) & detta equazione di Poisson:
Au=—f,  f=F/p (1.33)
per f =0 l'equazione (1.33) si dice equazione di Laplace
Au = 0. (1.34)

Un processo stazionario e completamente definito se e fissata una delle
condizioni di frontiera (1.29)-(1.31).

Supponiamo che, nell’equazione delle onde (1.25), la perturbazione esterna
f(z,t) sia periodica di frequenza w e di ampiezza a®f(z):

fla,t) = a®f(z)e™".

Se cerchiamo perurbazioni periodiche wu(z,t) della stessa frequenza e di am-
piezza incognita u(x), cioe

u(z,t) = u(z)e™,

per la funzioneu(z) si ottiene I'equazione di stato stazionario

2
AutBu=—f(x), K= % (1.35)

detta equazione di Helmholtz.
Problemi al contorno per ’equazione di Helmholtz sorgono dai problemi
di diffrazione. Supponiamo, per esempio, che sia data un’onda piana e*(%),
la| = 1, k > 0, che arrivi dall'infinito e sia sottoposta ad una certa variazione
dovuta ad un ostacolo sulla frontiera S di una regione limitata G (Vedi Fig.
[.2). Questo ostacolo puo essere assegnato, per esempio, mediante la condizione
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ulg = 0 0 (Ou/On)|g = 0. L'ostacolo genera un’onda diffusa v(z). Lontano
dai centri diffondenti quest’onda sara prossima ad un’onda sferica divergente

o(z) = f ( - ) e +o(|z| ™). (1.36)

|z]) ]
Per questa ragione per |z| — oo l'onda v(x) deve soddisfare condizioni della
forma @)
1 ov(zx 1
v(z) =0 (—) , —= —ikv(z) =0 <—> : (1.37)
|| d|z| |z]

dette condizioni di radiazione di Sommerfeld. La perturbazione totale u(x)
all’infuori della regione G rappresenta la somma di un’onda piana e di un’onda
diffusa:

u(z) = e*o? oy (x). (1.38)
nu(x) a
AN L
™ A?
S

e \
Figura 1.2: Scattering di un’onda piana da un ostacolo

Osserviamo di passaggio che la funzione f(s), s = x/|x|, che figura nella
(3.21), & detta ampiezza di diffrazione; 'ampiezza di diffrazione & anche una
funzione dell’impulso ka.

4. Equazione di trasporto. Se la lunghezza del percorso libero delle
particelle ¢ molto piu grande delle loro dimensioni, per descrivere il processo di
propagazione delle particelle, al posto dell’equazione di diffusione e utilizzata la
cosiddetta equazione del trasporto (equazione cinetica). Scriviamo le equazioni
del trasporto sulle seguenti ipotesi:

a) Le velocita di tutte le particelle sono uguali a v.

b) Si possono trascurare le collisioni tra le particelle.
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c) Le particelle collidono con i nuclei immobili del mezzo e ¢(z) ¢ la lun-
ghezza media del percorso libero nel punto z.

d) Quando una particella collide con un nucleo immobile del mezzo, ha
luogo uno dei seguenti eventi:

dl) la particella viene diffusa dal nucleo con probabilita p;(z) rimbal-
zando da questo nucleo come una pallina elastica;

d2) con la probabilita ps(x) la particella viene catturata dal nucleo;

d3) con probabilita ps3(x) = 1—p;(x) —p2(x) la particella divide il nucleo
ed in conseguenza di questa divisione appaiono v(z) > 1 particelle
simili (in questo caso si suppone che la particella che ha diviso il
nucleo, sparisce).

e) La distribuzione delle particelle rispetto alle direzioni & uniforme (isotro-
pa) sia dopo la diffusione che dopo la divisione.

Denotiamo con n(z, s,t) la densita delle particelle nel punto x che volano
nella direzione s = (s1, 9, 53), |s| = 1, all'istante ¢, e con F(z, s,t) la densita
delle sorgenti. In questo caso la funzione v = vn, flusso delle particelle, verifica
la seguente equazione integro-differenziale:

1
_a_w+(s.gradql})+0ﬂ7/}: Oé_h ¢($78,7t>d8/+F, (139)
v Ot dm S1

dove a = 1/0 e h = p; + vps. Questa ¢ l'equazione del trasporto a velocita
unica per i processi a diffusione isotropa.
Se il processo di trasporto e stazionario, cioe

F(I787t):f(x78)7 ¢($787t) :1/J<.T,S),

I'equazione del trasporto (1.39) assume la forma

(s-grady) + ay = Z—: ; Y(x,s")ds' + f. (1.40)

Per una descrizione completa del processo di trasporto delle particelle si
deve assegnare la distribuzione iniziale del flusso di particelle ¥ nel mezzo
(condizione iniziale) ed il regime di comportamento silla frontiera di questo
mezzo (condizione di frontiera). Per esempio, se la regione G' dove ha luogo il
processo di trasporto, € convessa, una condizione di frontiera della forma

U(z,s,t) =0, €S, (s-m,) <0, (L.41)
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y

Figura [.3: Descrizione del processo di trasporto

esprime l'assenza di flusso di particelle incidente sulla regione G dall’esterno
(Vedi Fig. 1.3).

Infine, notiamo che I'’equazione del trasporto descrive il trasporto di neu-
troni in un reattore nucleare, il trasporto di energia elettromagnetica (luce,
senza rendersi conto della possibile polarizzazione della luce), il passaggio di
quanti -y attraverso una sostanza (senza rendersi conto della possibile pola-
rizzazione del quanto), e il moto della distribuzione di un gas rispetto alla
velocita e la direzione (senza rendersi conto dell’interazione tra le particelle
del gas; si rende conto soltanto dell’interazione di una particella con l'intero
gas). Per descrivere il trasferimento della luce non polarizzata si assume che
lo scattering nella direzione di propagazione sia coerente e quello nelle altre
direzioni sia incoerente.

5. Equazioni della dinamica dei fluidi. Consideriamo il moto di un
fluido perfetto (gas), cioe di un fluido in cui non esiste la viscosita. Siano
V(z,t) = (v1,v9,v3) il vettore velocita del fluido, p(z,t) la sua densita, p(z,t)
la sua pressione, f(z,t) I'intensita delle sorgenti e F(x,t) = (Fy, Fy, F3) l'inten-
sita delle forze di massa. Allora queste quantita soddisfano il seguente sistema
(non lineare) di equazioni dette equazioni di dinamica dei fluidi:

% +div(pV) = f, (L42)
1
%—‘; +(V - grad)V + ;gradp =F. (1.43)

Le equazioni (1.42) e (1.43) sono rispettivamente dette equazione di con-
tinuita ed equazione (del moto) di Eulero. Per completare questo sistema di
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equazioni € necessario assegnare una relazione tra la pressione e la densita:

®(p, p) =0, (L.44)

la cosiddetta equazione di stato. Per esempio, per un liquido incompressibile
I’equazione di stato ha la forma p = costante, mentre per il moto adiabatico
di un gas
k Cp
pp " = costante, K= —,
C’U
dove ¢, e ¢, sono rispettivamente i calori specifici del gas a pressione ed a
volume costanti.

In particolare, se un liquido ¢ incompressibile (p = costante) ed il suo
moto € conservativo (cioe, esiste un potenziale V' tale che V = —gradu),
dall’equazione di continuita (1.42) segue che il potenziale u soddisfa I’equazione
di Poisson (1.33).

6. Equazioni di Maxwell. Supponiamo che in un mezzo sia immerso
un campo elettromagnetico alternato. Siano E(z,t) = (E1, Es, F3) U'intensita
di campo elettrico, H(x,t) = (Hy, Hy, H3) 'intensita di campo magnetico,
p(x) la densita di cariche elettriche, € la costante dielettrica del mezzo, u
il coefficiente di permeabilita magnetica del mezzo e I(x,t) = (11,15, I3) la
corrente di conduzione. Allora queste quantita soddisfano il seguente sistema
lineare di equazioni differenziali dette equazion: di Mazwell:

div(eE) = 4mp, div(pH) = 0, (L.45)
__10(pH)
rotB = —— = (1.46)
_10(cE)  A4n

dove e = 3-10'% ecm/sec ¢ la velocita della luce nel vuoto.

L’equazione (1.46) esprime la legge di Faraday e ’equazione (1.47) le legge
di Ampere.

Riportiamo alcuni casi particolari delle equazioni di Maxwell.

a) p=20,¢e, ue \sono costanti ed I = AFE (legge di Ohm). Applicando alle
equazioni (1.46) e (1.47) I'operatore rot ed utilizzando le equazioni (1.45),
si ottiene per le componenti dei vettori E e H la cosiddetta equazione

del telegrafista

Ao g (1.48)

e at NGT

O, u
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b)

I =0, e € e u sono costanti. Introducendo il potenziale elettromagne-
tico a quattro componenti (¢g, ), ¢ = (@1, 2, ¥3), rappresentiamo la
soluzione delle equazioni di Maxwell nella forma

10 1

E = grad ¢ — ——90, H = —rot ¢. (L.49)

c ot i
Le componenti del potenziale elettromagnetico debbono in questo caso
verificare le equazioni delle onde

A1c?
DaSOO - - 2 P, Da@ - Oa (150)
e
e la condizione di Lorentz
pe dpo .
—— —d =0. 1.51
c Ot vy (151)

Se il processo e stazionario, le equazioni di Maxwell si trasformano nelle
equaziont dell’elettrostatica

div(eE) = 4mp, rot £ =0, (I.52)

e nelle equazioni della magnetostatica

4
div(uH) =0,  rotH = —1. (L53)
C

Per € = costante il potenziale elettrostatico ¢ soddisfa, in virtu della
(1.50), 'equazione di Poisson (1.33) per f = —(47/¢e)p.

Per trasformare le equazioni di Maxwell abbiamo utilizzato le seguenti

formule dell’analisi vettoriale:

divgrad = A, rotrot = graddiv — Al, rotgrad = 0, divrot =0,

dove [ ¢ la matrice unita.

7. Equazione di Schrodinger. Supponiamo che una particella quanti-

stica di massa mg si muova in un campo di forza esterno con potenziale V ().

Denotiamo con v (z,t) la funzione d’onda di questa particella, di modo che
|4)(x,t)|*> Az sia la probabilitd che la particella si trovi nell’intorno U(x) del

punto x all’istante ¢; qui Az ¢ il volume infinitesimo di U(z). Allora la funzione
1 soddisfa ’equazione di Schrodinger

R
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dove h = 1,054 - 10727 erg - sec; h = 27h si dice costante di Planck.

Se l'energia E di una particella ha un valore definito, questo stato di par-
ticella ¢ detto stazionario, grazie al principio d’incertezza di Heisenberg. In
questo caso la funzione d’onda v (z,t) ha la forma

Y(x,t) = e B (),

dove la funzione d’onda v (z), in virtu della (I1.54), verifica I'equazione stazio-

naria di Schrodinger
2

A Ve = By (1.55)

2m0
Per V' = 0 (particella libera) l'equazione di Schrddinger (I.55) si trasforma
nell’equazione omogenea di Helmholtz (1.35).

Se I'energia E ¢ negativa, si deve richiedere che 'integrale della densita di
probabilita |¢(x)|? sia uguale ad 1, siccome la probabilita totale che la parti-
cella si trovi nello spazio ¢ uguale ad 1. In tal caso possono esistere soltanto
soluzioni per opportuni valori di F, spesso solo per un numero finito (nume-
rabile) di valori negativi di E. D’altra parte, se 'energia FE & non negativa,
I'equazione (1.55) descrive lo scattering della particella all’energia F. In tal ca-
so, come per ’equazione di Helmholtz, si deve richiedere che siano verificate le
condizioni di radiazione di sommerfeld (1.37) all'infinito (per k = v/2moE /h).
In tal caso la funzione f(x/|z|) nella (1.36) si dice intersezione di scattering ed
il suo valore assoluta (tranne un fattore banale) ampiezza.

8. Equazioni di Klein-Gordon e di Dirac. L’equazione di Schro-
dinger & verificata sotto condizioni non relativistiche, cioe a velocita modesta.
Sotto condizioni relativistiche, si distinguono varie equazioni per ciascun valore
(necessariamente uno dei numeri 0, 1/2, 1, ---) dello spin. Per esempio, la
funzione d’onda ¢(xg,x), dove o = ct (essendo ¢ la velocita della luce nel
vuoto) e x = (z1,x9,x3), che descrive una particella relativistica libera di
massa my, verifica 1’equazione di Klein-Gordon

(O+md)p = 0. (1.56)

Per descrivere una particella relativistica libera di massa mg a spin 1/2
(elettrone, protone, neutrone, neutrino ed altre) serve una funzione d’onda a
quattro componenti (un cosiddetto spinore):

U(zg, ) = (U1, e, 13, 14).

Questa funzione soddisfa 1’equazione di Dirac, cioe un sistema di quattro
equazioni differenziali lineari del primo ordine:

3
(ZZ 7’“% - mol> U(xo,x) =0, (L.57)



dove I ¢ la matrice unita di ordine 4 e v* sono le matrici di Dirac:

10 0 0 0 0 01
01 0 0 0 0 1 0
70 = , A= :
00 —1 0 0 —1 0 0
00 0 -1 1 0 00
0 0 0 —i 0 01 0
72:007,0 73:000—1
0 i 0 0 |’ -1 00 0
—i 00 0 0 10 0

Tale matrici hanno tutte la forma

0 o0 F o k=1,2,3
/7_ 0_0_07 7_ —O'kO y VT Sy S

dove o*, k =0,1,2,3, sono matrici di Pauli:

o 10 01:01 02:0—2‘ a_ 10'
01)’ 10/’ i 0 )’ 0 —1

L’equazione di Dirac e il risultato della fattorizzazione matriciale dell’equazione
di Klein-Gordon:

3 3
Y )
<Z;0 7 oy mO[) <ZZ 7V 9 +m0[> @O +md)I.  (158)

3 Separazione delle variabili

1. Trasformazioni Ortogonali. Sia u = (uy,us,us) una trasformazione
delle variabili in R?, dove = = (z1,x2, x3) sono le coordinate cartesiane, u; =
w;(x1, 29, 23) (j = 1,2,3) sono funzioni di classe C? e la matrice Jacobiana &
invertibile (per z in un aperto di R3). La trasformazione si dice ortogonale se
le righe della matrice Jacobiana

[ 8951 81’2 8:1:3 T
3u1 8u1 8u1
J— 6.771 81'2 61’3
N 8uz 8uz 8uQ
(91'1 8332 (91’3

L 8U3 8U3 8“3 i
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sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se
°\ Oz, Oz,
E —L 1 =0, k #1.
8uk 8ul

Siccome J~! & la matrice Jacobiana della trasformazione inversa, risulta la sua

ortogonalita. Ponendo
1/2
6xj 2
— k=1,2,3
(auk> ) 7 ) ) Y

si vede facilmente che la matrice diag (1/hq,1/ho, 1/h3) J & ortogonale (cioe,
U™t =U" e quindi det U € {—1,+1}). Dunque

| det J| = hlhghg.

L’operatore di Laplace

si rappresenta nella seguente forma:
At = 1 0 [ hahs OY n 0 [ hzhy OY n 0 [ hihy OU '
h1h2h3 8u1 hl 8U1 (9u2 hg 8U2 8U3 hg 8U3

Esempi:

a. Coordinate Cilindriche: x = rcosf, y = rsenf, z = z. dove r > 0,
0<60<2m, ze€R. Allora h, =1, hg =1, h, = 1. In tal caso

U 19y 1% 9%

A =gty T e T

(1.59)

Sostituendo per ¢ una funzione ¢ = (7, §) che non dipende da z si trova
I'operatore di Laplace in coordinate polari:

P 10w 10%

BY= G Ty T o

(I.60)
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b. Coordinate Sferiche: = = rsenpcosf, y = rsenysenf, z = rcos ,
dove r > 0, ¢ € [0,7], § € [0,27). Allora h, =1, h, =1, hy = rsen .
In tal caso

Py 200 1 0% 1 0
Ay T¥ L 200 - — ). (I.61
¥ or2  ryr  r2sen?p 062 * r?sen o dy (seng@a@) oy

Introducendo la nuova variabile £ = cosp € [—1,1] (tale che d¢ =
—senpdp, 1 — £? = sen?yp) otteniamo?

2 2
0w 200, 1 a¢%”%a Ol—ﬁfw). (1.62)

o e T T e o€

Ay =

c. Coordinate Parabolico-cilindriche (vedi [7]): = = §(u* —v?), y =

cuv, z = z,dove u € R, v > 0, z € R, e ¢ ¢ una costante positiva. Allora

hy = hy = eVu? + 02, h, = 1.

2 2 2
Ap— " <a¢+a¢)+a¢ (1.63)

In tal caso

A(u? 4+ v2) \ou?  Ov? 022"

d. Coordinate Ellittico-cilindriche (vedi [7]): x = ¢ coshu cosv, y =
csenhusenv, z = z, dove u > 0, v € [0,27], z € R, e ¢ & una costante
positiva. Allora

hy = hy = C\/cosh2 wsen 2v + senh 2u cos? v, h, = 1.
In tal caso
1 % 0% 0%
Ay = + + . (1.64
v c2[cosh? usen 2v + senh 2u cos? v] (3u2 ov? ) 022 (1.64)

2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo 1’equazione di Helm-
holtz
A+ E*p =0

in due variabili (z,y) per k£ > 0 nel dominio

D:{(m,y):OS\/T—FyQSL},

2Usando le coordinate ortogonali (r,6,¢) direttamente si trovano le espressioni h, = 1,

ho =r\/1—¢€%e he = (r/\/1—&?).
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dove L € (0, 4+00). Ponendo

¥(r,0) = R(r)©(0),

dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? inr € (0, L) e § € R con O(0+27) =
©(0), si trova

%4_1{;2:

=3 R(r)

1 [&R 1dR I
dr?  rdr ’

T 26(0) 452

oppure

2 2 2
r {dR 1d_R]+k2T2+ 1 20

R(r) | dr? " 7 dr o) do>

L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da #) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due
termini devono essere costanti.

Proposizione 1.1 Sia ©(0) una funzione di classe C?, non banale, tale che

1 %0 B

Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢

o0) costante, m =20
costy cosmb + costy senmb, m=1,2,3,---.

Dimostrazione.  Per C' < 0 si ha la soluzione generale
©(0) = ¢ cosh(0vV —C) + casenh (v —C).
Sostituendo ©(f + 27) = O(6) e le formule d’addizione

cosh(a + 3) = cosh a cosh 3 + senh asenh 3
senh (a + ) = senh a cosh [ + cosh asenh 3,

risulta

¢, cosh(9v/—C) + ¢ysenh (v —C)
= [cl cosh(2mv/—C) 4 cpsenh (2%\/?)} cosh(9v/—C)

+ [cl sinh(27v/—C) + ¢, COSh(Qﬂ'\/j)} senh (6v/—C),
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dove 6 € (0,2m) & arbitrario. Quindi

1 — cosh(2my/—~C)  —senh (27v/—C) ] { c1 ] _ [0 ]
—senh (27v/—C) 1 — cosh(27v/—C) Co 0’

implicando ¢; = ¢ = 0, poiche il determinante del sistema 2(1—cosh(27y/—C"))
< 0.2 D’altra parte, per C' > 0 troviamo la soluzione generale

O(0) = ¢1 cos(vV—C) + casen (v —C).
Nella stessa maniera risulta il sistema

il el - 10

con determinante 2(1 — cos(27v/C)). 11 determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano
e quindi le costanti ¢; e ¢o sono arbitrarie. Infine, per C' = 0 troviamo la
soluzione generale O(f) = ¢; + 0. In tal caso ©(0 + 27) = O(#) implica
co = 0. (Il

d’©

Sostituendo ——

5 = —m? per m=0,1,2,---, otteniamo

d’R 1dR+ [ m?

dr? T rdr

con le condizioni al contorno R(0") finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet 1|gp = 0 si considera la condizione di Neumann g—g:bp =0,
risultano le condizioni al contorno R(0") finito e R'(L) = 0.

Per k = 0 si trova l'equazione di Eulero r*R"(r) + rR/(r) — m*R(r) = 0
con soluzione generale

R(r):{cl—kcﬂogr, m=0

ar™+cer™™ m=1,23,---.

La condizione che R(0%) sia finito, implica co = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = c; = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo '’equazione di Helmholtz con la

3Dimostrazione alternativa per C' < 0: f027r|@(t9)\2d0 = —C’fo27T e"(0)O(0)ds =
727
-C [@'(9)@(9)}0 + C’fo27T |©'(0)]2df < 0, poiche il primo termine dell’ultima parte si
annulla per ragioni di periodicita, C' < 0 e ©'(6) £ 0. Contraddizione.
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condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.
Per £ > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione di Bessel

>R 1dR m?
ety (-2 = 0.
dp? +pd,0+< p2>R(p) ’

Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se
p — 0%. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,(p),
la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m. Infatti J,,(p) ha le seguenti
proprieta: (i) Jo(0) =1, J1(0) = J2(0) = --- =0, (ii) Jm(p) — 0 se p — +o0,
e (iii) J»(p) ha un numero infinito di zeri positivi: 0 < vy < Vg < ---.4
Cio implica che R(L) = 0 se e solo se kL = v, per qualche n € N. In altre
parole, si trovano le autofrequenze ky,, = v/ L (m,n € N).
Infine otteniamo la soluzione generale

W(r,0) = g aonJo (Von%) + i i (@ cOs MO + bypsen mb) Jy, (an%) )

m=1 n=1

Se consideriamo la condizione di Neumann al posto di quella di Dirichlet,
arriviamo alla soluzione generale

I/J(T, 0) = Qpo + Z CL()nJo (l/on%)

n=1

+ i i [ cOS MO + bpppsen mb] Jp, (Wm%) ;

m=1n=1

dove 0 < V1 < Vo < --- sono gli zeri della derivata prima J/ (p) della
funzione di Bessel di ordine m. La spiegazione per il termine costante agg nello
sviluppo per 9(r,0) & il fatto che la funzione costante soddisfa I’equazione di
Helmholtz con la condizione di Neumann per k& = 0.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo l'equazione di

Schrodinger
AY + k) =V (/22 + 42 + 22)0

nelle variabili (x,y, z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla
variabile r = y/x% 4+ y2 + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

(0, 0) = R(r)S(0, ¢),

4Perche gli zeri sono semplici?
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dove R(r) e S(6,¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,+00) e (0,p) €
R x (0,7), si trova facilmente

Ay o, 1 [d*R 2dR
= -— k —_— pr— —_— —_——
0 Y * v R(r) [er T dr}
1 1 9%S 1 0 oS 5
* r25(6, ) Len%p 062 * sen @ O (sen @%)} TR V).
Quindi

1 o 1
05 0 ( 85):_05(97@

sen 2y 00? + sengp% sen cp%
>R 2dR , C
a2 (- ) R = vOoRO)

2
dove C' & una costante.

L’equazione differenziale per S(6, ¢) ha soltanto una soluzione non banale
per certi valori della costante C'. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ¢) sono
multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora 'equazione per S(¢, ). Ponendo

sl trova

1 1 d?6 n 1 1 d dd
sen2p ©(0) d>  D(p)senpdy

senwﬁ) +C=0.

Come di solito,

1 &0 5
—_— = —m ,
O(0) db?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X (§) = ®(arccos§), £ =

cos  arriviamo all’equazione differenziale

d% ((1 —ﬁ%) + <O— %) X(¢)=0.

Quest’equazione si chiama I’equazione per le funzioni associate di Legendre. Le
sue soluzioni non banali limitate se & — +1 esistono soltanto per C' = [(l + 1)
dove l =m,m+1,m+2,---. Nel caso particolare m = 0 si ottiene I’equazione
di Legendre

d ) dX _
(1) v nxe -o
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dove [ =0,1,2,---.
Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [({ + 1):

e O (V(r) + W; 1)) R(r),
dove m=—-Il,—-l+1,---,1—2,1—1,1L.

Nella meccanica quantistica il dominio dell’equazione originale ¢ R®. Per
descrivere gli stati limite di una particella che si muove in un campo di poten-
ziale V(r), si richiede che ¢ € Ly(R?). Siccome dxdydz = r’sen ¢ drdfdyp =
—r2drdfd¢ e lo sviluppo come funzione di § ¢ una serie di Fourier, risulta una
condizione del tipo r(r) € Ly(0,400) per ¥ che dipende soltanto da r. Inol-
tre, 'andamento asintoto J,,(p) ~ cost,, p™ con costante cost,, # 0 implica la
condizione al contorno R(0") finito per { = 0 e R(0T) =0 perl =1,2,---.
Lasciamo perdere i dettagli.

Nel caso dell’equazione di Helmholtz [V (r) = 0] nel dominio D = {(x,y, 2) :
0 < /a2 +y?+ 22 < L} richiediamo che R(0") sia finito e che R(L) = 0

[condizione di Dirichlet] oppure R'(L) = 0 [condizione di Neumann)].
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Capitolo 11

EQUAZIONI INTEGRALI

0 Introduzione

Le equazioni contenenti la funzione incognita sotto il segno dell’integrale sono
dette equazioni integrali. Molti problemi della fisica matematica possono essere
ridotti ad equazioni integrali lineari della forma

/G K(x,y)p(y) dy = f(x), (IL1)

o) = A /G K(x.y)oly) dy + £(2), (1L.2)

rispetto alla funzione incognita ¢(x) in una regione G C R". L’equazione
(IL.1) si dice equazione integrale di prima specie, mentre I'equazione (I11.2) si
dice equazione di Fredholm di seconda specie. Le funzioni note K(z,y) e f(x)
sono dette nucleo e termine noto dell’equazione integrale; A ¢ un parametro
complesso.

Le equazioni integrali di prima specie non saranno considerate nella nostra
esposizione.

L’equazione integrale (I1.2) per f =0

p(z) = A /G K(z,y)e(y) dy (IL.3)

si dice equazione integrale di Fredholm omogenea di seconda specie corri-
spondente all’equazione (I1.2). Le equazioni integrali di Fredholm di seconda
specie

b(x) =X /G K (2, y)(y) dy + g(a), (IL.4)
@) =% /G K (2, 9 (y) dy, (IL5)
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dove K*(z,y) = K(y,z), sono dette aggiunte alle equazioni (I1.2) e (II.3),
rispettivamente. Il nucleo K*(z,y) si dice nucleo coniugato aggiunto al nucleo
K(z,y). Il nucleo K(z,y) si dice hermitiano se K*(x,y) = K(x,y), cioe se
K(y,z) = K(z,y) quasi ovunque. Il nucleo K(z,y) si dice reale e simmetrico
se K(x,y) e reale e K(y,z) = K(x,y) quasi ovunque. Ovviamente un nucleo
reale e simmetrico ¢ hermitiano.
Scriveremo le equazioni (II.2), (II.3), (II.4) e (II.5) in forma contratta,

utilizzando la notazione d’operatore:

p=AKp+ f, p = AKo,

= AK*) + g, b = K",
dove gli operatori integrali K e K* sono determinati dai nuclei K(z,y) e
K*(x,y), rispettivamente:

(K f)(x) = /G Ky f)dy, (K f)(x) = / K (2, ) () dy.

G

Tra poco metteremo opportune condizioni sul dominio G e sul nucleo
K(z,y) affinché gli operatori lineari K e K* siano limitati in un opportuno
spazio di Banach (o di Hilbert) di funzioni f(z) definite in G. In particolare,

verranno considerati gli spazi L1(G), L2(G) e C(G).

1 Spazi di Banach e Hilbert e Operatori Li-
neari Limitati

1.1 Spazi di Hilbert e di Banach

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso. Un’applicazione || -] : X — R
si dice una norma se ha le seguenti proprieta:

a. ||z]| > 0 per ogni z € X. Inoltre, ||z|| > 0 se z # 0.

b. [[Az|| = |A|||z|| per ogni z € X e A € F, dove F' = R oppure F' = C.

c. |lz+yl <zl + ||y|| per ogni z,y € X [disuguaglianza triangolare].
La coppia (X, || - ||) si dice spazio normato. La distanza tra x; € X e x5 € X
si definisce come d(x1,z3) = |1 — x2||. La distanza in uno spazio normato &
una metrica.

Una successione {x,}52, si dice successione di Cauchy se per ogni € > 0
esiste v € N tale che ||z, —x,,|| < € se n,m > v. Uno spazio normato (X, || - ||)
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in cui ogni successione di Cauchy ha limite (cioe, in cui la metrica ¢ completa),
si chiama spazio di Banach.

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso. Si chiama prodotto scalare
in X un’applicazione (+,-) : X x X — F (dove F' = R oppure F' = C) con le
seguenti proprieta:

x,y) = (y,x)" per ogni z,y € X.
Az, y) = (z,\y) = XNz, y) perogni A € Fex,y € X.

(
(
c. (x+y,2z) = (x,2)+ (y,2) per ogni z,y,z € X. In tal caso, anche
(2,2 +y) = (2,2) + (2,y) per ogni z,y,2 € X.
(

x,x) > 0 per ogni z € X. Inoltre (x,z) > 0 se = # 0.

Se (+,+) € un prodotto scalare in X, allora

lzll = V(z,2),  xeX,

rappresenta una norma in X. Si dimostrano facilmente la disuguaglianza di
Schwartz
(@ y)l < llzlllyll,  zyeX;

la disuguaglianza triangolare
le+yll < flzl + Myl =yeX;
e l'identita del parallelogramma
lz +yl” + llz = ylI* = 2 (=l + lyl*) -

Uno spazio vettoriale con prodotto scalare per cui la corrispondente norma
e completa, si chiama spazio di Hilbert. Quindi ogni spazio di Hilbert e uno
spazio di Banach.

1.1. Si dimostrino la disuguagliaza di Schwartz e la disuguaglianza triangola-
re. Si consideri il discriminante del polinomio quadrato ||y + wx|]* =
(z,2)w? + {(z,y) + (y,2)}w + (y,y), dove w € R e z,y € X, per
dimostrare la disuguaglianza di Schwartz.

1.2. Dimostrare l'identita del parallelogramma. Spiegare il nome di questa
identita.

1.3. Sia X uno spazio di Hilbert. Si dimostri che

2]l = sup [(z,y)| = max |(z,y)|.
llyll=1 llyll=1

1Se FF =R, si legge @ = a e quindi (x,y) = (y, ).
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1.4. Sia X uno spazio di Hilbert e sia M uno sottospazio lineare di X. Sia
Lt ={zr e X :(z,9) =0 per ogniy € M}

il suo complementare ortogonale. Si dimostri che M=+ & uno sottospazio
lineare chiuso di X, (M*)* ¢ la chiusura di M, e M N M+ = {0}.

Un esempio di uno spazio di Hilbert reale & R™ con prodotto scalare (z,y) =

Z z;yj, dove x = (21, -+ ,x,) €y = (Y1, -+, yn). L'esempio analogo nell’am-
j=1
bito degli spazi complessi & C" con prodotto scalare (z,y) = >_7_, x;7;, dove
= (:Ul’... 7xn) ey = (yl’... ’yn>_
Consideriamo due esempi meno elementari. Sia G un sottoinsieme misura-
bile di R™. Sull’insieme delle funzioni misurabili da G in C, introduciamo la
relazione di equivalenza

fr~g<={ze€G: f(r) # g(x)} ha misura zero.

Questa relazione divide l'insieme delle funzioni misurabili in G in classi di-
sgiunte due a due. Infatti identifichiamo due funzioni se coincidono fuori di
un insieme di misura zero. Definiamo ora due spazi vettoriali. L;(G) sara lo
spazio vettoriale (reale o complesso) di tutte le classi di equivalenza di funzioni
f: G — R (oppure f: G — C) tali che I'espressione

1l = /G F(x)|de

sia finita. Ly(G) sara lo spazio vettoriale (reale o complesso) di tutte le classi
di equivalenza di funzioni f : G — R (oppure f : G — C) tali che 'espressione

1= | [ 1R "

sia finita. Si puo dimostrare che L(G) e Lyo(G) sono spazi di Banach. Inoltre,

definendo
(f.9) / fa

si dimostra che Lo(G) ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-). La
dimostrazione della completezza di questi due spazi verra svolta nel corso di
istituzioni di analisi superiore.
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Il prossimo spazio da introdurre ¢ lo spazio C(K). Sia K un insieme com-
patto (cioe, chiuso e limitato) in R”™. Allora lo spazio vettoriale C'(K) di tutte
le funzioni continue f : K — F' (dove F' = R oppure F' = C) con la norma

1£lloo = max [ f(z)]

¢ uno spazio di Banach. Di nuovo non dimostriamo la completezza della corri-
spondente metrica. Nel caso in cui K & un sottoinsieme non vuoto di R™ (non
necessariamente compatto), definiamo C'(K) come lo spazio vettoriale di tutte
le funzioni continue e limitate f : K — F (dove F' = R oppure F' = C) con la
norma

[flloc = sup [f(x)].
zeK

Questo spazio € uno spazio di Banach. Nel caso in cui I'insieme K & compatto,
le due definizioni di C'(K) coincidono, poiché su un compatto K l'estremo
superiore di una funzione continua € un massimo.
Infine, introduciamo due spazi di successioni. Consideriamo le successioni
{2,}°2; di numeri reali o complessi. Definiamo ¢; come lo spazio di tutte le
. . o0 . . o0 N
successioni {z, }22; per cui la serie ) | x,, ¢ assolutamente convergente. Su

¢ mettiamo la norma
(o]

Hawdozally = > lzal.

n=1
. . . . . o) . . o0 2 s
Sia /5 lo spazio di tutte le successioni {x,}7>; per cui la serie Y | |z,|* €
convergente. Su ¢, mettiamo la norma

- 1/2
{zn}nzill, = [Z |xn|2] .
n=1

Si puo dimostrare che /1 e /5 sono spazi di Banach. Inoltre, se mettiamo su /,
il prodotto scalare

({xn}qozozla {yn fzo:l) = Z TnYn,
n=1

{5 sara uno spazio di Hilbert.
Nella stessa maniera introduciamo gli spazi ¢1(Z) e (5(Z) di successioni
bi-infinite {x,}52 .

1.2 Operatori Lineari

Siano X e Y due spazi di Banach. Un’applicazione T': X — Y si dice operatore
lineare se

T(/\lxl + )\ng) = /\1T(l’1) + /\QT(JIQ), X1, To € X, )\1, )\2 € F,
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dove F' = R oppure F' = C. Molto spesso scriviamo Tz invece di T'(z). Gli
esempi principali degli operatori lineari sono le matrici n x m (come rappresen-
tazioni degli operatori lineari da F™ in F™) e gli operatori differenziali lineari.
L’immagine di tale T' ¢ U'insieme Im (T) = {Tz : * € X }; quest’insieme & un
sottospazio lineare di Y. Il kernel di T ¢ il sottospazio lineare di X definito da
KerT ={x € X :Tx =0},

Un operatore lineare T : X — Y si dice invertibile se ¢ una corrispondenza
biunivoca tra X e Y.

Proposizione 11.1 Un operatore lineare T' : X — Y ¢ invertibile se e solo se
ImT =Y e KerT = {0}.

Dimostrazione.  Se T e invertibile, si ha ovviamente ImT =Y e KerT =
{0}. D’altra parte, se InT =Y e KerT = {0}, per ogni y € Y 'equazione
Tz = y ha almeno una soluzione x € X (poiche Im7T = Y'). Se ci fossero
x1,29 € X tali che Txy = Tay = y, allora T(x; — x9) = Txy —Taxy =0 e
quindi z; — x5 = 0 (poiche Ker T" = {0}) e x; = x2. Quindi la soluzione xz € X
dell’equazione T'x = y ¢ unica per ogni y € Y. O

Siano X e Y spazi di Banach. Un operatore lineare 7' : X — Y si dice

limitato se sup |Tz|| < +oo. In tal caso il numero
l[=]|=1

IT| = sup ||Ta| = sup
z€X, ||lz|=1 ozzex ||zl

si dice norma di T. Se X = F" (dove F' = R oppure F' = C) ha dimensione
finita, ogni operatore lineare T': X — Y e limitato.

1.6. Sia {e1, -+ ,e,} la base canonica di F™. Allora ogni operatore limitato
T : " — Y puo essere rappresentato come

i=1 i=1

Utilizzando questa rappresentazione, si dimostri la limitatezza di T

1.7. Siano X,Y, Z tre spazi di Banach e siano T : X — Y e S:Y — Z due
operatori lineari limitati. Allora ST : X — Z & un operatore lineare
limitato e ||ST|| < [|S|||T||. Si dimostri questo fatto.

Proposizione 11.2 Siano X,Y spazi di Banach e siaT : X — Y un operatore
lineare. Le sequenti affermaziont sono equivalenti:
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. T & un operatore limitato.

s

S

. T: X =Y ¢euna funzione uniformemente continua.
c. T:X —Y éwuna funzione continua.

d.T: X —Y ¢ continua in 0.

Dimostrazione.  [(a)==(Db)] Per x1, 2, € X si ha grazie alla limitatezza di
T: ||[Tzy — Tas|| < [|T||||z1 — x2||. Quindi, se ||z1 — xaf| < (¢/]|T||), allora
|Taxy — Txs|| < e. Allora T ¢ uniformemente continuo.

[(b)==(c)==(d)] Ovvio.

[(d)=(a)] Sia T continuo in 0. Allora esiste § > 0 tale che ||z| < §
implica ||Tz|| < 1. Quindi per qualsiasi x € X con ||z|| = 1 si ha ||(§/2)z|| < ¢
e dunque (6/2)||Tz|| = [|T(6/2)x| < 1. Allora ||z|| = 1 implica ||Tz| < (2/9).
Di conseguenza T ¢ limitato con norma < (2/6). O

Consideriamo adesso lo spazio normato £(X,Y") di tutti gli operatori lineari
e limitati da X in Y, dove X e Y sono spazi di Banach. Scriviamo £(X) se
X=Y.SeX=F"eY=F"(per F=RoF=C), L(X,Y) coincide con lo
spazio delle matrici n x m.

Proposizione 11.3 Siano X,Y spazi di Banach. Allora L(X,Y) é uno spazio
di Banach.

Dimostrazione.  Sia {T,}>2, una successione di Cauchy in £(X,Y). In
altre parole, per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,, — T},,|| < € per n,m > v.
Per z € X abbiamo la successione di Cauchy {T,,x}2, in Y. Per x = 0 questo
¢ chiaro. Per z # 0 si ha: per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,,z — T,,,z|| <
el|z]] se n,m > v, mentre £||z|| ¢ una costante positiva arbitraria. Siccome Y
€ uno spazio completo, esiste, per ogni z € X, un vettore Tz € Y tale che
lim,, .o ||Th2 —Tx|| = 0. Si dimostra facilmente che 7" ¢ un operatore lineare.
Inoltre, per quel v = v(e) si ha ||T,x — Tz|| < ¢||z|| se n > v (calcolando il
limite se m — 00). Quindi per un opportuno ny > v si ha

[ Ta|| < [|Tnpz = Tl + [| T ) < (€ + | T D Nl2]], 2 € X,
implicando la limitatezza di T'. Inoltre, siccome per ogni € > 0 esiste v € N

tale che ||T,,x — Tz|| < ¢l|z|| se n > v, si ha ||T,, = T'|| — 0 se n — oco. In altre
parole, {T},}°, ¢ convergente in L(X,Y). 0

Discutiamo due esempi.
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a. Sullo spazio ¢; definiamo 'operatore A come
[e.e]
— _ o0
= E Qi jTj, X = (Tn)nty,
Jj=1
dove {a; ;)75 ¢ una matrice infinita. Allora A ¢ limitato se

o0
IA] = sup ) |ai
jeN i1

Infatti, sotto questa condizione abbiamo

| Ax||, = Z |(Ax);| < ZZ gl < NAIY fai| = I1A] 1]
i=1 j=1 j=1

Abbiamo infatti trovato il valore esatto della norma di A, ma questo non
verra dimostrato.

< +00.

b. Sullo spazio Ly(G) e per qualsiasi funzione misurabile limitata h su G
definiamo 'operatore M da

(M[f)(x) = h(x)f(z), =€

Allora hf € misurabile se f ¢ misurabile. Inoltre,
InfI* = / [h(x) f ()] dz < [|R]I3, / |f (@) da = ([R5,

dove [|h]|ec = sup,eq |h(z)]. Quindi M e limitato su Ly(G). Si dimostra
nella stessa maniera che M ¢ limitato su Ly (G). In entrambi i casi ||A||oo
¢ un maggiorante della norma di M. Infatti ||h| « € il valore esatto della
norma, ma questo non verra dimostrato.

Finora tutte le dimostrazioni sono state abbastanza elementari. Il prossimo
teorema non e facile da dimostrare e richiede una certa proprieta topologica
(quella di Baire) degli spazi metrici completi.

Teorema 11.4 Siano X,Y spazi di Banach e sia T € L(X,Y) invertibile.
Allora Uoperatore inverso T—' € L(Y, X).

Il prossimo teorema fornisce un algoritmo per dimostrare I'invertibilita di
un operatore limitato e per calcolare (almeno in principio) la sua inversa.
L’operatore inverso verra costruito come la somma della cosiddetta serie di
Neumann che generalizza la serie geometrica. Abbiamo bisogno dell’operatore
d’identita Ix (oppure I se non c’e¢ pericolo di confusione) su uno spazio di
Banach X: Si definisca Ixx = x per ogni x € X.
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Teorema I1.5 Sia X wuno spazio di Banach e sia T € L(X). Allora T é
invertibile se |[I — T < 1. In tal caso

[e.9]

T =Y (I-T),

=0
dove (I —T)° = Ix e la serie ¢ convergente nella norma di L(X).

Dimostrazione.  Consideriamo le somme parziali

n

Sp=I+(I=T)+ I =TV +--+I-T)" =) (I-TY.

=0
Si vede subito (o quasi subito) che
7S, =81T=S,—I-T)S,=S,— Spt1+ 1. (IL.6)
Adesso facciamo la stima [Vedi 'esercizio 1.9]
wro e T
Snip — Sl = I-TY| < I-T)P < ———F—,
Jj=n+1 j=n+1

cio implica che {5,}5°, ¢ una successione di Cauchy in £(X). Dalla Propo-
sizione 11.3 segue l'esistenza di S € L£(X) tale che ||S, — S| — 0 se n — 0.
Calcolando il limite in (I1.6) se n — oo, otteniamo

TS=ST=S—(I-T)S=5—5+1.
Di conseguenza T'S = ST = I, cioe S =T~ 1. O

Dalla serie di Neumann si ottiene facilmente
1

177 < ——3
1L—||I=T]
se [ =T < 1.
Corollario I1.6 Siano X,Y spazi di Banach, T,S € L(X,Y) e T invertibile.
Se
[
17|

allora S ¢é invertibile. In altre parole, l'insieme degli operatori invertibili in
L(X,Y) ¢é aperto in L(X,Y).

Dimostrazione.  Ovviamente, T71S € £(X). Inoltre,
[1x = TS| = [|77HT = SI| < 1T = Sl < 7T =1
implica (secondo il teorema precedente) che 715 ¢ invertibile. In tal caso S

¢ invertibile. O
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1.3 Spettro di un operatore lineare

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T" € L£(X). Per ogni A € C
consideriamo gli operatori lineari A—T (cioe, AIx — T scritto male). Studiamo
I'invertibilita di A — 7" al variare di .

I numero A € C si dice autovalore di T se esiste 0 # x € X tale che
(A=T)x = 0 (cioe, tale che Tz = Az). Il vettore x si chiama un corrispondente
autovettore. In tal caso Ker(A —T) = {z € X : (A = T)z = 0} ¢ l'insieme
di tutti gli autovettori corrispondenti all’autovalore A, piu il vettore zero. La
definizione generalizza quella per le matrici quadrate. Infatti, come per le
matrici quadrate 'esistenza dell’autovettore 0 # x € X tale che Tx = Az
implica che A — T non e invertibile. Per le matrici quadrate T basta risolvere
I'equazione det(\ — T") = 0 per trovare tutti gli autovalori di 7. Nel caso di
uno spazio X a dimensione infinita la situazione € molto piu complicata.

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T' € £(X). Il numero complesso
A appartiene allo spettro di T', o(T), se A —T NON e invertibile. Quindi tutti
gli autovalori di T" appartengono allo spettro di 7. Il numero complesso A
appartiene al risolvente di T, p(T'), se A — T' ¢ invertibile. Dunque p(7T) ¢ il
complementare di o (7).

Teorema I1.7 Sia T € L(X). Allora lo spettro o(T) di T e un compatto in
C, mentre il risolvente p(T) di T é un aperto non limitato.

Dimostrazione.  Sia A € p(T). Se |u—A| < [|[(A=T)7'|7!, allora u € p(T).
Questo segue subito dal Corollario I1.6, poiche (u—A)Ix = (u—T)— (A=T).
Quindi p(7") ¢ un aperto in C.

Se |A] > ||IT||, IN"'T|| < 1 implica I'invertibilita dell’operatore A — T =
MIx — A7T). Inoltre

1T S )
_1_ _
A=T)"'= 3 § j—j = § j Ve (IL.7)

dove la serie € convergente nella norma di £(X). Quindi lo spettro € un insieme
chiuso contenuto nella palla di centro zero e raggio ||T||. Dunque o(T) ¢ un
compatto. O

Utilizzando il teorema di Liouville dell’analisi complessa [vedi il Teorema
A 4] e il teorema di Hahn-Banach dell’analisi funzionale, si pud dimostrare che
lo spettro di un operatore lineare limitato non ¢ mai vuoto. Quindi il suo
risolvente non e mai 'intero piano complesso.

Sia r(T), il raggio spettrale di T, il minimo di tutti gli r per cui la serie (I1.7)
¢ assolutamente convergente per ogni A € C con |A| > r. Allora r(T) < ||T|| e
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o(T) & contenuto nel disco di centro 0 e raggio (7"). Infatti quel disco ¢ il disco
di centro 0 piu piccolo che contiene lo spettro di T'. Utilizzando ’espressione
per il raggio di convergenza di una serie di potenze, troviamo

r(T) = Lim |7/,

Sia T' € L(X). La formula C = ¢(T") U p(T') rappresenta una partizione
del piano complesso in due insiemi disgiunti. Adesso discutiamo un’ulteriore
suddivisione di C in quattro insiemi due a due disgiunti.

a. Se A — T ¢ invertibile, A € p(T"). Altrimenti, A € (7).

b. Se Ker (A —T) = {0}, Im (A — T") & un sottospazio lineare denso in X
elm(A—=T) # X, si ha A € 0.(T). Tali punti A\ appartengono allo
spettro continuo di T'. In tal caso ogni x € X si puo approssimare da
vettori (A — T')z per qualche z € X. Purtroppo esistono x € X tale che
I'equazione (A — T')z = x non ha nessuna soluzione z € X.

c. Se Ker (A—=T) = {0} e Im (A —T) & un sottospazio NON denso in X, si
ha A € 0,(T) [lo spettro residuo di T).
d. Se Ker (A = T) # {0}, A ¢ un autovalore di 7. L’insieme degli auto-

valori si scrive come 0,(7T) [inglese: point spectrum]. Gli autovettori
corrispondenti all’autovalore A sono tutti i vettori in Ker (A —7T) \ {0}.

Abbiamo ottenuto la partizione
C=p(T)Uo (T)Uo,.(T)Uo,(T)

-

o(T)

del piano complesso in quattro insiemi due a due disgiunti.

Per determinare lo spettro continuo piu facilmente, dimostriamo il seguente
lemma.

Lemma II.8 Sia T € L(X). Sia 04,(T)? linsieme di tutti i \ tali che |[(\ —
T)x,|| — 0 per un’opportuna successione {x,}2 | con ||z, || = 1. Allora

0p(T)U 0 (T) C 04p(T) C o(T).

Dimostrazione.  Dimostriamo prima che 0,(7") U 0.(T") C 04,(T).
Se A € 0,(T") e 0 # x € X ¢ un corrispondente autovettore, prendiamo
x, = (z/||z]|) per ogni n € N. In tal caso (A — T")x,, = 0 per ogni n € N. Ne
segue che A € ay,(T). Quindi 0,(T) C 04p(T).

2L’insieme si dice “approximate point spectrum.
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Se A ¢ 0,,(T), esisterebbe € > 0 tale che ||[(A —T)z| > e se [|z|| = 1. In
tal caso si ha
[(A=T)z| > e[z, reX.

Quindi A non & un autovalore di 7. Se y € Im (A — T'), esiste un unico vettore
x € X tale che (A —T)x = y. In tal caso

A=)yl <eMlyl,  yeIm(A-T). (IL.8)

Se Im (A —T') non ¢ denso in X, ne segue che A € ¢,(T). Se Im (A—T") ¢ denso
in X, la stima (II.8) si estende ad y € X per continuita, e dunque A € p(T).
In altre parole, C\ 0,,(T) C p(T') Uo,.(T), oppure 0,(T) U c.(T) C 04,(T).
Se A € p(T), esistono M, m > 0 tali che M||z| > ||(A = T)x| > m| x| per
ogni z € X (infatti, M = |A=T|em = [|[(A=T)7'|7!). Quindi se {z,}>, ¢
una successione con ||z, || = 1, non si ha ||[(A —=T)z,|| — 0. Quindi X ¢ 0,,(T).
Ne segue che o,,(T) C o(T). O

1.4 Operatori Lineari Autoaggiunti

Discutiamo ora gli operatori lineari su uno spazio di Hilbert. Sia X uno spazio
di Hilbert e sia T € L(X). Si definisce I'operator aggiunto 7 dall'uguaglianza

(T*z,y) = (z,Ty), x,y € X.
Utilizzando 'esercizio 1.3 si dimostra facilmente che

77| = sup [[T"z[| = sup [ <T"z,y>|
Jall=1 Jall=llyll=1

= sup [ <a,Ty>|=sw ||Ty| =|T].
llzll=lyll=1 lyll=1

Quindi 7* € £(X) e ||T7]| = ||TI.

1.8. Si dimostrino le seguenti proprieta: (AT)* = XT* [(AT)* = AT* in uno
spazio di Hilbert reale], (T + S)* = T* 4+ S*, (T'S)* = S*T*, (T*)* =T.

Sia X uno spazio di Hilbert e sia T' € L£(X). Introduciamo le seguenti
classi di operatori lineari:

a. Gli operatori autoaggiunti: T* =T

b. Gli operatori unitari: T invertibile e T = T*.

c. Gli operatori normali: TT* = T*T. Osserviamo che gli operatori au-
toaggiunti e unitari sono ambedue normali.
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1.9. Sia X uno spazio di Hilbert complesso e siaT' € L£(X). Si dimostri che T’
¢ autoaggiunto se e solo se (Tx,z) € un numero reale per ogni = € X. Si
consiglia sviluppare il prodotto scalare (T'(z + iy),x + iy) per z,y € X,
utilizzando che (T'z,z) € R per z = x, z =y e z = x + iy. 1l risultato
non vale in uno spazio di Hilbert reale.

Teorema I1.9 Sia T' € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora
o(T) Cc {(Tz,z) : ||z|| =1} C R.
Inoltre, o,.(T) = 0.

Dimostrazione.  Sia A € 0,(T) Uo.(T). Secondo il Lemma II.8 esiste una
successione {x,}>° ; in X tale che ||z,|| =1 (n € N) e ||[(A = T)z,|| — 0 se
n — oo. Allora la stima [(A = T)xy,, z,)| < [[(A = T)z,||||zn|| con ||x,] =1
implica che

A= (T, z,) = (AN =T)xy,z,) — 0, n — 0o. (I1.9)

Siccome (T'z,,, z,) € R per n € N, segue A € R. Dunque 0,(7") Uo.(T) C R.
Sia A € 0,.(T"). Siccome Im (A — T') € un sottospazio lineare non denso in

X, esiste 0 # = € X tale che (A —T)z,2) = 0 per ogni z € X. In tal caso

segue, per z = «,

(Tz, )

(z, )

Quindi o,.(T) C R. Da questo fatto si trova per ogni z € X
0= ((A - T)Za 1’) = <Z7 (X - T).Z'),

A= e R.

e quindi (A — T)z = 0 mentre x # 0. Risulta che X\ € 0,(T). Siccome
0,(T) C R, si ha A € 0,(T). Contraddizione. Segue allora che o,.(T) = 0.

Infine, o(T') = 0,(T) U 0.(T) e la relazione (I1.9) [dove ||z,| = 1 per ogni
n € NJ] implicano che lo spettro di 7" & contenuto nell’intervallo compatto piu
piccolo che contiene U'insieme {(T'z, x) : ||z|| = 1}. Infatti, sia {(Tx,x) : ||z|| =
1} C [m, M]. Allora

mlz|* < (Tw,z) < M|z|]*, 2 € X.
Dunque per ogni x € X

{A >M: (A= M)|z]* < (A =Tz, 2) < (A= m)|
A<m: (m= Nzl < (T = Nz, z) < (M = A)l]*

Di conseguenza, se A € R\ [m, M], non esiste nessuna successione {x, }>2 ; tale
che ||z,]| =1 (n € N) e [|[(A = T)z,|| — 0. Quindi o(T) C [m, M]. O
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Si puo infatti dimostrare che per un operatore lineare autoaggiunto l’insie-
me {(Tz,z) : ||z]| = 1} ¢ l'intervallo compatto reale piu piccolo che contiene
lo spettro di 7. In particolare, gli estremi di quell’intervallo appartengono a
o(T). Purtroppo la dimostrazione non ¢ elementare.

Teorema I1.10 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora il suo raggio
spettrale coincide con la sua norma: r(T) = ||T||.

Dimostrazione.  Sia T € L(X) autoaggiunto. Allora
|IT2|)* = (T2, Tz) = (T"z,2) < |T7|ll|lz]l, € X,

dove e stata applicata la disuguaglianza di Schwartz. Passando all’estremo
superiore per gli z € X con ||z| = 1 si ottiene ||T]|? < ||T?| e dunque [Vedi
I'esercizio 1.9]

IT2|| = ||T]>.
Questo implica
|T*"|"*" =||T||, neN,
Passando al limite se n — oo si trova r(T") = ||T]. O

2 Metodo delle Approssimazioni Successive

a. Equazioni integrali con nucleo continuo. Supponiamo che nell’equa-
zione integrale (I11.2) la regione G sia limitata in R, la funzione f sia continua
nella regione chiusa G (oppure misurable e appartenente allo spazio L(G)
0 Ly(G)) ed il nucleo K(x,y) sia continuo su G x G (diremo continui questi
nuclei).

Ricordiamo le definizioni delle norme negli spazi di Banach L,(G), L2(G),
Loo(G) e C(G) e del prodotto scalare in Lo(G):

Hful — J, If(a d_ f € Li(G),
fG )g(z) [.9 € La(G),
||f||2 =V (f, f)= fG |f(x)[*dz, [ € Ly(G),
[flloo = s Sup |f ()], f € Lo(G),
1fllc = 1l = masx 7)), fec@).

Lemma II.11 L’operatore integrale K con nucleo continuo K(z, _) tmsfg’zsce
Ly(G) in C(G) (e, di consequenza, Lo(G) in C(G), Lo(G) in C’(G) C(G) in
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C(GQ), Li(G) in Li(G), Ly(G) in Ly(G), e Loo(G) in C(G)). Dunque, K ¢
limitato come operatore lineare tra questi spazi, ed inoltre

1K flle < M[fll1, f e Li(G),

1K flle < My/m(G)]| |2, f € Ly(@), (I1.10)
1K flle < Mm(G)[[f ], f € L(G),

1K flle < Mm(G)| fllc, fec@), (IL11)
K fllv < Mm(G)||flh, f € Li(G),

1K flla < Mm(G)| fll2, f € Ly(G), (IL.12)
1K flloo < Mm(G)]|floo, f € Lo(G),

dove M = max_|K(z,y)| e m(G) é la misura di G.

z,yeGxG

Dimostrazione.  Siccome G x G & compatto, il nucleo K(x,y) & uniforme-
mente continuo in (z,y) € G x G. Quindi, dato ¢ > 0, esiste § > 0 tale che
|K(z1,51) — K(z2,92)] < € se ||[(z1 — xa,y1 — y2)|| < 0. Di conseguenza, se
[ € Li(G), per |z1 — z2| < ¢ si ha la stima

!(Kf)(ivl)—(Kf)(wz)\S/\’C(muy)—’C(ivz’y)!|f(y)!dy<€/!f(y)ldyZSHfHu

e quindi K trasferisce L;(G) in C(G).
Utilizzando la disuguaglianza di Schwartz si trova

/11 :/G [f (@) de < [ ]2 /G de = /m(G) fllz; [ € La(G).

Ancora piu facilmente si trova la stima

16 = [ 1@ de < I [ de=m(@IfE £ € Ll

implicando_|[fllz < /m(G) [[fllc e [IfllL < m(G)[[fll per [ € Loo(G).
Inoltre, C(G) & contenuto in Loo(G), mentre ||fllc = ||flle per f € C(G).

Di conseguenza, C(G) & contenuto in L (G), Leo(G) in Ly(G), e Lo(G) in
L1(G), dove i rispettivi operatori di immersione sono limitati di norma limitata
superiormente da 1, \/m(G) e \/m(G)

Infine si trova la stima

1K flle < /G K )| 1f ()] dy < M /G FW)dy=MIfl..  feLi(G).

Abbiamo dimostrato il lemma. O
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Lemma I1.12 Sia K(x,y) un nucleo continuo su G x G. Se (K f)(x) = 0 per

ogni x € G e per ogni f € L1(G), allora K(x,y) = 0 per ogni (z,y) € G x G.

Dimostrazione. ~ All’assurdo. Sia K(z9,%0) > 0 per qualche (zq,yo) € G x
G. Dalla continuita del nucleo segue 'esistenza di un opportuno € > 0 tale
che K(z,y) > 0 per ogni (z,y) € G x G per cui ||(x — 20,y — 30)|| < . Adesso
consideriamo la funzione

1y —wl/e), ly—wl<e
T = {0= ly— yol > <.

Si ha f € Li(G). Risulta facilmente che

(Kf)(xo) = / K(xo,v)f(y) dy > 0.

G

Contraddizione. O

Nello stesso modo segue che K(z,y) = 0 per ogni (z,y) € G x G se
(K f,g) =0 per ogni f,g € La(G).

Cerchiamo la soluzione dell’equazione (I1.2) mediante il metodo delle ap-
prossimazioni successive, ponendo ¢ (z) = f(z),

2P (z) = A /G Kz, 9)o® D(y) dy + fl@) = NK" D 4+ f,  p=1,2,---
(I1.13)

Dimostriamo che
p . .
(p(p) :Z NKIf, p=0,1,2,---, (IT.14)
§=0

dove K7 denotano le potenze j-esime dell’'operatore K. Infatti, per p = 0, la
formula (I1.14) ¢ valida: ¢® = f. Supponendo che questa formula sia valida
per p e sostituendo nella successione di ricorrenza (I1.13) p con p+ 1, si ottiene
la formula (I1.14) per p + 1:

p p p+1
Pt = \K P 4 f = )‘KZ NERf 4 f = f+z NI+ — Z NK .
h=0 §=0 5=0
Dunque, la formula (I1.14) & valida per tutti i valori di p.
Le funzioni (K?f)(z), p=0,1,---, sono dette iterazioni della funzione f.
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Secondo il Lemma I1.11, le iterazioni di f € C(G) sono continue su G e, in
virtu della (I1.11), soddisfano la disuguaglianza

IK7 flle = K (K" f)lle < Mm(G)|[ K"~ fllc
< (Mm(G)?|EP flle < -+ < (Mm(G))"[| e,

cioe
1K flle < (Mm(G)"| flle; p=0,1,2,---. (IL.15)
Da questa disuguaglianza segue che la serie
Y O N(KIf)(x), x€, (I1.16)
5=0

detta serie di Neumann, ¢ maggiorata dalla serie numerica

Iflle S WG = = (1017)

che converge nel disco |\| < 1/Mm(G). Percio, per questi valori di A, la serie
(I1.16) & uniformemente (infatti, totalmente) convergente in = € G, definendo
cosi una funzione ¢(z) continua su G. Cid vuol dire, in virtu della (I1.14), che
le approssimazioni successive p® () per p — oo tendono in modo uniforme
alla funzione p(z):

lim max |p® (z) — p(x)| = 0, (I1.18)

P—00 ze@

ed, inoltre, in virtu della (I1.17), & valida la disuguaglianza

1 flle
AMm(G)

lelle < — (I1.19)

Dimostriamo che la funzione ¢(z) verifica I'equazione integrale (I1.2). In-
fatti, passando al limite per p — oo nella relazione di ricorrenza (II.l?i ed
utilizzando la convergenza uniforme della successione ¢ (x) a ¢(x) su G, si
ottiene

o(x) = lim ¢ (z)

p—00

~ / K(z,y) lim o (y)dy + f(z) = A / K(z,y)e(y) dy + ().
G G

p—00

Dimostriamo ora I'unicita della soluzione dell’equazione (I1.2) nella classe
L(G) (oppure Lo(G), Loo(G), C(Q)) se |A| < 1/Mm(G). Per cio ¢ sufficiente
dimostrare che ’equazione omogenea (I1.3) ha, in L;(G), una sola soluzione
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nulla. Infatti, se o € L1(G) ¢ una soluzione dell’equazione (I1.3), cioe ¢y =
AK @y, si ha, secondo il Lemma II.11,

I@olls = (A @olls < [AMm(G)]lollr,

da cui, grazie alla disuguaglianza |[A\|Mm(G) < 1, deriva [|¢o|ly = 0, cioe
wo = 0, quanto si doveva dimostrare.
Riassumiamo i risultati ottenuti nel seguente teorema.

Teorema I1.13 Ogni equazione integrale di Fredholm (11.2) con nucleo conti-

nuo K(x,y), per |\| < 1/Mm(G), ha un’unica soluzione ¢ nella classe C(QG)
per un termine noto f € C(G) qualsiasi. Questa soluzione & rappresentata nel-
la forma della serie di Neumann (11.16) uniformemente convergente in x € G
e soddisfa la disuguaglianza (11.19). In altre parole, nel disco |A| < 1/Mm(QG)

esiste ed ¢ limitato l'operatore inverso (I — AK )™t

Nella stessa maniera si dimostra il seguente per p = 1,2, +o00: Ciascuna
equazione integrale di Fredholm (II.2) con nucleo continuo K(z,y), per |A| <
1/Mm(G), ha un’unica soluzione ¢ nella classe L,(G) per un termine noto
f € L,(G) qualsiasi. Questa soluzione ¢ rappresentata nella forma della serie di
Neumann (I1.16) convergente nella norma di L,(G) e soddisfa la disuguaglianza
lell, < W fllp/(T—=|AMm(G)). In altre parole, nel disco [A| < 1/Mm(G) esiste
ed & limitato nello spazio di Banach L,(G) Poperatore inverso (I — AK)™'.

Osserviamo infine che il metodo delle approssimazioni successive puo essere
utilizzato per una risoluzione approssimata dell’equazione integrale (I1.2) per
|A| sufficientemente piccole.

b. Nuclei iterati. Risolvente. Stabiliamo preliminarmente che e valida
la seguente uguaglianza:

(Kf,9)=(f.K"g), f.g€ Ly(Q). (IL.20)

Infatti, se f e g appartengono a Ly(G), conformemente al Lemma II.11, anche
K f e K*g appartengono a Ly(G) e quindi si ha

wha) = [ kN@a@de= [ | [ ki i) s

z/Gf(y) [/G /C(xyy)@daf} dy:/Gf(y) [/G K*(y, x)g(x) daﬁ} dy
=Aﬂmﬁmﬁmzmww
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Lemma I1.14 Se K e Ky sono operatori integrali con nuclei continui IKCy(x, y)
e Ko(x,y), rispettivamente, 'operatore K3 = KoKy € un operatore integrale con
nucleo continuo

Ks(z,y) = / Ko(z,y" )1y, y) dy'. (IL.21)
a
In questo caso € valida la sequente formula:
(Ko Kh)" = KiK. (I1.22)

Dimostrazione.  Per tutte le f € Ly(G) abbiamo

(K f) (@) = (KoK f) () = / Ko (2, /) / K (o) f () dy dyf
G G
://[/C2(fc7y’)/C1(y’7y)dy’]f(y)dy,
GJAaA

da cui segue la formula (I1.21). E evidente che il nucleo Ks(z,y) & continuo
per (z,y) € G x G. Infatti, dato & > 0, per i = 1,2 esiste §; > 0 tale che
Ki(z1,51) — Ki(za,32)| < e/ ([My + Ma]m(G)) se ||[(z1,51) — (z2,32)[ < di.
Quindi, se |[(x1,y1) — (22, y2)|| < 6 = min(dy, d2), risulta

K, 1) — K, y2)] < / Ko, o) — Kala, )1/ 91)|
G

[Mom(G) + Miym(G)]e .
[My + Ma]m(G) ’

+/G Koo, Y )IK1 (Y 1) — Ki(y s y2) | dy' <

implicando la continuita uniforme di Ks(z,y).
Prendendo in considerazione l'uguaglianza (I11.20), per tutte le f e g appar-
tenenti a Ly(G) si ottiene

(f, K39) = (Ksf,g9) = (KoK f,9) = (K1 f, K3g9) = (f, K{K3g), [,9 € La(G),

cioe (f, K59 — K7 K5g) = 0 per tutte le f,g € Ly(G), e, quindi, Kj = K{Kj,
il che equivale all'uguaglianza (I1.22). Il lemma & dimostrato. O

Dal Lemma I1.14 appena dimostrato segue che gli operatori K = K (K?~1)

= (KP~Y)K,p=2,3,---, sono operatori integrali ed i loro nuclei K,(x,y) sono
continui e soddisfano le relazioni di ricorrenza KCy(z,y) = K(z,y),

Kp(x,y) = / K,y )Cp1(y',y) dy' = / Kp1(z,y )y, y) dy'. (11.23)
a e
I nuclei K, (z,y) sono detti nuclei iterati del nucleo K(x,y).
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Dalle relazioni di ricorrenza (I1.23) segue che i nuclei iterati soddisfano la
disuguaglianza

|’Cp($, y>| S Mpm(G)p—17 b= 17 27 T (1124)

Dalla (II.24) segue che la serie

Z /\k’Ck-f—l(x? y)a (IE, y) S a X 57 (1125)
k=0

¢ maggiorata mediante la serie numerica

Z ’)\‘kMk+1m(G)k’

k=0

convergente nel disco [A| < 1/Mm(G). Percio la serie (I1.25) ¢ uniformemen-
te (anche totalmente) convergente in (z,y,)) € G x G x {z € C : |z| <
(1/Mm(G)) — €}, per ¢ > 0 qualsiasi. Come conseguenza, la sua somma ¢
continua in G x G x {z € C : |z| < (1/Mm(G))} ed analitica in A nel disco
|A] < 1/Mm(G). Indichiamo la somma della serie (I1.25) con R(x,y; \):

R(Qf, Y; )‘) = Z Aklck—i-l (IL', y)
k=0

La funzione R(x,y; A) ¢ detta risolvente del nucleo K(z,y).

Teorema I11.15 La soluzione ¢ dell’equazione integrale (11.2) é unica nella

classe C(G) per |\ < 1/Mm(G) e per qualunque f € C(G) e rappresentata
con il risolvente R(x,y; \) del nucleo K(x,y) mediante l’equazione

Po) = F@)+ 0 [ R ) do (11.26)
in altre parole, é valida la sequente equazione operatoriale:
(I —AK)™' =1+ AR()N), I\ < (1/Mm(Q)), (I1.27)
dove R(\) € un operatore integrale con nucleo R(z,y; \).

Dimostrazione. ~ Conformemente al Teorema II.13, la soluzione ¢ dell’e-
quazione (IL.2) ¢ unica nella classe C'(G) per [A| < 1/Mm(G) e per qualunque
f € C(G) e rappresentata nella forma di una serie di Neumann convergente

(I1.16). Sostituendo in questa serie le espressioni di iterazione K* f in termini
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dei nuclei iterati Kp(x,y) ed utilizzando la convergenza uniforme della serie
(I1.25) per il risolvente R(x, y; A), si ottiene la formula (I1.26):

o= [ [AZ Akzcm(:c,y)] Flo) it @) = A [ Ry ) (0) dy )

Il teorema € dimostrato. O

Dimostriamo che i nuclei iterati (K*),(x,y) ed il risolvente R.(z,y; \) del
nucleo coniugato *(z,y) sono espressi in termini dei nuclei iterati IC,(x,y) e
del risolvente del nucleo iniziale K(z,y) come segue:

(K*)p(‘rv y) = IC;(ZE, y)? p= 1a 27 HR (1128)

Ro(z,y;0) = Ry, z;7), Al < (1/Mm(G)). (11.29)
L'uguaglianza (I1.28) segue dalla formula (I1.22), secondo la quale

Kl y) = () (), p=1,2,---

Visto che |K*(z,y)| = [K(y,z)| < M, si conclude che, da quanto abbiamo
dimostrato, la serie (I1.25) per il risolvente R.(z,y; A) del nucleo K*(z,y) con-
verge per (7,y) € G x G e |\ < 1/Mm(G). Da cio, utilizzando 1'uguaglianza
(I1.28), si ottiene la formula (I1.29):

(z, y; A Z XK )i (2, ) Z )‘kK:k+1(x y)

k=0

= Z 2P ICk+1 Yy,T Z )\ ]Ck—l-l y> = (y>x >‘)

Dalla (I1.29) si ottiene
Ru(e,y:)) = Rly.x:0) =R (e.y:0). |\ < 1/Mm(G),
e, di conseguenza, in virtu della (I1.27), e valida la formula
(I = AK*)"' =1+ AR\, I\ < 1/Mm(G). (I1.30)

Si puo dimostrare che il risolvente R(z,y; A) di un nucleo continuo K(x,y)
ammette un prolungamento meromorfo in tutto il piano della variabile com-
plessa A ed inoltre i suoi poli sono i numeri caratteristici del nucleo K(x,y).
Questa proposizione sara dimostrata sotto per i nuclei degeneri ed hermitiani.

45



c. Equazioni integrali di Volterra. Supponiamo che n = 1, la regione
G sia l'intervallo limtato (0,a) ed il nucleo K(z,y) si annulli nel triangolo
0 <z <y < a. Questo nucleo si dice nucleo di Volterra. Le equazioni (I1.1) e
(I1.2) con nucleo di Volterra assumono la forma

/0“3 K(z,y)e(y) dy = f(x), o(z) = )\/Ox K(z,y)e(y)dy = f(x) (I1.31)

e sono dette equazioni integrali di Volterra di prima e di seconda specie,
rispettivamente. Ci ristringiamo alle equazioni di seconda specie.
Supponiamo che nell’equazione (I1.31) di seconda specie sia f € C([0,a])
e che il nucleo K(z,y) sia continuo nel triangolo chiuso 0 < y < z < a. In
questo caso |[K(x,y)| < M per qualche costante M e I'operatore integrale

(KTM@=iA$K@4&ﬂwdy

trasferisce C([0,a]) in C([0, al).
Come per ’equazione di Fredholm, definiamo le approssimazioni successive
0P conformemente alla seguente formula:

p
OV =f PV =D NEN=AKG Y 1 f p=12,000. (1132
k=0

Le iterazioni K?f appartengono a C([0,al) e soddisfano la stima

(M)

(7@ < Il r

, z € [0,al, p=0,1,---. (I1.33)

Dimostriamo la stima (I1.33) per induzione rispetto a p. Per p = 0, la stima
(I1.33) ¢ valida. Supponendola valida per p — 1, dimostriamo la sua validita

per p:

(K7 f) ()| = |[(K(K"))(@)] < /Om K (@, )I|(KP71f)(y)] dy

p—1 (Mm)p
!

N A T
<Miflear [ sy =17l
o WP—1) p

1)

Dalla stima (I1.33) segue che la serie di Neumann (I1.16) ¢ maggiorata su
[0, a] mediante la serie numerica convergente

1710 1A pechis (131)
k=0 '
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e per questa ragione ¢ uniformente (infatti, totalmente) convergente in x €
[0,a] per A qualsiasi, definendo una funzione continua ¢(z). Dunque, in
virtlt della (I1.32), le approssimazioni successive ¢ per p — oo tendono
uniformemente alla funzione :

lim max |p®(z) — ¢(x)| =0, o(x) = Z N (KR ) (). (I1.35)

p—0o0 z€[0,a]
Qui, in virtu della (11.34), ¢ valida la disuguaglianza

lelle < [l fllee™™e. (I1.36)

Passando al limite, per p — oo, nella relazione di ricorrenza (11.32) ed utiliz-
zando la convergenza uniforme della successione p® a ¢ su [0, a], concludiamo
che la funzione costruita p(z) soddisfa 'equazione integrale (II.31).

Dimostriamo che la soluzione dell’equazione (I1.31) ¢ unica in C([0, a]) per
A qualsiasi. Per cio e sufficiente dimostrare che la corrispondente equazione
omogenea ha in questa classe una sola soluzione nulla. Infatti, se ¢y ¢ una
soluzione dell’equazione omogenea (I1.31), cioe ¢y = MK ¢y, si ha

(pOI/\K<)\Kg00):)\2K2Q00:"':>\I)Kpg00, p:1,2,
Applicando a queste uguaglianze la (I1.33), cioe
Maz)P
foo(a)l = PRl < PPl p =z

e facendo tendere p a oo, si ottiene po(z) = 0, z € [0,a], quanto si voleva
dimostrare.
Formuliamo i risultati ottenuti nella forma del seguente

Teorema I11.16 Ogni equazione integrale di Volterra (I11.31) con nucleo conti-
nuo K(z,y) nel triangolo {(z,y) : 0 <y < x < a} per A qualsiasi ha un’unica
soluzione ¢ nella classe C([0,a]) per qualunque termine noto f € C([0,a)).
Questa soluzione ¢ data dalla serie di Neumann uniformemente convergen-
te (I1.35) soddisfa la disuguaglianza (11.36). Dungue un nucleo di Volterra
continuo non ha numeri caratteristici.

Esercizi.

1. Dimostrare che il risolvente R(x,y;A) di un nucleo continuo K(z,y)
soddisfa I'equazione di Fredholm

R,y \) = A /G K(a, o YR(, y: \) dyf + Kz, )

per [A| < 1/Mm(G).
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2. Calcolare esplicitamente il risolvente R(x, y; \) dell’equazione di Volterra

w(m)-A/;wy)dwf(x), 0<z<a

Si consiglia partire dalle ipotesi ¢ € C([0,a]) e f € C'([0,a]) e di con-
vertire I’equazione integrale in un’equazione differenziale con condizione
iniziale p(0) = f(0). Il risultato finale ¢

o) = f(2) + A / " £(y) dy.

3 Teoremi di Fredholm

In questo paragrafo saranno dimostrati i teoremi di risolvibilita di Fredholm
per 'equazione di Fredholm

e=AKp+f (I1.37)
con nucleo continuo K(x,y) e per la sua equazione aggiunta

= AK") +g. (11.38)

a. Equazioni integrali con nucleo degenere. Il nucleo

N

K(z,y) =) fiz)giy), (11.39)

=1

dove f; e g; appartengono a C(G), si dice nucleo degenere.

Senza perdere di generalita possiamo assumere i sistemi di funzioni { f;}
e {g:}Y, linearmente indipendenti. Infatti, se non & cosi, si ha allora, per
esempio,

N
=1

(@) =cifi(z) +- +envoafvaa(n)

ed il nucleo K(z,y), in virtu della (I1.39), assume la forma

Ko = 3 16oi 0 + 32 460 | v

Procedendo in modo simile, dopo un numero finito di passi, arriveremo ad una
situazione nella quale i sistemi di funzioni {f;} e {g;}, nella rappresentazione
(I1.39), risulteranno linearmente indipendenti.
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Consideriamo '’equazione integrale di Fredholm con nucleo degenere (11.2)

o@) =23 5@ [ 5Wet)dy + f(o) (1L40)

e 'equazione aggiunta

ve) = XY aita) [ T dy+g(o) (L41)

Cercheremo le soluzioni ¢ e 9 delle equazioni integrali (I1.39) e (I1.41) nella
classe O(G).

Dimostriamo che queste equazioni si riducono a sistemi di equazioni alge-
briche lineari e possono, quindi, essere studiate e risolte mediante i metodi noti
di algebra lineare.

Riscriviamo 'equazione (I1.40) nella forma

o) =AY (@) + (@), (1.42)
dove
¢ = /G o) gi(y) dy = (¢, 9:) (I1.43)

sono numeri incogniti. Molteplicando 'uguaglianza (I11.42) per gi(x), integran-
do su G ed utilizzando la (I1.43), si ottiene il seguente sistema di equazioni
algebriche lineari per le incognite ¢;:

N
Ck = )\Z c,»/ gr(x) fi(z) dx + / gr(x) f(x) d. (I1.44)
i=1 G G
Introducendo le notazioni

akiz/cgk(:v)fi(x) dz, akz/Gf(w)mdfcz (fs 9n); (I1.45)

riscriviamo il sistema (I1.44) come segue:

N
Cp = /\Z Qi + ay, k

=1

1,2,--,N.

Introducendo la matrice A ed i vettori ¢ ed a:

A= (aki)7 C = (617027 e 7CN>7 a = (CL17CL2, e ,CLN), (1146)
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rappresentiamo il sistema (I1.46) nella forma matriciale
c = \c+a. (11.47)

Dimostriamo che 'equazione (I1.43) e l’equazione algebrica (I1.47) sono
equivalenti. Infatti, se ¢ € C(G) & la soluzione dell’equazione (I1.40), allo-
ra, come abbiamo appena dimostrato, i numeri ¢; = (p,¢;), ¢ = 1,2,--- /N
soddisfano il sistema (I1.46). Inversamente, se i numeri ¢;, i = 1,2,--+ | N,
soddisfano il sistema (I1.46), la funzione p(z) costruita conformemente alla
formula (I1.42), ¢ continua su G e, in virtl della (I1.45), soddisfa ’equazione
(I1.40)

)

AZJZ / o) dy — F(x)

N
= Z cifi(z) + fx) = A Z fi(x) /G 9:(y) [A > efily) + fy)| dy—f(x)
z;l N =1 k=1
= )\Z fi(z) (ci — )\Z CrLOGL — ai> =0.
i=1 k=1
Denotiamo con D()) il determinante di sistema (11.47):
D(X) = det(I — A\A), (I1.48)

e con My;()) i cofattori della matrice I —AA. E chiaro che D(X) e M (\) sono
polinomi in A, ed inoltre D(\) # 0, visto che D(0) = det I = 1.

Supponiamo che il numero (complesso) A sia tale che D(\) # 0. Secondo il
teorema di Cramer, la soluzione del sistema algebrico (I1.47) € unica ed & data
dalla seguente formula:

N
Z Na;, k=1,2,--- N. (I1.49)

Sostituendo la soluzione ottenuta (I1.49) nella formula (I1.42) e ricordando

la definizione dei numeri ag, si ottiene la soluzione dell’equazione integrale
(I1.40) per D(X) # 0 nella forma

o0) = o5 2 MaA) [ 1) dy + 1(0) (11.50)

D’altra parte, conformemente al Teorema I1.15, per \ sufficientemente pic-
coli (ed allora D(A) # 0), questa soluzione & espressa in termini del risolvente
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R(z,y; ) mediante la formula (I1.26). Di conseguenza,

R(z,y; A Z ) gr(y). (I1.51)

i,k=1

Dunque, il risolvente R(x,y; A) di un nucleo degenere ¢ una funzione razionale
di A e, quindi, ammette un prolungamento meromorfo su tutto il piano della
variabile complessa A.

b. Teoremi di Fredholm per le equazioni integrali con nucleo
degenere. Nel sottoparagrafo precedente abbiamo costruito in forma esplicita
la soluzione di un’equazione integrale con nucleo degenere. Continuiamo lo
studio di queste equazioni e stabiliamo le condizioni della loro risolubilita.

Come l'equazione (I1.40), riduciamo l'equazione aggiunta (II.41) ad un
sistema, di equazioni algebriche lineari. Abbiamo

) = XZ digi(z) + g(z), (IL.52)

dove d; = (1, f;) sono numeri incogniti. Il corrispondente sistema di equazioni
algebriche lineari equivalente all’equazione (I1.41) & della forma

N
de =X Budi + by, k=12, N, (I1.53)

dove

/ fi(@)gi(x) do = o, br. = (9, fx)- (I11.54)
Dunque, il sistema (I1.53) ¢ aggiunto a quello (I1.46):
d=MA*d+b, (IL55)

dove

= (Bkz) = (Oéik) = I, d= (d17d27 T ,dN), b= (b17b27 T ,bN)-

Dall’algebra lineare sappiamo che i determinanti ed i ranghi di una matrice
e della sua trasposta coincidono. Percio, in virtu della (I1.48), si ha

{det([ — NA*) = det(I — MAT) = det(I — MAT) = D(V), (11.56)

rango(] — AA*) = rango(I — MAT) = rango(I — \A) = ¢,

dove AT denota la trasposta di una matrice A.
Possono essere esaminati due casi:
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1. D(A) #0. Allora g = N ed i sistemi (I11.47) e (I1.55) sono univocamente
risolvibili per a e b qualsiasi e queste soluzioni sono date dalle formule
(I1.42) e (I1.52), rispettivamente.

2. D(A) = 0. In questo caso ¢ < N e, in virtu dalla (I1.56), i sistemi
omogenei (I1.47) e (I1.55) hanno esattamente N — ¢ soluzioni linearmente
indipendenti:

C(S) = (C§S)a6§8)7 e 7053))’ d(S) = <d§8)7dé8)a e 7d5\§))7 s = 1727" ' aN_q

Le equazioni integrali omogenee (11.40) e (I1.41) avranno anch’esse esat-
tamente N — ¢ soluzioni linearmente indipendenti:

c(s):(cgs),---,cg{?)), s=1,2,---,N—q.
Quindi le equazioni integrali omogenee (11.40) e (I1.41) avranno anch’es-

se esattamente N — ¢ soluzioni linearmente indipendente definite dalle
formule (I1.42) e (I1.52), rispettivamente:

N N
QOS(QT) = )‘Z CES)fi(x)a ¢S<$> = XZ dES)gZ(I)7 s = ]-a27 e 7N —4q.
=1 i=1

(IL57)
Dimostriamo ora I'indipendenza lineare di tali sistemi di soluzioni, {¢,}
e {¢5}ivz_1q. Supponiamo che esistano numeri ps (s =1,2,--- , N — q) tali che

N—q
Z psSOS(m)a VIS a?
s=1

cioe, in virtu della (I1.57), si ha

N N—q
Z fi(zx) Z cgs)ps =0, z € G.
i=1 s—1

Da cio, in virtll dell’indipendenza lineare del sistema di funzioni { f;},, segue
che

=

—-q
p.=0, i=12---,N

7

s=1

Visto che il sistema di vettori {c(s)}i\;q ¢ linearmente indipendente in RY, le
relazioni precedenti implicano che ps =0, s =1,2,--- , N — g, il che dimostra
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N
s=1"

I'indipendenza lineare del sistema di soluzioni {y} In modo analogo &

stabilita I'indipendenza di ortogonalita:

ad® =0, s=1,2,--- ,N—q. (I1.58)

i

(a, d(s)) =

WE

=1

Le condizioni (I1.58) sono equivalenti alle condizioni

(ﬁ%)z/Gf(x)mdl’:Q 821727"'7N_Q7

poiche, in virtu delle (I1.57) e (I1.45), si ha

/G F(@)s() dz = Aé </G f(z)Mda:) d¥ = )\é a;,d”) = Aa,d®).

Dunque, abbiamo dimostrato i seguenti teoremi, detti teoremi di Fredholm,
per le equazioni con nucleo degenere.

Teorema I1.17 Se D()\) # 0, le equazioni (11.40) e (I11.41) sono univocamente
risolvibili con termini noti f e g qualsiasi.

Teorema I1.18 Se D(\) = 0, le equazioni omogenee (11.40) e (11.41) hanno
lo stesso numero di soluzioni linearmente indipendenti uguale a N — q, in cui
q ¢ il rango della matrice I — \A.

Teorema I1.19 Se D(\) = 0, per la risolvibilita dell’equazione (11.40) é ne-
cessario e sufficiente che il termine noto f sia ortogonale a tutte le soluzioni
{9 dell’equazione omogenea aggiunta (I1.41).

Dai Teoremi II.17 e II.18 segue che i numeri caratteristici di un nucleo
degenere coincidono con le radici del polinomio D(\) e, di conseguenza, sono
finiti in numero. Inoltre, dalla formula (II.51) per un risolvente segue che
i numeri caratteristici di un nucleo degenere coincidono con i poli del suo
risolvente.

Infine osserviamo che i tre teoremi di Fredholm per le equazioni integrali
di nucleo degenere valgono nei seguenti due casi:

1. T termini noti appartengono a C'(G) e le soluzioni si cercano nello spazio

C(G).

2. I termini noti appartengono ad Ls(G) e le soluzioni si cercano nello stesso
spazio Lo(G). Sipuo supporre che f1,---, fy e g1, , gy appartengano
ad LQ(G)
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c. Teoremi di Fredholm per le equazioni integrali con nucleo con-
tinuo. I teoremi di Fredholm per le equazioni di Fredholm con nucleo degenere
dimostrati nel sottoparagrafo precedente possono essere estesi alle equazioni
integrali con nucleo continuo arbitrario. L’essenza della dimostrazione sta nel
fatto che un nucleo continuo e rappresentato come somma di un nucleo degene-
re e di un nucleo continuo sufficientemente piccolo. Cio permette, utilizzando
i risultati del sottoparagrafo 2.a sulla risolvibilita delle equazioni integrali con
nucleo piccolo, di ridurre la corrispondente equazione integrale ad un’equazio-
ne integrale con nucleo degenere per le quali i teoremi di Fredholm sono stati
gia stabiliti. Ne seguira che i teoremi di Fredholm sono validi per le equazioni
con nucleo continuo in una regione limitata.

Dunque, sia il nucleo K(z,y) continuo su G x G. Secondo il teorema di
Weierstrass (Vedi il Teorema C.1), questo nucleo puo essere approssimato con
precisione grande a piacere mediante polinomi, cioe, per € positivo qualsiasi,
esiste un polinomio

Ply)= Y.  aupz®y’

0<|a+B|<N

= Z Ao an ), (Broee Bn) LT m?VNyfl . -yjﬂ\,N, (I1.59)
0<a;,B;<N,i=1, N

SN (ai+8i)=N

tale che
max |’C(l’,y) - P(l’,y)| <e.
(z,y)EGXG

Dunque, il nucleo K(z,y) puo essere rappresentato nella forma
K(z,y) = P(z,y) + Q. y), (11.60)

dove P(x,y) ¢ un nucleo degenere (polinomio) e Q(z,y) un nucleo continuo

piccolo tale che max |Q(x,y)| <e.
(z,y)EGXG

In virtu della (I1.60) I'equazione integrale di Fredholm assume la forma
e=APp+AQp+ f, (IL.61)

dove P e () sono operatori integrali con nuclei P(x,y) e Q(x,y), rispettiva-
mente, ed inoltre P + Q = K.

Dimostriamo che, per |A| < 1/em(G), nella classe C(G) I'equazione inte-
grale (I1.61) & equivalente ad un’equazione integrale con nucleo degenere. Per
cio introduciamo una nuova funzione ®(x) incognita mediante la formula

=9 —AQp. (I1.62)
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Secondo il Teorema II.15, la funzione ¢ ¢ univocamente espressa in termini di
® mediante la formula

o=(I—-2Q)'®=(I+AR\)®, (11.63)

dove R(A) ¢ il operatore integrale con nucleo R(z,y; A), risolvente del nucleo
Q(z,y). In virtu delle (I1.62) e (I1.63), I'equazione (I1.61) assume la seguente
forma equivalente:

O =AP(I+AR\N)D+ f=\TD + f, (I1.64)
dove
T = P+ APR()). (I1.65)

Ricordiamo che il risolvente R (z,y; A) & continuo rispetto a (z,y; A) in G x
Gx{z€C:|z| <1/em(G)} ed analitico rispetto a A nel disco |A| < 1/em(G).
Prendendo in considerazione il Lemma II.14, concludiamo che 'operatore T &
un operatore integrale con nucleo continuo

T,y \) = Ple,y) + A / Pla,y YR(y . y: V) dy-
G

Inoltre, dalla (I1.59) segue che 7 (x,y; A) ¢ degenere ed analitico in A nel disco
IA| < 1/em(G).

Trasformiamo ora ’equazione integrale aggiunta (11.38). In virtu della
(I1.60), K* = P* + Q*, e percio 'equazione (I1.38) assume la forma

(I -=XQ" )Y = AP +yg. (11.66)

Applicando I'operatore (I — A Q*)~! all’equazione (I1.66) ed utilizzando I'ugua-
glianza (I1.30),

(I —=2Q") ' =T+AR*()\), I\ < 1/em(G),
riduciamola all’equazione equivalente

v=(I-2Q)V ' (APY+g)
=T+ AR N)APY+g) = MNP+ AR (NP + (I + AR*(\))g.
(I1.67)

Introducendo le notazioni

gn=U+AR(\)g, g=I- Q) (IL.68)
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e tenendo conto del fatto che, conformemente alle formule (I1.22) e (I1.65) si
ha
P*+AR*(\)P* = (P +APR\\))" =T",

riscriviamo 'equazione (I1.67) nella forma

Y =AT*P + g1 (I1.69)

Dunque, per |[A| < 1/em(G), nella classe C'(G) I'equazione integrale (I1.37)
¢ equivalente a quella (I1.64) con nucleo degenere 7 (z,y; \) analitico nel disco
|A| < 1/em(G), mentre 'equazione aggiunta (I1.38) & equivalente all’equazione
(I1.69), aggiunta della (I1.64). Ma per le equazioni (11.64) e (I1.69) sono validi
i teoremi di Fredholm 2.1-2.3 ed il determinante ¢ una funzione analitica nel
disco |A| < 1/em(G). Da cio, utilizzando 'equivalenza tra queste equazioni e
quelle iniziali (I1.37) e (I1.38), si ottengono i seguenti teoremi di Fredholm per
le equazioni integrali con nucleo continuo. Questi teoremi insieme si chiamano
alternativa di Fredholm.

Teorema II1.20 [Alternativa di Fredholm]. Se [’equazione integrale (11.37) con

nucleo continuo é risolvibile in C(G) per un termine noto f € C(G) qualsiasi,

anche l’equazione aggiunta (11.38) ¢ risolvibile in C(G) per un termine noto

g € C(G) qualsiasi, ed inoltre queste soluzioni sono uniche (primo teorema di
Fredholm).

Se l’equazione integrale (I1.37) non ¢ risolvibile in C(G) per un termine
noto f qualsiasi, allora

1) le equazioni omogenee (11.37) e (I11.38) hanno lo stesso numero finito di
soluzioni linearmente indipendenti (secondo teorema di Fredholm);

2) percheé lequazione (11.37) sia risolvibile, é necessario e sufficiente che il
termine noto f sia ortogonale a tutte le soluzioni dell’equazione omogenea
aggiunta (11.38) (terzo teorema di Fredholm).

Dimostrazione. Per A\ = 0 l'alternativa di Fredholm e valida. Percio
poniamo A # 0 e nelle costruzioni precedenti scegliamo (1/¢) < |A|m(G).
Supponiamo che I'equazione (I1.37) sia risolvibile in C(G) per f € C(G)
qualsiasi. Allora l’equazione (I1.64), equivalente alla (I1.37), con nucleo dege-
nere sara anch’essa risolvibile in C'(G) per f qualsiasi. Applicando il Teorema
I1.19 concludiamo che D(A) # 0. Ma, in questo caso, conformemente al Teore-
ma [1.17 'equazione (I1.64) e I'equazione (I1.69) sono univocamente risolvibili
per f e g qualsiasi appartenenti a C'(G). Pero le funzioni ¢; e g sono biuni-
vocamente espresse mediante la formula (I1.68) e, di conseguenza, le equazioni

equivalenti (I1.37) e (I1.38) sono univocamente risolvibili in C(G) per f e g
qualsiasi. Il primo teorema di Fredholm e dimostrato.
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Se l'equazione (I1.37) non & risolvibile in C(G) per un f qualsiasi, allora
anche l'equazione (I1.64) con nucleo degenere equivalente alla (I1.37) non ¢
risolvibile in C'(G) per un f qualsiasi. In base al Teorema I1.17 concludiamo
che D(A) = 0. Ma allora, conformemente al Teorema I1.18, le equazioni omo-
genee (I1.64) e (I1.69) hanno lo stesso numero finito di soluzioni linearmente
indipendenti in C'(G). Visto che le funzioni ® e ¢ sono collegate dalle relazioni
(I1.62), le equazioni omogenee equivalenti (I1.37) e (I1.38) hanno lo stesso nu-
mero finito di soluzioni linearmente indipendenti in C(G). Il secondo teorema
di Fredholm e dimostrato.

Inoltre, in base al Teorema I1.19 per la risolvibilita dell’equazione (I1.64) per
D(X) = 0 & necessario e sufficiente che il termine noto f sia ortogonale a tutte
le soluzioni dell’equazione omogenea aggiunta (I11.69). Ma le soluzioni v delle
equazioni omogenee equivalenti (I1.37) e (I1.64), come pure i secondi membri
f delle equazioni equivalenti (I1.37) e (I1.64), sono identiche. Di conseguenza,
per la risolvibilita dell’equazione (I1.37), nel caso considerato, ¢ necessario e
sufficiente che il termine noto f sia ortogonale a tutte le soluzioni dell’equazione

omogenea (I1.38). Il terzo teorema di Fredholm ¢ dimostrato. a

Dimostriamo ora il quarto teorema di Fredholm: In ogni disco |\| < R ci
puo essere solo un numero finito di numeri caratteristici del nucleo K(x,y).

Dimostrazione.  Scegliamo ¢ = 1/(R + 1)m(G). Allora per |A| < R+ 1
avremo |\| < 1/em(G). Per questa ragione per |A| < R+ 1 le equazioni omo-
genee (I1.37) e (I1.64) sono equivalenti. Di conseguenza, nel disco |A| < R+1 1
numeri caratteristici del nucleo (x,y) coincidono con le radici dell’equazione
D(\) = 0. Dato che il nucleo 7 (z,y; A) & analitico in A nel disco |A\| < R+ 1,
D()) & una funzione analitica in A in questo disco. In base alla proprieta di
unicita delle funzioni analitiche, concludiamo che nel disco [A| < R ci puo
essere solo un numero finito di radici dell’equazione D(\) = 0, e quindi anche
il nucleo K(x,y) puo avere solo un numero finito di numeri caratteristici. Il
teorema ¢ dimostrato. O

Osserviamo infine che i quattro teoremi di Fredholm valgono anche se
le equazioni integrali (I1.37) e (I1.38) vengono considerate in uno degli spa-

zi L1(G) o Ly(G) anzicche nello spazio C(G). Infatti, gli operatori integrali

K e K* trasformano L;(G) e Lo(G) in C(G), cioe, K¢ e K*i) appartengono

a C(G) se ¢ e 1 appartengono ad L,(G), p = 1,2. Quindi, se la (I1.37) aves-
se una soluzione ¢ € L,(G), p = 1,2, per il termine noto f € C(G), allora
si avrebbe ¢ = AKp + f € C(K). Con questa osservazione potremmo ora
ripetere le dimostrazioni dei quattro teoremi di Fredholm nello spazio L,(G),

p = 1,2, prima per il nucleo degenere e poi per un nucleo continuo qualsiasi.

57



Cosi si trovano gli stessi autovalori e autofunzioni per le equazioni (I1.37) e

(I1.38) considerate in L,(G), p = 1,2, come per quelle considerate in C(G).

d. Corollari dei teoremi di Fredholm. Dal quarto teorema di Fredholm
segue che 'insieme dei numeri caratteristici di un nucleo continuo non ha punti
di accumulazione finiti e non e altro che numerabile. Questo insieme puo anche
essere vuoto, come, per esempio, per un nucleo di Volterra.

Dal secondo teorema di Fredholm segue anche che la molteplicita di ogni
numero caratteristico ¢ finita.

Di conseguenza, tutti i numeri caratteristici del nucleo K(x,y) si possono
numerare in ordine crescente del loro modulo:

Al < Ao <-0v (I1.70)

ripetendo A\ in questa successione tante volte quant’e la sua molteplicita. De-
notiamo le corrispondenti autofunzioni con 1, s, - - - e facciamo corrispondere
ad ogni autovalore un’autofunzione yy:

o = MKy, k=12, (IL.71)

Se A\ non e un autovalore semplice, le corrispondenti ¢y si possono scegliere
mediante metodi diversi e quindi la corrispondenza (I1.71) tra Az e ¢x non ¢
univoca.

Per il secondo teorema di Fredholm, A, Ao, --- sono i numeri caratteri-
stici del nucleo K*(z,%) ed inoltre le molteplicita di A\, e Az sono le stesse.
Denotiamo con 9 le corrispondenti autofunzioni

U = MK p, k=12, (IL.72)

Le autofunzioni ¢y, e 1, sono continue su G.
Dimostriamo che se A\p # \;, si ha

(01, i) = 0. (11.73)

Infatti, prendendo in considerazione la (I1.20), si ottiene dalle (I1.71) e (I1.72)

Ai

(0r, Vi) = (SOkJ_iK*@/Ji) = Ni(Kop, ¥s) = )\_k(@k,%'),

da cui, in virtu del fatto che Ay # \;, seguono le uguaglianze (11.73).

Notiamo che A\ e ¢g, k = 1,2,---, sono i numeri caratteristici e le cor-
rispondenti autofunzioni del nucleo iterato IC,(x,y). Quest’asserzione segue
dalle uguaglianze (I1.71), secondo le quali si ha

on=ANK 0, k=12 (IL.74)
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Inversamente, se p € 'autovalore e ¢ la corrispondente autofunzione del
nucleo iterato K, (z,y), allora almeno una delle radici Aj, j = 1,2,--- ,p dell’e-
quazione A’ = p & un autovalore del nucleo iniziale K(x,y). Quest’asserzione
segue dall’'uguaglianza

(uK? — Do = (=1 " (MK = 1) (VK —T)p =0. (I1.75)

Infatti, sia

=K —1I) - (ALK — . (I.76)

Se 1) # 0, si ha, in virtu della (I1.75), (MK — I)1) = 0, e per questa ragione
A1 € un autovalore del nucleo K(z,y). Se, invece, 1 = 0, si ha

(MK —=1)-- (MK — g =0,

allora, ripetendo il ragionamento precedente, si ottiene che o Ay € un autovalore
del nucleo K(z,y), 0 (AsK —1I)--- (\K —I)p =0, ecc.

Riformuliamo ora l’alternativa di Fredholm in termini di autovalori e di
autofunzioni.

Se N # A, k= 1,2,--- le equazioni integrali (11.37) e (I1.38) sono
univocamente risolvibili per qualunque termine noto.
Se X\ = A\, le equazioni omogenee

hanno lo stesso numero finito r, > 1 di soluzioni linearmente indipendenti, di
autofunzioni pi, Pr41, -, Prtr,—1 del nucleo K(z,y) e di autofunzioni i1,
oo par, 1 del nucleo K*(x,y), corrispondenti agli autovalori Ay, e Ay, (13, ¢ la
molteplicita di Ny, e di \y).

Se X = X, per la risolvibilita dell’equazione (11.37) é necessario e sufficiente
che sia

(fa¢k+i) :O, Z:O,l, , T — 1. (1177)
4 Equazioni Integrali con Nucleo Hermitiano
Un nucleo K(z,y) ¢ detto hermitiano se questo nucleo coincide con il suo coniu-

gato hermitiano, K(z,y) = K*(z,y) = K(y,z). La corrispondente equazione
integrale

o(z) = A /G K(x,y)o(y) dy + f(z) (IL78)

per A reali coincide con la sua aggiunta, essendo K* = K un operatore autoag-
giunto nello spazio Ly(G). Se il nucleo K(x,y) € continuo, K & anche limitato
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su L1 (G) e C(G). Di conseguenza, conviene considerare quest’equazione nello
spazio Lo(G). Gli autovalori e le autofunzioni trovati sono anche gli autovalori

e le autofunzioni se la (I1.78) viene considerata in uno degli spazi L;(G) e C(G)
per un nucleo continuo ed hermitiano qualsiasi.

a. Operatori integrali con nucleo continuo hermitiano. Supponia-
mo che K sia un operatore integrale con nucleo continuo hermitiano K(x,y).
Quest’operatore trasferisce Ly(G) (G € una regione limitata) in Lo(G) (vedi il
Lemma I1.11) ed e autoaggiunto:

Inversamente, se un operatore integrale K con nucleo continuo K(z,y) ¢ au-
toaggiunto, questo nucleo ¢ hermitiano. Infatti, dalla (I1.79) (valida anche per
f,9 € C(@)) segue che K(x,y) e K*(z,y) sono ambedue il nucleo dell’operato-
re integrale K e quindi, in virtu del Lemma I1.12, K(z,y) = K*(z,y) per ogni
(z,y) € G x G.

Dalla (I1.28) segue che tutti i nuclei iterati K,(z,y) di un nucleo continuo

hermitiano IC(z,y) sono anch’essi hermitiani:

Ky, y) = (K7)p(,y) = Kp(2,y).

Sia K un compatto. Un sottoinsieme M (cio¢, un insieme di funzioni
continue su K) si dice equicontinuo su K se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
|f(z1) — f(z2)| < € per ogni f € M, non appena |r; — x2| < 0 per 1,22 € K.
In particolare, f € C(K) e (uniformemente) continua se e solo se l'insieme
M = {f} ¢ equicontinuo.

Lemma I1.21 Un operatore integrale K con nucleo continuo K(x,y) trasfe-
risce ogni insieme limitato appartenente a L,(G), p = 1,2, in un insieme

limitato in C(G) e equicontinuo su G.

Dimostrazione.  Diamo la dimostrazione per p = 1,2, osservando che (p —
1)) p=0perp=1e(p—1)/p=1/2 per p=2. Sia B un insieme limitato in
L,(G),p=1,2: 3A: ||f]l, < A per ogni f € B. Dal Lemma II.11 segue che
|Kflle < Mm(G)P=D/P A fe B, p=1,2, e quindi K trasferisce B in un

insieme limitato in C'(G). Inoltre, visto che il nucleo K(z,y) ¢ uniformemente
continuo su G' x G, per un € > 0 qualsiasi esiste 0 > 0 tale che

g

K2 y) — K(z",y)| < A(m(G) o7
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quando |2/ — 2"| < 6 e {2',2",y} C G. Da cid, utilizzando la disuguaglianza
(I1.10), in cui K(z,y) ¢ sostituito con |K(z',y) — K(z”,y)|, per ogni f € B si
ottiene

((Kf)(2") = (Kf)(=")] =

/G K (') — K" )] £(y) dy

e(m(G)*~ V77| £l
S T Am@E o =©

quando |2’ —z"| < de {2’ 2", y} C G. Cid vuol dire che I'insieme {K f : f € B}
e equicontinuo su G. O

Teorema I1.22 [Il teorema di Ascoli-Arzela]. Se un insieme infinito B é limi-
tato in C(K) dove K ¢ un compatto, ed é equicontinuo su K, da quest’insieme
si puo estrarre una successione convergente in C'(K).3

Dimostrazione.  Come e noto, ogni compatto in R™ ha un sottoinsieme
denso numerabile {z,, : n = 1,2, --}. Per ipotesi, I'insieme di numeri {f(z1) :
f € B} ¢ limitato. Quindi esiste una successione {f,il)}zo:l tale che f,gl)(xl) e
convergente se k — oo. Inoltre, visto che 'insieme di numeri { f,gl)(:zcz) tk =
1,2, -} e limitato, estraiamo dalla { f,gl)} una sottosuccessione { f,gQ)} tale che
{ f,gQ)(xz)} ¢ convergente. Continuando cosi, troviamo le successioni { f,gm)} in
B,doven =12 ---¢ {f,g"H)} ¢ una sottosuccessione della {f,gn)}, tale che
{£"(2,)} ¢ convergente se n — oo.

Consideriamo ora la successione diagonale {g;} in B dove g, = ,ik), k=
1,2, -. Per un qualunque punto x; la successione numerica {gx(x;)} converge
se k — oo, poiche, per costruzione, per k > 4, questa successione € una
sottosuccessione della successione convergente { f,gi) ()}

Dimostriamo ora che la successione di g, £ = 1,2, -+, € uniformemente
convergente su K. Supponiamo che sia € > 0. Visto che questa successione ¢
equicontinua su K, esiste 6 > 0 tale che per k =1,2,--- si ha

gk () — gr(z')| < (11.80)

Wl M

quando |z — 2’| < 0 e x,2" € K. Essendo K compatto, dall’insieme di punti
X1, o, - Sl possono scegliere un numero finito di questi punti, zq, 9, -+ , 2y,
[ =(g), in modo che, per ogni punto x € K esista un punto z;, 1 < i <1, tale

3In altre parole, se un insieme B ¢ limitato in C(K) dove K & un compatto, ed &
equicontinuo su K, la sua chiusura in C(K) & compatta.
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che |z —x;| < 6. Ricordando che la successione di gx(z), k = 1,2, - -, converge
al punti 1, - -+ , x;, concludiamo che esiste un numero N = N () tale che

g (@) — gy ()| < % kp>N,i=1,2--,1. (I1.81)

Sia ora z un punto arbitrario dell’insieme K. Scegliendo un punto x;, 1 <1 <[,
tale che |x — z;| <, in virtu delle (I1.80) e (I1.81) si ottiene

|gx () = gp(2)] < |gu(x) = gr(2o)| + |gr (i) — gp(2i)] + |gp(2i) — gp()]
e € €
<-4+ -+-= k,p> N,
sty t3=¢6 U
dove N non dipende da x € K. Cio significa che la successione di g, k =
1,2,- -+, & una successione di Cauchy in C(K). Siccome C(K) e uno spazio di
Banach, la successione converge uniformemente su K. a

Il teorema di Ascoli-Arzela esprime la proprieta di compattezza di un qua-
lunque insieme limitato e equicontinuo in C'(K). Inoltre, il Lemma II.21 af-
ferma che un operatore integrale con nucleo continuo trasferisce ogni insieme

limitato in Lo(G) (oppure in L;(G)) in un sottoinsieme di C'(G) con chiusura

(in C(G)) compatta.

c. Equazioni integrali con nucleo continuo hermitiano: Il princi-
pio variazionale. Non tutti i nuclei che non sono identicamente nulli, hanno
autovalori; per esempio, i nuclei di Volterra non hanno autovalori. Tuttavia, e
valido il seguente

Teorema I1.23 Ogni nucleo continuo hermitiano K(z,y) # 0 ha almeno
un autovalore e 'autovalore A1 pit piccolo in modulo soddisfa il principio
variazionale

R &2 (I1.82)
Ml ozrera  IIfll2
Dimostrazione.  Sia
v= sup |Kf]s. (I1.83)

[l £ll2=1

Dalla (I1.12) segue che [|[K f|l < M m(G) sulle funzioni di Ly(G) di norma
1 e quindi v < M m(G). E inoltre evidente che v > 0. Dimostriamo che

v > 0. Infatti, se v = 0, allora, in virtu della (I1.83), avremmo || K f||2 = 0,
cioe Kf = 0 per tutte le f € Ly(G), e quindi K(z,y) = 0, z,y € G, il che
contraddice l'ipotesi.
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Dalla definizione della v segue l'esistenza di una successione di fi, k =
L2+, || frll2 = 1, tale che

1K fill = v,  k — 4oo; (I1.84)

inoltre, ¢ valida la disuguaglianza

12 fl = HK (%)

Dimostriamo ora che

K fll2 < V|IK fll2, [ € Ly(G).  (IL85)

2

K*fi, — V2 fp — 0, k — 400 in Ly(G). (11.86)
Infatti, utilizzando le (I1.79), (I1.84) e (I1.85), si ottiene

1K fo — V2 full3 = (K2 firo — V2 fio, K2 fro — V2 )
= (K2 f, K2 fir) + v (frs fr) = V* (fa, K2 fr) = V(K fi, fi)
= [|K?fill5 + v* = 20*(K fi, K f)
< VK fills + v = 0% K fil3

=v' =V Kfill; =0, k— +oo,

il che & equivalente alla relazione limite (I1.86).

Conformemente al Lemma II1.21, la successione delle funzioni K fi, k =
1,2,---, & limitata in C(G) e equicontinua su G. Ma in questo caso, in base
al teorema di Ascoli-Arzela, esiste anche una sottosuccessione v; = K fi,,

i=1,2,---, che converge in C'(G) ad una funzione ¢ € C(G), |[v) — i]lc — 0,
i — 00. Da cio, utilizzando le (I1.10) e (II.11), e la relazione (I1.86), si ottiene

1K) — vl < K2 = vi)lle + V21 — dille + 1K — v*¢illc
< Mm(G)| KW = vi)lle + V2|l — ville + 1K (K fi, = v fi,)

< (Mm(G) + )| = villc + Mm@ K2, = 2 fillz — 0, i — +oc,

C

€, comme conseguenza,

K% = v,
Dimostriamo che ¢ # 0. Dalla relazione limite (I1.86) segue che
Ky — V2 fr, — 0, i — 400 in Ly(G),

e, di conseguenza, ||K;lls — 1% i — +oo. D’altra parte, dal Lemma I1.11

segue che || K|l — ||[Kv]2, i — +o00. Quindi, ||K9||2 = v? > 0, da cui segue
che i # 0.
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Dunque, la funzione 1 costruita ¢ un’autofunzione del nucleo KCy(x,y) cor-
rispondente all’autovalore v2. Ma, allora, almeno uno dei numeri £v ¢ auto-
valore del nucleo K(z,y). In tal modo, I'autovalore A; costruito ¢ uguale a
v in modulo e, quindi, in virtu della (I1.83), soddisfa il principio variazionale
(I1.82).

Non resta altro che stabilire che A\; ¢ I'autovalore pitt piccolo in modulo
del nucleo K(x,y). Infatti, se Ay e o sono 'autovalore e la corrispondente
autofunzione, cioe \gK g = ¢y, allora, in virtu della (I1.82), si ha

1 IKfll2 o Kol _ 1

— = sup Z = ,
Mo gema@ |Ifll2 [oll2 [Xol

e quindi [A7] < [Nl O

Considerando il teorema sopra dimostrato ed i teoremi di Fredholm, per le
equazioni integrali con nucleo continuo hermitiano K(x,y) # 0, si ottengono
le seguenti asserzioni:

L’insieme di autovalori {\;} non é vuoto, é situato sull’asse reale, e non
ha punti di accumulazione finiti; ogni autovalore é di molteplicita finita ed il
sistema di autofunzioni {@r} puo essere scelto ortonormale:

(0 ) = O (I1.87)

Se X # Mgy k=1,2,--+ Uequazione (I1.78) e univocamente risolvibile per un

termine noto f € C(G) qualsiasi. Se A = i, per la risolvibilita dell’equazione
(I1.78) ¢ necessario e sufficiente che

(f, oxs1) =0, 1 =0,1,---,rp — 1, (I1.88)

dove i, Pk+1, " s Phtro—1 SONO0 autofunzioni corrispondent: all’autovalore Ay
ey € la molteplicita di \y.

5 Teorema di Hilbert-Schmidt

a. Teorema di Hilbert-Schmidt per un nucleo continuo hermitiano.

Supponiamo che A\, Ag, - - - siano gli autovalori del nucleo continuo hermitiano
K(z,y) # 0 disposti in ordine di crescita del loro modulo, |[A;| < X < --- e
che o1, @9, -+ siano le corrispondenti autofunzioni ortonormali, (g, ¥;) = Jk.

Come sappiamo, gli autovalori \; sono reali e le autofunzioni gg(x) sono
continue su G; in questo caso 'insieme {)\;} ¢ finito o numerabile; nell’ultimo
caso si ha |\;| — 00, k — 00. Inoltre, in virtu del 3.3, ¢ valida la disuguaglianza

1

K <
1Kl < o

1fll2,  f € La(G). (11.89)
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Notiamo un’altra disuguaglianza, e cioe?

Z |90 / K(z,y)[2dy, zcG. (I1.90)

Nel seguito verra infatti dimostrato che vale 'uguaglianza nella (I1.90).
Introduciamo ora la successione di nuclei continui hermitiani

K@ (2, y) Z pil@)eil p=1,2,--, .  (IL91)

I corrispondenti operatori integrali K ® hermitiani soddisfano

KPf=Kf— Z f% vi, [ € Ly(Q). (11.92)

Dimostriamo che Api1, Apt2, -+, € Qpi1, Ppy2, - - - costituiscono tutti gli au-
tovalori e tutte le autofunzioni del nucleo K®)(z,y). Infatti, in virtu della
(I1.92) abbiamo

p

; 1
K®yp, — Ko, — (@k,%) =Ko, = — k> 1
Pk Pk ;1 y ) Pk N Ok, >p+1

di modo che A\; e ¢, kK > p + 1, siano autovalori ed autofunzioni del nu-
cleo K®)(z,y). Inversamente, siano A e ¢ un autovalore e la corrispondente
autofunzione del nucleo K (z,v), e ciog, in virtu della (I1.92), si avra

= MK Py = NKpo — Ao Z )%. (I1.93)

Da qui per £k =1,2,--- ,p si ottiene

(0, ©i) (03, Or)
A
)

-

s
I
—

(o, 0r) = Ao (Ko, r) — Ao

A A
° (9007 Spk) - )\_Z<5007 ka) = 07

M:

= Xo(wo, Kr) — Ao )\' )\—k

=1

e quindi, in virtu della (I1.93), A\g = A\gKy. Dunque, Ay e ¢ sono 'autovalore
e la corrispondente autofunzione del nucleo K(z,y). Visto che ¢q € ortogonale

4Se il nucleo K(z, y) ha un numero finito di autovalori, A1, Aa, - - - , A, poniamo Ay = +00
per k> N.
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a tutte le autofunzioni ¢1, ¢, -+, ¢,, ne segue che Ay coincide con uno degli
autovalori A\,11, Apy2, -+ € o puo essere considerata uguale a ¢ per k >
p-+1. Dunque, \,,; ¢ il pitt piccolo autovalore del nucleo X (z,y) in modulo.
Applicando la disuguaglianza (I1.89) a questo nucleo e tenendo conto della
(I1.92), si ottiene la disuguaglianza

i=1

1K@ fll, = | . fely(G),  (I194)

dove p=1,2,---

Supponiamo che il nucleo hermitiano C(z,y) abbia un numero finito di
autovalori: Aj, A9, -+, Ay. Da quanto abbiamo dimostrato, il nucleo hermi-
tiano L) (2, y) non ha autovalori, e quindi, in base al Teorema II.23, si ha
K™ (z,y) = 0, in modo che, in virti della (I1.91), si ha

= wi@)ei()
_; Ve (11.95)

il che significa che il nucleo K(x,y) & degenere.

Da cio, e ricordando anche che un nucleo degenere ha sempre un numero
finito di autovalori, formuliamo il seguente risultato: affinché un nucleo conti-
nuo hermitiano sia degenere, € necessario e sufficiente che questo nucleo abbia
un numero finito di autovalori.

Teorema 11.24 [Teorema di Hilbert-Schmidt]. Se una funzione f(z) appar-
tiene all’immagine di un operatore integrale K di nucleo continuo hermitiano
K(z,y), cioé f = Kh, la sua serie in termini delle autofunzioni del nucleo
K(z,y) & uniformemente convergente su G alla funzione

= (fron)en(z) =) (h;\tk)sok(x). (11.96)

k=1

Dimostrazione. ~ Visto che f = Kh, h € Ly(G), in base al Lemma II.11,
f € C(G) ed i coefficienti di Fourier delle funzioni f e h in termini delle
autofunzioni {¢x} del nucleo K(z,y) sono collegati con la relazione

(f0) = (Khy i) = (hy Kipy) = % (I1.97)

Se il nucleo K(z,y) ha un numero finito di autovalori, si ha, in virtu della
(11.95),




ed il teorema di Hilbert-Schmidt & dimostrato.

Supponiamo ora che il nucleo K(x, y) abbia un numero infinito di autovalori.
In questo caso |A\;| — +00, k — +o0. Percio, in virtu delle (I11.94) e (I1.97),
la serie (I1.96) converge a f nella norma di Ly(G):

Hf_z(fw HKh Z wk _ lnlls
k=1

|>‘p+1|

— 0, p — +00.

2

Resta da dimostrare che la serie (I1.96) converge in modo uniforme su G.
Utilizzando la disuguaglianza di Schwartz e la (I1.90), si ottiene, per tutti i
valori di p e g e per ogni = € G,

S ’*”““)\ < [Z (h, W] [Z LG

T
< Lipm ]1/ JAE vc:cy|2dy]1/2<M [Z ]/

(I1.98)

In virtu della disuguaglianza di Bessel

D ko) P < IRl
k=1

il primo membro della disuguaglianza (I1.98) tende a zero per p,q — +oc.
Cio significa che la serie (I1.96) ¢ puntualmente convergente su G. Siccome il
maggiorante in (I1.98) non dipende da x € G, la convergenza risulta uniforme
inz € G. O

b. Sviluppo bilineare dei nuclei iterati. Dimostriamo che un nucleo
iterato IC,(z,y) di un nucleo continuo hermitiano KC(x,y) puo essere sviluppato
i una serie bilineare in termini delle autofunzioni di questo nucleo,

y):i%ﬁ, p=23,- (11.99)

e la serie & uniformemente convergente su G x G.
In virtlt della formula (I1.23), per ogni y € G il nucleo K, (z, ) appartiene
all'immagine dell’operatore K di nucleo K(x,y) e quindi, in base al teorema
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di Hilbert-Schmidt, esso puo essere sviluppato in una serie uniformemente
convergente rispetto alle autofunzioni di questo nucleo:

Z ), r)er().

k=1

Visto che il nucleo K,(z,y) ¢ hermitiano, abbiamo

(Ko, 9), o0) = /G K, (o, y) o) da

N TToroy . PelY
- [ Bomam e -Tm - 52 p=1 o)
Dunque, I'uguaglianza (I1.99) ¢ dimostrata e la serie della (I1.99) ¢ uniforme-
mente convergente in x € G per ogni y € G.

In particolare, ponendo nella formula (I1.99) p = 2, x = y e tenendo conto
del fatto che, in virtu della (I1.23), si ha

Kale,y)= /G Kool ) ' = [

K(z, Kz, ) dy = / K(a,y) dy,
G G

si ottiene 'uguaglianza

Z |§0 / 1K (z,9)|? dy. (IL.101)

Dal teorema di Dini® segue che la serie (I1.101) ¢ uniformemente conver-
gente su G, poiche la parte a destra e una funzione continua in z € G. Da cio,
utilizzando la disuguaglianza di Schwartz

00 1/2
Z |80k:(93)90k:( Z |90 |90k(y)|2

A% IMIP 2 A7 ’
k=1

concludiamo che la serie (I1.99) ¢ uniformemente convergente su G x G.
Integrando termine a termine la serie uniformemente convergente (11.101)
e tenendo conto della normalizzazione delle autofunzioni, si ottiene la formula

— 1
> v Z/G/G K, y)[* dzdy. (11.102)
k=1 "'k

®Teorema di Dini: Sia {f,}5°; una successione crescente di funzioni continue definite
su un compatto. Se esiste f(z) = lim,— o fn(z) e f & continua sul compatto, allora la
convergenza ¢ uniforme.
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c. Sviluppo bilineare di un nucleo continuo hermitiano. Studiamo
la convergenza della serie (I1.99) per p = 1, dimostriamo cioeé che un nucleo
continuo hermitiano KC(x, y) puo essere sviluppato in una serie bilineare rispetto
alle sue autofunzioni

. C or(7)Pr(y)
= ; e (I1.103)

convergente uniformemente in Ly(G) rispetto ay € G, e cioé

& o () pr(y)
_ ; —)\k

=0. (11.104)
2

lim max
P—=+00 yeG

L’'uguaglianza (I1.100), per p = 1, mostra che, per ogni y € G, i coefficienti
del nucleo K(z,y) in termini del sistema ortogonale {p(z)} sono uguali a
or(z)/Ag. Percio, utilizzando lortonormalita delle autofunzioni ¢k (x) [cioe
(YK, pj) = Ok;], si ottiene 'uguaglianza

Z(’Ok )2i(y) /IiCafyl2 Zw ,  yeaq,

da cui, in virtu della convergenza uniforme della serie (I1.101), concludiamo
che la serie bilineare (I1.103) converge al nucleo KC(z, y) nel senso della (I11.104).

Dalla (I1.104) segue, in particolare, che la serie (I1.103) converge al nucleo
K(z,y) in Ly(G x G), e cioe

2

Yo (@) er(y) )sok(y) ddy = 0. (I1.105)

K(z,y)

p—too

Per la forma bilineare (K f, g) dimostriamo la formula
(Kf.g) =) %&%%)’ f,9 € Ly(G). (I1.106)
k=1

Infatti, visto che f € Lo(G) abbiamo, in base al teorema di Hilbert-Schmidt,

_ Z (f ©k)

k=1
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ed inoltre, questa serie ¢ uniformemente convergente su G. Molteplicando que-
sta serie per una funzione g appartenente a Ly(G) (e, di conseguenza, una fun-
zione che ¢ assolutamente integrabile su (), ed integrando termine a termine
questa serie, si ottiene la formula (I1.106):

/ (0)g(@) dr=3" (f, wk;ig, Pr)
G k=1

Ponendo f = g nella formula (I1.106), si ottiene una rappresentazione della
forma quadratica (K f, f) nella forma

[e.9]

(K1.9= [ (KD

G

(Kf. f) = i M, f € Ly(G). (I1.107)

La formula (I1.107) rappresenta una generalizzazione della formula di riduzione
agli assi principali della forma quadratica con un numero finito di variabili.

d. Soluzione di un’equazione integrale non omogenea con nucleo
continuo hermitiano. Costruiamo la soluzione dell’equazione integrale non
omogenea

o= Kp+f (11.108)

con nucleo continuo hermitiano K(z,y).

SeXN# N, k=1,2,--, e f € C(GQ), la soluzione (unica) o dell’equazio-
ne integrale (11.108) puo essere rappresentata nella forma di una serie che é
uniformemente convergente su G (formula di Schmidt):

- (f SOk
) 11.109
E S )+ f(z). ( )
Infatti, per A # A, &k = 1,2,---, una soluzione dell’equazione (I1.108)

esiste ed & unica in C(G) per un termine noto f € C((G)) qualsiasi. Per il
teorema di Hilbert-Schmidt la funzione K¢ puo essere sviluppata in una serie
uniformemente convergente in termini delle autofunzioni del nucleo K(z,y). Si

ha quindi
=K =A
@ o+ f gl "

on+ f. (I1.110)

Calcoliamo i coefficienti (¢, ¢x). Dall’equazione (I1.108) abbiamo

(2 00) = ME ) + (ron) = Mo Kon) + (s o) = %«o, o)+ (fr o)
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e, di conseguenza,

Ak
(@a¢k)—m(f>¢k)7 k_]-727"'7

da cui, in virtu della (I1.110), segue la formula di Schmidt (I1.109).
Conformemente al teorema di Hilbert-Schmidt si ha

K@ =3 L0,

A
k=1 k

ed inoltre la serie ¢ uniformemente convergente su G. Percio la formula di
Schmidt (I1.109) assume la seguente forma:

x) :/\; ¢ ’A‘f’“ +/\22 = ifj er(x) + f(2)

-5 Ko )+ 273 Aiﬁ’k—%wwm. (11.111)

Inoltre, dalla convergenza uniforme della serie bilineare (I1.99), per p = 2,
segue la convergenza uniforme della serie bilineare

- @k(ﬂf)@k—(y)
- A A — A)

e la sua somma ¢ una funzione continua rispetto a (z,y) € G x G, X\ # Ay,
k=1,2,---, e meromorfa rispetto a A con poli semplici \;. Di conseguenza,
per A # A, k = 1,2,---, nella formula (II.111) si puo invertire l'ordine di
sommatoria e d’integrazione, ottenendo come risultato

sO(w)—A/G

D’altra parte, secondo il Teorema II.13, per A piccoli, la soluzione dell’e-
quazione (I1.108) puo essere espressa in termini del risolvente R(z,y;A) del
nucleo K(x,y), mediante la formula (I1.26). Di conseguenza,

lC(x,y)Jr)\k:l% f)dy+ f(z).  (IL112)

Rz, y: \) = K(z,y) +)\Z ™ Ak— (11.113)

Dunque, il risolvente R(x,y; A) di un nucleo continuo hermitiano XC(z,y)
ammette un prolungamento meromorfo in tutto il piano della variabile com-
plessa A con poli semplici A\ e con residui uguali a

rkl

—Z Prri () i (y), (IL.114)
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dove @k, Prt1, -, Prtr,—1 sono le autofunzioni del nucleo K(z,y) corrispon-
denti a A\ e 7 e la molteplicita di A.

Utilizzando 'uguaglianza (I1.103), riscriviamo la formula (I1.113) come
segue:

R(z,y;A) = i W, (11.115)

e la serie bilineare converge in Ly(G x G).
La formula (I1.109) resta anche valida per A = \; se, conformemente al
terzo teorema di Fredholm, si ha

(f’gpj—i—i)zo’ 7:20717”'770]'_1.

In questo caso la soluzione dell’equazione (I1.108) non ¢ unica e la sua soluzione
generale e data dalla formula

00 rj—1
plz) =N (A]; fk; pe(@) + f(2) + ) cipjail), (I1.116)
=1 1=0
ARFEN

dove ¢; sono costanti arbitrarie.
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Capitolo 111

PROBLEMI AL CONTORNO
E FUNZIONI SPECIALI

0 Introduzione

In questo capitolo vengono studiati i problemi al contorno per le equazioni di
tipo ellittico, ed in particolare le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde
e di Schrédinger nello spazio e nel piano. La separazione delle variabili in
tali equazioni conduce molto spesso a certe equazioni differenziali ordinarie in
un intervallo della retta di tipo Sturm-Liouville, in particolare le equazioni di
Bessel e di Legendre. Per questo motivo vengono anche studiate alcune cosid-
dette funzioni speciali, in particolare le funzioni di Bessel, le funzioni sferiche
ed alcuni polinomi ortogonali come quelli di Legendre, Hermite e Laguerre.

Se non si fanno esplicite riserve, la regione G ¢ supposta limitata e la sua
frontiera S regolare a tratti. Denotiamo con G I'esterno di G, G =R" \5
Nel caso unidimensionale abbiamo G = (a,b), dove a,b € R.

1 Problemi agli autovalori

a. Impostazione del problema agli autovalori. Consideriamo il seguente
problema al contorno omogeneo lineare per un’equazione di tipo ellittico:

—div (pgradu) + qu = A, r €, (ITL.1)

(au + 5%)
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Supponiamo che

p € CHG), q € O(G); p(z) >0, q(x) € R, zr€Qq,
ae C(9), g eC(9),
a(x) >0, B(x) >0, a(z) + B(z) >0, reS.
(IIL.3)
Sia Sy = {x € S : min(a(x), (x)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre che
q(x) > 0 per € G. Notiamo i seguenti casi particolari:

alz) =1, f(z) =0, quindiu=0, z €S, [problema di Dirichlet]
alx) =0, f(r) =1, quindi % =0, z €5, [problema di Neumann].
n

Il problema (III.1)-(II1.2) consiste nel trovare una funzione u(z) di classe
C?*(G)YNCY(G) che soddisfi I'equazione (II1.1) in G e la condizione (II1.2) sulla
frontiera S. Evidentemente, il problema (III.1)-(II1.2) ha sempre la soluzione
nulla, e questa soluzione non ha alcun interesse. Percio il problema (III.1)-
(IT1.2) deve essere considerato come un problema agli autovalori per 'operatore

L = —div (grad) + q.

Tutte le funzioni f di classe C?(G) N CY(G) che soddisfano la condizione al
contorno (II1.2) e la condizione Lf € Ly(G) costituiscono il dominio M,
dell’operatore L. Siccome lo spazio vettoriale D(G) di tutte le funzioni di
classe C*°((G) di supporto compatto (cioe, che si annullano fuori di un compatto
contenuto in G) & denso in Ly(G) ed € contenuto in My, My & denso in Ls(G).

In generale, il dominio M, di L non e abbastanza grande per trovare tutte
le autofunzioni. Per questa ragione bisogna estendere 'operatore L ad un
dominio abbastanza grande per contenere le autofunzioni.

b. Formule di Green. Se u € C?(G)NCYHG) e v € CHG), & valida la
prima formula di Green:

ov 8u ou
L = — . I11.4
/Gv udz /pz 83:183:1 / vandS—l-/unvd:r (I1.4)

Per dimostrare la formula (III.4) prendiamo una regione arbitraria G’ con
frontiera S’ una superficie regolare a tratti tale che G’ C G. Visto che u €
C?*(G), si ha anche u € C*(G’) e, di conseguenza,

/ v Ludr = / v [—div (pgrad u) + qu] dx

) "L Ov du
— _// d1v(pvgradu)dx+/G/ p; a1, 0z, da:+// quu dx.
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Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

" Ov Ou ou
/leudx:/lpZ axﬁmdx_/ pva—ndS/ /lquvdx,
i=1 L

dove S’ ¢ la frontiera di G’. Facendo tendere G’ a G nell’'uguaglianza ottenuta
ed utilizzando il fatto che u,v € C*(G), concludiamo che il limite del secondo
membro esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro ed e valida
I'uguaglianza (I11.4). In tal caso integrale del primo membro della (I11.4)
deve essere considerato improprio. I limiti non dipendono della maniera in
cui G’ tende a G, poiche gli integrali nelle parte a destra della (II11.4) sono
assolutamente convergenti.
Se u,v € C*(G) N CY(Q), & valida la seconda formula di Green:

/ (vLu—ulLv)dr = / (u% — Ug—:i) ds. (I1L.5)
@

Per dimostrare la formula (II1.5), scambiamo u e v nella (I11.4):

ou 81} ov
/uLvdm—/ Z oz, 5331 / u%dsqt/G quudz, (I1L.6)

e sottraiamo l'uguaglianza ottenuta della (II1.6). Come risultato, si ottiene la
seconda formula di Green (III.5).

In particolare per p(z) =1 e g(x) = 0, le formule (I11.4) e (IIL.5) di Green
si trasformano nelle seguenti uguaglianze:

ov ou ou
A =— — -V — I1I.
/Gv udz / (uan 08n> dS—l—/SvandS, (IIL.7)

/ (v Au —uAv)de = / <Ug—z - u%) ds. (I11.8)
@

c. Proprieta dell’operatore L. L’operatore L e hermitiano:

(Lf,9)=(fLg), f.g€ My (IIL.9)

Infatti, visto che f,g € My, si ha Lf € Ly(G) e Lg = Lg € Ly(G). In tal
caso la seconda formula di Green (IIL.5), per u = f e v =g, assume la forma

(Lf,g) = (f, Lg) :/G@Lf—fL_g) d:U:/ (f—_ —ggf) dS. (I11.10)
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Inoltre, le funzioni f e g soddisfano le condizioni al contorno (II1.2):

(ozf—l—ﬂaf) =0, (o@—l—ﬁg—z)
s

an
Per l'ipotesi (IIL.3), a(x) + B(z) > 0 per x € S. Percio per ogni z € S il
sistema omogeneo di equazioni algebriche lineari (II1.11) ha una soluzione non
nulla (a(z), f(x)) e quindi il suo determinante si annulla, cioe

/ _8f 0 of
g _
det % - ( %_ga_n)
on

=0. (IT1.11)
S

= 0.
s

g

Tenendo conto dell’'uguaglianza ottenuta, dalla formula (II1.10) si ottiene 1'u-
guaglianza (I11.9), la quale significa che 1'operatore L & hermitiano.

Sia f € M. Ponendo u = f e v = f nella prima formula di Green (III.4)
e tenendo conto del fatto che f € Ly(G), si ottiene

0
(Lf,f):/Gp|gradf|2dx—/spfa—£d5+/cQ|f|2dx. (IT1.12)

Dalla condizione al contorno (III.2) segue che

o =51 @) >0 ses
f=0, B(x) =0, z €8S.

Sostituendo queste relazioni nell'uguaglianza (II1.12), si ottiene 1’espressione
per la forma quadratica

(Lf7f)=/G (plgrad f1* + q|f]?) dx+/s p%lledS, feM;, (1IL13)

dove Sy & la parte di S per cui min(a(z), 3(x)) > 0. La forma quadratica
(Lf, f), f € My, e detta integrale d’energia.

In virth delle ipotesi (II1.3) pit Iipotesi che ¢(x) > 0 per ogni z € G,
nel secondo membro della (II1.13), tutti e tre termini sono non negativi. Per
questa ragione eliminando il secondo ed il terzo termine e stimando per difetto
il primo termine, otteniamo la disuguaglianza

(Lf.f) > / plerad f* dx > min p(x) / grad fP? de,
el zeG G

cioe

(Lf. f) = poll lerad f| |5, f€ My, (I11.14)
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dove pp = min, & p(x); in virtu del fatto che la funzione p € continua e positiva
su G, si ha py > 0.

Dalla disuguaglianza (II1.14) segue che ['operatore L & positivo se g(x) > 0
per ogni = € G, cioet in tal caso

(Lf, f)>=0,  feM;. (T11.15)

d. Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni dell’operatore
L. Prima bisogna estendere il dominio dell’operatore hermitiano L. Per quello
ci vuole una teoria sugli operatori lineari autoaggiunti non limitati su uno
spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso e sia T" un operatore lineare con
dominio D(T) in H. Allora T si dice chiuso se per ogni successione {x,} in
D(T) tale che |z, — z|| — 0 e ||[Tz, — y|| — 0 per opportuni z,y € H, si ha
x € D(T) e Tr = y. Allora T ¢ un operatore chiuso se e solo se il grafico
G(T) = {(x,Tx) : x € D(T)} ¢ un insieme chiuso in H & H (con norma
Gz, )l = VAl + Nll?)-

Per dimostrarlo, sia 7" chiuso e sia {(z,,Tz,)} una successione in G(T)
tale che ||(z,,Tz,) — (x,y)|| — 0 per qualche (z,y) € H & H. In tal caso
|zn, — || = 0 ¢ [Tz, —y|| — 0 e, in virtu del fatto che 7" ¢ chiuso, risultano
x € D(T) e T = y; quindi (x,y) € D(T). D’altra parte, se G(T') & chiuso in
H®H, sia {x,} una successione in D(T) tale che |z, —z| — 0e || Tx,—y| — 0
per opportuni z,y € H. In tal caso {(x,,Tz,)} & una successione in G(7T') tale
che ||(xn, Tx,) — (z,y)|| — 0. Siccome G(T) ¢ chiuso, risulta (x,y) € G(T), e
quindi z € D(T) e Tz = y.

Teorema III.1 [Teorema del grafico chiuso| Sia T' un operatore lineare chiuso
definito su uno spazio di Hilbert H. Allora T ¢ limitato.

Ora definiamo gli operatori autoaggiunti. Siano H uno spazio di Hilbert
complesso e T' un operatore lineare con dominio D(7T') denso in H. Allora T si
dice hermitiano [oppure simmetrico| se (T'z,y) = (x, Ty) per ogni x,y € D(T).
Per un operatore hermitiano 7', definiamo 'operatore T™ da

D) ={y e H:3c=c(y) > 0: |[(Tz,y)| < c(y)l«], = € D(T)},
In tal caso Az € H : (T'x,y) = (x, 2); Poniamo Ty = z.

Un operatore lineare T' si dice autoaggiunto se D(T') & denso in H, T' & hermi-
tiano e T* = T. Quindi T ¢ autoaggiunto se T' € hermitiano e il suo dominio
e denso e soddisfa

D(T)={ye H:3c=c(y) >0:|(Tx,y)| < c(y)|z|, = € D(T)}.
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Si vede facilmente che un operatore autoaggiunto ¢ chiuso. Infatti, sia {z,}
una successione in D(T') tale che ||z, —z|| — 0 e [Tz, —y|| — 0 per opportuni
x,y € H. Prendendo il limite se n — 400 nell'uguaglianza (T'z, z,,) = (z,Tx,)
valida per ogni z € D(T), risulta (T'z,z) = (z,y) e quindi |[(Tz, )| < ||yll|l=|l
per ogni z € D(T). Di conseguenza, x € D(T') e Tx = y, cosl dimostrando il
fatto che T" e chiuso.

Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouville L con dominio M.
Allora L ¢ hermitiano su Ly(G) con dominio denso in Ls(G). Sotto opportune
condizioni che non specificheremo,! esiste un’estenzione autoaggiunta unica L
dell’operatore L. Le autofunzioni del problema al contorno (IIL.1)-(II1.2) si

cercano nel dominio D(L).

Ritorniamo adesso agli autovalori e autofunzioni dell’operatore L. Infatti
bisogna discutere gli autovalori e le autofunzioni dell’estensione autoaggiunta
L. In altre parole, essi dipendono dalle condizioni al contorno (II1.2), ma le
autofunzioni non potrebbero appartenere al dominio M, ma invece al dominio
dell’estensione autoaggiunta L.

Proposizione II1.2 Abbiamo le sequenti proprieta:

a) Tutti gli autovalori sono reali. Se q(x) > 0 per ogni x € G, gli autovalori
s0mo non neqativi.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra
loro.

c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Sia q(x) > 0 per ogni v € G. Affinchée A = 0 ¢ necessario e sufficiente
che q(x) =0 ed a(x) = 0. In tal caso A = 0 é un autovalore semplice e
l’autofunzione é costante.

Dimostrazione. ~ Per dimostrare la parte (a), sia f € D(L) tale che Lf =
Moe f#0. Allora (A= N)||fll2 = (Lf,f) — (f,Lf) =0, e quindi A = X &
reale. Inoltre, se q(x) > 0 per ogni = € S, dalla (II1.13) segue che (Lf, f) > 0.

Per dimostrare la parte (b), consideriamo f,g € D(L) non banali tali
che Lf = \f e Lg = pg; in tal caso A\, u € R. Si controlla facilmente che
(A =w)(f,9) = (Lf,9) — (f,Lg) = 0 e quindi A = p oppure (f,g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), se f & un’autofunzione, il fatto che il corri-
spondente autovalore & reale implica che anche f & una autofunzione. Siccome
le parti reale ed immaginaria della f non si possono ambedue annullare quasi

ovunque, una di loro ¢ un’autofunzione reale.

LCertamente per a, 8 > 0 costanti con o + 8 > 0 e S regolare.
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Infine, per dimostrare la parte (d), sia A = 0 un autovalore con correspon-
dente autofunzione f, mentre ¢(z) > 0 per ogni z € G. Allora dalla (I11.13)
segue plgrad f|*> = 0 e quindi [p(z) > 0 sempre] f ¢ costante e ¢f = 0. Se f
fosse non nulla, ne seguirebbe ¢(z) = 0 per ogni z € G e f(x) = 0 per ogni
x € Sp. Quindi f=0eqg=0. O

2 Problema di Sturm-Liouville

Nel caso unidimensionale (n = 1, G = (0,¢), S = {0,¢}) il problema al
contorno (II1.1)-(IIL.2) & detto problema di Sturm-Liouville. Ha la forma

Lu=—(pu) + qu = M, 0<x<d, (IT1.16)

hyu(0) — hou'(0) = 0, Hiu(l) + Hyu'(€) = 0, (II1.17)

dove hy, ho, Hy, Hs sono costanti non negative tali che hy+hy > 0e H;+Hy > 0.
Assumiano che p € C*[0, /], p(xz) > 0 per ogni = € [0,/], e ¢ € C[0,/] & reale.
Come dominio dell’operatore L prendiamo

u” € LZ(O,E)
My =< ue C*0,0)NC0,0 : { hu(0) — ho/(0) =0
Hlu(é) -+ ngl(é) =0

Se hy = Hy = 0 (cioe u(0) = u(f) = 0), abbiamo le condizioni di Dirichlet.
Se hy = Hy = 0 (cioe v/(0) = u/({)), stiamo parlando delle condizioni di
Neumann. Gli altri casi si dicono condizioni miste.

L’operatore L ¢ hermitiano, cioe (Lf,g) = (f, Lg) per ogni f,g € M.
Inoltre esiste un’unica estensione autoaggiunta L di L. Le autofunzioni del
problema di Sturm-Liouville si cercano nel dominio di L (e non necessariamente
in ML)

L’espressione (I11.13) per l'integrale d’energia assume la seguente forma:

l
(Lf.f) = / (WIfP +alfP) m—p( JI£(0)? +—p< WHOP,  feMy,

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o per
H, = 0, rispettivamente. Se g(x) > 0 per ogni x € [0, /], I'integrale d’energia
(Lf, f) € non negativo per ogni f € M. In particolare, se ¢(z) > 0 per x €
[0, 4], A = 0 ¢ autovalore del problema (II1.16)-(II1.17) e f & la corrispondente
autofunzione, si ottiene f’ = 0,% e quindi f & costante; affinche la funzione f
sia non banale, ci vogliono le condizioni di Neumann u/(0) = u/(¢) = 0.

2Questo ne segue se f € M.
3Tra poco dimostreremo che I'autofunzione f € My, invece di f € D(L).
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a. Funzione di Green. Supponiamo che A\ = 0 non sia un autovalore
dell’operatore L. Consideriamo il problema al contorno

Lu=—(pu) + qu = f(z), 0<z</, (IT1.18)

hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(¢) = 0, (I11.19)

dove f € C(0,¢) N Ly(0,¢). Dato che A = 0 non ¢ autovalore dell’operatore
L, la soluzione del problema al contorno (II1.18)-(II1.19) nella classe M, (e
anche nella classe D(L)) ¢ unica. Costruiamo la soluzione di questo problema.

Siano v; e vy soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea Lv = 0

che soddisfano le condizioni
hl’Ul (0) — hg?)ll (0) = 0, Hﬂ)g(g) + HZU;(E) =0. (IIIQO)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste so-
luzioni esistono ed appartengono alla classe C?[0,/]. Le soluzioni lineari v,
e vy sono linearmente indipendenti. Infatti, in caso contrario vy(x) = cvq(x)
per qualche 0 # ¢ € R e, di conseguenza, in base alla (II1.20) la soluzio-
ne v, soddisfa anche la seconda condizione al contorno (II1.19). Cio significa
che v; € un’autofunzione dell’operatore L corrispondente all’autovalore A = 0,
contrariamente all’ipotesi; inoltre segue che in tal caso v; € M. Percio il
determinante Wronskiano vale

— de vi(w) va() T
w(x) = det L}i(x) vé(x)} #0, € [0,7].

Siccome (pw)'(x) = 0, risulta I'identita
p(x)w(x) = p(0)w(0), z € [0,7]. (IT1.21)

Cercheremo la soluzione del problema (II1.18)-(II1.19) per mezzo del me-
todo della variazione delle costanti,

u(@) = ci()vi(z) + ca(2)va(). (I11.22)
Allora () e ¢,(x) soddisfano il sistema lineare

b 3 - oo

con determinante w(z) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando 'iden-
tita (II1.21), si ottiene

(111.23)

/ _ () = — (
) = e L) = = ) (I11.24)



Per soddisfare le condizioni al contorno (II1.19), osserviamo che esistono
due costanti d’integrazione c; e ¢y tali che

w(z) =101 (z) +cava (@ () /f va(y dy— (z) /f ui(y

Calcolando la derivata si trova

/ T ¥/
(z) = 10} (z) + ey (a) M / £ (9)valy) dy

Tenendo conto dalle condizioni (I11.20), otteniamo

0 = hyu(0) — hot/(0) = ¢1 [hv2(0) — hev)(0)];
0 = Hyu(l) + Hy/'(€) = ¢y [Hyva(£) + Hovly(0)]

e quindi, in virtu del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si
annullano, troviamo ¢; = ¢y = 0. In altre parole,

/ G(z,y)f(y) dy, (111.25)

dove

g(x,y) ==

< <
1 {Ul(x)UQ(y>> O<z<ys<t (I11.26)

p(0)w(0) |va(z)vi(y), 0<y <z <L

La funzione G(z,y) ¢ detta funzione di Green del problema al contorno (II1.18)-
(II1.19) o dell’operatore L. Questo nucleo & reale, simmetrico e continuo.
Inoltre, vale I'uguaglianza

IGy+0,y) 0G(y+0,y)  wle) 1
e o 0w VSO0 2

Consideriamo l'operatore integrale G su Ly (0, £) con nucleo G(x,y). Allora
questo nucleo e reale, simmetrico e continuo. Dunque G € un operatore lineare
autoaggiunto sullo spazio di Hilbert Lo(0, /). Siccome u = G f appartiene ad
M per ogni f € C(0,¢) N Ly(0,£), il dominio M, & strettamente contenuto
nell'immagine dell’operatore integrale G. Ne segue facilmente che 'immagi-
ne di G (cioe, {Gf : f € Ly(0,¢}) coincide con il dominio dell’estensione
autoaggiunta L di L, Infatti, L = G~'.
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Nel caso in cui A = 0 & autovalore del problema (III1.18)-(II1.19), bisogna
scegliere qualche p € R che non ¢ autovalore, e riscrivere (I11.18)-(II1.19) nella
forma equivalente

(L—plu=—(pu) + (¢ — p)u= f(z) — pu(x), 0<xz</(, (II1.28)
hiu(0) — hou'/(0) = 0, Hyu(l) + Hyu'(¢) = 0. (I11.29)

Partendo dalle due soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea (L — p)u = 0
che soddisfano le condizioni (II1.20) e quindi sono linearmente indipendenti,
arriviamo ad una funzione di Green G(z,y; 1) ed un operatore integrale G(u)
dipendente di p tali che

u=G(u)[f — pu].

Quest’ultima si puo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

0 0
U($)+M/O G(@, y; puly) dy 2/0 Gz, y; 1) fly)dy, 0 <ax < (IIL30)

Il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L [o di L — pl] coincide con
I'immagine dell’operatore integrale G(u).

Esempio ITI.3 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(x), hiu(0) — heu'(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(€) = 0.

Le soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea —u” = 0 che soddisfano le
condizioni (I11.20), hanno la forma (tranne un fattore costante)

v1(2) = hiw + h, vo(x) = Hil + Hy — Hy,

e quindi w(z) = —hy(H{ + Hy) — hoH; si annulla se e solo se hy = H; =0
(cioe, condizioni di Neumann in ambedue gli estremi). Se hy + H; > 0, si trova
per la funzione di Green

1

h H, (¢ — H < </
hl(HlfﬂfthHl[l“@H (=) +H), 0<z<y<t,

G(v,y)=

Hy (6 — Hylh hyl, 0<y<uz<L{.
Tl + Hy) + gy - @)+ Hllluy +ha], O<y<a<

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni vq(z, A) e vo(z, A) dell’e-
quazione omogenea —u” = Au che soddisfano le condizioni (II1.20), mentre
A > 0. Otteniamo

v1(z, \) = haV'X cos(zVA) + Ry sin(zvV/A);
va(x,A) = HaV/A cos((¢ — z)VA) + Hysin((£ — 2)V/N),
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e quindi
w(z) = v1(0, )5 (0, A) — v1(0, N)v2(0, \)
=V [(hoHo\ — hyHy) sin(0VA) — (hoHy + hiHy) VA cos(£VN)| .

Un numero A > 0 ¢ autovalore se e solo se w(x) = 0. Sotto le condizioni di
Dirichlet (hy = Hy = 0) e sotto quelle di Neumann (hy = H; = 0) segue

sin(£vV/\) = 0.

Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

n=1,2,3--,  up(zr)=sn (@> . [Dirichlet]
nm\ 2 t
W= (7))
n=0,1,2--- up () = cos (%) . [Neumann|]

Sotto le altre condizioni (cioe, se hoHy + hiHy > 0), A = 0 non ¢ mai auto-
valore e A > 0 ¢ autovalore se e solo se ¢ una radice positiva dell’equazione
transcedente?

hoHo\ — hiHy
(hoHy + h1H2)\/X.

C’¢ un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescente \, che
tende a +00) ed ogni radice corrispondente all’autofunzione

up(x, ) = hg\/)\_n cos(a:\/)\_n) + hy sin(x\/)\_n).

Le radici /A, si trovano piu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autova-
lori fuori dell’intervallo [0, +00).

cotg (IVX) =

b. Riduzione del problema di Sturm-Liouville ad un’equazione
integrale. Facciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville puo essere
ridotto ad un’equazione integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e
continuo G(z,y).

Teorema I11.4 [l problema al contorno

Lu=)u+f, weDI), feC(0,6)nLy0,0), (I11.31)

4Ponendo z = \/X, o = hoHi+ h1Hy > 0, ﬂ:hQHQ > Oe’}/:thl >0 COHﬂ+7> 0,
si vede subito che i grafici di (ax)/(B2% —v) e tg (fx) hanno un numero infinito di punti di
intersezione x > 0.
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con la condizione che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L ¢ equivalente
all’equazione integrale

l l
u() = A / G(z, y)uly) dy + / Gl f(y)dy, e Ly(0,6), (IIL32)

dove G(x,y) € la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei
problemi equivalent: (111.31) e (111.32) appartengono ad M,.

Dimostrazione.  Se u(x) € una soluzione del problema al contorno (II1.31),
allora

u(z) = (G + f])(x) = / Gla.y)huly) + fW)dy,  0<z <,

cioe u(x) soddisfa I’equazione integrale (I11.32).

Inversamente, supponiamo che la funzione uy € Ly (0, ¢) soddisfi 'equazione
integrale (II1.32). Se G denota 'operatore integrale con nucleo G(z,y), allora
ug = G(Mug + f) € D(L) e Lug = Aug + f. Dall’uguaglianza

l T
01 (2) / va(y) Paoly) + £()] dy+va(2) / o1 (9) o) + F(u)] dy

p(0)w(0)

segue che uy € C10, ¢], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali apparten-
gono ad L;(0, /). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C*(0, /]
con derivata

up(z) = —

l T
EAE / valy) o) + F(y)] dy+v(x) / o1 (9) o) + F(u)] dy
to(w) == P(0)w(0) |

Da quell’ultima equazione segue che uy € C?[0, ¢]. Inoltre, dalla (II11.20) segue
che up(x) soddisfa le condizioni al contorno (IIL.17). Dunque ug € M. Di
consequenza, Luy = Lug = Aug + f. O

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni
autofunzione dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad
M. Inoltre, tutte le autofunzioni appartengono a C10, ¢]. Quindi il problema
al contorno per f = 0 (ciog, il problema agli autovalori) & equivalente a quello

agli autovalori dell’equazione integrale omogenea

u() = A / G(z, y)u(y) dy (I11.33)
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in C0, ] oppure in Ly(0,¢), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’o-
peratore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’'operatore L.
Per farlo, sia 19 € R un numero che non e un autovalore. Allora = 0 non ¢
un autovalore del problema di Sturm-Liouville

Liu=—(pu) + (¢ — po)u = pu, (I11.34)

hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu() + Hyu'(¢) = 0. (I11.35)

Ma My = My, e D(L) = D(L;). Quindi il problema di Sturm-Liouville
(II1.16)-(II1.17) ¢ equivalente all’equazione integrale

Y/
u(@) = (A — uo) / Gy (x, y)uly) dy, (111.36)

dove G (x,y) e la funzione di Green dell’operatore Lj.

c. Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni. Abbiamo dunque
stabilito ’equivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville omogeneo ed il pro-
blema agli autovalori per ’equazione integrale omogenea (I11.36) con nucleo
integrale Gi(x,y) reale, simmetrico e continuo. Gli autovalori A del proble-
ma (II1.16)-(II1.17) sono collegati ai numeri caratteristici del nucleo G (x,y)
con la relazione y = \ — g, mentre le corrispondenti autofunzioni coincido-
no. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti gli enunciati
della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e simmetrico.
In particolare ['insieme degli autovalori {\z} di questo problema non é vuoto
e non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e sono anche
di molteplicita finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed ortonormali
ed appartengono a C?[0, /).

Il problema di Sturm-Liouville ha alcune proprieta specifiche.

1) Gli autovalori appartengono all’intervallo [Gumin,00) dove ¢umin = m[irz q(z).
z€|0,
Infatti, per f € My si ha
‘ 112 2 h 2 H,
(Lf, )= (oIf'? +alfI?) de+=p(0)| f(0)]* +
0

—p(O)|f(O)]?
e P10
Z QmianH%a

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o
per Hy, = 0, rispettivamente. Quindi, se A ¢ un autovalore di L con
corrispondente autofunzione u, allora v € My e Mu|? = (Lu,u) >
QminHuH%J € dunque A 2 Gmin -
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2) L’insieme degli autovalori ¢ infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme

fosse finito, {\1, -+, Ax}, il nucleo Gi(x,y) sarebbe degenere:
 or(@)en(y)
k k
,Y) = —_— 1I1.37
Gi(aa) =30 0 (1)
dove @1, - - - , @ sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Sic-

come ¢ € C?[0, /], risulterebbe una contraddizione con la (IT1.27):

0G1(y +0,y)  9G1(y+0,y)
ox ox

=0, y € (0,0).

3) Ogni autovalore é semplice. Sia A\g un autovalore. Allora la corrispon-
dente autofunzione u sofddisfa Lu = Agu e le due condizioni al contor-
no (II1.20) [per v; = vy = u]. Ciascuna di queste condizioni definisce
uno sottospazio di Lo(0,¢) di dimensione 1. Quindi 'autospazio corri-
spondente all’autovalore Ay non puo avere una dimensione maggiore di
1.

Le condizioni al contorno (I11.17) si dicono separate, poicheé riguardano i
valori e le derivate della u in estremi diversi dell'intervallo (0, ¢). Piu general-
mente, per u,v € C?[0, (] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (uv’ — u'@)]g :

La parte a destra si annulla se u, v soddisfano le condizioni separate (II1.17).
Purtroppo si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

VP(0)u(0) = £/p(O)u(l),  /p(0)u'(0) = £/p(€) u'(£),

per la u e per la v, dove bisogna scegliere il segno + due volte oppure il segno
meno due volte. In tal caso si puo introdurre il dominio M, ed estenderlo
ad un dominio su cui 'operatore differenziale L ¢ autoaggiunto. Per esempio,
consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

—u" = Au, u(0) = u(l), u'(0) = u'(0).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

omr 2
Ap = 7 ) n=0,1,2---

2 2
ug = 1, un(x):clcos< ngr:c) +cgsin( ngrx)’ n=1223---.
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Tranne per 'autovalore \y = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.
D’altra parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u”" = Au, u(0) = —u(¥), u'(0) = —u'(0),

gli autovalori e le autofunzioni sono:

2
An—(@neQz : n=123.-

2n—1 2n —1
un(x):clcos(w)%—cgin(%), n=123---

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.

Siano (A,)22, gli autovalori della L e (¢,,)%, le corrispondenti autofunzioni
ortonormalizzate. Siccome il problema agli autovalorl e equivalente a quello per
un’equazione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle
autofunzioni & completo in Ly(0, ¢). In altre parole, ogni funzione f € Ly(0, /)
puo essere sviluppata in una serie

[ = Z [y SDk Pk (111-38)
k=1

dove
2

N
)= (fron)pr(x)| da=0.
k=1

N—+o0

A1 = 1(Fen)l lim
k=1

Teorema II1.5 Ogni funzione f € My puo essere sviluppata in una serie
(II1.38) wuniformemente convergente in x € [0, ).

Dimostrazione. 1l problema di Sturm-Liouville non omogeneo ¢ equivalen-
te all’equazione integrale (II1.30), dove il termine noto appartiene all’imma-
gine dell’operatore integrale con nucleo G;(z,y). Quindi il teorema segue dal
Teorema di Hilbert-Schmidt. O

Esempio III.6 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni

periodiche
—u" =M, u(0) =u(l),  w(0)=1u(0).

Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:

o\
)\():07 )\%:)\i: 7 3

= w@=(2)" on (22 = (2) s (20,
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dove n =1,2,3,---. Per f € Ly(0, /) risulta la serie di Fourier

_ap > 2nmx . 2nmx
f(x)—2+;<ancos( ; )—i—bnsm( ; )),

dove

ag = z/gf(at)dav,

T Jo
2 [ 2 2 [ 2
a, = Z/o f(zx) cos< ngrx) dx, b, = Z/o f(z) sin( ngr:v) dx.

3 Funzioni di Bessel

Consideriamo ’equazione differenziale

2.1

2" + ou’ + (2% — vHu =0, (I11.39)

detta equazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente
nulla & detta funzione cilindrica. Osserviamo che i coefficienti dell’equazione
(IT1.39) non soddisfano le condizioni del paragrafo precedente.

a. Definizione e proprieta semplici delle funzioni di Bessel. Con-
sideriamo, per v € R, la funzione

NE

J,(x) =

(_1)k T\ 2k+v
T(k+v+1)(k+1) (5) ! (I11.40)

i

0

dove I'(z) & I'unica funzione analitica sul semipiano destro che soddisfa I'(z +
1) = 2I(z) e I'(1) = 1 nell’Appendice B|. Questa funzione puo essere rappre-
sentata nella forma

J (2?) = 2V f, (2%), (I11.41)

dove f,(¢) ¢ una funzione analitica su tutto il piano complesso,

N (—D)k¢
£(<) :g T+ DT T (I11.42)

Infatti, la serie di potenze in (I11.42) converge uniformemente su ogni compatto
del piano complesso, poiche il suo raggio di convergenza R = +oo. Quindi la
sua somma definisce una funzione analitica f,({) su tutto il piano complesso.
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Verifichiamo che la funzione J, (x) soddisfa I’equazione (I11.39). Utilizzando
la relazione I'(z + 1) = zI'(2), si ottiene

22T (z) + 2 (2) — v* ], (2)

(=D)*[(2k +v)(2k + v — 1) + (2k + v) — V2] s\ 2ty
T(k+v+1)T(k+1) (5)

NE

iy
=)

NE

i
o
—~

U (s ()

(—1)* 2y,
T(k+v+D)I(k+1) <§> = ", (x),

r

[
|
&I\D
(]2

Eod

=0

come dovevasi dimostrare. La funzione cilindrica J,(z) si dice funzione di
Bessel di ordine v, dove ¥ > 0 per = > 0. In particolare

2 = (=1 2
JI/Q(SC) = _;U Z ml‘2k+l = E s,
2% 1) 5 (111.43)
J_1/9(x) = _xz )] R ”E COS .
k=0

Se v > 0 non ¢ intero, le funzioni J,(x) e J_,(x) sono linearmente indipendenti.
Cio segue dalla (II1.40) in virtu del fatto che

v

Jy(r) = m[

1+0(2%)], z —0; v#E—1,-2,-3,--,
(I11.44)
poiche I'(v + 1) ¢ finito. Se, invece, v = n ¢ intero, si ha

T_n(2) = (=1)"J, (2), (I11.45)

e, quindi, le funzioni J,(z) e J_,(z) sono linearmente dipendenti. L’ugua-
glianza (I11.45) segue dal fatto che I'(—k) ¢ infinito per k = 0,1,2,--- [vedi
I’Appendice B] e quindi la sommatoria nella serie (II11.40) per J_,(z) inizia a
k =n.

I1 Wronskiano Wu, v] = uv’ — v'v di due soluzioni u e v dell’equazione di
Bessel soddisfa all’equazione differenziale di primo ordine

W'u, v](z) + iW[u,v](m) =0,

e quindi Wu,v](x) & proporzionale alla funzione 1/z. Per trovare la costante
di proporzionalita basta studiare I’andamento del Wronskiano se z — 0. Per
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v ¢ Z si vede subito che

ﬁ (3) +ou,

eI = 5y (5) 06,

J(z) =

J(x) = ﬁ (5)  +otr),

xJ' (z) = #ﬁ_l) <§> - + Oz 1),

e dunque [vedi I’Appendice B|

—2v
2Z'(v+1DI(—=v +1)
B —2v _ —2sin(vm)
AT+ D0(~v+1) T

Wiy, J-)(x) = + O(x)

Quindi J,(x) e J_,(x) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non
si annulla per x # 0] se e solo se v non ¢ un intero. Se v € Z, risulta [senza
dimostrazione] J_,(z) = (—=1)"J,(z).

b. Funzioni di Bessel di seconda specie. Per v =n (n =0,1,2,---)
ci dovrebbe esistere una soluzione dell’equazione di Bessel linearmente indi-
pendente della J,,(x). Per trovare una soluzione linearmente indipendente da
J,(x) per v € Z, definiamo la funzione di Bessel di seconda specie

Jy(x) cos(vm) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (x) =

per v ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni anali-
tiche di v € C e (d/dv)sin(vm) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,---, il limite
di Y, (z) per v — n € NU {0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

wo= [0 L

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(x) rispetto a v ed intro-
ducendo la funzione ¥ (z) = I"(z)/T'(z) otteniamo

(n—Fk—1)! <z>2kn

k! 2

+ % i (_13%/2)1#% [2 1og§ k1) — Pk +n+1)
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2 r 1= (n—Fk—1) fzy\2k-n
- ;Jn@) gy = > i (5)

1 0 2n+2k
- - nZJ/rk Wk +1) + ok +n+1)],
k=0

dove z € [0,400) e la prima sommatoria sparisce per n = 0. Quest’espressione
conduce alle rappresentazioni asintotiche

2
—logz, r—0,n=20

Yalz) ~ 7T(n— 1)! (:E

T\ Oon—=19--.
2) Y m—> 7n )= ?

(I11.46)

m
implicando che |Y,,(x)| — 400 se x — 0.

c. Ortogonalita. Dimostriamo il seguente.

Proposizione II1.7 Per a,3 > 0 con ao + 3 > 0, siano p; e ps zeri reali
dell’equazione

alt, (i) + Bud, () =0, (111.47)

dove v > —1. Allora

1
/ xd, (px)J, (pox) do
0

0, ui # 3,
L+ L (1 v’ T (10)? _
= qath g (g ) ) L= H2 o (111L48)
1 1 2
_5‘]1,'(”1)‘] (=) + 5 9 (1 - ) Ju(p)Jo(—p), 1 = —po.
1

Dimostrazione.  Siano pi,pe € R. In virtu della (II1.39), le funzioni
J,(z) e J,(uoz) soddisfano le equazioni

d [ dJ,(mmz) , U2 _
& [ d—] * (Wﬁ‘ 7 ) Jrmn) =0,

d [ dJ,(px) 7 _
AT + 2w = ) oler) = 0.

Molteplichiamo la prima di queste equazioni per J,(u9z) e la seconda per
J,(112), poi sottraiamo termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo

91



da 0 a 1. Si ottiene

@ (1], (o) T, (1) — pad, () T, (1)),
= /01 % {;1: {Jy(mx)%gﬂ) — Jy<ﬂ2$)%glx):| } dx

1
— (3= 48) [ ) ) e (11.49)
0
Dalla (II1.40) [vedi anche la (III.44)] abbiamo per x — 07

T, (i) = ﬁ (5) +0t . wriue) = 7t () +06).

e percio

e, (1a2) T, (i) — pad, () Iy (o) = O@@*?), & — 0%,

Y

Quindi, grazie alla condizione v > —1, il primo membro della (II1.49) si annulla
per x = 0 e si ottiene

Jo(p2) gy, (pr) — paJy (pa) J), (p2)
2 2
My — Hq

1

/ xdy, (px)J, (pex) de = a : (II1.50)
0

Se 1 e pg sono zeri reali dell’equazione (I11.47) dove o, >0 e o+ (3 > 0, il

determinante del sistema lineare

ad,(p) + Bpad, () =0, ady () + Bpad,(p2) =0,

per («, () si annulla, cio¢ il numeratore della frazione nella (II1.50) si annulla.
Di conseguenza, se 2 # u3, segue la proprieta di ortogonalita (ciog, si annulla
la parte a sinistra della (II1.50)).

Per dimostrare la (I11.48) se u1 = po, si passi al limite per ps — uq nella
(II1.50) utilizzando la regola di De L’Hopital:

pady (pa) ), (p1) — pady(p1) ), (p12)

1
/ v, (pr)? dr = lim
0

Ha— s — pi

1 1
=3 [T () — Z—MIJV(M) [} (1) + pady) (pa)]
. 1 y 2 1 2 1/2
=5 ()] + 50 () (1 u%) :

Abbiamo dimostrato la (II1.48) per p; = us. La dimostrazione per g = —ps
¢ analoga. O
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d. Relazioni di ricorrenza. Sono valide le seguenti relazioni di ricorren-
za:

Jw) = T (@) = 20 (2) = =Jyaa) + = J, (@), (I11.51)
Infatti, la prima formula (II1.51) segue dalla (I11.40):

J, (96) ()

- [2P k+v +2k);(2)+ 1) (5)%” - I'(k +(u_)1r)(k; +1) (§>2k+v 1]

V — (—1)k r\2k+tv oy
B _EZO T(k+v+ 1Dk +1) (5) =)

O

In modo analogo si stabilisce la seconda formula (I11.51).
Le formule (II1.51) si possono riscrivere nella forma

d v v d —v _ —v
dx[ Jo(x)] = 2" Sy (2), d:l:[ Jo(x)] = =27V Jypa(w).

In particolare per v = 0 si trova

Infine, sottraendo le formule (II1.51), si ottiene ancora una relazione di ricor-
renza:

LM@—%L@+L1@:0

Per ragioni di linearita le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano
alle stesse formule di ricorrenza delle funzioni di Bessel di prima specie. In
particolare

Y (z) =Y, 1(x) — ng(x) =Y, 1(z) + gyy(@;

% [2"Y,(z)] = 2"Y,_1(x), % [277Y,(2)] = —27"Y, 41 (2);
Yo(w) = —Ya(w);
2v

Y, () — ?Yl,(x) +Y,1(x) =0.

e. Zeri delle funzioni di Bessel. Dimostriamo le seguenti proprieta degli
zeri dell’equazione (I11.47) per v > —1. Per § = 0 quest’equazione definisce
gli zeri delle funzioni di Bessel.
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Teorema II1.8 Gli zeri dell’equazione (111.47) per v > —1 sono reali, sem-
plici, ad eccezione, forse, dello 0; questi zeri sono simmetricamente disposte
rispetto all’origine e non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione.  Dalla (I11.40), in virtu del fatto che o, 8 e I'(§) sono reali,

per ¢ reali, si ottiene J,(z) = J,(Z). Quindi

aldy () + By (R) = adu(p) + Bud), (1)

Per questa ragione, se p € uno zero dell’equazione (I111.47), @ € anche’esso uno
suo zero. Se pu? # 72, applicando la formula (IT1.48) per yu; = u e o = i, si
arriva ad una contraddizione:

1 1
0 :/ xJ,(ux)J, (o) dx :/ x|, (px)|? dr.
0 0

Cio significa che p? = 2, ciod 1 ¢ un numero reale o immaginario. Ma I'ultimo
caso non ha luogo, poiche, in virtu della (II1.40) e del fatto che I'(§) > 0 per
§>0,sihaper0#acR

1a

o, (ia) + i B! (ia) = (_)

a+ B2k +v) a\ 2k
Tkt vt DO+ 1) (3) #o

WE

2 2

=
Il

0

Siccome p [, () + Bud), ()] & una funzione analitica di p in tutto il
piano complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo la semplicita degli zeri. Sia ug > 0 uno zero della (I11.47) di
molteplicita 2, in modo che

ad,(po) + Brod, (o) = 0,
2

aﬂww+ﬁ%m@+@mﬂw0=—60m—%>Lﬂm+a#wwza

0

(I11.52)
in virtu dell’equazione (II1.39). Dalla (II1.52) [che € un sistema di equazioni
lineari per J,(uo) e J!(t0)] concludiamo che a) J,(uo) = J, (o) = 0, oppure
b) a? + §%(u2 — v?) = 0. 1l caso a) ¢ impossibile grazie al teorema sull’unicita
della soluzione della (I11.39), poiche o > 0 non € un punto singolare dell’equa-
zione (II1.39). Dimostriamo che ¢ anche impossibile il caso b). Per realizzare
il caso b) ci vuole 8 > 0 e (a/f) = \/v? — 3, dove 0 < o < |v|. Sostituendo

quest’equazione nella (IT1.52) si ottiene
2

L) = (% = 1) Al

Mo

94



il che, in virtu della (II1.48), porta all'uguaglianza contraddittoria

/01 xJ, (por)? do = % {[J;(uo)]Q + (1 - Z—i) Ju(uo)z} = 0.

0

Il teorema & stato dimostrato. O

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione
(II1.47), disponendole in ordine crescente:

) )

< 4 )

0<pul” <py’ < e
Se v >0, J,(z) si annulla per x = 0.

Senza dimostrazione poniamo ’espressione asintotica per la funzione J,(x):

2
Jo(x) =1/ — cos (x - gu = %) + O(z73/?), x — +00. (II1.53)

Ne segue la formula approssimativa per gli zeri di J,(x):

vy 3
u,(c)%%—i—gV%—kﬁ, k — +oo0.

f. Problema agli autovalori per ’equazione di Bessel. Sia v > 0.
Consideriamo il problema al contorno

2

Lou= —(zu') + %u — Ay,  O<z<l, (IIL.54)
u(z) =0("), r—0;  au(l)+pu(l) =0, (IIL.55)

dove v = min(r,1), « > 0, > 0, a + 3 > 0. Sia My, l'insieme di tutte
le funzioni u € C?((0,1]) che soddisfano le condizioni al contorno (II1.55) e
la condizione x72L,u € Ly(0,1). Quest’insieme & denso in Ly(0,1). Dalla
definizione segue che L,u € Ly(0,1) e zu'(z) — 0 per z — 07 se u € My,.
Non studiamo il dominio (contenente M, ) su cui la chiusura L, dell’operatore
L, ¢ autoaggiunta.

Dimostriamo ora che 'operatore L, e positivo. Infatti, nel prodotto scalare
di Ly(0,1) si ha per u € My,

1 |u|2

1
Lyu,u) = —/ (zu')ude + u2/ dx
0 o T

1 1 ’u‘2
= / o\ |? de — [zu'T)l_, + 1/2/ —dx
0 o T
u?

1 1
= / w|u'|* dr + V2/ —dz + g|u(1)|2 > 0.
0 o T p
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Figura III.1: Le funzioni di Bessel J,(z), v = 0, 1, 2. I grafici delle Jy(x), J1(x)
e Jo(x) sono le rispettive curve continua, tratteggiata e punteggiata.

Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatore L, sono non negativi. Affin-
che \ = 0 sia autovalore dell’operatore L,, € necessario e sufficiente che v =0
ed a = 0 [condizione di Neumann all’estremo x = 1]; a quest’autovalore cor-
risponde l'autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplici; questo
fatto si dimostra come per gli altri problemi di Sturm-Liouville con condizioni
al contorno separate.

Ritorniamo al problema al contorno (II1.54)-(II1.55), dove v > 0 e tutti gli
autovalori A sono non negativi (con A = 0 se e solo se v = a = 0). Discutiamo
prima il caso A > 0. In tal caso la (II1.54) ¢ I’equazione differenziale con solu-
zione generale ¢;.J, (v A2)4¢,Y, (vVAz). Le sue uniche soluzioni che soddisfano
la condizione (II1.55) per x — 07 sono i multipli della funzione J,(x). Questa
soluzione soddisfa la condizione (II1.55) per z = 1 se e solo se

ad, (V) + BYX T, (V) =0,

cioe, se e solo se = VA ¢ una radice dell'equazione (IT1.47). Enumerando
v)

questi zeri da 0 < p;” < ,ug”) < ---, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli
diversi da 0) )\,(:) = [M/(:)]Q e le corrispondenti autofunzioni J,,(u,gy):c) (k =
1,2,--+). Per v = a = 0 si aggiunga l’autovalore )\(()0) = 0 con la corrispondente

autofunzione costante.

g. Problema al contorno non omogeneo. Supponiamo che A = 0
non sia un autovalore dell’operatore L,, cioe v > 0, oppure a > 0 per v = 0.
Utilizzando il metodo del paragrafo III 3.a, costruiamo la funzione di Green
G,(z,y) dell’'operatore L,.
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Sia v > 0. Il tal caso la (II1.54) con A = 0 si riduce ad un’equazione
di Eulero con le soluzioni linearmente indipendenti x¥ e x™". La funzione
v1(z) = ¥ soddisfa la condizione (II1.55) per z — 0" e la funzione

ve(x) =ax” +a7", a:gZI—Z’

soddisfa la condizione (II1.55) per # = 1. Quindi, conformemente alla formula
(II1.26), la funzione G,(z,y) ha la forma

artay’ +y7), 0<z<y<l

(I11.56)
oy (ax” +277), 0<y<z<l1,

Gu(z,y) = {

dove ¢, # 0 € un’opportuna costante.
Siano v = 0 ed a > 0. In tal caso le funzioni 1 e In(x) sono soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione Lou = 0. Percio vi(x) = 1, vy(x) =

—(B/a) +1In(x) e

o —ﬁ+ln(y) , 0<zr<y<l1
Go(,y) = 5 (ITL.57)
Co —a~|—ln(x) , 0<y<ax<l,

dove ¢y # 0 € un’opportuna costante.
La soluzione del problema al contorno

Lyu= f(x), ue Mg, feC((0,1)), Y2 f e L,(0,1),

€ unica ed e espressa mediante la formula

u(x) = / G, () () dy. (I11.58)

h. Completezza del sistema di funzioni di Bessel. In base ai risultati
del sottoparagrafo III 3.f concludiamo che se A = 0 non e autovalore dell’o-
peratore L, il problema agli autovalori (II1.54)-(II1.55) ¢ equivalente a quello
agli autovalori per ’equazione integrale omogenea

u(z) = )\/0 G, (z,y)yu(y) dy, u € C([0,1]). (IT1.59)

Passando ad una nuova funzione incognita v(z) = v/z u(x), riduciamo I'equa-
zione integrale (II1.59) alla forma equivalente

o(z) = A /0 TGz, y)oly)dy, v e C((0,1]). (T1.60)
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In virtu delle (II1.56) e (II1.57), il nucleo \/zy G,(z,y) # 0 & reale, continuo e
simmetrico. Per questa ragione si puo applicare la teoria di Hilbert-Schmidt
all’equazione integrale (II1.60). In particolare esistono gli autovalori /\,(:) e le

autofunzioni \/x J,(1/ /\,(:) z), k € N. Come I’abbiamo visto, gli autovalori )\,(CV)

sono positivi e semplici e quindi le autofunzioni sono ortogonali in Ly (0, 1).
Inoltre, grazie alla (I11.48), si ha

v 2 1 v 2 1 VZ v
|7 () [ = 5 [u] + 5 (1— w) T
k

dove 1" = 1/AY) & 1o zero positivo k-esimo della (IT1.47).

Teorema II1.9 Seu € M, , la funzione \/x u(x) puo essere sviluppata nella
serie uniformememente convergente

00 ) ) ) (u, JV(/L](:) .CI]))
Vzu(r) = Z a;’ N Jp(p)” @), a,’ = 5L (I11.61)
k=1

|72 |
Inoltre, se /xu(x) € Ly(0,1), risulta la serie (II1.61), dove
1 N 2
A}im x|u(x) — Z a;,”)(]l,(ug’) z)| dx =0.
—*Jo k=1

La dimostrazione di questo teorema ¢ analoga a quella del Teorema IIL.5.
Se u € My, ne segue che L,u = f, dove f € C((0,1]) e 272 f € L,(0,1).
Inoltre, vale la formula (II1.58), cioe

1
Vauw) = [ V6wt ay
0 VY
Quindi /z u(x) appartiene all'immagine dell’operatore integrale simmetrico
sullo spazio Ly(0, 1) con nucleo \/zy G, (z,y). Per il Teorema II 4.1 (di Hilbert-
Schmidt), questa funzione puo essere sviluppata in una serie uniformemente
convergente rispetto alle autofunzioni \/x Jl,(,u,(:) ).
Se, invece, A = 0 & autovalore dell’operatore L, (cioe, per v = o = 0), in
questo caso e sufficiente considerare il problema al contorno

—(zu) + 2zu = (AN + 1)zu, u(r) =0(1), v — 0, u(1) =0.

i. Altre funzioni cilindriche. Insieme con le funzioni di Bessel J,(z),
sono importanti per le applicazioni altri tipi di funzioni cilindriche. Queste
funzioni sono le seguenti:
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1. Le funzioni di Neumann o le funzioni di Bessel di seconda specie

Jy(x)cos(vm) — J_,(x)

sin(vm) ’ ez
Y, (x) = 1 dJy(x) a n0Jy(2) o
— 175, (—=1) v | v=n=0,1,2,
(—=1)"Y,(—z), v=-n=-1,-2---

Spesso si vede la notazione N, (x) invece di Y, (x).
2. Le funzioni di Hankel di prima specie
HWY () = J,(z) +1iY,(x)
e le funzioni di Hankel di seconda specie

H(z) = J,(z) —iY,(x).
3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario

L(z) = e ™) (i), K, (z)= %Ze“”/zHl(,l)(ix).

Le funzioni I,(z) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima
specie (modified Bessel functions of the first kind) e le funzioni K, () si
chiamano funzioni di McDonald.

Utilizzando l'espressione asintotica (II1.53) per J,(z), si ottiene per z —
+00

| xe— =V — —

HO(z) = /2 e ( 2 4) +O(z3?), (I11.62)
™
2 —z'<z— -V — —)

H(z) = e 20 4] o3, (I11.63)
s

Y, (z) = ,/% sin (x - gy - %) +0(3?), (IIL64)

I(x) — [1+0(=")], (I11.65)
K, (z) = % e [1+0()]. (I11.66)



Analogamente, utilizzando la (IT1.44), si ottiene per z — 0

20 1 20 1

H(gl)<.’ll') ~ —?ln ;, Hé2)($) ~ ;ln E’
2.1 1
Yb(:v) ~ —;h’l ;, Ko(.fl')) ~ In E

Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I,(z) e K,(x). So-
stituendo x +— iz nella (I11.39), otteniamo 1'equazione differenziale

2*u" + 2u’ — (2% + vH)u = 0. (I11.67)

Dal Teorema III.8 segue che per v > —1 le funzioni di Bessel immaginarie
I, (z) e le loro derivate prime non hanno zeri reali (con l'eccezione di z = 0 se
v >0).

4 Funzioni sferiche

Consideriamo adesso una classe di funzioni speciali molto importante per la
fisica matematica.

4.1 Funzioni sferiche

Si dice funzione sferica di ordine | = 0,1,2,--- ogni polinomio armonico®

omogeneo di grado [ considerato sulla sfera unitaria S"~' C R™. Dunque, tra
le funzioni sferiche Y;(s), s € S"!, di ordine [ ed i polinomi armonici omogenei
w(x), € R, I'identita

Yi(s) = u (i) _wle) 2 (I11.68)

dove Awu; = 0, stabilisce una corrispondenza biunivoca.
Le funzioni sferiche Yy e Yy, di ordini diversi sono ortogonali in Ly(S™ 1),
cloe

(Vi, Vi) = /S Viils)ds=0, 1AL

Infatti, applicando per la sfera la formula di Green ai polinomi armonici

w(z) = ol (f;—,) C wle) = el (;—,) |

n 8% =0

®Una funzione v = v(z1,...,T,) si dice armonica se Av = djm1 57 =
i
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si ottiene
[ [lal¥is (al'¥) = b s (Jol" ) |
Rn

l 4
Snfl

0

on

:/S [y,a(g;yl) _yla(i;:/”)} ds = (1 1) /S Yi(s)Yi(s) ds,

come volevasi dimostrare.
Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla circonferenza S' (n = 2). In
coordinate polari abbiamo

w(z) = r'Yy(0), x = (rcosf,rsenf),
dove Au; = 0. Risulta I'equazione differenziale
Y/'(0) + *Yi(9) = 0,

da cui seguono le funzioni trigonometriche

costante, =0
Y(0) =
c1cos(lf) + cosen (10), 1=1,2,3,---.

Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla sfera S? (n = 3). In coordinate
sferiche abbiamo per y;(x) = 7'Y(6, )
1 0 ( 1 8}/}) 1 0%,

sen2p 00?

UL+ 1)Y(0, ) =0, (I11.69)

sengo% sengp%

dove 0 € [0,27], ¢ € [0,7] el = 0,1,2,---. Cerchiamo le soluzioni della
(II1.69) in C*>(S?). Introduciamo prima & = cos e scriviamo (I11.69) nella
forma

Applicando la separazione delle variabili

otteniamo

o) = costante, m=20
cicosmb + casenmb, m=1,2,3,---,
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dove abbiamo sfruttato la periodicita della ©(0): ©(0 + 27) = ©(0). Dunque
0"(0) = —m?0(0). Risulta 'equazione differenziale

d 2
— I(1 = 0. I1.71
(0= [ - g e —o )
Quest’equazione si puo scrivere nella forma

m2

—e

Le soluzioni di quest’equazione nei punti +1 debbono assumere valori finiti.

~[a-P] + P =1(+1)P.

4.2 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre P,(§) si possono definire nei seguenti modi:

1. tramite la formula generatrice

=> PRON, |n <1,
V31— 2£h +h? o
2. tramite I'’equazione differenziale,

—[(1=2*)F](z) =1l + DPR(z), -1<z<+1;  R)=1,

3. tramite l'ortogonalita: F,(§) sono i polinomi in & di grado [ con coeffi-
ciente principale positivo tali che

1
2
IR GLIGEE

4. tramite la formula di Rodrigues

5. tramite la formula di ricorrenza
(2“‘1)5]31(5) = (l+1)Pl+1(§)+lPlfl(€)> Po(f) =1, Pl(f) =¢.
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Figura II[.2: T polinomi di Legendre di ordine 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il
numero degli zeri e uguale al grado del polinomio.
Noi dimostriamo 1'equivalenza tra queste definizioni.
4 = 2. Consideriamo l’equazione differenziale
—[(1 — )V (z) = \u(z), —1 << +1, (I11.72)

sotto le condizioni iniziali che i limiti di u(x) per x — =1 esistano finiti.
Questo problema al contorno ha soluzioni polinomiali per A = [(I + 1) dove

1=0,1,2,---. Verifichiamo se i polinomi
Pi(z) = L (d l(z 1) 1=0,1,2 (I11.73)
\r) = AN\ dr z ’ — Y e ) :

soddisfano la (II1.72) per A = [(I + 1). Questi polinomi (di grado [) sono detti
polinomi di Legendre e la (111.73) si dice formula di Rodrigues. Infatti, ponendo
Wi(z) = (22 — 1)! e derivando I'identita

(2 — W/ (z) — 2l aW;(x) = 0
[ 4 1 volte, si ottiene
(22 = )W () + 22V (@) — 10+ W () = 0.

Dunque la funzione I/Vl(l)(x) = 2l(I") P,(z) soddisfa I'equazione (I11.72). Inoltre,

S e ) (R
o= 1) (),
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il quale implica che Pj(1) =1e P(—1) = (—1).
2 = 4. Sostituendo u(z) = P(z)z(z) e w(x) = u/(x) nella (II11.72) con
A =1[(l + 1), otteniamo 1’equazione separabile

wiz) P 2
w(x) QPZ(.T) * 1—a?

implicando che

y(x) = 1 P(x) + o P(x) /Ox u_;jﬁ

L’integrale nell’ultima espessione ¢ divergente in z = +1 (poiche P(+1)? = 1].
Quindi Pj(x) & l'unica soluzione dell’equazione differenziale (II1.72) con A =
[(I + 1) che soddisfa P,(1) = 1. Siccome la formula di Rodrigues rappresenta
una tale soluzione, si ottiene la formula di Rodrigues dalla proprieta 2.

(2+4) = 3. Si dimostra facilmente che i polinomi di Legendre sono orto-
gonali nello spazio Ly(—1,1). Infatti, utilizzando la (II1.72) si ha

1

N1+ 1) — k(k+1)] / P/(z)Py(x) dx

-1

_ / | PR [~ )R] = Pelo) [0~ )] ] de

1

= _/_ [P/(k)(1 — 2*)Pl(z) — Pl(z)(1 — 2*)F/(z)] dz =0,

1

1
dopo un’integrazione per parti. Quindi (B, P;) = / P(z)Py(z)dz = 0 se

-1
[ # k. Per trovare il fattore di normalizzazione, calcoliamo (P, F}) tramite [

integrazioni per parti consecutive. Otteniamo

(B, P) = 22(1_—8,1)2 /11 (z? — 1) (%)21 (2 — 1)

20)! ! 20)! 2l+1 2
= — ( l> / (1 — xZ)l dr = ( l) : - 5
2. (12 ), 20 (N2 (2A+1)20—1)---1  2l+1

dove ¢ stata applicata la formula di ricorrenza ([;_1/1;) = 1+ (1/21), Iy = 2,

per I; = Ll1 (1 —2?)'dz. Quindi 4/l + 5 P(z) ha norma 1 in Ly(—1,1).
(3+4) = 5. Per trovare una formula di ricorrenza per i polinomi di Le-

gendre calcoliamo prima il prodotto scalare (P, 1,z F)). Infatti, dopo [ + 1
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integrazioni per parti consecutive e utilizzando (x f)+1) = x fU+) 1 (141) fO
si ottiene

e
(Pers o) = oo ((+1)Hn

. /_ 11 (2% = 1) [x <%)2m (@ — 1)+ (1 +1) (%)m (a? — 1)!] da
_ —228;1')2;2 /_ 11 (2% — 1)1 (d%)m (22— 1) dz
(i

1 ! 2\[+1
~ 92it1 . ()2 /1 (1—=7%)

(2! 212 (14 1)! 2041
S22l (N2 (20 4+3)(20+1)---3-1  (2A+1)(21+3)

Siccome i polinomi di Legendre sono ortogonali, essi sono linearmente indipen-

denti. Dunque

20+ DaP(x) = Y a;Py(x),

=0
dove a; = 0 per j > [+ 1 [poiché xP,(z) ha grado [ + 1]. Risultano (2] +
1)(zP, P;) = (2l +1)(P,zP;) = 0 per | < j — 1 [poiche 2 Pj(x) ha grado < [
e (21 + 1)(xP, B) = 0 [poich¢ zP(z)? ¢ una funzione dispari]. Quindi

(2l + 1)1’Pl($) = al+1]31+1(l') + (Il_llal_l(l').
Infine troviamo

(20 + 1) (2P, Pry1) = a1 (P, Pya) = i (2/(20 4 3));
QL+ 1) (xR, P) = a1 (Pr1, 1) = ai-1(2/(21 = 1)).

Quindi a;11 =141 e a1 = [. Risulta la formula di ricorrenza

20+ DzP(z) = (I4+1)Pyi(z) + I P (x), Py(z) =1, P(z)=x

(II1.74)
Per induzione matematica si dimostrano facilmente
P(1)=1,  R(-1)=(-1)",  F(-z)=(-1)'A2);
~1<Pz)<+1, —1<z<+1 (I11.75)
5 = 1. Dimostriamo ora la formula generatrice
> Pa)h' = . |h <1 (I11.76)
P V1 —2xh + h?
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Infatti, scriviamo F'(x,h) per la parte a sinistra della (II1.76). Per |h| < 1 &
permessa la derivazione termine a termine rispetto ad h, grazie alla (II1.75).
Si trovano facilmente le seguenti espressioni:

[e.e]

OF
20+ 1)z P(2)h! = xF(z,h) +2zh Y 1 P(x)h'™" = 2F (2, h) + 20h—-
;( )z Fi(x) ( ; i (x, h) o
i(zﬂp h—ZlP Y=t = Zle i1 = 9L,
— l+1 \r BT
D 1Pa(@ht =h)y (1= 1)Pi(a)h 2+hZB | (z)h!

=1 1=1 =1
OF
2_

= o+ hE(z.h).

Applicando la (II1.74) si ha

F
zF(z,h) = (1—2zh+ h2)?9_h + hF(x,h),
dove F(z,0) = Py(z) = 1. Oppure:
OF/Oh  x—h
F(z,h) 1—2zh+h?’

F(z,0) =1.

La soluzione unica di questo problema di Cauchy e la funzione F(z,h) data
dalla parte a destra della (II1.76).
1 = 2. Scrivendo F(x,h) per la parte a destra nella (I11.76) risulta (dopo

alcuni calcoli)
g ((1 g >g§) _— (aah)Q(hF(x,h)).

In altre parole,

- ((1 Y mx)hl) ==Y W+ nAEN.

=0

Cio implica 'equazione differenziale. Infine, sostituendo x = 1 nella (I11.76) si
ha

- 1 1
P(1)h' = = ,
zz:; (L—h)> 1=h
implicando F(1) = 1.
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4.3 Funzioni di Legendre associate
Sostituiamo P(€) = (1 — £2)™/2z(¢) nella (II1.70). Risulta
(1—69)2"(&) —2(m+1)EL(E) + (1 —m)( +m+1)z(¢) = 0. (IIL.77)
Molteplicando la (IT1.77) per (1 — £?)™, otteniamo per P = P
(1= = (1 —m)(I + m + 1)(1 — )" P, (LIL78)

Per m = 0 risulta I’equazione differenziale per il polinomio di Legendre di
grado [:

(1= €)P(€) — 26P(€) + (1 + D P(E) = 0.

Calcolando la derivata m-esima z = Pl(m) di quest’equazione otteniamo

(1—69)2"(&) —2m+ 12 E) + I —m)(I+m+1)z(&) = 0.

Quindi le funzioni (d/d&)™P,(§) sono soluzioni della (II1.77). Molteplicando
la (IIL.78) per Py (§) e la (II1.78) con !’ invece di [ per P(€) e sottraendo,
otteniamo

(=) + 1+ D] (1= )™ PE)Pu(€) = Pi(€) [(1 — )Py
—Pu(§) [(1-&mTP]

Integrando quest’equazione tra —1 e +1 e applicando 'integrazione per parti

risulta )

(@-1@+r+ 1) [ =P dc=o.
-1
Quindi, se P;(€) sono i polinomi di Legendre, i polinomi (d/d§)™ Py (€) (I =
0,1,2,---) sono un sistemi di polinomi ortogonali (di grado [) rispetto al peso
w(§) = (1—-&)™

Troviamo ora la costante di normalizzazione. Si ha

1
/_ (1= &R OR () de

a-erporrie) - [ P (- e)mpMie)| de

-1

1

m — 1)(1 +m) /_ (1= pm V(P (€) de

1

m)(l—m+1)({+m—1)( —m+2)x

(-
I+
x /1 m 2P(m 2) (QPZ(,mJ)(@ d¢
1
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Quindi

2(1 1 i 12 7 a\™
<(+;”>+ (l+2m)!> (d_g) Prim(8), [=0,1,2,---,

¢ il sistema ortonormale dei polinomi rispetto al peso (1 —£2)™ [con coefficiente
di ¢ positivo).

4.4 Le funzioni sferiche per n = 3: Completezza

Nella letteratura ci sono diverse normalizzazioni delle funzioni sferiche in R3.
Qui ne scegliamo una. Poniamo

le(COS @)(Sen gp)m COS(mG), m = 07 17 e 7l7
P (cos @) (sen @)™ sen (jm|f), m = —1,—2,--  —I,

Y™ (p,0) = {

dove [ = 0,1,2,---. Le funzioni sferiche Y, (m = 0,+£1,---,+l) di ordine [
sono linearmente indipendenti e le loro combinazioni lineari

l

Yils) = Y af™v"(s)

m=—I

a coefficienti arbitrari al(m) sono anch’esse funzioni sferiche di ordine (.

Le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
Ly(S?%), ed inoltre

2041 1 —|m|)!"

1Y 12,52y = 27

Infatti,
e = [ / Y70, ) dB di
2 mo 1+ do,m L+ |m|)!
_ lel m g / cos"mb | .o, 0,m .
/1 A S e} =2

La completezza di un sistema ortogonale di funzioni sferiche {Y;"} significa
che ogni funzione f appartenente a Ly(S?) puo essere sviluppata in serie di
Fourier di queste funzioni:

o) l o)
=22 @"Ys) = ) Vs
=0 m=—1 =0
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convergente in Ly(S?). T coefficienti al(m) sono calcolati mediante la formula

m 2041 (I —|m])! / /
(m) _
W= 271 (1 4 0g.m) (I + |m])! J(0, )V (0, @)sen o df dip.

Le funzioni sferiche Y™, m = 0, £1,--- , £[, sono autofunzioni dell’opera-
tore di Beltrami,

1 0 0 1 02
— [E— n —_— _——_—
sen ¢ dp i 808@ sen 2 002’

che corrisponde all’autovalore A = I(l + 1) di molteplicita 2/ + 1.

5 Polinomi di Hermite

L’equazione di Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche
dette coordinate paraboliche) ha la forma (1.63). Sostituendo

b(u,0,2) = Uu)V(v)Z(2)

otteniamo

1 U'(u)  V"(v) Z"(2) B
202 1 0?) (U(u) V) ) Tz Y

Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta

1 U'tw) V') Z'()
c2<u2+v2>(U<u> v<v>>‘ A

dove A > 0 e una costante. Dunque

U'(u) + (p — XNcu®)U(u) = 0,
V' (v) — (p+ Nu?)V (v) = 0,

dove p € un’altra costante. Introducendo le variabili & = uvecA e n = vVvel,
dove £ € Ren >0, e ponendo u = (2v + 1)cA otteniamo

U"(€) + (2v + 1= €)U(E) =0,
V() — (2v+1+0°)V(n) =0
Studiamo ora ’equazione
"+ (2v+1-2Hu =0, (I11.79)
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dove u, z e ¥ non hanno pitu lo stesso significato come prima. Sostituendo

/2y, (I11.80)

u=-e
risulta I'equazione
V" — 220" + 200 = 0. (IT1.81)

Per v = 0,1,2,... la (II1.81) si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della (II1.79) si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

Sostituendo v(z) = >7;°, ¢z nella (II1.81) si trova la seguente espressione
per il coefficiente di 2

(14 2)(I 4+ 1)crs +2(v — De; = 0. (I11.82)

La (IT1.82) & una relazione di ricorrenza che ci consente a calcolare tutti i
coefficienti ¢; dai coefficienti ¢y = v(0) e ¢; = v'(0). Si vede facilmente che

esistono soluzioni polinomiali se e solo se v = n = 0,1,2,.... Tali soluzioni
hanno la proprieta v(—z) = (—1)"v(2) e hanno il grado n (cioe, ¢, = Chq =
Cn+6:...:0).

Definiamo ora I\T
H,(z) = (—1)"@22 (E) {e*‘zz}. (IT1.83)

Allora H,(z) € un polinomio di grado n, ha il coefficiente principale positivo e
soddisfa H,,(—z) = (—1)"H,(2). Derivando 'equazione w’ 4+ 2zw = 0 (che ha
la soluzione w ~ e~*") n + 1 volte e ponendo u = w™ risulta

u" +2zu' +2(n+ 1)u = 0.

#*p. Infine risulta equazione (I11.81) per v = n:

V" — 220" 4 2nv = 0. (I11.84)

Poi si sostituisca u = e~

In altre parole, il polinomio di Hermite H,(z) soddisfa I’equazione differenziale
di Hermite (I11.84). La (II1.83) si dice formula di Rodriguez.
Scriviamo ora la (II1.81) nella forma
(e "v) = —2ne " v.
Allora
2(n —m)Hy,(2)Hy(2)e ™ = (e 7 H. ) Hy(2) — (e H'Y Hp(2).

Calcolando l'integrale rispetto a z si ottiene
2n=m) [ Hi()Hn(2)e ™ do= [ (H, (L) — Hi:)H(2)

n
Z=—00

_/_OO (efZQHln(Z)HL(z) - 6*22H7;(2)H;n(z)> ds — 0.

o
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Quindi i polinomi di Hermite formano un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert Ly(R; e " dz). Per calcolare la costante di normalizzazione si applichi-
no la formula di Rodriguez (I11.83) e n integrazioni per parti, risultando nella
seguente successione di passaggi:

j=

L () ne) e

= [p(z)e’zg} + ¢ n!/ e dz = ¢, I/,

Z=—00 0o

o0

Z=—00

dove p(z) € un polinomio e ¢, ¢ il coefficiente principale di H,,(z) (cioe, H,(z) =
2"+ . ..). Calcoliamo ora i coefficienti ¢,,. Derivando la formula di Rodriguez
(II1.83) si arriva allidentita

H)(2) =22zH,(2) — Hy11(2). (IT1.85)

Confrontando i coefficienti di 2"*! nella (II1.85) otteniamo 0 = 2c¢, — ¢,41,

mentre ¢ = 1. Quindi ¢, = 2". Infine si arriva alla seguente formula di
ortogonalita:

/ Hy(2)Hp(2)e™ dz = 2" (n)v/T G, (I11.86)

dove 0, ¢ la delta di Kronecker.
Derivando la (II1.84) rispetto a z e scrivendo il risultato come un’equazione
differenziale per v’ si ottiene

(V)" = 2z(v") +2(n—1)(v) = 0.

Dunque H/(z) e H,_1(2) sono soluzioni della stessa equazione differenziale che
ha soltanto una singola soluzione polinomiale linearmente indipendente. Di
consequenza, H/ (z) = cost.H,_1(z). Siccome H,(z) =2"2"+...e H,_1(2) =
2n=lzn=l 4 risulta n 2" = cost.2" ! e quindi cost. = 2n. In altre parole,
H! (z) =2nH, (). (I11.87)

Dalle equazioni (II11.85) e (II1.87) arriviamo alla formula di ricorrenza

22H,(2) = Hyp1(2) + 2nH, 1 (2), (II1.88)
dove Hyo(z) =1 e Hyi(z) = 2z.
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Dimostriamo ora la formula generatrice

22t —12 - H,(2)

2t Z, teC. (I11.89)
n!
n=0
Infatti, ponendo F(z,t) = 2~* e scrivendo
- hn(Z) n
F(z,t) = ZO St (I11.90)
per opportuni coeffienti h,(z), risultano
OF
— =2tF(z,t
R ()
e [poiche?]
— I o 2R,
> el oy Heal
—~ nl — (n—1)!

Quindi A, (z) & un polinomio in z di grado n e

hl(z) = 2nh,_1(z). (I11.91)

Dalla (I11.90) risulta che h,(0) coincide con la derivata n-esima di e™* per
t = 0, ciod con 0 se n & dispari, e con (—1)"2(n!)/(n/2)! se n & pari. Dalla
formula di Rodriguez (I11.83) si vede facilmente che H,(0) = h,(0) per n =
0,1,2,.... Utilizzando le espressioni (II1.87) e (II1.91) arriviamo alla identita

H,(z) = hy(z) e quindi alla formula generatrice (II1.89).

6 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerre si definiscono tramite la seguente formula di Rodriguez:

[@(z) = (%)n {2t} (1T1.92)

Si dimostra facilmente che la (I11.92) rappresenta un polinomio di grado n per
ogni o € R. La regola di Leibnitz ci da subito la rappresentazione LYY (x) =

(=1)"(z™/n!) + .... Ci limitiamo al caso a > —1.
La funzione w(z) = 2" **e~* soddisfa 1'equazione differenziale

zw' + (x —n—a)w = 0. (I11.93)
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Derivando la (I11.93) n + 1 volte e ponendo u = w™ si arriva all’equazione
differenziale

"+ (z+1—a)u'+ (n+1)u=0.
Sostituendo u = %" v in quest’ultima equazione si ottiene la seguente equa-
zione differenziale di Laguerre:

"+ (a+1—2)v"+nv=0. (I11.94)
()

Di consequenza, Ly’ () ¢ una soluzione dell’equazione (I11.94).
Consideriamo ora ’equazione differenziale

"+ (a+1—2z) +vv=0. (I11.95)

Sostituendo v(x) = 3,2, ¢a' si trova la seguente espressione per il coefficiente
di 2%
(l + 1)(l +a+ 1)Cl+1 + (l/ — l)Cl = 0.

Quindi abbiamo trovato la formula di ricorrenza

Ci+1 [ —v
_ , 111.96
& (+1)(+a+1) ( )

che ci consente a calcolare tutti i coeffienti ¢; dal coefficiente iniziale ¢ = v(0);
bisogna richiedere o« > —1 per garantire la positivita del denominatore nella
parte a destra della (II1.96). Risulta una soluzione polinomiale di grado n =
0,1,2,...se esolosev=n.

Scrivendo la (II11.94) nella forma

(:EO‘HG_%’)/ + nz%e v =0, (I11.97)

otteniamo
!/ !
(n—m)z%e LY (2) LY (z) = LY (z) (:EO‘HG_QZL;?),) —L(x) <xa+1e_xL£l°‘)/> :

n n

Calcolando 'integrale sull’intervallo (0, 00) [dove 'ipotesi o > —1 serve per la
convergenza dell’integrale] si ottiene

(n—m) / L (z) L) (2) 2%~ dx
0

_ [L(a) (x)xoz—'rle—mL(a)’(l,) - L(a) (.T)Ia+16_r[/7(1a),(x)i|

_ / {Léa),(x)xa—i-le—x[/gs),(x) — L) (x)xaﬂe_rLgf“)/(x)} dr =0,
0



dove abbiamo utilizzato %"t — 0 per x — 07. Quindi per o > —1 i polinomi
di Laguerre {L%a) (x)}52, formano un sistema ortogonale nello spazio di Hilbert
Ly(RY; x%e* dx).

Per calcolare la costante di normalizzazione facciamo i seguenti passaggi:

/OOO L (2)? z% " do = (n1!)2 /Ooo L) (z) (%)n {xnm(:x} i
- [(n1|>2 Zn: (—1) "L (LU= (g) <%)R_J {anrOée:):}]

d\" )
((%) Lgf“)(x)> 2" e dr

] I(L(a))(j 1)( ) a+]e—:vL(Oé J)(x)

n—

o0

=0

(n!)2 ((Cm) Lff‘)(x)) /0 Ooa:"ﬂe—fvdmzw’

dove abbiamo fatto n integrazioni per parti, utilizzato la (I11.92) con « + j

al posto di «, applicato I'espressione L%a)(x) = (=1)"(z™/n!) + ... e I'identita
(B.1). In altre parole,

I'n+a+1)

/ L (2) L) (x)z%e™" do =
0 n!

n m

S, (I11.98)

dove 0y, ,, € la delta di Kronecker.
Derivando la (I11.94) si ottiene la seguente equazione differenziale:

(V)" +(a+2—-2)0) + (n—1)() =0.

Quindi L%a)/(x) & proporzionale a L%V (2). Siccome

—1)n$n_1 1 (_1)n—1$n—1
L@ (g = SV ety =+~~~
n (I) (n - 1)' + ) n—1 (ZE) (n - 1)' + )
risulta per v > —1
L () = =LV (2). (I11.99)

L’ortogonalita di L () a tutti i polinomi di grado minore di n nello spazio
di Hilbert Ly(R*; 2% * dx) conduce all'identita

rL(x) = AYLY, () + BOLO (z) + COLY, (2), (I11.100)
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dove n = 1,2,3,... e A,, B, e C,, sono opportune costanti da determinare.
Calcoliamo ora il seguente integrale:

) :/ xL;“)(x)Lgf_‘gl($)$ae_x dx
0

1 o A\
= m/ .QTL%OA) (.CE) % {$n+ +a€ x} dx

n+1

Y1 (L) D () (L T ey
G e () ey

. gn{g"“ Ia ((d%)"“ S P

!
+ [e.e]
) Z U (@)(n 4+ 1 = j)latHe anﬁ”](x)]

=1
n+l d o]
(<d—> i) [
+

F(n—i—a 2)

o0

=0

dove abbiamo utilizzato z L () = (=1)™(z™*!/n!) + .... Poi calcoliamo ora
il seguente integrale:

D) = / L (2)? 2%~ dx
0

_1 oL (z) (di) {2"T%e "} da

n! Jo

[n' Z ) L)V () (d%)n_j {$”+°‘e_x}]

+<_n¥/om ((;i)n{xm( )}) 2" dy

) [n' 2 (CIP L) ) (1) —j)!xaﬂewm”(x)]

() ey |

= (=" /000 (n+ 1)z —n(n+ a)n!) 2"t " dx

o0

=0
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(n+D)l'(n+a+2)—nn+a)l(n+a+1)
n!
Cn+14+a)l'(n+a+1)
n!

Y

dove abbiamo utilizzato 2L\ (z) = (—1)"((2"*' —n(n+a)z™) /n!) +. . .. Dalla
(IT1.100) e le espressioni per C\*) e DY seguono AY) = —(n + 1), B =
m+1l+aeCy = —(n 4 «). Dunque risulta la formula di ricorrenza

2n+1+a—2) L) = (n+ 1)L () + (n+ )L (x),  (1IL101)

dove L (z) =1e L\“(z) =1+ a — .
Per dimostrare la validita della formula generatrice

t o
(1 —1)"0F exp (—lx t) =) L@@, |t <1, (I11.102)

partiamo dalla serie di funzioni

t o
F(x,t) = (1 —t)" 9 exp (—136_ t) = cal)t",  Jt| <1, (IIL103)

n=0

dove ¢, (z)n! & la derivata parziale n-esima di F'(z,t) rispetto a ¢ per t = 0.
Sostituendo la serie (II1.103) nella equazione

(1—t)2%—f+[g;—(1+a)(1-t>]F:o,

otteniamo le seguenti espressioni per i coefficienti t" (n = 1,2,3,...) e per il
coefficiente di #°:

{(n + Dep(@) + (x —2n—a — 1D)ey(z) + (n+ @), (),
c(x) + (x —a—1)c(z) =0,

dove ¢o(z) = 1. Quindi ¢,(z) = LY (x) pern=0,1,2,--- (vedi la (II1.101)).

Infine, per esprimere i polinomi di Hermite in quelli di Laguerre riscriviamo
i prodotti scalari tra quest’ultimi utilizzando la trasformazione x = t*:

—00

/ L ()L (x)2%e ™ dx = / LO@E) L@ #2) |+ e dt,  (I11.104)
0

/ L) (z) L (z) 2" dw = / L ()LD ()]t te™ dt.  (IT1.105)
0

—00
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Per fare scomparire i fattori [¢t|?0*! in (I11.104) e (II1.105) scegliamo o = —
1
n (I11.104) e a = 35 in (I11.105). Quindi Hs,(t) & proporzionale a L§L 2)(152

e Hopiq(t) proporzmnale a tL( (t?). Confrontando i coefficienti principali
otteniamo

~— N

Hon(t) = 22" 0 (— 1" L2 (12), (IIL.106)
Haonar (1) = 221 (1) ¢ L2 (12). (IIL.107)

7 Polinomi di Chebyshev

I polinomi di Chebyshev di prima specie T,,(x) e di seconda specie U,(x) si

definiscono nel seguente modo:

sin((n + 1)t)
sint

Un(x) = cos(nt), Un(x) = (II1.108)

where z = cos(t). In tal caso T),(x) e Uy, () sono polinomi di z di grado n che
hanno le seguenti proprieta:

La formula di ricorrenza e facile da verificare:

Toi1(x:Th1(x) = cos((n + 1)t) 4+ cos((n — 1)t) = 2cos(t) cos(nt) = 22T, (x),

sin((n +2)t) = sin(nt)  2cos(t)sin((n + 1)t)
Uni1(2) + Un-a(2) = sin(t) sin(t) - sin(t)

= 2zU,(x).

Si vede subito che Ty, (z) = 2" 'a" + ... e U,(z) = 2"a™ + ... per n € N.
Sono verificate le relazioni di ortogonalita

/ cos(nt) cos(mt) dt =
0
/ sin((n + 1)) sin(m + 1)t) dt =
0
Sostituendo = = cos(t) otteniamo

(2 = 61.0)0nm» (I11.109)

T
2
1
/ Un()Up(2)V1 — 22 dx = gémm. (II1.110)



Quindi {7},(x)}%, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 — z%)~/2
e {U,(2)}22, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 —x?)'/2, tranne
per fattori costanti.

Le funzioni u(t) = cos(nt) e u(t) = sin(nt) soddisfano all’equazione diffe-
renziale u”(t) + n*u(t) = 0. Sostituendo = = cos(t) e utilizzando le definizioni
per T,,(z) e U,(x) otteniamo

(1 — 2T (z) — 2T.(z) + n*Ty(z) = 0,
(1 — 23U (z) — 32U () + n*U,(z) =0

In forma Sturm-Liouville abbiamo

d 21/2r _ 2 T(x)
I ((1 —z°) Tn(x)) = Nk
% (1 — 2*)*2Ul(z)) = —n*V1 — 22 U, ().
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Capitolo IV
PROBLEMI AL CONTORNO

In questo capitolo risolviamo alcuni problemi al contorno per un’equazione
differenziale alle derivate parziale, dove il dominio ci permette di eseguire una
separazione delle variabili.

1 Equazione di Laplace nel disco

Consideriamo ’equazione di Laplace

Au=0 (IV.1)
nel disco D = {(z,y) € R? : \/z2 + y? < L} sotto le condizioni al contorno
u = f sul bordo dD. (IV.2)

Ponendo G = D, assumiamo che f sia continua sul cerchio 0D, e cerchiamo
una soluzione u € C%(G) N C'(G). In coordinate polari I'equazione di Laplace

ha la forma

10 [ du 1 0%u

v or (a_) T e =Y
dove 0 < 0 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della solu-
zione per r — 0. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni wug(r),

U (1) cosmb e uy, (1) sinmb, dove m = 0,1,2,... e la funzione u,,(r) soddisfa
I’equazione differenziale ordinaria
1d [ du m?
1 W\ M) = 0. V.3
rdr (T dr ) 72 tm (1) ( )

L’equazione (IV.3) & un’equazione di Eulero [r?u (r)+rul, (r) — m*u,(r) = 0]
con la soluzione generale

Um(T’ = {Cl+021n(r)a m =0

m —m —
ar+cr ™ m=12,...,
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dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie. La continuita se » — 0" conduce ad una
soluzione costante se m = 0 e una proporzionale a ™ se m = 1,2, .... Quindi
la soluzione generale ha la forma

oo
ag .
=5 + Z " (ap, cosnd + b, sinnf) , (IV.4)
n=1
dove ag, aq, by, as,bs, ... sono opportune costanti.

Sostituiamo r = L in (IV.4) e applichiamo la condizione al contorno u(L, 0)
= f(#). Risulta

() = % + Z L" (a, cosnb + b, sinnb) . (IV.5)
Applicando la teoria delle serie di Fourier abbiamo for n = 1,2, ...
1 s
ag = — f(0)do
m —Tr

a,L" = l/ f(0) cosnd db, b, L" = l/ f(0)sinnd do,
T ) x )

dove la serie (IV.5) e uniformente convergente in § € [—m, x| (e anche to-
talmente convergente) se f(#) ¢ continua (con f(—m) = f(7)) e regolare a
tratti.

Sostituiamo ora le espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione
per la u(r, 0). Risulta

u(r,0) = %/W (% + i (%)n [cos né cos nf + sinnf sinné]) f(6)do

Il

Sy
\=,

N | —

—

+

W

—_

ci0-0) " z
L L A
“ . f(0)do
) T ) T
_Li-0) " _—i(0—0)
1—e 7 1—e 7
7 2
. 1— (—)
/ L
- 1_9" _ 0 r
1 2Lcos(0 9)+< >

I
S
N | =
—_
_l’_

L

™ L2_ 2 R R
7= do

—n L2 —2rLcos(6 —0) + r?

1
C2r
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il cosiddetto integrale di Poisson. Osserviamo che il nucleo di Poisson

2=
L2 —2rLcos(0 — ) + 12

e simmetrico in r e L e simmetrico in 6 e #. Inoltre, e strettamente positivo;
le sue uniche singolarita si trovano sulla circonferenza r = L per ¢ = 6.
Discutiamo adesso le proprieta delle funzioni wu(r, ).

Proposizione IV.1 Sia f € Ly(—m, 7). Allora w € Lo(D). Inoltre,

1m11/ﬂuwy—mnm&w:o. (IV.6)

r—L— T —r

Dimostrazione.  Applicando ['uguaglianza di Parseval alla (IV.5) si ha

T ) . 2

1 (7 2 =
= [ ora =SS a4 ) < 4
n=1

Quindi

L, o L )
Al = [+ [ rlur o) ddr
o0 L2n+2

_ L?[ag|? 2 2

n=1
|(10|2
2

- 2n 2 2 1L2
£ 37 1l + )| =~
n=1

LQ
< 7 ||f||L2(f7r,7T)'

In altre parole, u € Ly(G).
Per dimostrare la (IV.6), si calcoli

[e.9]

= 1O —uln o) s = ST (22— ) (e )

implicando la (IV.6). O

2 Equazione di Laplace nel cilindro
Consideriamo I’equazione di Laplace

Au =0 (IV.7)



nel cilindro G = {(z,y,2) € R* : /22 +y> < L, 0 < z < h} sotto la

condizione al contorno
u = f sul bordo 0G del cilindro.

Assumiamo che f sia continua sul bordo 0G del cilindro e cerchiamo una
soluzione v € C?(G) N C*(G) del problema al contorno. Tale soluzione &
unica (perche?). Suddividendo OG nei tre insiemi 97 = {(z,y,2) € R? :
V:C2+y2 =L, 0<z< h}7 0y = {(l’,y,Z) e R?: \/$2+y2 <L, z= O}
e ={(z,y,2) € R®: /a2 +y? < L, z = h}, scriviamo f come la somma
fr + fo + fn di tre funzioni con supporto in dz, Jy e Oy, rispettivamente.
Le corrispondenti soluzioni uy, ug e uy, dell’equazione di Laplace (IV.7) con
condizione al contorno u;, = fr, up = fo e up, = fr su OG soddisfano

up + ug + up = U,

grazie alla linearita del problema al contorno.

Risolviamo i tre problemi (per up, ug e uy) separatamente, utilizzando le
coordinate cilindriche (r, 0, z). In queste coordinate si ha G = {(r,60,2) : 0 <
r < L, 0 < z < h}. Applicando la separazione delle variabili all’equazione di
Laplace in coordinate cilindriche

+ T—Qw + w =0, (IV'8)

rOr TE

12( 8u) 10%u d%*u

cioe sostituendo u(r, 0, z) = R(r)O(0)Z(z) nella (IV.7) e utilizzando la condi-
zione di periodicita ©(0 4 2m) = ©(0), otteniamo

1 d dR m? 1 d*Z
S (e [ T e V.
rR(r)dr (T dr) 2 Z(z) dz? 0 (IV-9)
dove m = 0,1,2,..., ©(f) ¢ costante per m = 0 e ©(#) & una combinazione

lineare di cosmf e sinmf per m =1,2,....
Prima risolviamo il problema al contorno per u;. Per convenienza scriviamo
u al posto di uy, e f invece di fr. In coordinate cilindriche si ha

u(r,0,0) =u(r,0,h) =0 = Z(0) = Z(h) =0,

mentre Z"(z)/Z(z) ¢ una costante C. Affinché Z(z) sia non banale, questa
costante C' deve essere non positiva. Si ottiene

nmtz nm

Z(z)wsin<T>, C:—<7)2, n=12,....
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Dalla (IV.9) e dal valore di C' troviamo

W—i_rdr

d*R  1dR ((mr)Q m?
h

+ —) R(r) = 0.

r2

Sostituendo R(r) = R(p) per p = nxr/h, otteniamo l'equazione di Bessel
immaginaria di ordine m

2R 1dR m2\ -
—_—t—— =1+ — | R =0. V.10
o o= (14 5) A (IV.10)

L’unica soluzione della (IV.10) (tranne un fattore costante) limitata se
p — 0T & la funzione di Bessel immaginaria I,,(p). Questa funzione ¢ reale
per p > 0, ¢ proporzionale a J,,(ip), e non ha nessuno zero in R\ {0}. Cio
segue dal fatto che la funzione di Bessel J,,(p) non ha zeri non reali. Quindi
Jm(p) > 0 per p > 0.

In variabili separate abbiamo trovato le soluzioni

nmr nmz
1( >s1n<—), m=0n=12...,
’ r{Lﬂr nhwz
I, (T) sin (T) [c; cosmb + cosinmb], m,n=1,2,....

Dunque la soluzione u(r, 0, z) si pud sviluppare nella serie di Fourier

=35 () [P, ()
1

n—

+ Z (@mn cOs MO + by sinmb) I, (%)] , (IV.11)

m=1

dove

Mg

Sm(mrz> aﬂ] nmwlL
pa 2\

= L
+ Z (Gpmn cOs MO + by sinmb) I, (nL)
m=1

: (IV.12)

Discutiamo ora la convergenza della serie (IV.12). Supponiamo che f sia di
classe C'! su 9z, e si annulli su 97, N[9y UI,|. Allora, per ogni 6 € [0, 2x], f(6,")
¢ di classe C* in [0, 1], soddisfa f(6,0) = f(6,h) = 0 e f(0,2) = f(2m, 2) e
¢ di classe C' in 6 € [0,27]. Quindi la sua serie di Fourier in z ¢ totalmente
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convergente e i suoi coefficienti di Fourier sono funzioni di # di classe C! che
hanno gli stessi valori per § =0 e # = 27. Si ha

Qon nmlL > _ nrlL
7]0 ( . ) + Z (@pmn cOsmO + by, sinmb) I, (T)

m=1

= %/Oh f(0, z) sin (%) dz. (IV.13)

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville monodimen-
sionali. Sia Lu = —u” su [0, 27] con condizioni periodiche u(0) = u(27) =0 e
u'(0) = «/(2m). Allora ogni g € C*[0,27] con g(0) = g(27) e ¢'(0) = ¢’(27) ha
uno sviluppo uniformemente convergente

= % + ,,nXZ:l Gme €0s(mb) + gps sin(mh))

dove
1 27 1 o
go = _/ 9(0) b, Gme = —/ g(0) cos(mb) db,
7 Jo T /o
— L[ 0) si 0) do 2 |90 - 9
gms = | 9(8)sin(m)do,  |lgllz02m = + 3 (Igmel® + lgmsl?) -
m=1

Torniamo al problema originale. Dalle (IV.13) si ha

aonlo (@> = / / f(0,2) sm > dbdz;
h
L () - f (0, 0 —) dod
U | == | = z) cosm sm( h 2
nm . .
brndm (T) = %/0 /7T f(0, z) sinmf sin (T> dbdz,

dove

S <|a0n| mL) +5° (mal? + bmal?) T (%)j

n=1 m=1
9 h
= ), / f(0,2)|? dodz.

T -
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Nel modo analogo si ottiene dalla (IV.11)

5 (50 (24 ot ()

/ / lu(r, 0, 2)|* dodz,

e dalla (IV.11) e (IV.12)

(158 1 (252) - ()]
Ay (lamn|? + [bon|?) { m <%) i <$>r>

Mg

n=1

=1

/ / u(r, 0, 2)|* ddz.

liril / / f(0,2) —u(r,0,2)*dfdz = 0. (IV.14)

Adesso risolviamo i problemi al contorno per la ug e uy,, cioe sotto I'ipotesi
che f(L,0,z) =0 e ponendo u = ug+uy e f = fo+ fr. In tal caso sfruttiamo
il fatto che dalla separazione delle variabili segue:

1 dR m2
m(rﬂ‘r—z—c

¢ costante. Affinché ci sia una soluzione non banale limitata se r — 0% e con
uno zero per r = L, bisogna scegliere la costante C' tale che risulta I’equazione
di Bessel [cioe, C' < 0] invece dell’equazione di Eulero [C' = 0] e 'equazione di
Bessel immaginaria [C' > 0]. Ponendo C' = —v? con v > 0, risulta

R 1dR , m?
W—F;%_’_(V_W)R(T):O'

Quindi

La sostituzione R(p) = R(r) e p = rv conduce all’equazione di Bessel di ordine

m

PR 1dR AN

— — — | R(p) =0.

dp? +pdp " (y p2> (v)
Affinché la sua soluzione sia limitata se p — 0%, bisogna richiedere R(p) ~
Im(p). Siano 0 < vy < Vo < ... gli infiniti zeri della funzione di Bessel J,(+)
n (0,400). Allora la condizione al contorno

uw(L,0,2) =0 = R(L)=0
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implica che vL = v,,, per qualche n = 1,2,.... Di conseguenza,

1 &z 5, (an>2
Z(z) dz? v\

In tal caso

Z(2) Nsinh<ymnz> {u:uh, f=Tn

L quindi se u(r,0,0) =0 e f(r,0) = 0;

. an(h—Z) U = Uo, f:an
Z(2) r~ sinh ( L ) {quindi se u(r,0,h) =0e f(r,0) =0.

Nel primo caso [u(r,8,0) =0 e f(r,8) = 0] si ha lo sviluppo

u(r,0,z) = i [%Jo (Voléﬂ“) sinh (Vogz>

=1

3

8

T (@n cOS O + by sin M) J,, <VTT> sinh <VNZLZ>] ;

m=1
(IV.15)
dove
= Qon, YonT .
f(r,0) = ; [7J0 < 7 )smh(y()n)
= . VmnT . anh
+ m221 (@mn cOSMO + by, SinmO) Iy, (T) sinh < T ) , (IV.16)
mentre nel secondo caso [u(r,0,h) =0 e f(r,0) = 0] si ha lo sviluppo
B - on VonT\ . Von(L — z)
u(r,@,z)—;{zJ()( 7 >smh<—L )
- . VT \ . Vi (h — 2)
+ (@ cOSMO + by, SinMO) Iy, sinh <—)] ,
() L
(IV.17)
dove
= Qon, YonT .
f(r,0) = ; [7J0 < 7 )Slnh(Von)
= . VmnT . anh
+ m221 (@mn cOSMO + by, sSin M) Iy, ( T ) sinh < T ) , (IV.18)
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Discutiamo ora la convergenza delle serie (IV.16) e (IV.18). Supponiamo
che f sia di classe C! su 9y, [rispettivamente, 9] e si annulli su 9, N 9y, [rispet-
tivamente, 9y N Jz]. Allora, per ognir € [0, L], f(r,-) & di classe C* in [—7, 7],
soddisfa f(r, —m) = f(r,7), & di classe C' in r € [0, L] e si annulla per r = L.
Quindi la sua serie di Fourier ¢ totalmente convergente e i suoi coefficienti di
Fourier sono funzioni di r di classe C! che si annullano per r = L. Si ha
Analogamente alle (IV.13) si ha in ambedue casi

i aonJo (%) sinh (”0” ) / f(r,0)d (IV.19)
n=1
i - (%) sinh <”m" ) / F(r,0)cosmdo;  (IV.20)

n=1
[eS)

Z brnIm (an'r’> sinh (an ) / f(r,0)sinmb do. (IV.21)

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville. Sia Lu =
—(ru’) + (m?/r) con condizioni al contorno u(r) = O(1) per m = 0, u(r) =
O(r)perm =1,2,...,eu(L) = 0, e problema agli autovalori (Lu)(r) = vru(r)
[Vedi (IT1.54)-(TIL1.55)]. Allora gli autovalori sono 12, e le autofunzioni sono
I (Va7 /L) dove i, € lo zero positivo n-esimo delle J,,(-) (n = 1,2,...).
Essi sono ortogonali nello spazio di Hilbert Ly([0, L]; 7 dr). Inoltre,

L 2 1 L2
/ Py (2 dr = 1 / o (V) d = == ()
0 L 0

[Vedi il Teorema II1.7]. Allora ogni g € C?((0, L]) che soddisfa le condizioni al
contorno in r = 0 ed r = L e la condizione —(rg’) + (m?/r)g € L([0, L]; r dr)
[cioe, g € M, ; vedi la riga dopo la (II1.55)], si puo sviluppare nella serie

m?

uniformemente convergente

=3 0ot ().

dove

2 L Vpor, T
= m (—— ) dr;
g L2J’ (V)2 /0 9(r)J < L ) "

||gHL2([0L]rdr - Z ’gn‘ ’]/ an
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Partendo dalle (IV.19)-(IV.21), si ha

. VOnh VOnT
aon smh( 7 ) 7TL2J0 E / / (r,0) JO 7 ) dodr;  (1V.22)

. Vinh'\ VinaT
Gy, SINH ( 7 ) = 7TL2J/n(an)2 /0 /_7r rf(r,8)cosmbJ, ( 7 ) dOdr;
(IV.23)

bmnsmh( 7 ) 7rL2J’ )2 / / f(r,0)sinmb.J, <T> dodr,

dove

a/n mn mnh
Z[’ L i [ 2 }Z o )y P 2222

7TL2// r|f(r,0)* dodr.

Nel modo analogo si ottiene

Z[‘GM Jo(Hon) smhz[ ng] Z(’amn‘2+‘bmn‘z)JMan)ZSinhZ[VTZ}]

7TL2// rlu(r, 8, 2)|* dfdr;

- |a0n|2 / 2 | Vonh . Vonz ?
Z( 5 Jo(pon)” |sinh 7 —smh< 7 )

n=1

o0 2
2 2\ 7/ 2 | Vinn o VmnZ
+ E (lamnl” 4 [bmn]?) I (amn) [smh (—L ) smh( 7 )} )

=1

LQ// r|f(r,0) —u(r,0,2)|* didr.
™ —Tr

Di consequenza, se f ha il suo supporto su dy (0, rispettivamente), allora

/L /7r r|f(r,0) —u(r,0,2)|> dodr
0 -7

tende a zero se z — 07 (z — h™, rispettivamente).

128



3 Equazione del calore

L’equazione del calore (la cui soluzione rappresenta la temperatura come fun-
zione della posizione-tempo (z,t))
ou

2
— =a’A
T a“Au + f,

dove z € G CR? a>0et >0, ha le seguenti condizioni iniziali [10]:
a. La condizione iniziale u(z,t = 0) = ug(z) per x € G;

b. La condizione al contorno u|s = ug [specificando la temperatura al bor-
do], oppure (Ou/0n)|s = —(uy/k) [specificando il flusso di calore attra-
versa il bordo], oppure k(Ou/0n) + h(u — tamp)|s = 0 [dove uamp € la
temperatura dell’ambiente e h il coefficiente di scambio di calore]. In
quest’equazione GG e una regione con bordo S regolare a tratti.

L’equazione del calore si puo generalizzare come

W= Lu()+ 1), 150, (1V.25)

con condizione iniziale

u(t =0) = uo, (IV.26)

dove L ¢ un operatore di Sturm-Liouville autoaggiunto sullo spazio di Hilbert
Ly(G), up € un vettore in Ly(G) [modellizzando la temperatura iniziale|, f(t) e
un vettore in Lo(G) continuo nel tempo ¢ > 0 [modelizzando i sorgenti di calore
al momento t], e u(t) ¢ un vettore di Ly(G) [modellizzando la temperatura al
momento ¢]. Supponiamo che L abbia un numero infinito di autovalori \,
con base ortonormale di corrispondenti autofunzioni ¢,: Ly, = \,p,, dove
n=1,2,.... In tal caso ogni u € Ly(G) soddisfa I'identita di Parseval

2
lullZae = Y 1w @a)l*
n=1

Da questa impostazione segue subito

%(u(t)’ gpn) = —)\n(u(t), @n) + (f(t)’ 9071)

con condizione iniziale
(U(t - O)? gpn) - (Uo, SOn)7
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doven = 1,2,... eil prodotto scalare & quello complesso di Ls(G). Utilizzando
la formula della variazione delle costanti si trova immediatamente

(u(t), on) = e (ug, pn) + /0 e (£ (), o) ds.

Quindi

ult) = i o+ [ o] v

La (IV.27) si puo scrivere nella forma

t
u(t) = e g +/ eI £ () ds
0

dove .
Z an Qon

Facciamo alcuni esempi. Prima facciamo G = (0,1) e Lu = —u” con
condizioni di Dirichlet, cioe il problema al contorno
du 0%u

E:_W+f(x’t)’ O0<z<l1, t>0;
T

u(0,t) = u(1,t) =0,

In tal caso gli autovalori sono )\, = (nm)?
ortonormalizzate in L(0,1) sono gpn(x) =
Quindi la soluzione ha la forma

0) = uo(x).
e corrispondenti autofunzioni

u(z,
e
\/_ n(nmx), dove n = 1,2,....

(1) = 22 [ t sin(nrz) /0 " io(y) dysin(nmy)

+// e"2”%S)f(y,s)sin(mr:c)sin(nwy)dyds].
0 Jo

Adesso discutiamo il caso G = {(z,y) € R? : /22 +y? < L} e L = —A
con la condizione di Dirichlet al bordo. In tal caso gli autovalori A > 0.
Infatti, cambiando la parte a destra in (IV.8) in —\u(r, ) e applicando la solita
separazione delle variabili arriviamo, per A > 0, alla equazione differenziale

d*R 1 dR m?
ArVN? AV (1 - (r\/X)2> Rir) =9
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dove m = 0,1,2,... e R(r) ¢ limitato se r — 0T. Allora R(r) ~ Jn(rv/)),
mentre R(L) = 0. Quindi gli autovalori sono A\, = (Vmn/L)? [essendo vy, lo
zero positivo n-esimo della J,,(z)], dove m = 0,1,2,...en = 1,2,3,.... Le
autofunzioni normalizzate in Lo(G) ~ Ly([0, L] x [0, 27]; rdr df) sono

(

VonT .
Pon(r, 0) = L\/_|Jo(v0n)|J ( . ) n=1,2,3,...

V2 cosmb VT
o, 0) = — == w ()
L/m| T} (V)| L
V2 sinméd Vi
VT (V)|

Le costanti di normalizzazione seguono dall’identita

21
/ / v ”"Z >cosm9d9dr— (14 G0 / ”’”’“" dr

m=1,23,...,n=12,...

m=1,2,3,..., n=1,2,....

(1 + 5m0) JI (an)Qa

2 m
e ugualmente con sinm# al posto di cosmf se m > 1.
Risulta
i L 2w R
~ VonT VonT A
0 ( ) didi
- /T’U()( )JO I JO ( I ) T
—tL _ g t/L?0 0
(e uo)(/’n7 9) - Z e " WLQjé(VOn)2
n=1
L ;71’ . T
/ / Puo (7, 0) (”7”L"T> I (”"Z”) cos[m(6 — 6)]didé
2 7V’r2nnt/L20 0
* mz_le 7 L2J! (Vin)? ’

dove abbiamo utilizzato la formula

cos(m[f — 0]) = cos mf cos mf — sin'mf sin mo.

4 Equazione di Schrodinger

L’equazione di Schrodinger descrive (nell’ambito della meccanica quantistica
non relativistica) la probabilita che una particella si trova in una regione dello
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spazio al momento t. Se m e la massa della particella e h = 27h la costante di
Planck, si ha per la funzione onda v (z, t):
TRALL L N TR ER®, >0 (IV.28)
th— = —— x)Y(x x ; :
62(/_ 2m Y ) ) ?
U(x,t = 0) = th(x), (IV.29)

con condizioni al contorno. La funzione V' (x) e reale e rappresenta il potenziale.
Scegliendo unita fisiche tali che i=1 e 2m = 1, risulta invece della (IV.28)

i%—f =AY+ V(2)(z,t), x€eR t>0. (IV.30)

Se E C R? ¢ misurabile, [, |¢(z,t)[* dz (sotto la condizione di normalizzazione
(-, t) € Ly(R3)) & la probabilita di trovare la particella in E al momento ¢.

Noi studiamo esclusivamente il problema stazionario, dove 1’energia A pren-
de il posto dell’operatore i(0/0t), cioe

— Ay + V(z)(r) = k*(x), r € R, (IV.31)
dove A = k? con Imk > 0. Ci sono due problemi di rilevante importanza:

1. il problema degli stati limite: 1) € Lo(R?). In tal caso I'energia A\ = k? ¢
un valore discreto negativo.

2. il problema di scattering: in tal caso si impone la condizione di Sommer-

feld
] 6ik|x\ T 1
Y(k,z) = e*07 4 A (l{;,@, —) +o <—> ; 2| — +o0,
|z ] |z
dove A(k,0,0') ¢ Pampiezza (come funzione dell’energia A = k? e le

direzioni 0,0 € S?); e*? rappresenta un’onda piana nella direzione 6.
Nel problema di scattering si ha l’energia A > 0.

Consideriamo il caso di simmetria sferica, dove
Vi) =V(r), r=]al

In tal caso l'ampiezza dipende da k e dall’angolo tra le direzioni 6 e 6
A(k,0,0") = A(k,0 - €¢'). Per risolvere il problema di scattering bisogno se-
parare le variabili in coordinate cilindriche, dove la direzione di 6 prende il
posto dall’asse z positivo. Noi discutiamo ora soltanto il problema degli stati
limite. In tal caso si esprime I’equazione di Schrodinger in coordinate sferiche:

1/ ,00 19 /. W 1 0% -
r? (T 87”) T2 sin @ dg (Sm<'0890> TR sin? ¢ 062 Vg = -,
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dove x = (rsingcosf,rsin@sinf,rcos ) € R3. Sostituendo

U(z) = R(r)X (e, 0)
e moltiplicando da r?/R(r)X (p, ) si ottiene

L d (LR 1 Lo, X\, 1 ox
R(r) dr " X(p,0) |sing dp ° S0&,0 sin? ¢ 062

— 2V (r) = =’

Come al solito, seguono le seguenti equazioni differenziali:

d*R  2dR C
dr? + r dr + [ r? + V<T)} R(r) =0; (IV.32)
1 0 0X 1 0°X
; _ - = _0CX IV.
sin ¢ Oy (smcp 8@) sin® p 062 CX(p,0), (1V.33)

dove C & una costante. L’equazione (IV.33) si chiama spesso 1’equazione di
Beltrami.

Grazie alle (C1.2) degli appunti sulle funzioni sferiche, esiste una soluzione
non banale della (IV.33) se e solo se C'=[(l+1) per qualche  =0,1,2,..., ed
in tal caso X (¢, #) ¢ una combinazione lineare delle funzioni sferiche Y, (¢, 0),

dove m = —I,...,l. Infatti, eseguendo un’ulteriore separazione delle variabili
nella (IV.33), X (p,0) = P(£)O(0) dove £ = cos p e O(6+2m) = O(0), risultano
o) — costante, m=20
"~ \cicosmb+ cosinmb, m=1,2,3,...;
d dP m?
— (1 —-&)— 1) — —— : V.34
(o) e -mglre.  ava

La (IV.34) si dice equazione differenziale per le funzioni di Legendre associate:
PE) ~Pm(E),dovel=mm+1,m+2,...em=0,1,2,....

Discutiamo ora la (IV.32). Sostituendo R(r) = r®S(r) nella (IV.32) [con
C = Il(l + 1)] per un’opportuna « (da stabilire successivamente) e dividendo
da r?, si trova

dQSJrz(oHrl)@Jr [a(a+1)—l(l+1)

dr? r dr 2

+ - V(r)] S(ry=0. (IV.35)

r

Per far somigliare la (IV.35) all’equazione di Bessel si scelga « tale che 2(a +

1) =1, cioe a = —1/2:
S 1dS (1+3)?
dr? ~ rdr

+A— vm] S(r) = 0. (IV.36)

r2

133



Per far sparire il termine con la derivata prima dalla (IV.35), ci vuole a = —1.
Quindi per S(r) = rR(r) abbiamo

d*S N [—l(l +1)

dr? +A- V(T)] S(r) =0. (IV.37)

r2

Per a = 0 otteniamo dalla (IV.35)

d*R  2dR I(1+1)
—_—t+ —— — A=V R(r)=0 IV.38
dr?  rdr * { 72 + (T)} () ’ ( )
dove [ =0,1,2,---. Noi imporremo le seguenti due condizioni al contorno:
R(r) = O(r"), r— 0t

o IV.39
/ r|R(r)|*dr < +oo. ( )
0

I seguenti casi sono di rilevante interesse:

1. 1l pozzo di potenziale, dove V(r) = =V (con V5 > 0) per 0 < r < L e
V(r) =0 per r > L.

2. L’oscillatore armonico, dove V (r) = (v/2)r? per una costante vy > 0.
3. L’atomo di idrogeno, dove V (r) = —e?/r per e la carica dell’elettrone.

L’equazione (IV.32) puo essere risolta esattamente in tutti e tre casi.

4.1 Pozzo di potenziale

Consideriamo soltanto I’equazione di Schrodinger unidimensionale

h? d*i
o g T V(z)p(z) = M(x), z€R,
dove scelgiamo unita fisiche tali che h =1 e 2m = 1. In altre parole,
——— + V(2)Y(z) = M(2), r eR. (IV.40)

dz?

Per il pozzo di potenziale si ha

0, x <0
V(ie)=¢ -V, 0<r<L
0, r> L,

134



dove Vi > 0. Per A = —k? < 0 le soluzione della (IV.40) in Ly(R) hanno la
forma

ae™, x <0
Y(x) = beP” + e 0<z <L
de™"", x> L,

dove p? = Vi — k% e a, b, ¢, d sono costanti. Richiedendo che 1 sia continua e

derivabile in z = 0 e x = L, risulta il sistema lineare omogeneo

1 -1 -1 0 a 0
K —ip p 0 bl 10
0 ek e~l =Rl dcel T 0
0 ipel —ipe~E e *l | |d 0

Il determinante del sistema e
2ie”"" [(p* — k%) sin(pL) — 2pk cos(pL)] ,
il quale si annulla se e solo se

2
tan(pL):%, p=Vy— K2, 0 <k </ VW

p

In questi casi (un numero finito) si trova una soluzione non banale in Lo(R).

4.2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso

1
Vi(r) = 577”27 (IV.41)

dove v > 0 & una costante. Ponendo ¢ = y/7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la (IV.38)
si riduce all’equazione differenziale

o' (r) + (g — 4cr> ¢(r) + <k2 — 6c —

Sostituendo la serie di potenze

s ”) br)=0.  (IV.42)

r

o(r)=r Z csr?, (IV.43)
s=0
dove a e un parametro da stabilire, troviamo
> Hla+s)a+s—1)+2(a+s) —I(+1)}e
s=0

+ {(k* — 6¢) — 4de(a+ s — 2)}esa] 1772 =0,

135



dove c_; = c_5 = 0. Supponendo che il coefficiente di 7*~2 sia diverso da zero,
si trova
ala—=1)+2a—-1(l+1) =0,

e quindi « = [ oppure & = —(I + 1). La condizione al contorno (IV.39) se
r — 07 implica che oo = [. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 20+ 1)cg + {(k* — 6¢) —4de(s +1—2)}es_p = 0. (IV.44)

Dunque c; =c3=c5=---=0c¢e

:4c(s+l—2)—(k2—60)

’ s(s+20+1) o2
dove s = 2,4,6,---. Il rapporto c,r?/c,_o ~ (2r?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2,4,6,-- -, cio¢

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6c, §=2,4,6,--.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

{kzn:2c(2n+3), n=11+1,-,1=0,1,2--

Vin(r,0,0) = e~ G (Y (0,0), m=—1,~1+1,--- 1,
(IV.45)
dove ¢pn(r) = rlv,(r) e v,(r) & un polinomio in 72 di grado n — I. Quel
polinomio soddisfa ’equazione

20" (r) + 2r(1 + 1 — 2cr*)v' (r) + 4e(n — Dr*v(r) = 0.

Ponendo ¢ = 2cr? e w(t) = v(r) otteniamo 'equazione differenziale

(1) + (14 S — D/(8) + (n — Du(t) = (IV 46)

dove w(t) & un polinomio in ¢ di grado n — .

b. Utilizzando le coordinate cartesiane. Siccome V(r) = r? = 2% +
y?+ 2%, I'equazione di Schrédinger & anche separabile in coordinate Cartesiane.
Infatti, scrivendo ¢ (x,y, z) = X(2)Y (y)Z(z) otteniamo le tre equazioni

[ X7(2) + (k2 - %“2) X(z) =0,
LY"(y) + (kj - %) Y(y) =0, (IV.47)
(2-%)

Z”<Z)

+
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dove k* = kI + k7 4+ kZ. Studiamo ora una delle equazioni in una variabi-
le. Ponendo X(z) = e’ ¢(x) per ¢ = /7/8, lequazione X" (z) + [k2 —
(v2?/2)] X (x) = 0 si riduce all’equazione

¢"(z) — dexd' (z) + (k2 — 2¢)p(z) = 0. (IV.48)

Sostituendo ¢(x) = z* Y, csx°, otteniamo

Z a+s)(a+s—1)c,+{(k} —2c) —de(a+ s — 2)}e,o] 2772 =0,
s=0

(IV.49)
dove c_1 = c_5 = 0. Scegliendo o = 0, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢
_ (k2 —
Cs :40(3 2) — (k7 20)’ S=2.46. ..
Cs—2 s(s—1)
risultando in polinomi in z di grado n = 0,2,4,--- se k2 = 2¢(2n + 1).
Scegliendo a = 1, troviamo ¢; =c3=c5=---=0¢e
de(s —1) — (k2 —2
¢ dc(s—1) — (kg C)) s=92.4.6.
Cs—o s(s+1)
risultando in polinomi in z di gradon = 1,3,5,- - se k2 = 2¢(2n+1). Insieme

troviamo le seguenti soluzioni X,,(x) = ¢, (z)e~*", dove ¢y, () & un polinomio
di gradon =0,1,2,3,4,--- e k2 = 2¢(2n + 1). Raccogliendo X, Y e Z risulta

k* = 2¢(2n + 3 =0,1,2,3,---
{ C( TL+ )7 n )y Sy ) (IV50)

Y(a,y, 2) = e @G (1) b, (Y) Py (2),

dove n = nqy + ng + ngs.

c. Analisi dei polinomi. Sostituendo z = zv/2c e v(z) = ¢(z) si arriva
all’equazione differenziale di Hermite (I11.84). Quindi i polinomi ¢, (z) nella
(IV.50) sono proporzionali a H,(xv/2¢), dove H, ¢ il poinomio di Hermite di
grado n. Vale la relazione d’ortogonalita [vedi la (I11.86)]

—2cx? 2n (nh)v/m

dove 0, , ¢ la delta di Kronecker.
I polinomi wy,(t) (m=n—1=0,1,2,...) soddisfano I'equazione differen-
ziale 3
tw! () + (I + 3~ tyw! () + maw,,(t) = 0.
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Quest’ultima equazione coincide con 'equazione differenziale di Laguerre per
o =1+ 3 [vedi la (TI1.94)]. Quindi wy,(t) ¢ proporzionale al polinomio di

(+3)
Laguerre Ly, 2 (t). In altre parole,

1
G1.n(r) = cost.r! LSjlz)(QC’I“Q).

4.3 Atomo d’idrogeno

In tal caso V(r) = —e?/r, dove e ¢ la carica dell’elettrone. Ponendo \ =
—r?% per £ > 0 (ciog, richiedendo che I'energia sia negativa), 'equazione di
Schrodinger (IV.37) ha la seguente forma:

2 1
S"(r)+ (—/{2 + e? — W:; )) S(r) =0, (IV.51)
dove [ =0,1,2,---. Sostituendo S(r) = e " w(r) otteniamo
2
w”(r) — 2k (r) + <e_ _u —Z 1)) w(r) = 0. (IV.52)
r r

Sostituendo ora w(r) = r* "o, ¢,r® si ottiene

Z [{(Oé +s)(a+s—1)—1(+ 1)}Cs+{62 — k(o + 5 — 1)}03—1] rots=2 _ o

(IV.53)
Osserviamo che il termine costante nella (IV.53) coincide con (a—I—1)(a+1)co.
Scegliendo a = [ + 1 (escludendo aw = —I[) otteniamo
2 52
6 _2rlstl) e s=1,2,3,--- . (IV.54)

coo1  S(s+20+1)°

Per produrre soluzioni polinomiali richiediamo che xk = (e?/2n) per n =
[+ 1,1+2,---.' In tal caso risulta ¢, ; = ¢,11¢ = -+ = 0; dunque w(r) =
r*1y(r), dove v(r) & un polinomio in 7 di grado n — [ — 1. In altre parole,

2 et
kn = =73 n=I0l+1,1+2---
n 4712’ . + ) + ) )
U(r,0,0) = rFle 2y (NY™(0,0), m=—1,—1+1,--- L
(IV.55)
Siponen = s+ 1, dove s = 1,2,... e l = 0,1,2,.... Quindin = 1,2,3,... ¢ =

0,1,...,n—1.
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Ponendo w(r) = r'*lu(r), t = 2kr, € = 2kn e 0(t) = v(r), otteniamo
to"(t)+ 2L +2 =)' (t) + (n—1—1)0(t) = 0. (IV.56)

Sostituendo = +— t, a+— 2l +1 e n +— n — [ — 1 nell’equazione differenziale
di Laguerre si arriva alla (IV.56). Dunque 9(t) ¢ proporzionale a Lffﬁ_l)l(t) In
altre parole,

64
En:—/ﬁ}%:—ﬁ’ n:l_i_l’l_i_z’,
n
2
W(r,0, so):cost.r”le-egr/Qanit_lK%) Y(0,0), m=—l—l+1,- 1,

(IV.57)
doven=1,2,3,..,0l=0,1,....n—1lem=—l,—1l+1,...,1
Osserviamo ora che le energie E,, = —(e?/2n?) degli stati limite dell’idroge-
no vengono determinate dall’intero n € N. Ad ogni n € N corrispondono n — 1
valoridil (I =0,1,...,n—1) e ad ogni tale [ 2+ 1 valori di m (m = —I,... ).
Quindi ad ogni n € N corrispondono

1+34+5+7+-+2n—1)=n?
valori di (I,m) (I,m € Z, |/m| < 1 < n). In altre parole, per E = —e*/4n?
'equazione di Schrodinger con potenziale V(r) = —(e?/r) ha n? soluzioni
linearmente indipendenti in Ly(R?).

5 Equazione delle Onde

L’equazione delle onde ha la forma

% = a® Au, (IV.58)
dove a > 0 ¢ la velocita della onda, z € G (un aperto limitato in R")% e
valgono la condizione di Dirichlet
u(z,t) =0, x € 0G, (IV.59)
e le due condizioni iniziali
u(z,0) = ug(x), (IV.60)
%(x, 0) = uy(x). (IV.61)

2Ci sono anche applicazioni in cui G & illimitato.
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La separazione delle variabili

u(z,t) = (x)T'(t) (IV.62)

conduce alle equazioni
% 7;/((;)) = qf/}/;(;)) = costante, (IV.63)
Y(x) =0 per x € 0G. (IV.64)

Supponiamo che I'equazione di Helmholtz
A+ N2 =0

su GG con la condizione di Dirichlet abbia un infinito numerabile di autovalori
positivi A2 (dove A\, < \,11) con autofunzioni corrispondenti ¢,, che formano
una base ortonormale di Ly(G). In tal caso la costante nella (IV.63) vale —\2,
e quindi

T(t) = ¢, cos(arnt) + d,, sin(a,t).

La soluzione generale della equazione delle onde (IV.58) con la condizione di
Dirichlet (IV.59) ha la forma
= (cacos(atnt) + dy sin(ak,t)) v (z). (IV.65)
n=1

Quindi dalle (IV.60) e (IV.61) otteniamo

=3 catbula), (IV.66)
= i dna Xty (7). (IV.67)

Dall’ortonormalita delle autofunzioni v, in Lo(G) seguono i coefficienti ¢, e

dy:

Cn = (U0, V) Lo(c) = Luo(x)¢n(x) dx, (IV.68)
o <u1:1/)n> . 1
dy = /G w1 (2) b () de (IV.69)

Lo stesso discorso vale se al posto della condizione di Dirichlet (IV.59)
si considera la condizione di Neumann. L’unica differenza e che ora zero e
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autovalore (con I'autofunzione costante) dell’equazione di Helmholtz su G con
la condizione di Neumann. Al posto della (IV.65) si consideri ora

1
u(w,t) = m (co + dot)

+ 3 (e cos(atnt) + dy sin(adnt)) v (2), (IV.70)

n=1

dove g(x) = 1/4/mis(G) e l'autofunzione normalizzata corrispondente al-
I'autovalore zero. Per m > 1 si trovano le espressioni (IV.68) e (IV.69),

mentre
_ Jo wo(z) dz . me(x)daj.
mis(G) mis(G)

Nel caso in cui G = (0, L), abbiamo per le condizioni di Dirichlet

nm 2 . /nmx
An = T Un(x) = \/; sin (T) ) (IV.71)

dove n =1,2,3,..., e per le condizioni di Neumann

nmw 2 nwT
An = T Un(x) = \/; cos (T) : (IV.72)

dove n =1,2,3,..., mentre A\g = 0 e to(z) = 1/V/L.
Nel caso delle condizioni di Dirichlet, utilizzando le espressioni

9 4in <n7rx> nmat L (mr( Zf))—l— . (mr( n t))
S I CcoS 7 = sin Lx a sin Lx a ,

2sin (?) sen (mlr;at) = CO0s (%(1' - at)) — COS (%(m + at)) )

Co

e sostituendo la (IV.71) nella (IV.65), otteniamo

u(x,t) = %\/% niojl Cn [sm (n%(a: — at)) + sin (n%(x + at))}
+ %\/% g d, [cos <%(£L‘ — at)) — cos (T(:I: + at)ﬂ
= % [ug(x — at) + uo(z + at)] + % <% [ui (x — at) + uy (x + at)]> 5

dove abbiamo utilizzato gli sviluppi di Fourier (IV.66) e (IV.67).
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Capitolo V

TRASFORMATA DI
FOURIER E DISTRIBUZIONI

Nella prima parte di questo capitolo introduciamo la trasformata di Fourier e
calcoliamo la funzione di Green dell’equazione delle onde in R™.

1 TRASFORMATA DI FOURIER

1.1 Trasformata di Fourier negli spazi L, e Ls.

Sia f : R™ — C una funzione sommabile. Allora I'integrale (di Lebesgue)

£(6) % FLAE) = / f@)e€ de, € eR,

¢ assolutamente convergente e |f(&)| < ||f|x, dove ||f]li = [ 1f(z)|dx & la
norma L; di f. In tal caso si definisce una funzione

TG

su R™ che si chiama la trasformata di Fourier della f. Dal teorema della
convergenza dominata segue che F[f](£) ¢ continua in £ € R™.

Proposizione V.1 Sia f € Li(R"). Allora F[f](§) é continua in & € R"™ e
tende a zero se |£] — 400.!

Dimostrazione.  La continuita di F[f](§) al variare di £ segue dal teorema
della convergenza dominata (infatti, dal Lemma 6.9.1 in [3], Vol. 2). La seconda
parte segue approssimando (Re f)* e (Im f)* da una successione crescente di
funzioni semplici sommabili e applicando il teorema di Beppo-Levi. O

!La seconda parte si chiama il Lemma di Riemann-Lebesgue.
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Siano f,g € L1(R™). Allora F[f], F|g] € Loo(R™). In tal caso risulta per
fa g € Ll (Rn>

_ / f() [ / g(e)eie” df} dr=(f,Flg); (V.1
(F] /Uf ”wx] 9(€)de

- /f(:c) [/g(f)e—i(e,x)dg] dx = (f, Flg](=€))., (V.2)

dove il secondo passaggio e giustificato grazie al teorema della convergenza
dominata. Inoltre, (-,-). ¢ il prodotto scalare complesso di Lo(R™), mentre
(+,-) & quello reale.

Siano f,g € L1(R™). Allora il teorema di Fubini dimostra che il prodotto
di convoluzione

(Fe)@) = [ fwlgta=ndy= [ 1= gty

conduce ad una funzione f * g € L*(R™). Dal teorema di Fubini segue che

frg=gxf, (f*xg)xh=[fx*(gx*h),

dove f,g,h € L1(R™). Applicando la trasformazione z = x — y con y fissato si
ha

F[f = g](¢ /(/f )g( & du
/(/f W g(z)el=o dy) dz = F[fI(O)F[g)(&). (V.3)

In altre parole, la trasformata di Fourier manda L;(R"™) con il prodotto di
convoluzione in C'(R™) con il prodotto algebrico usuale.
Consideriamo ora la trasformata di Fourier su Lo(R").

Teorema V.2 (di Plancherel). Sia f € L1(R™) N Ly(R™). Allora

(2m) /‘ ’Qd'ﬁ:/!f(x)Ide- (V.4)

Inoltre, F ammette un’estensione lineare ad L*(R™) che soddisfa (V.4) per ogni
f € Ly(R™) ed € un operatore invertibile su Lo(R™).
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Dimostrazione.  Prima diamo la dimostrazione per n = 1.
Sia f una funzione continua e regolare a tratti con supporto in (—m, 7).
Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f in x € [—m,7]
(vedi [3], Teorema 2.5.2, Vol. 2):

fz) = +§: (a,, cos(nz) + bysen (nx))
D3 (gt ) 25 e

dove ¢, = (1/27) [T f(z)e ™ dx = (2m) ' F[f](—n) e

/If(x)|2dw=7r<| aof #3 (oul 5 ) )

o0

- 1
=21 ) enl” = 5 > IFAEn)P.
Siccome c,le”®' f] = (27) " F[f](—n —t) per ogni n € Z,t € Re |f(x)]* =
le™™t f(x)]?, risulta

IR 7 )P et

o0

:% Z/m J(—n —t)[2dt = —/ (&) de.

n=—oo 0

Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(x) = c'/?f(cz)
ha supporto in (—m, 7). In tal caso

| i@pde= [ g s

o | PP =5 [ iR

o0

Se f € L1(R)NLy(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari a tratti
con supporto compatto e troviamo la stessa relazione.

L’equazione (V.4) dimostra che F' puo essere estesa ad un operatore lineare
F da Ly(R) in Ly(R) che soddisfa (V.4). Infine, siccome F' manda il sottospazio
denso L;(R) N Ly(R) di Ly(R) nel sottospazio denso C(R) N Ly(R) di Lo(R) e
I'immagine di F' ¢ chiuso, F' ¢ un operatore invertibile su Ly(R).

La generalizzazione ad n € N segue applicando n trasformazioni di Fourier
unidimensionali in seguito. O
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Corollario V.3 Sia f € Ly(R™). Allora l'operatore inverso ha la forma

1 1

FUfE) = (QW)nF[f](_Q = (27"

/ F@)e @0 s, (V5)

Dimostrazione.  Si ricordi che (-,-). € il prodotto scalare complesso in
Ly(R™). Allora per f,g € L1(R™) N Ly(R™) segue

e questa relazione si generalizza per f, g € Ly(R™). Dalla (V.4) segue che

(fs9)e = 2m) " (F[f], Flg])e = 2m)7"(f, FIFg]](=£))e;

dove f,g € Ly(R™). Siccome f, g sono arbitrarie, ¢ valida la (V.5). 0

Dal Corollario V.3 si vede subito che (27r)~™2F & un operatore lineare uni-
tario sullo spazio di Hilbert complesso Ly(R™). L’applicazione dell’operatore
lineare (27)™/2F ad una funzione f € Ly(R™) non ne cambia la norma L.

1.2 Funzioni Generalizzate di Crescita Lenta

Uno dei metodi piu efficaci di risoluzione dei problemi della fisica matematica
¢ il metodo delle trasformate di Fourier. Nel prossimo paragrafo sara esposta
la teoria della trasformata di Fourier per le cosidette funzioni generalizzate
di crescita lenta (distribuzioni rinvenute). Per questa ragione si deve prima
studiare la classe delle funzioni generalizzate di crescita lenta.

1.2.a Spazio delle funzioni fondamentali &

Riportiamo nell'insieme delle funzioni fondamentali S = S(R™) tutte le fun-
zioni della classe C*°(R™) decrescenti, per |z| — +00, con tutte le derivate piu
rapidamente di ogni potenza non negativa di 1/|z|. Definiamo la convergenza
in § come segue: la successione delle funzioni ¢q, s, -+, da S converge ad
una funzione ¢ € S, cioe ¢, — @ per k — oo in S, se, per tutti i valori dei
moltiindici? o e 3, si ha

lim sup |2°D%pk(z) — 2°D*p(z)| = 0.

k—o0o pcRn

Se x = (z1,-,2n) € R", a = (a1, ,a,) € NU{O}D" e 8 = (b1, -+ ,0n) €
(Nu{o})™, allora 2 = x’fl cexbn e D¥p(x) = D21 D22 - .- D2 p(z). Secondo il teorema di
Schwartz, l'ordine di derivazione parziale non importa. Inoltre, |a| = a1 + -+ + a,.
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Le operazioni di derivazione DPp(x) e di sostituzione lineare non singolare
di variabili p(Ay +b) (dove det A # 0) sono continue da S in S. Questo segue
direttamente dalla definizione di convergenza nello spazio S.

D’altro canto, la moltiplicazione per una funzione infinitamente derivabile
puo far uscire all’esterno dell’insieme S, per esempio el elel® =1 ¢S.

Supponiamo che una funzione a € C*°(R"™) cresca all’infinito insieme con
tutte le derivate successive non piu rapidamente del polinomio

|D%a(z)] < Co(1 + |z])™. (V.6)

Indichiamo con 6, I'insieme di queste funzioni.

L’operazione di moltiplicazione per una funzione a € 0, € continua da S
in S. Infatti, dalla disuguaglianza (V.6) segue che, se ¢ € S, si haap € S, e
se ¢ — 0 per k — oo in S, per tutti i valori di o e 3 si ha

lim sup «”[D*(apy)](z) = 0,
k—0o peRrn

cioe apr — 0 per k — oo in S.

1.2.b Spazio delle funzioni generalizzate di crescita lenta S’

Si dice funzione generalizzata di crescita lenta ogni funzionale lineare continuo
sullo spazio S delle funzioni fondamentali. Denotiamo &' = §'(R™) l'insieme
di tutte le funzioni generalizzate di crescita lenta. E evidente che & & un
insieme lineare. Definiamo come debole la convergenza di una successione di
funzionali: una successione di funzioni generalizzate fi, fo,-- -, appartenenti a
S’ converge ad una funzione generalizzata f € &', cioe fr — f per k — oo in
S’ se, per qualunque ¢ € S si ha (fi, ) — (f, ) per k — oo. L’insieme lineare
S’ dotato di convergenza debole e detto spazio S’ delle funzioni generalizzate
di crescita lenta.

Teorema V.4 (di Laurent Schwartz). Affinché un funzionale lineare f su
S appartenga a S (cioé, sia continuo su S), € necessario e sufficiente che
esistono numeri C > 0 e p € NU{0} tali che, per qualunque ¢ € S, sia valida
la disuguaglianza®

1(f, )] < Cllellm), (V.7)
dove
lellpy = sup (1 + |z])P|D%(z)].

|ao| <p,z€R™

3Si ricordi che ||¢l|, denota la norma L, di una funzione ¢.
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Dimostrazione.  Per dimostrare la sufficienza, supponiamo che il funzionale
lineare f su S soddisfi la disuguaglianza (V.7) per certi C > 0 e p € NU{0}.
Dimostriamo che f € §'. Sia ¢, — 0 per k — oo in S. Si ha allora |||y — 0
per k — oo, e quindi |(f, ¢x)| < C’||gpk||(p) — 0 per k — oo. Cio significa che
f € un funzionale continuo su S.

Per dimostrare la necessita, sia f € §’. Dimostriamo che esistono numeri
C > 0epeNU{0} tali che, per qualunque ¢ € &', & valida la disuguaglianza
(V.7). Supponiamo, invece, che i numeri menzionati C' e p non esistano. Allora
esiste una successione di funzioni ¢y, k € N, appartenenti a S, tali che

|(Fs i)l = Lllerll- (V.8)

La successione di funzioni

or(T)
= —" k eN,
%(x) \/E H90k||(k) -

tende a zero in S, poiche per k > |a| e k > |(] si ha

B Na
|2 Dy, ()| = —|I Don() < L

- \/EH%H(k) _\/E.

Da cio e dalla continuita del funzionale f su S segue che (f,vx) — 0 per
k — oo. D’altro canto, la disuguaglianza (V.8) da

\(f, )| = I(f,00)| > VE.

1
Vi | oxll

La contraddizione ottenuta dimostra il teorema. O

Il significato del teorema dimostrato consiste nel fatto che ogni funzione
generalizzata di crescita lenta € un funzionale continuo rispetto ad una certa
norma || - ||(p) (come si e soliti dire, ha un ordine finito).

1.2.c Esempi di funzioni generalizzate di crescita lenta

(a) Se f(z) ¢ una funzione localmente sommabile di crescita lenta all’infinito,
cioe per un certo m > 0,

/ @)1+ [2) ™ d < +oo,

questa funzione definisce un funzionale regolare f appartenente a &’ in
conformita con la regola

(f.0) = / f@)o@)dr, €S,
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Ma non tutte le funzioni localmente sommabili definiscono una funzione
generalizzata di crescita lenta, per esempio, e* ¢ S’'(R). D’altro canto,
non tutte le funzioni localmente sommabili appartenenti a S’ sono di
crescita lenta. Per esempio, la funzione (cose®)’ = —e*sene” non e di
crescita lenta, eppure definisce una funzione generalizzata da S’ mediante
la formula

((cose™), ) = — / (cos €®) ' () dx, pesS.

Utilizzando il Teorema A2.1 si puo dimostrare (vedi [5]) che ogni funzione
generalizzata appartenente a S’ ¢ una derivata (o derivata successiva) di
una funzione continua di crescita lenta.

La funzione Delta di Dirac ¢ il funzionale lineare
[ 10, fes.

La derivata D*§ della funzione Delta di Dirac appartiene a S’. Infatti,
il terzo membro dell’'uguaglianza

(D3, 0) = (=1)l(8, D) = (~=1)I*I[D](0)

¢ un funzionale lineare continuo su S.

Se f € &, allora ogni derivata D*f € &’. Infatti, visto che l'ope-
razione di derivazione D%p € continua da S in S, il secondo membro
dell’'uguaglianza

(Dafa(p):(_l)m‘(faDagp)a (pesa
¢ un funzionale lineare continuo su S.

Se f €S edet A#0,siha f(Ay+b) € §'. Infatti, dato che I'operazione
di trasformazione p[A~!(x —b)] & continua da S in S, il secondo membro
dell’'uguaglianza

(F(Ay +),0) = (fM>

| det A|

¢ un funzionale lineare continuo su S.

Se f € Seda€ by, sihaaf €S Infatti, visto che 'operazione di
molteplicazione per a appartenente a 6, € continua da S in S, il secondo
membro dell'uguaglianza

(af, ) = (f,ap)

¢ un funzionale lineare continuo su S.
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1.3 Trasformata di Fourier delle funzioni generalizzate
di crescita lenta

La proprieta rimarchevole della classe delle funzioni generalizzate di crescita
lenta consiste nel fatto che 'operazione di trasformazione di Fourier non porta
fuori dai limiti di questa classe.

1.3.a Trasformazione di Fourier delle funzioni fondamentali appar-
tenenti ad S

Visto che le funzioni fondamentali appartenenti a S sono sommabili in R”, su
)
queste funzioni ¢ definita l’operazione F' di trasformazione di Fourier

Flgl(€) = / S dy pes.

In questo caso la funzione F[p|(§) la quale rappresenta la trasformata di Fou-
rier della funzione ¢, ¢ limitata e continua in R™. La funzione fondamen-
tale ¢ decresce all’infinito piu rapidamente di qualunque potenza positiva di
1/|z| e percio la sua trasformata di Fourier puo essere derivata sotto il segno
d’integrale un numero di volte arbitrario:

DF[)(€) = / (i) (2)e 6™ dz = F(iz)](€), (V.9)

da cui segue che F[p] € C°(R"). Inoltre, possiede le stesse proprieta ogni
derivata D%y e quindi

FID"(O) = [ Dpla)e® do = Fllin1el©). (V.10
Infine, dalle formule (V.9) e (V.10) si ottiene

D Flp)(€) = &°F|(iz)*¢](€) = i F[DP (a%¢)] (€). (V.11)

Dall'uguaglianza (V.11) segue che per tutti gli o, 8 i valori di €2 D*F|[y] (&)
sono uniformemente limitati rispetto a £ € R™:

€DFlo)(6)] < / ID%(2°)| d. (V.12)

Cio vuol dire che Fp] € S. Dunque, la trasformata di Fourier trasforma lo
spazio § in se stesso.

Visto che la trasformata di Fourier F[p] di una funzione ¢ appartenente a
S e una funzione sommabile e continuamente derivabile su R”, allora, siccome
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@ € Ly(R™), la funzione ¢ ¢ espressa in termini della sua trasformata di Fourier
F¢] mediante Poperazione di trasformazione inversa di Fourier F~!:

o = FF[]] = FIF[4]] (V.13)
dove
Fg)(r) = ﬁ [ v i = ﬁﬂw(—m
_ 1 _)6i(En) ge — _A(x
e [ POl = POl (Va4

Dalle formule (V.13) e (V.14) deriva che ogni funzione ¢ appartenente a S ¢
la trasformata di Fourier della funzione ¢» = F~![p| appartenente a S, con
o = F[¢], e se Flp] =0, anche ¢ = 0.* Cio vuol dire che la trasformazione di
Fourier F' trasforma & in § ed inoltre in modo univoco.

Lemma V.5 La trasformazione di Fourier F' é continua da S in S.

Dimostrazione.  Supponiamo che ¢ — 0 per k& — +o0o in S§. Allora,
applicando la (V.12) alle funzioni (y, si ottiene per tutti gli a e 3

€9 D Flp)(€)] < / D% (2 p1)] da

dy
< sup |DP(z" 1+In+1/—7
< xeﬂg | ( SOk:>|( | |) (1 T |yDn+1

da cui segue che
lim sup [£”D*Flgi](€)] = 0,

k—o0 ¢eRn

cioe Flpr] — 0 per k — oo in S. Il lemma ¢ dimostrato. 0

La trasformazione inversa di Fourier F'~! possiede proprieta analoghe.

1.3.b Trasformazione di Fourier delle funzioni generalizzate appar-
tenenti a &’

Assumiamo 'uguaglianza (V.1) come definizione di trasformata di Fourier F'[f]
di qualunque funzione generalizzata di crescita lenta f:

(Flfl.o) = (f,Fle)), [feS, pes. (V.15)

4Se f € L1(R™) e F[f] = 0, allora f = 0 quasi ovunque. Per mancanza di una descrizione
della classe delle trasformate di Fourier delle funzioni in L;(R™), questa proprieta non si
dimostra tanto facilmente.
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Verifichiamo che il secondo membro di quest’uguaglianza definisce un fun-
zionale lineare continuo su S, cioe che F[f] € §’. Infatti, visto che Flp] € S
per tutte le p € S, ¢ — (f, Fy]) ¢ un funzionale (evidentemente, lineare) su
S. Supponiamo che ¢, — 0 per k — oo in S. Per il Lemma 3.1, Fp,] — 0
per k — oo in S e quindi, in virtu del fatto che f appartiene a &', si ha
(f, Flex]) — 0 per k — oo, di modo che il funzionale ¢ — (f, F[p]) ¢ continuo
su S. Dunque, 'operazione di trasformazione di Fourier F' porta lo spazio S’
in S’

Inoltre, F' & un’operazione lineare e continua da &’ in §’. La linearita di
F' ¢ evidente. Dimostriamo la sua continuita. Supponiamo che f, — 0 per
k — oo in &'. In questo caso, in base alla (V.15), si ottiene per tutte le p € S

(Flfel, o) = (fr Flg]) = 0,k — o0

Cio significa che F[fy] — 0 per k — oo in &', cioe I'operazione F' ¢ continua
da & in §'.

Introduciamo in S’ ancora un’operazione di trasformazione di Fourier che
denotiamo con F~:

1

P = G

Flf(-z)], fed&. (V.16)

Dimostriamo che 'operazione F~! & un’operazione inversa di F, cioe
FIUF(fll=f  FIFfll=f  feS. (V.17)

Infatti, dalle (V.13)-(V.16) per tutte le ¢ € S, si ottengono le uguaglianze

-1 1 1
(FFIN ) = e FIFIE) ) = g (FIA(=0). Fle)
- (271r)”(F[f]= Flel(=) = (FIf], F'¢]) = (f, FIF ' [«])

= (f,9) = (f,F[Fle]) = (F7'[f], Fle]) = (FIF'[f]], 0),

dove abbiamo utilizzato le corrispondenti proprieta in § al sesto ed al settimo
passaggio.’ Ora seguono le formule (V.17).

Dalle formule (V.17) deriva che ogni funzione generalizzata f appartenente
a &' ¢ la trasformata di Fourier della funzione generalizzata g = F~![f] ap-
partenente a §’, con f = Fg|, e se F[f] = 0, si ha anche f = 0. Abbiamo,
quindi, dimostrato che le trasformazioni di Fourier F' e F~! trasformano S’ in
S’ in modo biunivoco e continuo.

°Si noti che S C Ly(R™).
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Supponiamo che f = f(z,y) € S'(R"*) dove € R™ ed y € R™. Introdu-

ciamo la trasformata di Fourier F,[f] rispetto alle variabili z = (x1, z9, - - , 2,),
ponendo per qualunque ¢ = p(z,y) € S(R"™)
(Falf], o) = (f, Felo])- (V.18)

Come nel Lemma 3.1, si stabilisce che

Felel(z,y) = / o€,y dg € SR™™)

e 'operazione F¢[p] & continua da S(R"*") in S(R"*), di modo che la formula
(V.18) definisce realmente una funzione generalizzata F,[f](£,y) appartenente
a S'(R™™).

Esempio. Dimostriamo che
Fl6(z — x0)] = €'&20), (V.19)
Infatti,
(F[6(z = m0)], ) = (0(z — @), F[p]) = Fle](xo)
= [@etem g = (e ), pes,

Ponendo nella (V.19) xy = 0, si ottiene

F[o] =1, (V.20)
da cui 1
d=F""[1] = (277)”F[1]’
di modo che
F[1] = (2m)"(§). (V.21)

1.3.c Proprieta della trasformazione di Fourier

(a) Derivazione della trasformata di Fourier. Se f € &', si ha
DF[f] = F[(iz)" f]. (V.22)
Infatti, utilizzando la (V.10), si ottiene per tutte le ¢ € S

(DF[fl,¢) = (=1)I(F[f). D) = (=1)I(f, F[D*¢])
= (=1)°I(f, (=ix)* Fle]) = ((ix)*f, Flg]) = (Fl(iz)*f], ),
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da cui segue la formula (V.22).

In particolare, ponendo nella (V.22) f = 1 ed utilizzando la formula
(V.21), abbiamo

Fla®)(§) = (=)' D*F[1)(€) = (2n)" ()" D*§(¢). (V.23)

Trasformata di Fourier della derivata. Se f € &', si ha
FIDf] = (=i§)“F[f]. (V.24)
Infatti, utilizzando la formula (V.9), si ottiene per tutte le ¢ € S

(FID*f),0) = (D[, Flg]) = (=1)*I(f, D*F[y])
= (=1)1(f, Fl(i€)*¢]) = (=) (F[f], (1€)*p) = (=i&)*F[f], ),

da cui segue la formula (V.24).

Trasformata di Fourier di una traslazione. Se f € &', si ha
F[f(x = z0)] = e F[f]. (V.25)
Infatti, abbiamo per tutte le ¢ € S

(F[f(z —z0)],0) = (f(x = x0), Flg]) = (f, Fle](x + x0))
= (f, Flpe' ™)) = (F[f], %) = (e F[f], ),

da cui segue la formula (V.25).

Traslazione della trasformata di Fourier. Se f € &', si ha

F[f](£ + &) = F[e"“) f](€). (V.26)

Infatti, utilizzando la formula (V.25), si ottiene per tutte le ¢ € S

FIfIE+ &), ) = (FIf], (€ = &) = (f, Flp(€ = &)])
= (f, @I F[p]) = (D f, Flg]) = (F[© f], ),

da cui segue la formula (V.26).

Trasformata di Fourier di similitudine (con riflessione). Se f €
S’, per tutti i valori reali di ¢ # 0 si ha
1 §
Flfen)(©) = U (7). (v.27)
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poiche per tutte le ¢ € § abbiamo

(FIf(eo)) ) = (Flco), Flg) = % (.71 ()

= o (£ [ woesoa) -
= (FIf) plet)) = o (F11

(f) Trasformata di Fourier del prodotto diretto. Se f € S'(R") e
g € §'(R™), si ha

Flf(2)-9(y)] = Fulf (2)- Flgln)] = E,[F111(6)-9(y)] = FLII(E)- Flgl(n)-

p(c)e' ™ de’) = (f, Flp(cf)))

(V.28)
Infatti, per tutte le p(&,n) € S(R™™™) abbiamo
(Flf(x) - 9], @) = (f(2) - 9(y), Fle])
= (f(@), (9(v), By Felel)) = (f (@), (Flg], Felgl))
= (f(=z ) = (Flgl(n), (f (), Fele]))

) - Flgl(n), Felel) = (Fe[f (x) - Flgl(n)];
= (Flgl(n), (FIf1(€), ) = (FIfIE) - Flgl(n), »),

da cui seguono le uguaglianze (V.28).

(g) Formule analoghe sono anche valide per la trasformazione di Fourier F,,
per esempio: se f(x,y) € S'(R"™), si ha

D¢DUF,[f] = F[(ix)*DJf],  F[DSDJf] = (=i&)* D) F,[f].
(V.29)

2 FUNZIONI DI GREEN

Nel Cap. III abbiamo introdotto le funzioni di Green dei problemi di Sturm-
Liouville unidimensionali. Sotto 'ipotesi che zero non sia autovalore, abbiamo
convertito il problema di Sturm-Liouville

Lu= (Y +qu=>u+f, ax€(0L)
hyu(0) — hou'(0) = 0,
Hlu(L) + HQU(L) == O,

in un’equazione integrale

u— ANGu = Gf,

_A/O G(x,y)u(y) dy:/0 G(z,y)f(y) dy
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Si vede subito (in modo non molto rigoroso) che per A =0 e f(x) = d(x — x¢)
la soluzione

u(z) = G(z, xo).

Quindi la funzione di Green potrebbe essere considerata come la soluzione del
problema di Sturm-Liouville (per A = 0) se il termine non omogeneo f ¢ una
funzione delta di Dirac.

In questo paragrafo introdurremo una generalizzazione della funzione di
Green ad alcuni problemi di Sturm-Liouville multidimensionali.

2.1 Equazione di Laplace-Poisson

Consideriamo 1’equazione di Laplace-Poisson in n variabili
AE, = —0(x), r e R". (V.30)

Per calcolare la sua soluzione in §’(R™) applichiamo la trasformata di Fourier.
Poiche A = Z?:1 D% per a; = (0,...,0,2,0,...,0) con il 2 al j-esimo posto,
si ottiene dalla (V.30)

EPFIE(E) =1, (V.31)
e quindi
pi n=2
F[E|(E) = FP (V.32)
W7 n Z 3.

Per n > 3 la (V.32) is valida, poiche 1/|¢[* & localmente sommabile in R per
n > 3.

Per n = 2 bisogna riinterpretare il rapporto 1/||?, poiche quest’ultima
funzione ha una singolarita non sommabile all’origine per n = 2. In tal caso si
definisce il valore principale di Cauchy (inglese: Cauchy’s principal value)

1 ©(&) — »(0) ©(&)
= — LAV I >/ S.
(“’w”’) L I /@1 e e VS

Per dimostrare che p|¢|™2 & veramente la soluzione della (V.30) per n = 2, si
calcola

o 1 ): [€Pe(&) — [EPe(E)]e=o , P ,
(tePogpe /K € ¢ */gzl e “

—/w(&)dé— (Le)  pes.

Quindi |£?pl¢|2=1in S.
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Teorema V.6 Si ha

En(x) =< ——, n =3, (V.33)

dove o, ¢ la misura di S"1.

Dimostrazione.  Ci limitiamo ai casin =3 en = 2.
Presentiamo prima la dimostrazione per n = 3. Infatti, pern=3ep € S
si ha

F1 [i} - (V.34)

2] drlx|

Considerando che la funzione 1/[¢]? & localmente sommabile in R3, per tutte
le ¢ € § otteniamo la seguente successione di uguaglianze:

(P o) G ) -

1 1 ,
= lim —/ o(z)e™ @8 dr de

—(2m)3 Rs gl<r ]2
1 i)
= 5 lim /go(a:)/ d¢ dx
(27T) R—o0 l<R NEE
R 2m 6fi|z|p0059
= o 3R1m / / / / —2p2d¢sen9d0dpdx
)3 R—oo

—i lim /90(1’)/ Sen(mp) dp dz. (V.35)

272 R—o0

|z] p
Visto che
" /w sen ([z]p) dp‘ _[cos(flR) /“ cos(lelp) dp’ Sl /m 2
R P R R P R R P R

6Siano V;, e 0, le misure della palla unitaria in R" e della sua superficie. In tal caso
Vo = Vo B(2EE, 3y = 7v/2)T (2 + ) in termini della funzione beta di Eulero B(p,q) =

(T'(P)I'(g)/T(p+¢q)). Inoltre, V,, = fo "~ logdr = o, /n. Quindi 0, = 0,1 B(%51, 1) =
27"/2/T(2). Ovviamente V; =2, Vo =7 e V3 = (47/3) e da 0y = 27 e 03 = 4.
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e possibile il passaggio al limite per R — oo sotto il segno dell’integrale
nell’ultimo termine delle uguaglianze (V.35). Tenuto in conto che

o0 o0 t
/ sen (|z|p) dp— / sent . _ z’ ] £0,
0 P 0 t 2

in definitiva, si ottiene

a1 1 [ o) /°° sen (|]p) / p(x)
= — SRATA) gy =
(7 (el ) =5 [ v [ = [ g
da cui segue la formula (V.34).

Consideriamo ora il caso n = 2. Per n = 2 e ¢ € § facciamo i seguenti
calcoli:

(7 o] #) = (om0

_ F el (€) = F~'[#](0) Fel(6)
N /|£|<1 I35 s /g|>1 €] &

§<1 l§1>1

1 1 1 2w ] )
= 7)? {/0 ;/ go(x)/o (e — 1) dfdxzdr
1 27 )
+ / — / o(x) / e‘”mc"sedﬁdwdr}
1
1 [/ 1
-1
b [/ r/gp(x (r|z]) ]dxdr+/ T/gp (r]z]) dxdr}
1

= o) | [ de |$| dr}

J
L [/0|sz d+4 #du]dm
)

——/ )(Co + In([z])) dz

da cui segue 1'uguaglianza

Fl(_L)%+m(i)

Plep o
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dove

u u

00:/01 1_—‘]0(“)@—/100 Ho) g,

Siccome la costante Cy /27 soddisfa all’equazione di Laplace, si puo traslasciare.
Quindi (1/27)In(1/]z|) ¢ una soluzione fondamentale della (V.30). O

Consideriamo ora ’equazione di Poisson
Au = —f(x), x € R",
dove f € §. In tal caso la trasformazione di Fourier conduce all’equazione

EPag) = f(&),  EeRm (V.36)
dove f = F[f] € &' Quindi

~

/)
¢

rappresenta una distribuzione in S’. Applicando infine la trasformata di Fou-
rier inversa si arriva ad una soluzione u € §’. Si vede subito che f € S con
f (0) # 0 (cioe, una f di classe C* con decadimento rapido all’infinito per la
f e tutte le sue derivate parziali consecutive, ma con [;, f(z)dz # 0) condu-
ce ad una soluzione u distribuzionale. In tal caso non esiste alcuna soluzione
u € Li(R")NS’, poiche si avrebbe 4(0) finito, il quale contraddice la (V.36).
Per f € S qualsiasi (ma anche per f continua con decadimento abbastanza
rapido all’infinito) si ha

u(§) =

£ e RY,

ule) = [ &l = )f) dy (v.37)

grazie alla linearita dell’equazione di Poisson.
Per n = 2 risulta

we) = [ fom (1)

21 R2

Per n = 3 risulta

1
alw) = = [ LW_g (V.38)
AT Jps |z —y|
Sia G' un aperto limitato semplicemente connesso in R™ tale che la sua
superficie G ¢ regolare a tratti. In tal caso, cerchiamo la soluzione generale

u € C%(G) N C(G) dell’equazione di Poisson

Au = —f(x), z € G, (V.39)



dove f € CY(G)NC(G). Estendendo la f fuori di G (come f(x) = 0 per x ¢ G)
si ottiene I'equazione di Poisson in R"™ per qualche f € §’. Dalla (V.37) segue
che la soluzione generale dell’equazione di Poisson in G ha la forma

u(z) = v(z) + /G Eule — ) (y) dy. (V.40)

dove Av =0 in G.

Si puo dimostrare che il massimo e minimo di una funzione armonica v
(cioe, una soluzione v € C%(G) N C(G) dell’equazione di Laplace Av = 0) si
assumono sulla frontiera 0G. Cio implica che una funzione armonica che si

annulla sulla frontiera del dominio G si anulla dappertutto. Qundi per ogni
f € CHG)NC(G) e per ogni g € C(IG) esiste un’unica u € C*(G) N C(G)
tale che Au= —fin G e ulys =g.

2.2 Equazione di Helmholtz

Studiamo ora I'equazione di Helmholtz
—(A+N)E, =d(x), x € R", (V.41)
dove A € C ¢ una costante. Applicando la trasformata di Fourier otteniamo
(1] = NFIEN(E) =1, (V.42)
e dunque per A € C\ [0, 00) risulta immediatamente

1

Fl&(6)

Per A € C\ [0, 00) l'espressione nella (V.43) appartiene ad S e quindi &, € S.
Il caso di maggior interesse ¢ quello in cui A = k* € [0,00). In tal caso la
(V.41) ha la forma

—(A + k2)5n = (), r e R, (V.44)
dove k € R.

Teorema V.7 Si ha

THS (klal), n =2,
En(x) = ¢ piklel (V.45)

— n=3
Ar|z|’ ’
dove Hél) ¢ la funzione di Hankel div prima specie di ordine zero.
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Dimostrazione.  Ci limitiamo al caso n = 3. Utilizando
0 1 = iemﬂ Zk% ikl

Y

Orjlx| 2P’ O 2|
si calcola facilmente che

Aezk|x| _ % . k?2 62k\ax|
|z

Quindi
2
T i
, 2tk 2 k K k2N
N <_L2 4 LQ _r _) ciklal
|z N €

_ ezk|xAﬁ — _471-@““‘33'5(;5) = —47‘(‘(5(317),
T

dove abbiamo utilizzato ’identita
1
<A|—|, gp) = —4np(0) = —4m(0, v), peS. (V.46)
T

Per dimostrare la (V.46) esprimiamo Ay in coordinate sferiche e sfruttiamo
il fatto che iqu e sommabile. Infatti, per ¢ € S abbiamo

1

,w) ( > lim —Az/Jd:L'
( |z] 2|’ =0+ Jjpze 7]
L dr 1 0% . oY 2 O
= lim f ?/0 d9/0 d¢ Llww+@(wa—)“m%r( a)]

0 T 27 o T
[ el
e—0+ sin 0
oY

—l—/ d9/ an@d@({ 8] . /6 dr 87’)]

= lim 27rd&/ (sinp)d 7’8—1/}—1/1(7” 6, ) N
—€—>0+ 0 0 SO QD (97“ ) 7%0 .

27 T [e's)
=/ d9/ (sin @)dp {Tgi—w(r,ﬁ,w)]

0 0 r r=0

27 T
—— [ a8 [ gl w0 o)
27

= —(r =0) / d@/ sin p)dyp = —4m(0).
Cio implica la (V.46). O
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La soluzione della (V.44) in Eq. (V.45) si comporta asintoticamente come
P(ﬁ)eik‘ﬂc| se |z| — oo, dove P & una funzione elementare che dipende sol-
tanto dalla dimensione n del problema. Siccome I'equazione (V.44) contiene
k? anzicche k, si aspetta l'esistenza di un’altra soluzione di tipo P(ﬁ)e‘“‘?‘x'.
Infatti, si ha per quest’altra soluzione

- ~LHP(k|2]), n=2,
En(T) = { o—iklz] (V.47)

- —3
An|z]’ "

dove Hé2) ¢ la funzione di Hankel di seconda specie di ordine zero.

Le soluzioni &,(x) e &,(r) rappresentano onde sferiche decrescenti in R™.
Spesso l'equazione di Helmholtz ¢ proveniente da un’applicazione (in ottica,
acustica, sismica, ecc.), dove (a) la scelta di k reale ha il significato fisico
dell’assenza di assorbimento e quindi ’assorbimento viene modellizzato da una
k € C, e (b) 'equazione di Helmholtz si ottiene della corrispondente equazione
delle onde sostituendo u(x,t) = e~*!v(z) oppure u(x,t) = e“'v(x). La prima
scelta conduce a k = w/c (c € la velocita dell’onda) con parte immaginaria non
negativa, mentre la seconda scelta conduce ad una k con parte immaginaria
non positiva. Se facciamo la prima scelta, la funzione di Green da considerare
& E,(7); se facciamo la seconda scelta ci vuole &, ().

Consideriamo lo scattering di un’onda piana €% di direzione # € S"!
da un ostacolo limitato (in cui la velocita della onda & diversa da 1, la sua
velocita fuori dell’ostacolo). Allora bisogna risolvere I’equazione di Helmholtz
(V.44) sotto la condizione di Sommerfeld”

T

u(k,z,0) = e 4 A(k, ™

)& () {1 +0 (ﬁ)} C a] > oo, (VAS)

dove l'assorbimento corrisponde ad una k con parte immaginaria positiva.
L’ampiezza A(k,0,0) dipende da k e dalle direzioni d’arrivo ¢’ e partenza
6. Se si conoscono le caratteristiche fisiche dell’ostacolo, si puo risolvere il
cosiddetto problema diretto e calcolare 'ampiezza. Spesso si interessa di piu
della risoluzione del problema inverso del calcolo delle caratteristiche fisiche
dell’ostacolo dall’ampiezza.

"La (V.48) significa che la soluzione della equazione di Helmholtz lontano dall’ostaco-
lo si puo scrivere come la superposizione dell’onda piana originale e di un’onda sferiche
decrescente con un’ampiezza A(k, 1%, 6).

7m7

162



3 Problemi di Sturm-Liouville con Spettro Con-
tinuo

Nel Cap. III abbiamo soltanto soltanto il problema di Sturm-Liouville unidi-
mensionale se lo spettro consiste esclusivamente di autovalori reali di molte-
plicita finita senza punti di accumulazione finiti. In questo paragrafo discutia-
mo alcuni problemi di Sturm-Liouville su domini illimitati dove L ha spettro
continuo.

3.1 Equazione del Calore sulla Retta e la Semiretta

Consideriamo il problema a valori iniziali

ou 0%u
—(x,t):@+f(m,t), reR,t>0, (V.49)

. . . - . F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u +— u otteniamo

ot .
560 = —€alg. ) + f(g.1), eRt>0,

(V.50)
La soluzione del problema (V.50) ¢ elementare:
2 t 2 2
i, t) = ¢ ol + [ e CODf(E (v.51)
0

o) = oo [ etaten de
_ L7 e {e-f%ao@ v e fe, 1) dr] aé

—00 0

=/_Z’C(w—y;t)Uo(y)dy+/;/_:’C(w—y;t—T)f(y,T)dudT,

1 & . 2 1 2 i iz \2 1 2
_ —izf —E&°t x4t —(54—7) t _ —x= /4t
K(z,t) 27r/_ e e dE 27_‘_6 /_ooe 2t) *dE —_47rte )

(o)
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Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

2
Nty = T8 fat), zeRF >0,
ot Py
u(0,¢) =0, r € RY, (V.52)

u(z,0) = ug(x).

Per risolvere la (V.52) introduciamo la trasformata di Fourier seno

\[ / ) sin(z€) dz = J%a(g), (V.53)

) per x € R~ & 'estensione di v ad una funzione dispari.

-2 | Fasintae ae (V.54)

Applicando la trasformata di Fourier seno F alla (V.52) risulta

dove u(x) = —u(—x
Si vede subito che

Wele 1) = —(Fa)(e.t) + (FSED, RN >0, (V.55)

ot
(fsu)(ga O) = (Fsu0>(£)7

e ha la soluzione unica (V.51). Dunque

u(z,t) \/7/ sin(z€) (Fou) (&, 1)
2 [ xgl “Fa)© + [ D E T ]

/ Ks(z,y;t)uo(y dy+// Ks(x,y;t —7)f(y, 7) dy dr,

dove®
Ks(,y;t) = % / " sin(a€) sin(ye)e < de
0
= L /0 e &t {=cos((z + y)&) + cos((z — y)&)} d&

™

1
== [_e—<x+y>2/4t | w24t (V.56)
e/ Vedi [1], Eq. 7.4.6.

88 utilizza L [*°e=*"t cos(zt) dz =
7w JO \/H
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Consideriamo ora il problema a valori iniziali e al contorno

62 —l—f(x t), xeRT >0,
SL 0.6) = 0 z €RY. (V.57)
(x 0) = ug(x).

Per risolvere la (V.57) introduciamo la trasformata di Fourier coseno

\/>/ ) cos(z€) dx = \/% u(§), (V.58)

dove u(z) = u(—xz) per x € R~ ¢ l'estensione di u ad una funzione pari. Si

vede subito che
2 o
— \/;/0 (Feu)(§) cos(z€) dE. (V.59)

Applicando la trasformata di Fourier coseno F. alla (V.57) risulta

ot

{MCU(&)&Q(?U)@ D EHED, EerNE=0, o
(Far) €.0) = (Fao)©).

e ha la soluzione unica (V.51). Dunque

u(w,t) = \ﬁ / " cos(a)(F )6 )
\f / cos(zt) { ! Feuo)(€) + / P e dr| de

:/0 Ke(z,y; t)uo(y dy+// oz, yst —7)f(y, 7)dy dr,

dove

mu%w=z/me@mm@eﬁ&
0

Y
= l/ e {cos((x + y)€) + cos((x — y)€)} de
™ Jo
S S R e YT
_ MJ6+y4+e yq_ (V.61)
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3.2 Equazione delle Onde sulla Retta

Consideriamo 1’equazione delle onde

¢ 2 2
%@;,t) g “(0,0) + f(x, 1), TERE>0,
u(z,0) = ug(x), (V.62)
ou
wn —(z,0) = uy (z).
Applicando la trasformata di Fourier arriviamo al sistema di equazioni
(0%
@(f t) = —&%(&,t) + f(&,1), EERE>0,
(E 0) = to(§), (V.63)
| (e.0) = in(e),

con la soluzione unica
(€, t) = cos(&t)ao(§) +

Per £ = 0 si calcola il limite:

@(0,t) = do(0) + iy (0) + /O t(t — 1) f(0,7)dr. (V.65)

fe,)dr.  (V.64)

sin(&t) . "sin(§(t — 7))
¢ Ul(g) +/0 £

Quindi
) = o [t o
1

U

sin(&t) . ) + / sin(§(t — 7))

T et cos(Et)tig(€) + f(&,7)dr| d¢
| |

=5 - ! 5
<10
:/OO [a_t{(l'—y;t) ( )+H(:}3—y’ /H‘T—yat_T)f(y,T)dT} dy’
dove
Rl =yt = % /°° e_i(x_y)g—smft) dé = % [Hy —x+t)+ H(y —x—t)],
1

St = o [ Rty de = 3 6ty 2+ 0) — 8y — o~ 1),

essendo H(7) la funzione di Heaviside [cioe, H(T) = 1 per 7 > 0e H(1) =0
per 7 < 0] e 6(7) quella di Dirac. In particolare, se ui(x) = 0, si trova la

cosiddetta soluzione di D’Alembert
x+t

ule, 1) = ¢ [l — 1)+ uglar + 1)) + / w(y) dy.

—t
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3.3 Equazione del Calore in R”

Consideriamo il problema a valori iniziali

%(w,t) =Au+ f(x,t), ze€R" t>0,

u(z,0) = ug(x).

(V.66)

. . . - ) F o .
Applicando la trasformata di Fourier unidimensionale u +— u otteniamo

o1 ) . .
5(57 t) = _|§|2u<§7t) + f(§7 t)? § cR 7t > 07 (V67)

La soluzione del problema (V.67) ¢ elementare:

(€, t) = e tag(e) + / t e = f(e, ) dr. (V.68)
0

t
- / K(x — y: uoly) dy + K(a — it — 7)f(y,7) dudr,

dove

| e
IC(ZE,t) :W/R e (’5)6 €] td€

]_ 2 ix iz 1 " 2
— = et/ _(f+?t’5+?t>td _ ( ) —|z|2/4t
e e = e .
(2m)" /n . VAt

In quest’ultima equazione i prodotti scalari sono reali, anche se i vettori sono
complessi.
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Appendice A

Funzioni analitiche

Nel presente corso faremo uso di alcune proprieta (da discutere in questo
paragrafo) delle funzioni analitiche.

Sia f : G — C, dove G ¢ un aperto in C. Allora f si dice analitica se
¢ derivabile rispetto alla variabile complessa z € G e la sua derivata [’ ¢
continua. In altre parole, per ogni w € G esiste un numero complesso f'(w)
tale che

f(z) = f(w) + (2 —w) [f'(w) + e(2)],

dove |e(2)] — 0 se |z — w| — 0 per z € G; inoltre, la funzione f' : G —
C ¢ continua. Una funzione analitica ¢ continua. Inoltre valgono le regole
per 'analiticita della somma, del prodotto e della composta di due funzioni
analitiche analoghe quelle che valgono per le funzioni derivabili in una variabile
reale.

Sia f : G — C una funzione definita su un aperto GG in C che e rappre-
sentabile come la somma di una serie di potenze avente raggio di convergenza
positiva in ogni punto w € G. Cioe, per ogni w € G esistono coefficienti
{an(w)}22, ed un numero positivo R(w) tali che

f(2) =) a,(w)(z—w)", |z —w|< R(w). (A.1)
n=0
In tal caso f e analitica indefinitamente derivabile:
) (z) = Z (n+k)(n+k—1)---(n+1)apk(w)(z—w)", |z —w| < R(20),
n=0

mentre a,(w) = f™(w)/(n!). D’altra parte, una funzione analitica f : G — C
si puo scrivere nella forma (A.1) per un opportuno R(w) > 0 per ogni w € G.
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Sia f : G — C una funzione analitica su un aperto G in C. All’aperto
G C C facciamo corrispondere un aperto G C R? tale che (z,y) € G se e solo
se  + iy € G. Ora definiamo u,v : G — R dalla formula

f(a:—{—iy):u(x,y)—i—iv(x,y), (.’L’,y) €G.

Allora u,v : G — R sono differenziabili (nel senso del corso di Analisi Ma-
tematica II), esiste un numero infinito di derivate parziali successive di u e v
rispetto ad x ed y, e valgono le cosiddette equazioni di Cauchy-Riemann

8u_8v 8u_ ov

=5 5= 5 (A.2)

In tal caso, abbiamo

82u+82u v D 0 82v+82v Pu 0*u
0z Oy2  Oxdy Oyor ox?  Oy?

T 0x 0y + 0yox -

0. (A.3)

Usando 'uguaglianza (simbolica) (u+w)(dz +idy) = (vdx —v dy) +i(vdx +
udy), si vede facilmente (dalla (A.2)) che le forme differenziali udx — vdy e
vdz 4+ udy sono ambedue chiuse. Quindi, se G (oppure GG) ¢ semplicemente
connesso, queste due forme differenziali sono esatte. Di conseguenza, se G ¢
semplicemente connesso e y € una curva chiusa e rettificabile (cioe, di lunghezza
ben definita e finita) in G, allora

/(udx—vdy):O, /(vdx—i—udy):(),

¥ ¥

dove ¥ = {(z,y) € R? : z + iy € v}. Cid implica che
/f(z)dz:/(udm—vdy)—l—i/(vdx—i—udy):0. (A.4)
¥ ¥ ¥

L’affermazione (A.4) si chiama il Teorema di Cauchy. E il risultato piu impor-
tante della teoria delle funzioni analitiche. Osserviamo che purtroppo il ragio-
namento seguito non ¢ una dimostrazione esaustiva e quindi completamente
rigorosa.

Enunciamo adesso due altri importanti teoremi (collegati al precedente).
Teorema A.1 Sia {f,}°, una successione di funzioni analitiche sull’aperto

G che converga ad una funzione f : G — C uniformemente in z € K per un
qualunque compatto K in G. Allora f ¢ analitica.

170



Teorema A.2 Sia {f,}52, una successione di funzioni analitiche sull’aperto
G tale che la serie di funzioni

> fal2)

converga uniformemente in z € K per un qualunque compatto K in G. Allora
la sua somma rappresenta una funione analitica su G.

Ora discutiamo due risultati semplici ed importanti per le funzioni analiti-
che.

Teorema A.3 Siano f,q: G — C due funzioni analitiche sull’aperto connes-
so G tali che f(z) = g(z) per ogni z € E, dove E ¢é un sottoinsieme di G con
almeno un punto di accumulazione all’interno di G. Allora f(z) = g(z) per
ogni z € G.

In particolare, applicando il Teorema A.3 per g(z) = 0, si vede facilmente
che una funzione analitica f # 0 ha un numero finito di zeri oppure i suoi zeri
si accumulano sulla frontiera di G.

Adesso enunciamo il fondamentale Teorema di Liouville.

Teorema A.4 Sia f: C — C una funzione analitica definita sull’intero piano
complesso. Allora f é non limitata oppure costante.

La dimostrazione ¢ abbastanza facile. Ne diamo lo schema qui di seguito.
Sia f : C — C una funzione analitica e sia Cy il cerchio di centro 0 e raggio R
in C con orientamento positivo. Allora (27i)~" [, (¢ —w) 'dz=1perw e C

con |w| < R (lo si controlli!) implica! che
1 f(z
fw)= o [ 12

2 Jop, 2 —w

dz, lw| < R.
Cio comporta [perché?] che

f(w) = L/C %dz, w| < R.

© 2mi —w)
Di conseguenza, se |f(z)| < M per z € C, risulterebbe

1 M
! < —2TR———— R

1Si scriva f(2) = f(w) + [f(2) — f(w)] e si osservi che [f(z) — f(w)]/(z — w) ¢ analitica
in z € C. Poi si applichi il Teorema di Cauchy.
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e quindi f'(w) = 0. Siccome w € C e arbitrario, f deve essere una funzione
costante.

Come corollario si afferma che una funzione analitica f : C — C con limite
zero per |z| — +oo deve annularsi in ogni z € C.

Definiamo ora le funzioni meromorfe e discutiamo le loro singolarita.
In primo luogo una funzione analitica f : G — C con f # 0 ha un numero
finito o un’infinita numerabile di zeri. Un numero complesso zy si dice zero

di ordine m per f se f(z) = (z — 2z0)"g(z) per g : G — C una funzione
analitica e g(zo) # 0. In altri termini, 2o ¢ uno zero di ordine m se e solo se
fz0) = f'(z0) = -+ = f1" D (z) = 0 e f("(2) #0.

Se G & un aperto in C, w € G e f & analitica su G \ {w}, il punto w si dice
polo di ordine m se esiste una funzione analitica g : G — C con g(w) # 0 tale
che f(2) =g(2)/(z —w)™ per z € G\ {w}.

Sia G un aperto in C. Una funzione f si dice meromorfa su G se esiste un
sottoinsieme finito oppure numerabile £ di G senza punti di accumulazione

all’interno di G tale che f sia analitica in G\ E ed ogni punto di E sia un polo
della f.

Teorema A.5 [Principio dell’argomento| Sia f una funzione meromorfa nel-
laperto G. Sia v una curva chiusa, semplice e rettificabile in G che non passa
per i poli e per gli zeri di f, con un orientamento tale che il sottodominio €2
di G racchiuso da v si trova alla sinistra di . Allora

L [1e), _ 3
51 | g = X N~ 3 ),

k=1 =1

dove z1, -+ , 2z, sono gli zeri in Q, pi, -+, Pm Sono i poli in Q, N(zx) & l'ordine
dello zero z, e P(p;) é Uordine del polo p;.

Dimostrazione. Posta

[Ty (= — )6
[IL, (== p) ")

dove ¢(z) € una funzione meromorfa in G che non ha zeri ne poli in €2, si ha

F(2) S N <N Py) | d(2)
o) 2 omn 2i-p g

k=1 j=1

f(z) = g(2)

dove ¢'(z)/g(z) € continua in Q U~ e analitica in €. Il teorema segue quindi
dal Teorema di Cauchy. O
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Corollario A.6 [Teorema di Rouché| Siano f e g funzioni meromorfe nell’a-
perto G. Sia v una curva chiusa, semplice e rettificabile in G che non passa
per 1 poli e per gli zeri di f e g, con un orientamento tale che il sottodominio
Q di G racchiuso da vy si trova alla sinistra di . Se

1f(2) —g(2) <lg(2)],  zen, (A.5)

allora
Zy—Pr=27,— P,

dove Zy e Py sono il numero degli zeri e dei poli della f in Q e Z,; e P, sono
il numero degli zeri e dei poli della g in Q.

Dimostrazione.  L’ipotesi (A.5) implica che f/g manda v nella palla {w €
C: Jw—1| < 1}. In questa palla si puo definire log(w) come funzione analitica

tale che log(w) — 0 se w — 1. In tal caso, (log(f/9)) = (f/9)/(f/g9) =
(f'/f)—(d'/g). Quindi, utilizzando il Teorema di Cauchy e il Teorema A.5, si

ha
(PO 0O e py
"~ o2mi ), (f(z) 9(2) ) dz=(Zy — Py) — (Z, — F).

O

Usando il Teorema di Rouché si trova facilmente una dimostrazione del
Teorema Fondamentale dell’Algebra. Sia p(z) = 2" + a;2" ' + -+ + a, un
polinomio complesso di grado n e con coefficiente principale 1. Applichiamo
il Teorema di Rouché per f(z) = p(z) e g(z) = 2". Siccome esiste R > 0 tale

che

f(z)
9(2)
si puo applicare il Teorema di Rouché per y = {z € C: |z| = R} e Q ={z €
C: |z| < R}. Abbiamo Z, =n e Py = P, = 0. Quindi Zy = n; di conseguenza
p(z) ha n zeri nel dominio Q = {z € C: |z| < R}.

-1

:‘14_%4_..._;_&_" <1, |Z|:R,
4 Z"
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Appendice B

La Funzione Gamma

La funzione Gamma e definita dall’integrale generalizzato assolutamente con-
vergente

['(z) = / et 7l dt, Rez >0, (B.1)
0

dove la convergenza assoluta segue spezzando l'intervallo di integrazione in due,
in (0,1) ed in (1, 4+o00). Infatti |[e~*¢*71| < tRe*"Lpert € (0,1) e t®le tt*7 1 —
0 se t — 400 per ogni & > 1. La funzione I' & analitica nel semipiano destro
Rez > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

L(z+1) =2I'(2), Rez > 0. (B.2)

Quest’identita puo essere utilizzata per definire la funzione Gamma altrove.
Prima si definisca la funzione Gamma nella striscia —1 < Rez < 0 da I'(z) =
I'(z 4+ 1)/, poi nella striscia —2 < Rez < —1, ecc. Siccome il denominatore
nell’'uguaglianza I'(z) = I'(z + 1)/z si annulla per z = 0, risulta una funzione
analitica nell’aperto C \ {0,—1,—-2,—3,---}. Negli punti z =0,—-1,-2,--- la
funzione Gamma ha dei poli semplici.

Siha I'(1) = [;° e~'dt = 1. Utilizzando la (B.2) risulta

Fn+1) =n!, n=0,1,2,---. (B.3)

Un altro valore particolare della funzione Gamma & quello per z = 1/2. Si ha

(=)= / V2t dt = 2/ e du = /7.
0 0

Utilizzando la (B.2) si ottiene

1, 1:3---(2n—1)
- >

VT, n=0,1,2---. (B.4)
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Dimostriamo ora la formula di duplicazione. Per Re z > 0 si ha
22z IF( ) / / —(s—l—t) 2\/_)22: lt 1/2 dsdt
— 4/ / (®+6%) )(2a8)% Lo dadp.

Scambiando « e 3 e prendendo la media delle due espressioni che risultano, si
ottiene ’espressione pill simmetrica

e @) (208)% o + B) dadf
= 4/ / (*+5%) (908)%~ (. + ) dBdav.

Introducendo le nuove variabili u = o? 4+ 3% e v = 2a03, si trova

1 o e
2270 () (2 + 5 :/ #a d
(2)T'(z 2) i v v e u
= 2/ e vyt dv/ e dw = /7 (22),
0 0

dove ¢ stata applicata la formula I'(3) = /7. Dunque risulta la formula di
duplicazione

Pz + 5) = VaT(22), (B.5)

valida per ogni z # 0, —1,—1,—3,---.
Per 0 < Rez < 15si ha

Fz)r1-=z = / / e~ T ==L st
o Jo

Sostituendo u = s+t e v = t/s risulta

oo ,z—1
L(z)I'(1—=2) / / _“ZIdUdU:/ Y dv.
14w o l+wv

L’ultimo integrale si puo scrivere in un’altra forma [vedi E.C. Titchmarsh,
Theory of Functions, Oxford Univ. Press, London, 1939; p. 105], cioe

™

T(2)D(1— 2) = (B.6)

sin(7z)’

valida per z € C\ Z per 'unicita delle estensioni analitiche.
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Appendice C

Approssimazione delle funzioni
continue da polinomi

Teorema C.1 [Weierstrass| Se f ¢ una funzione complessa, continua in [a,b),
esiste una successione di polinomi P, tale che

lim P,(x) = f(x)

n—oo

uniformemente in |a,b]. Se f é reale, si possono prendere i P, reali.

Dimostrazione.  Possiamo supporre, senza ledere la generalita, che [a, b] =
[0,1]. Possiamo inoltre supporre che f(0) = f(1) = 0. Perche, se il teorema &
dimostrato in questo caso, si consideri

g9(x) = f(z) = f(0) —z[f(1) = f(O)], O<z<l

Allora ¢g(0) = g(1) = 0 e, se g puo essere ottenuto come limite di una succes-
sione uniformemente convergente di polinomi, e chiaro che lo stesso vale per
f, visto che f — g € un polinomio.

Inoltre, per definizione, poniamo f(z) uguale a zero per x fuori da [0, 1].
Allora f e uniformemente continua su tutta la retta reale.

Poniamo

Qn(z) = cp(1 — %)™, n € N,

dove ¢,, € scelto in modo tale che

/1 Qn(z)dr =1, n € N. (C.1)
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Abbiamo bisogno di alcune informazioni sull’ordine di grandezza dei ¢,. Dal
momento che

1 1 1/vn
/ (1—x2)”dx:2/ (1—x2)”dx22/ (1—2*)"dx
- 0 0

1
1/v/n ) 4 1

> 2 1-— dr = —= > —

22 [ 0= s
dalla (C.1) segue che

Cn < /1. (C.2)
Si puo facilmente dimostrare la disuguaglianza (1—x2)" > 1—nx? che abbiamo
usato prima.’
Per ogni 6 > 0, la (C.2) implica

Qu(@) <Vn(1-06%)",  d<fz[<1, (C.3)

e quindi @,, — 0 uniformemente in 6 < |z| < 1.
Sia ora

Py(z) = /_11 fe+00uBdt,  0<z<l.

Le ipotesi su f ci permettono di dimostrare, con un semplice cambio di varia-

bile, che

@ = [ s neuna- / 00u(t - 2)d,

T

e I'ultimo integrale ¢ chiaramente un polinomio in z. Percio la {P,} ¢ una
successione di polinomi che sono reali se f e reale.
Dato € > 0, scegliamo § > 0 tale che per |y — z| < § si ha

) = f@)] < 5.

Sia M = sup |f(z)|. Servendoci dalla (C.1), della (C.3) e della relazione
Qn(z) > 0, vediamo che, per 0 < x <1,

Pule) - f<x>|=\ [ 0 - @ieut dt' < [ 150 - s

5 k) 1
< 2M/ On(t) dt + %/ Qn(t) dt + 2]\/[/ O, () dt
-1 -5 5
§4M\/ﬁ(1—52)”+% <c
per n abbastanza grande; il che conclude la dimostrazione del teorema. O

1 un corollario della disuguaglianza di Bernouilli.
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