
Tutorato di Matematica Applicata

Esercitazione 3: ODE con le Serie di Fourier

Esercizio 1 ( 1° Parziale 12 Novembre 2018)
Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione di�erenziale

nell'intervallo [−4, 4] e dire se f(x) è di�erenziabile termine a termine

y′′ + 5y = f(x), f(x) =


−1, −4 ≤ x < π

cosx, −π ≤ x < π

−1, π ≤ x ≤ 4

Soluzioni La Serie di Fourier del temine noto è

Sf (x) =
π − 4

4
+

∞∑
k=1

( 2kπ

16− k2π2
+

2

kπ

)
sin

(
k
π2

4

)
cos

(
k
π

4
x
)
.

La soluzione dell'equazione di�erenziale è

y(x) =
π − 4

20
+

∞∑
k=1

( 16

80− k2π2
ak

)
cos

(
k
π

4
x
)
,

con ak =
(

2kπ
16−k2π2 + 2

kπ

)
sin

(
k π2

4

)
. f è di�erenziabile termine a termine.

Esercizio 2
Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione di�erenziale

nell'intervallo [−3, 3] e dire se f(x) è di�erenziabile termine a termine

y′′ − 2y′ + y = f(x), f(x) =

{
1, −3 ≤ x < 0

2x, 0 ≤ x ≤ 3

Soluzioni La Serie di Fourier del temine noto è

Sf (x) = 2+

∞∑
k=1

( 6

k2π2
[(−1)k−1]

)
cos

(
k
π

3
x
)
+
(
− 1

kπ
[5(−1)k+1]

)
sin

(
k
π

3
x
)
.
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La soluzione dell'equazione di�erenziale è

y(x) = 2 +

∞∑
k=1

ãk cos
(
k
π

3
x
)
+ b̃k sin

(
k
π

3
x
)
,

con ãk = 27
(k2π2+9)2

(
9−k2π2

3 ak + 2kπbk

)
, b̃k = 27

(k2π2+9)2

(
9−k2π2

3 bk − 2kπak

)
,

dove ak =
(

6
k2π2 [(−1)k − 1]

)
, bk =

(
− 1

kπ [5(−1)k + 1]
)
. f non è di�erenziabile

termine a termine.

Esercizio 3
Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione di�erenziale

nell'intervallo [−π
2 ,

π
2 ] e dire se f(x) è di�erenziabile termine a termine

3y′ + y = f(x), f(x) =

{
x+ π

2 , −π
2 ≤ x < 0

x− π
2 , 0 ≤ x ≤ π

2

Soluzioni La Serie di Fourier del temine noto è

Sf (x) =
∑
k=1

∞
(−1

k

)
sin (2kx).

La soluzione dell'equazione di�erenziale è

y(x) =

∞∑
k=1

( 6

36k2 + 1

)
cos (2kx) +

(
− 1

k(36k2 + 1)

)
sin (2kx).

f non è di�erenziabile termine a termine.

Esercizio 4
Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione di�erenziale

nell'intervallo [−π, π] e dire se f(x) è di�erenziabile termine a termine

y′′ − 2y′ = f(x), f(x) =


0, −π ≤ x < 1

1, 1 ≤ x < 2

2, 2 ≤ x < π

Soluzioni La Serie di Fourier del temine noto è

Sf (x) =
(
1− 3

2π

)
+

∞∑
k=1

(
− 1

kπ
(sin k)(1+2 cos k)

)
cos (kx)+

(
− 1

kπ
[2(−1)k−cos 2k−cos k]

)
sin (kx).

La soluzione dell'equazione di�erenziale è

y(x) = 1 +

∞∑
k=1

ãk cos (kx) + b̃k sin (kx),
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con ãk = 2bk−kak

k(k2+4) , b̃k = −kbk−2ak

k(k2+4)

dove ak =
(
− 1

kπ (sin k)(1 + 2 cos k)
)
, bk =

(
− 1

kπ [2(−1)k − cos 2k − cos k]
)
. f

non è di�erenziabile termine a termine.
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