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NUMERICAL LINEAR ALGEBRA : METHODS AND TOOLS
Esercitazione Finale

Test di Caratterizzazione di Metodi Diretti per Blemi Mal-Posti

Metodo TSVD per la regolarizzazione di sistemi lin@ri malcondizionati

Per lo svolgimento della presente Esercitazionetato sutilizzato il pacchetto di Matlab
‘Regularization Toolssviluppato dal Prof. Per Christian Hansendella Technical Univ. of
Denmark Il pacchetto contiene un insieme routines basatefficienti algoritmi che permettono
all'utente di analizzare e di risolvere problemsateti mal-posti, attraverso le piu noti metodi di
regolarizzazione.

In alcuni casi cattive formulazioni dei modelli reatatici o proprieta intrinseche della formulazione

del problema possono portare a dover gestire deleici mal condizionate.
Sia dato il sistema
Ax=b 1)

Se la matrice A € mal condizionata la soluzionedvarfluenzata da una perturbazione nei dati o,
allo stesso modo, un errore nei dati verra amplificmei risultati. Quindi se si ha una matrice ben
condizionata, a piccoli errori sui dati corrisporadeno piccoli errori sulla soluzione del sistema
lineare, mentre se si ha una matrice mal conditggna piccoli errori sui dati potranno

corrispondere grandi errori sulla soluzione ddksi.

Il numero di condizionamento della matrice & datbptodottok(A) =| A E‘]}A‘lu .

Una matrice si dice ben condizionatakg¢8) € piccolo, relativamente all’errore sui dati, iaso
contrario la matrice si dice mal condizionata.

Nel seguente lavoro e stata utilizzata la matriddiltbert, che ha sulle anti-diagonali i reciproci dei
numeri interi, &€ fortemente mal condizionata, e ifiop molto gli errori al crescere della
dimensione del sistema.

Poiché, a causa dell'aritmetica di macchina, i datia matrice A vengono tutti arrotondati, andhe i
termine notdb sara approssimato, e di conseguenzadara una approssimazione della soluzione

esatta. E importante capire come I'errore suiidéitienzi I'errore sulla soluzione:
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cone soluzione vera.

L’obiettivo dei metodi di regolarizzazione é cala una soluzione approssimata ma significativa.
Il primo passo del processo di regolarizzazionauriproblema consiste nel calcolo dei valori
singolari, che si ottiene mediante la decompose@walori singolari della matrice dei coefficienti
Il rapporto tra il piu grande valore singolare eelim piu piccolo definisce ilnumero di
condizionamentalella matriceMatlab® effettua ladecomposizione a valori singolamediante il

comanddSVD, mentre il toolbox fornisce frma compatta CSVD

[U,S,V]=svd(A)
[U,s,V]=csvd(A);

n
Data la matriceADO™" con m=n, & possibile scomporla coma=USV' => usv', in cui
i=1

UOO™ eV OO™ sono due matrici con colonne ortogonali tali ¢hBJ =V'V =1, e dove la

matrice diagonale S=diag(s.s,) ha elementi diagonali non negativi che decresceacondo
lordine s, =2s,2>...2 5,20, i termini $ vengono chiamati valori singolari di A.
| valori singolari sono sempre ben condizionatpei$o alle perturbazioni della matrice, questo li
rende particolarmente adatti per I'analisi dei peal mal condizionati.
La SVD & definita per qualunque valore di m edenmsn la SVD si applica alla matrica” e si
scambiandJ eV.
La CSVD al posto della matricgfornisce il vettores formato dagli elementi diagond,,...s,).
Se si parte dalla equaziobkSV' x =b si puo ottenere il sistema (3), che fornisce wiazsone non
molto differente dal primo caso.

Ulz=b

Shy=z )
VT x=y

Un modo differente di trattare il mal-condizionartedi A € di ricavare umuovo problemacon

unamatrice ben-condizionatanaa rango non pienoQuesta € I'idea che c’e dietroT&VD



Un risultato fondamentale sulle radici a rango p@mno, che puo essere derivato dalla SVD di A, é
che la piu vicina approssimaziodg di rangok di A, misurata innorma 2 si ottiene troncando

I'espansione SVD al k-esimo termine, cioé:
« T

A =D SV 4)
i=1

Il metodo della SVD troncata (TSVD) € basato swstguesservazione per la risoluzione di:
min|x, tale che min|Ax—b],

T

k
La soluzione a questo problema é dataxda: Zu‘—b\/i (5)
i=0

La TSVD puo essere calcolata attraverso il toolfparite il comando:
[x_k,rho,eta] = tsvd(U,s,V,b,k)

Che valuta la soluzione SVD troncata:

x_k = V(:,1:k)*inv(diag(s(1:k)))*U(:,1:k)"*b

| termini rho e eta rappresentano le norme deduves della soluzione, rispettivamente.

Metodi per la scelta del parametro di regolarizzazne

| metodi per la scelta del parametro di regoladaz@e k si possono dividere in due classi:

i metodi che si basano sulla conoscenza, o unaabstoma, della norma delI’erron, e i metodi

che non richiedono la norma delI’errsz.

La seconda classe si utilizza quando non si conalscma informazione sulla norma dell’errore, e
nel caso in esame, tra questi ne verranno utiligzeg tra i piu noti e presenti nel toolbox: il roeo
che si basa sulla funzio@&CV e il criterio dellacurva L, che danno delle stime debttimale

Il metodo della funzione GCV cerca dal termine ndiaicavare delle informazioni sull’errore,

basandosi su considerazioni statistiche, secondadi un buon parametro di regolarizzazione puo



essere previsto omettendo alcuni dati del termiot® ® dalle informazioni su questo cerca di

scegliere lageqg che consenta di minimizzare I'errore quadraticalim¢Ax, —bj, .

Poichéb non si conosce esattamente, ma si conosce unaisugim, il metodo GCV calcola la

funzione:

la =B _v(a)
racdl,, - A& )f  T(A)

G(1)= (6)

dove la V{) é definita da:

£l )= moz =my,(4) (7)

DoveV,(A) € il valore diV(A) in corrispondenza della parte piatta della curva.
La zona di transizione tra la parte piatta del igoafe la parte in cui la curva cresce caén
corrisponde ad un intervallo dj nel quale si trova il parametro di regolarizzaei@ttimale.

La funzioneT (1), invece, € definita da
T(2) =trace(lm - AA#): m-p(A)= m—zp: f,

i=1
La funzioneG(A) e continua quando il parametro di regolarizzazieneontinuo, come nella
regolarizzazione di Tikhonov.
In generale, il metodo GCV cerca di localizzargiuinto di transizione dov¥/(A) passa da un
andamento lentamente variabile conad una rapida crescita. Tuttavia anziché lavocare la
funzione V(A), il metodo GCV usa la funzion&(A). Piu precisamente, la funziongQA),
monotonicamente crescente, € tale Gif&) presenta un minimo in quell'intervallo di valati A
individuato dalla zona di transizione \4A). Pertanto, il metodo GCV sostituisce il probledeia
localizzazione del punto di transizione\\) con un problema numerico ben definito, che consiste
nel trovare il minimo della funzion8(A).
Il comandogev implementato all'interno del pacchetto di Matlab@loola proprio questo valore
minimo.
Un altro metodo per la scelta del parametro di leegrzazione che non usa informazioni sulla

norma dell’errore, € il criterio basato sulla defione dellacurva L Essa € costituita da una curva

parametrica le cui coordinate sono la norma ( o-s&mma ) della soluzione regolarizzqqlageg )




e la corrispondente norma del resicﬂwogeg —bH , CONA parametro di regolarizzazione. tarva L
2

mostra il compromesso per la minimizzazione di tpiekie quantita, che é l'obiettivo di ogni
metodo di regolarizzazione. Questa curva e contouendo il parametro di regolarizzazione é
continuo, come nel metodo di regolarizzazione &hdnov.

Per i metodi di regolarizzazione con parametrordis¢ come la TSVD, laurva L consiste di un
insieme discreto di punti.

Se la condizione discreta di Picard é soddisfittaiirva Le formata da un ramo verticale e da un
adiacente ramo orizzontale. Il ramo orizzontalaisponde ad una soluzione sovra-regolarizzata,
ossia il parametro di regolarizzazione € troppandeae la soluzione € dominata dagli errori di
regolarizzazione. Il ramo verticale, altresi, cgpdnde ad una soluzione sotto- regolarizzata dove i
parametro di regolarizzazione e troppo piccolo estduzione e dominata dagli errori di
perturbazione. E importante sottolineare checlava L deve essere rappresentata in scala
logaritmica (comando Matlaloglog ) per enfatizzare i due diversi rami e soprattuper
distinguere le informazioni, in essa contenutelidalitabile rumore.

Il parametro di regolarizzazione € scelto in cqoisdenza del punto della curva che individua
I'angolo tra il ramo verticale e quello orizzontalea ragione di questa scelta e che 'angolo della
curva L corrisponde ad una soluzione nella quale egtori di perturbazione e quelli di
regolarizzazione sono bilanciati. Infatti, quest@@alo separa il ramo orizzontale della curva dove
dominano gli errori di regolarizzazione, dal ramerticale dove dominano gli errori di
perturbazione.

Per avere una definizione operativa di angologfindsce angolo della curva L il punto della curva
che ha la massima curvatura. La curvatura € unatitfugpuramente geometrica indipendente dalle
trasformazioni del parametro di regolarizzazionerck il criterio della curva L e, per definizione,
equivalente al calcolo del parametro di regoladaz@e che massimizza la curvatura.

La curva L discreta consiste di un numero di puaiigcreti corrispondenti a differenti valori del
parametro di regolarizzazione. In molti casi capite questi punti si dispongano a grappolo
(cluster), rendendo impossibile qualsiasi valutagicsulla curvatura. Per esempio, se c’€ un
grappolo di piccoli valori singolari per i piu pumic coefficienti del termine noto, allora la curta

per la TSVD, ha un grappolo di punti per i valoorgspondenti del parametfo. Per risolvere il
problema numerico, quando il parametro di regataZione e discreto, si definisce una curva
differenziabile, associata ai punti discreti, indocche sia capace di scartare i dettagli troppio fin
del groviglio dei punti, ma che allo stesso tempantanga la forma generale della curva L. Tale
curva e costruita in piu passi, attraverso dellwewspline cubiche che si adattano ai punti discret

della curva L. Le curve spline agiscono su un mgedi punti alla volta, approssimando
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localmente, I'andamento della curva discreta, tremwdo i troppi dettagli dei grappoli, ma
conservando la forma ad L complessiva.

Su questa idea e costruito I'algoritmo implementatie routines |_curve del pacchetto Matlab®.
Tali routines permettono, dunque, di calcolared@no della curva spline, quando il parametro di
regolarizzazione é discreto, e di determinare itpunella curva L originale che e piu vicino

all’'angolo della curva approssimata.

Test Numerici

Inizialmente come vettore soluzione e stato sceftovettore composto da soli 1. La Tabella 1

riporta i risultati ottenuti:

Tabella 1 - Risultati ottenuti considerando e=ones(n,1), A=hilb(n)

n ”Xm - d|2 ”XSVD - e”z HXTSVD,GCV - eﬂz HXTSVD,LC - 4\2 HXTSVDOPT - 4\2

20 52,6 96,1 79,2 0,020789 8,64E-06
40 471,5 1045,8 1043,6 0,15011 1,61E-05
60 12983,7 1549,5 849,6 0,092515 2,42E-05
80 458,6 2491,1 24759 0,044794 1,23E-05
100 2076,9 174425 7145 0,000243 2,08E-05

Nella prime cinque colonne sono riportate le normali errori rispetto alle x ottenute
rispettivamente: con I'errore di macchina dalla @glla SVD risolvendo il sistema (3), dalla TSVD
con kscv, kic € kpt. Il k ottimale ky,; viene calcolato risolvendo la TSVD per tutti i lkecvanno da

1 a n e valutando dove si trova I'errore minimaneomostrato in Figura 3. Cio nella pratica non si
puo fare perché non si conosce la soluzione, chjaesto caso viene imposta. Le ultime tre colonne
riportano i valori di k ricavati con i metodi GC\W &C e il k ottimale.

Si puo osservare come la SVD completa sbagli comess§; ed é difficile dire quale delle due vada
peggio dato che si tratta di errori relativi. Inegto caso mentre il metodo LC funziona il metodo
GCV sbaglia sempre. Le seguenti tre figure sonenote per n=20. La Figura 1 mostra come nella
GCV la funzione da minimizzare di colpo diventat@@aquesto € un problema noto che porta la
GCV a trovare per motivi numerici il minimo lontammal minimo teorico. Inoltre sovrastima, e
come si pud notare dalla Figura 3 questo é pedugtosottostimare, in quanto la pendenza della
curva dopo il ky € maggiore. Nella Figura 2 per la curva L vienestraio il residuo e la norma
della soluzione. In Figura 3 quando il parametraumenta I'errore si abbassa e poi peggiora

nuovamente, nel grafico della curva L il parameétroresce da destra verso sinistra e, quando |l
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parametro aumenta migliora I'errore e migliora andh residuo, fino a quando la soluzione

comincia a peggiorare. Questo peggioramento gtteflin un aumento sensibile della norma che
fino ad allora rimane piu 0 meno stabile. L'errov@n si pud osservare perché non é noto ma |l
residuo in qualche modo rende conto dell’errorechanse questo all’laumentare di k continua a
diminuire la norma della soluzione esplode e, qusnduppone che il punto di transizione, il corner

della curva L, data la sua importanza, sia prossihminimo.

GCV function, minimum at k = 19
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Figura 3 Andamento dell’errore in funzione del paametro k

Successivamente e stato utilizzato come vettoregwlee=sin([0:n-1]'/n*pi).
La scelta di una funzione sinusoidale ha I'obiettidi rendere lo studio piu attendibile,

avvicinandolo ad un caso reale. La sua rappresent@ag mostrata in Figura 4.

e=sin([0:n-1]/n*pi)
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Figura 4 Rappresentazione grafica della soluzione

In Tabella 2 sono riportati i risultati che si nmasto analoghi ai precedenti:

Tabella 2 - Risultati ottenuti considerando e=sin([0:n-1]'/n*pi) , A=hilb(n).

n % = e”g [Xsvo = e”z HXTSVD,GCV - 4\2 HXTSVD,LC - 4\2 HXTSVD,OPT - 6ﬂ2

20 74,5 112,7 75,4 0,0106 0,000678
40 469,1 912,4 174,7 0,000464 0,000464
60 2024,1 1966,5 63,8 0,064959 0,0008

80 562,1 1983,5 1978,8 0,005366 0,00082
100 3953,7 37396,4 4545 0,043464 0,000885
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Il problema della GCV e che é statistica, per fanare bene ha bisogno di errori piu grandi di
quelli di macchina, che & dell’'ordine di*f0che & sufficiente a condizionare la soluzionenom &
idoneo a che la GCV riesca a stimare I'errore. &desi realistici ovviamente I'errore € piu grande,

per questo motivo i risultati di Tabella 3 sondistétenuti introducendo 'errore casuale

ds = le-6;

b=b+ds*randn(n,1);

Il comandorandn genera un vettore casuale con distribuzione ganssivalor medio zero e

varianza 1, moltiplicato peis viene scalato.

Tabella 3 - Risultati ottenuti con e=sin([0:n-1]/n*pi), b=b+ds*randn(n,1), ds = 1le-6.

n ”Xm - e”2 ”XSVD - e”2 HXTSVD,GCV - eﬂz HXTSVD,LC - eﬂz HXTSVD,OPT - eﬂz

20 7,34E+11  1,29E+12 0,291836 0,291836 0,197959
40 2,68E+12  2,93E+12 11915,51 0,257037 0,257037
60 1,92E+13  1,13E+13 0,209996 0,172181 0,172181
80 4,43E+12  1,96E+13 0,273794 1,683738 0,250613
1,36E+13  3,16E+13 0,22751 1,952235 0,22751

Con lintroduzione dell’errore statistico, il metmd SVD con la GCV porta a risultati leggermente
migliori.

Questo aspetto e sottolineato dalle figure seguettéinute con n=100

Dalla Figura 5, ora che ci sono gli errori si vexene ci sia abbastanza rumore da consentire di

individuare il minimo e perdere la caratteristicat{a.

2 GCV function, minimum at k = 9
T T T T

10°

10 | 1

10° | 1

10° | o 1

G(k)

10-10 L B

10"

1010 IO ST R T |
I

10'15 1 1 1 1 I 1 I 1 I

Figura 5 Metodo GCV con errore di macchina e erroresterni (n=100)
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solution norm || x ||2
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L-curve, TSVD corner at 5

10

1012 L

10107

10 -

10" -

10° b

0

000 O

--@e-o---6--0 O O o

100 - -

10*
residual norm [|A X - b ||2

10° 10°

Figura 6 L-Curve con errore di macchina e errori esterni (n=100)

In Figura 6 la curva L non riesce a trovare il val@satto e sceglie un valore tra quelli che

costituiscono il tratto rettilineo.

lle=xll,

70 80 90 100

Figura 7 Andamento dell’errore in funzione del pammetro k in presenza di errore di macchina e erroriesterni

(n=100)

Quanto detto precedentemente viene ribaltato censiderals = 1e-4.

La GCV non € piu in grado di stimare la k.

Tabella 3 - Risultati ottenuti con e=sin([0:n-1]/n*pi), b=b+ds*randn(n,1), ds = 1le-4.

% el
5,06E+13

3,13E+14
6,62E+15
2,37E+14
9,42E+14

[xsvo =€l
3,69E+13
8,6E+14
1,08E+15
4,09E+14
1,58E+15

HXTSVD,GCV - eﬂz HXTSVD,LC - eﬂz HXTSVD,OPT - eﬂz

3,35E+13
1,69E+12
604,0281
3,98E+14
2,34E+13

0,475692
0,645905
0,903008
0,748706
0,950282

0,475692
0,645905
0,5282

0,608171
0,950282

Le seguenti figure sono per n=80 e mostrano comecdava L sbagli completamente

I'individuazione della k.
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GCV function, minimum at k = 79
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Figura 8 Metodo GCV con errore di macchina e erroresterni (n=80)
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L-curve, TSVD corner at 7

10 5T : ‘
= 100 i
<
3 H6
5]
o
c
S
E o
© 5
3 100 | o 1
o
(@)
(@)
8 o o o
100 L L L L 1
10 10° 10" 10° 10? 10" 10

Figura 9 L-Curve con errore di macchina e errori esterni (n=80)
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Figura 10 Andamento dell’errore in funzione del paametro k in presenza di errore di macchina e error esterni

(n=80)
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