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Capitolo 1IntroduzioneTra gli algoritmi dell'analisi numeria più utilizzati dal punto di vista ingegneristio abbiamoquelli di interpolazione e quelli di approssimazione. Nel ampo dell'ingegneria elettronia o del-le teleomuniazioni, tali algoritmi vengono appliati a segnali ampionati, spesso rumorosi, perdeterminarne l'andamento in istanti di tempo in ui non si hanno informazioni.In questa tesina esamineremo i prinipali algoritmi di interpolazione e approssimazione, on-frontandone le prestazioni in termine di errore e il omportamento on la funzione seno, la funzionedi Runge e l'onda quadra. Si onsidereranno sia il aso di assenza he quello di presenza di rumo-re. Inoltre, tali prestazioni saranno valutate sia on la selta di nodi equispaziati he di nodi diChebyhev.Gli algoritmi sono stati implementati in matlab.
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Capitolo 2InterpolazioneSiano dati n+ 1 punti
(xi, yi) i = 0, . . . , nottenuti mediante il ampionamento di un segnale f(x). Vogliamo determinare una funzione Φ(x)he passi per tali punti e approssimi il meglio possibile f(x).Sriviamo la funzione interpolante Φ(x) ome ombinazione lineare di n + 1 funzioni di base

ϕ(x), ossia
Φ(x) =

n∑

j=0

ajϕj(x).I oe�ienti di tale ombinazione sono inognite da determinare, e orrispondono alle soluzioni delsistema
n∑

j=0

ϕj(xi) · aj = yi i = 0, . . . , nhe si ottiene imponendo l'interpolazione dei punti, ossia
Φ(xi) = yi i = 0, . . . , n.La soluzione è unia se la matrie del sistema è non singolare, ioè se il suo determinante, dettodeterminante di Haar è diverso da zero. Se questa ondizione è veri�ata, il sistema prende ilnome di sistema di Chebyhev.A seonda delle funzioni interpolanti distinguiamo diversi algoritmi; ad esempio nel aso inui si selgano polinomi, si parla di interpolazione polinomiale. Tali algoritmi fornisono diverserappresentazioni dello stesso polinomio he interpola i punti dati.Una volta alolati i o�ienti aj bisogna valutare il polinomio. Per fare questo si utilizzal'algoritmo di Horner, he ridue il numero di aloli da eseguire, in quanto la sua omplessitàomputazionale è O(n). Considerando he il polinomio pn(x) si può risrivere nel modo seguente

pn(x) = a0 + (x− x0)[a1 + (x − x1)[a2 + (x− x2)[a3 + ...[an−1 + (x− xn−1)an]]]]l'algoritmo è il 2.1. Con questo algoritmo sono su�ienti solo n prodotti ed 2n somme per ognivalutazione del polinomio, ed è quello utilizzato dalla funzione matlab polyval.Algoritmo 2.1 Algoritmo di Horner1. an = valore2. for i = n− 1 : −1 : 1(a) valore = valore ∗ (x − xi) + ai 3



2.1 Interpolazione polinomiale nella base anoniaIn questo tipo di interpolazione si seglie
ϕj(x) = xje quindi risulta

Φ(x) = pn(x) =

n∑

j=0

ajx
j . (2.1)Gli aj si possono determinare risolvendo il sistema
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(2.2)in ui la matrie X è detta di Vandermonde.L'implementazione in linguaggio matlab da noi realizzata nel orso del nostro lavoro è quelladel listato 2.1. Listato 2.1: Interpolazione on i polinomi della base anoniafuntion [ f ℄= anonia (x , y , t , a , b )% Funzione he  a l  o l a i l polinomio in t e r po l an t e usando l a omune base% anonia de i polonomi . Re s i t u i s  e l a va l u t a z i one de l polinomio ne l range% passa to in ing r e s s o .%% input : x = v e t t o r e d e l l e a s  i s s e d i i n t e r po l a z i on e .% y = v e t t o r e d e l l e ord ina te d i i n t e r po l a z i on e% t = e ' i l numero d i punt i in u i s i vuo l e va l u t a r e l a funz ione% a , b = sono g l i es tremi d e l l ' i n t e r v a l l o in u i s i vuo l e% l ' i n t e r po l a z i o ne%% output : f = va l u t a z i one de l polinomio%% Costruiamo l a matr ie d i VandermondeX = vander ( x ) ;% Risolviamo i l s is tema X = y = X\y ;Z = linspae ( a , b , t ) ;f = polyval (  , Z) ;La rappresentazione (2.1) e il sistema (2.2) tendono ad essere numeriamente instabili. Laomplessità per la valutazione del polinomio interpolante di Lagrange è pari a O(n3).2.2 Interpolazione on i polinomi di LagrangeIn questo tipo di interpolazione si seglie
ϕj(x) = Lj(x) =

n∏

k = 0
k 6= j

x− xk

xj − xke quindi risulta
Φ(x) = pn(x) =

n∑

j=0

yjLj(x). (2.3)4



Gli Lj(x) prendono il nome di polinomi aratteristii di Lagrange: iasuno di essi è di grado n, èsempre ben de�nito e inoltre veri�a la seguente proprietà:
Lj(xi) = δij =

{

1 i = j

0 i 6= j
.Per questo motivo la matrie Φ è la matrie identità, e quindi i polinomi di Lagrange permettonodi ottenere un sistema di Chebyhev.L'implementazione in linguaggio matlab da noi realizzata nel orso del nostro lavoro è quelladel listato 2.2. La omplessità per la valutazione del polinomio interpolante di Lagrange è pari a

O(n2). Listato 2.2: Interpolazione on i polinomi di Lagrangefuntion [ f ℄= lagrange (x , y , r , a , b )% Questa funz ione permette d i  a l  o l a r e i v a l o r i d e l polinomio in t e r po l an t e% di Lagrange .%% input : x = v e t t o r e he ont i ene l e a s  i s s e d i i n t e r po l a z i on e% y = ve t t o r e he ont i ene l e ord ina te d i i n t e r po l a z i on e% r = numero d i punt i su u i s i vuo l e va l u t a r e i l polinomio% a , b = estremi d e l l ' i n t e r v a l l o su u i s i vuo l e  a l  o l a r e i l% polinomio in t e r po l an t e .%% output : f = v e t t o r e he ont i ene l e v a l u t a z i o n i d e l polinomio%n = size (x , 1 ) ;m = size (y , 1 ) ;% Calo lo i punt i su u i e f f e t t u a r e l ' i n t e r po l a z i one , q u e s t i s i suppone% equi−s p a z i a t i n e l l ' i n t e r v a l l o datot = linspae ( a , b , r ) ;for i = 1 : r % a l  o l o t u t t e l e v a l u t a z i o n i d e l polinomio in t e r po l an t eP = 0 ;for j = 1 : nL = 1 ;for k = 1 : ni f ( k ~= j )L = L∗ ( ( t ( i )−x (k ) ) /( x ( j )−x (k ) ) ) ;endendP = P + (y ( j ) ∗L) ;endf ( i ) = P;end2.3 Formula di NevilleA di�erenza degli altri algoritmi questa formula onsente di alolare il valore del polinomio inter-polante in un punto senza doverlo ostruire in modo espliito. Tale punto può anhe essere esternoall'intervallo dei nodi d'interpolazione: in quel aso si parla di estrapolazione .La formula di Neville è un algoritmo di tipo riorsivo, infatti onsente di alolare il polinomiodi grado k

Qr,r+1,...,r+k(x)he interpola nelle asisse xr, xr+1, . . . , xr+k, in funzione di due polinomi di grado k − 1 he in-terpolano rispettivamente nelle asisse xr, xr+1, ..., xr+k−1ed xr+1, xr+2, ..., xr+k. La formula è laseguente:
Qr,r+1,...,r+k(x) =

(x − xr)Qr+1,r+2,...,r+k(x)− (x − xr+k)Qr,r+1,...,r+k−1(x)

xr+k − xr

. (2.4)5



Si può dimostrare he tale polinomio interpola la funzione in tutti i k + 1 punti e quindi vale:
Qr,r+1,...,r+k(xi) = yi i = r, r + 1, ..., r + k.La ondizione di terminazione sono i polinomi di grado zero he interpolano in un punto quindi

Qr(x) = yr, e partendo da questi si possono ostruire polinomi di qualunque grado. Per la valu-tazione della funzione in un punto si sostituise la variabile x on il punto rihiesto e si alola loshema di Neville.Nella nostra implementazione (listato 2.3), questo meanismo è stato realizzato reando unamatrie triangolare inferiore in ui la prima olonna sono le ordinate d'interpolazione ed a ognipasso gli elementi di una olonna sono alolati in funzione degli elementi della olonna preedenteusando la formula (2.4). Terminato l'algoritmo il valore del polinomio si trova nel vertie destrodella matrie triangolare, quindi nell'elemento Q(n, n) .Listato 2.3: Interpolazione on la formula di Nevillefuntion [ q℄= f o rmu l a n e v i l l e ( x , y , z )% Questa funz ione  a l  o l a i l v a l o r e de l polinomio in t e r po l an t e ne l punto z% i n f a t t i l a formula d i Ne v i l l e è u t i l e per  a l  o l a r e l a funz ione in un% punto , app l iando più v o l t e l ' a l gor i tmo sarà p o s s i b i l e determinare i l% va l o r e d e l l a funz ione in più punt i .% input : x = a s  i s s e d i i n t e r po l a z i o ne% y = ord ina te d i i n t e r po l a z i o ne% z = punto in u i s i vuo l e va l u t a r e l a funz ione%% output : q = va l o r e de l polinomio d i Ne v i l l e i n t e r po l an t e ne l punto z%% Bisogna  o s t r u i r e l a matr ie a l u i in terno  i sono i  o e f f i  i e n t i d i% Ne v i l l en=size ( x , 1 ) ;Q=zeros (n , n ) ;Q( : , 1 )=y ; % i n i z i a l i z z o l a prima olonna d e l l a matr iefor j =2:nfor i=n:−1: jQ( i , j ) =((( z−x ( i−j +1) ) ∗Q( i , j−1) )−(( z−x ( i ) ) ∗Q( i −1, j−1) ) ) /( x ( i )−x ( i−j +1) ) ;%a l  o l o i l gener io  o e f f i   e n t e d i n e v i l l eendendq=Q(n , n) ;Abbiamo e�etuato alune prove per veri�are l'errore he si ommette sia nel aso di interpo-lazione he nel aso di estrapolazione, ottenendo i dati riassunti nella tabella 2.1.Consideriamo le diverse prove e�ettuate:1. Come i si poteva aspettare l'errore è molto piolo, onfrontabile on la preisione dei numeridi mahina. Questo perhè il punto x = 1 è un'asissa d'interpolazione.2. In questo aso l'errore he si misura è 0.0103 quindi ome i si poteva aspettare è piolo.Questo perhè il punto x = 0.5 è interno all'intervallo delle asisse d'interpolazione.3. L'errore he si misura è 3.6138 quindi ome i si poteva aspettare l'errore è grande. Questoperhè il punto x=4 è esterno all'intervallo delle asisse d'interpolazione: si tratta di unproblema di estrapolazione.
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Tabella 2.1: Veri�he sulla formula di NevilleProva 1 2 3funzione f(x) sin(x)asisse di interpolazione equispaziate in [−2 : 2]grado del polinomio interpolante n 4asissa del punto di veri�a 1 0.5 4errore 1.1 ∗ 10−16 0.0103 3.61382.4 Polinomio interpolante di NewtonCome nel aso dell'algoritmo di Neville anhe questo è un algoritmo riorsivo: infatti permette dialolare il polinomio di grado n he interpola in n+ 1 punti in funzione del polinomio di grado nhe interpola in n punti. In questo modo si riesono a sfruttare i risultati ottenuti in preedenza.La ondizione d'arresto è il polinomio di grado 0 he interpola in un solo punto P0(x) = x0.Il polinomio pn(x) può essere somposto in questo modo:
pn(x) = pn−1(x) + gn(x) (2.5)dove gn(x) è un polinomio di grado n, della forma

gn(x) = an · ωn−1(x) = an ·

n−1∏

i=0

(x− xi) (2.6)in questo modo il nuovo polinomio interpola nelle stesse asisse in ui interpola il polinomio digrado inferiore (xo, x1, ..., xn−1).Imponendo la ondizione d'interpolazione si alola il oe�iente an, quindi si trova:
an =

yn − pn−1(xn)

ωn−1(xn)
. (2.7)In realtà per il alolo dei o�ienti si preferise utilizzare un'altra formula he garantise unastabilità maggiore ed una omplessità omputazionale inferiore. Per onvenzione indihiamo

an = f [x0, x1, ..., xn]on il nome di di�erenza divisa. Per alolare questo valore si può usare la formula di Neville. Sionsideri il polinomio:
Q0,1,...,n(x) =

(x− x0)Q1,2,...,n(x)− (x− xn)Q0,1,...,n−1

xn − x0

.

anè il oe�iente di grado massimo di tale polinomio, essendo ωn−1(x) un polinomio monio, quindisi può riavare la formula riorsiva per il alolo delle di�erenze divise. Questa è molto simile allaformula di Neville: la di�erenza divisa di ordine n si alola in funzione delle di�erenze divise diordine n− 1, e la ondizione d'arresto è la di�erenza divisa di ordine zero he vale f [xi] = yi per
i = 0, 1, ..., n. La formula generale è:

f [x0, x1, ..., xk] =
f [x1, x2, ..., xk]− f [x0, x1, ..., xk−1]

xk − x0

k = 1, 2, ..., n. (2.8)Il polinomio risultante è nella forma
pn(x) = f [x0] + f [x0, x1]ω0(x) + f [x0, x1, x2]ω1(x) + ...+ f [x0, x1, x2, ..., xn]ωn−1(x). (2.9)I oe�ienti di questo polinomio sono gli elementi della diagonale prinipale dello shema delle dif-ferenze divise. Anora, questo è simile allo shema di Neville visto nel paragrafo preedente: è unamatrie triangolare inferiore in ui la prima olonna è inizializzata on le ordinate d'interpolazionee suessivamente gli elementi vengono alolati on la formula (2.8).7



Il odie matlab per il alolo del polinomio interpolante di Newton quello del listato 2.4.Listato 2.4: Interpolazione on la formula di Newtonfuntion [ f ℄=newton2 (x , y , r , a , b )% Questo a lgorot imo  a l  o l a i l polinomio in t e r po l an t e d i Newton ma a% la va l u t a z i one de l polinomio l a s i e f f e t t u a usando l ' a l gor i tmo d i% Horner , ed l e d i f f e r e n z e d i v i s e s i a l o lano in% un unia matr ie s f r u t t ando i l f a t t o he q u e s t i  o e f f i  e n t i% sono g l i e l ement i d e l l a d iagona le p r i n  i p a l e d e l l a matr ie .%% input : x = a s  i s s e d i i n t e r po l a z i o ne% y = ord ina te d i i n t e r po l a z i o ne% r = numero d i punt i in u i s i vuo l e va l u t a r e% i l polinomio in t e r po l an t e% a , b = estremi d e l l ' i n t e r v a l l o d i v a l u t a z i one%% output : f = va l u t a z i one de l polinomio ne l l ' i n t e r v a l l o% r i  h i e s t o%n=size ( x , 1 ) ;Q=zeros (n , n ) ;Q( : , 1 )=y ; % i n i z i a l i z z o l a prima olonna d e l l a matr iefor j =2:nfor i=n:−1: jQ( i , j ) =((Q( i , j−1)−Q( i −1, j−1) ) ) /( x ( i )−x ( i−j +1) ) ;%a l  o l o i l gener io  o e f f i   e n t e d i n e v i l l eendendt=linspae ( a , b , r ) ;for k=1: rva l o r e=Q(n , n) ;for j=(n−1) :−1:1va l o r e=va l o r e ∗( t ( k )−x ( j ) )+Q( j , j ) ;endf ( k )=va l o r e ;end2.5 Nodi di ChebyhevCome si vedrà dalle prove sperimentali la selta dei nodi gioa un ruolo fondamentale nell'errore.In moltissimi asi la selta migliore è quella dei nodi di Chebyhev. Infatti, il teorema diBernstein a�erma he se le asisse di interpolazione sono radii del polinomio di Chebyhev l'erroretende a zero per n he tende all'in�nito, se la funzione f(x) è derivabile nell'intervallo[a, b] .Il polinomio di Chebyhev di grado n+ 1 è il seguente:
Tn+1 = cos((n+ 1)θ)per x = cos(θ) e θ ∈ [0, π]. Imponendo questo uguale a zero si trovano le radii le n+1 he saranno:

xk = cos
(

2k+1

2n+2
π
) per k = 0, 1, ..., n. Le radii saranno omprese nell'intervallo [−1, 1] quindi pergeneralizzarlo per qualsiasi intervallo si e�ettua il ambio di variabili tk = b−a

2
xk + a+b

2
.Per il nostro lavoro di tesina abbiamo implementato una funzione matlab he alola la posizionedei nodi equispaziati o di Chebyhev a seonda degli ingressi. Il suo listato è il 2.5.

8



Listato 2.5: Funzione per il alolo dei nodi% CREANODI [ x ℄ = reaNodi (X, n ,mode)% dato un v e t t o r e d i a s  i s s e X r e s t i t u i s  e l e a s  i s s e d i n+1 nodi .% Gli estremi de l v e t t o r e x oinidono on g l i es tremi de l v e t t o r e X in modo% he non  i s i a e s t r apo l a z i one .%% input : X = v e t t o r e d i a s  i s s e% n = numero d i nodi he s i vuo l e o t t ene r e% mode = puo ' e s s e r e ' e q u i s p a z i a t i ' o ' hebyhev '%% output : x = v e t t o r e ontenente l e a s  i s s e de i nodi%funtion [ x ℄ = reaNodi (X, n ,mode)i f (strmp( ' e q u i s p a z i a t i ' ,mode) )m = length (X) ;x= linspae (X(1) ,X(m) ,n+1) ' ; %approssima a l l ' i n t e r o piu ' v i  i noelse i f (strmp( ' hebyhev ' ,mode) )a=X(1) ;b=X( length (X) ) ;k=(0: n) ' ;w=os ( ( ( ( 2 ∗ k )+1)∗pi ) /((2∗ n)+2) ) ; % a l  o l o g l i z e r i d e l polinomio ne l l 'i n t e r v a l l o −1,1x=((b−a ) ∗w/2)+((b+a ) /2) ; % fa i o i l ambio d i v a r i a b i l iendend2.6 Prove sperimentaliTutte le implementazioni degli algoritmi realizzate, restituisono un vettore on le valutazioni delpolinomio interpolante nell'intervallo rihiesto. Questo intervallo può essere lo stesso delle asissed'interpolazione oppure può essere diverso: in questo modo si può e�ettuare estrapolazione.Gli algoritmi sono stati testati utilizzando ampioni della funzione seno, della funzione di Rungee dell'onda quadra: in questo modo si è voluto mettere in lue il omportamento per funzioni moltopartiolari (Runge) ma anhe per segnali tipii delle teleomuniazioni (onda quadra).2.6.1 Segnali non rumorosiSono state e�ettuate alune prove sui diversi algoritmi per valutare l'errore ed i tempi d'eseuzioneper diverse funzioni (ampionate uniformemente nell'intervallo [−4, 4]), usando ome selta deinodi sia quelli equispaziati he quelli di Chebyhev. I risultati sono riportati nella tabella 2.2.
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Tabella 2.2: Prove sperimentali on segnali non rumorosiGrado del polinomio interpolante n = 10Nodi Funzione f(x) Algoritmo tc [s]1 emax
2 ē 3 σ2 4Base anonia 4.96e-04 1.36e-16

sin(x) Lagrange 1.22e-02 6.51e-04 7.69e-17 3.75e-08Newton 4.02e-03 9.64e-16Base anonia 5.67e-04equispaziati 1

1+25x2 Lagrange 1.23e-02 5.60e+00 6.01e-01 2.56e+00Newton 4.20e-03Base anonia 4.02e-04
square(x)5 Lagrange 1.32e-02 8.66e+00 7.13e-01 3.85e+00Newton 4.47e-03Base anonia 4.86e-04 1.58e-17

sin(x) Lagrange 1.33e-02 7.71e-05 3.94e-17 2.78e-09Newton 4.39e-03 -1.01e-15Base anonia 4.22e-04Chebyhev 1

1+25x2 Lagrange 1.28e-02 6.18e-01 7.90e-02 5.07e-02Newton 4.63e-03Base anonia 4.43e-04
square(x) Lagrange 1.31e-02 2.00e+00 1.43e-01 3.33e-01Newton 4.38e-03,Dai risultati si nota ome in generale, i tempi di eseuzione dell'algoritmo di interpolazionenella base anonia siano paragonabili a quelli degli altri algoritmi, mentre i aspetteremmo esseremaggiori. Questo aade presumibilmente perhè nell'implementazione dell'algoritmo (listato 2.1a pagina 4) si sono utilizzate solo funzioni built-in di matlab, partiolarmente ottimizzate.Inoltre l'errore è ondizionato soprattutto dalla selta dei nodi. Si può osservare he l'errore (medioo massimo) he si ommette usando i nodi equispaziati è ira un ordine di grandezza maggiorerispetto al aso dei nodi di Chebyhev. Analoghe onsiderazioni si possono e�ettuare osservandola varianza, he nel seondo aso è minore di ira un ordine di grandezza.Se onsideriamo i asi in ui la funzione f(x) è l'onda quadra, osserviamo he l'errore è maggiore heon le altre funzioni. Questo perhè l'onda quadra è una funzione disontinua, mentre il polinomiointerpolante è una funzione ontinua e derivabile in�nite volte.Supponiamo ora di variare l'ordine del polinomio e onsideriamo l'errore massimo he si om-mette. Nel aso dell'algoritmo di Newton otteniamo la �gura 2.1. In entrambi i gra�i si è utilizzatala sala logaritmia per le ordinate. Possiamo notare ome on la selta dei nodi equispaziati l'erro-re aumenti esponenzialmente (abbiamo quasi una retta), mentre on la selta dei nodi di Chebyhevl'errore deresa. Con gli altri algoritmi si ottengono risultati simili.Nel aso dell'algoritmo di interpolazione on i polinomi in base anonia, matlab segnala tramiteuna serie di warning he la matrie di Vandermonde risulta estremamente malondizionata. Questoè uno dei prinipali problemi he si risontra on questo algoritmo, ome già antiipato nella sezione2.1. Si osservi la �gura 2.2: tale �gura è stata ottenuta faendo variare l'ordine del polinomiointerpolante per l'onda quadra. I warning ompaiono da n = 22 in poi. Si noti he l'erroremassimo nel aso (a) tende anora a resere in maniera esponenziale, mentre il omportamentonel aso (b) è molto diverso dal aso preedente. Si osservano infatti una serie di osillazionidall'andamento fortemente irregolare e in generale il valore dell'errore massimo è più alto rispettoa quanto aade quando si utilizza l'algoritmo di Newton (�gura 2.1).1Tempo di alolo.2Errore massimo.3Errore medio.4Varianza dell'errore.5Onda quadra on pulsazione 2π.
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Figura 2.1: Variazione dell'errore on l'ordine del polinomio. Algoritmo di Newton.(a) Nodi equispaziati
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(b) Nodi di Chebyhev
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Figura 2.2: Variazione dell'errore on l'ordine del polinomio. Algoritmo di interpolazione nellabase anonia.(a) Nodi equispaziati
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(b) Nodi di Chebyhev
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2.6.2 Segnali rumorosiConsideriamo il aso di un segnale rumoroso in ui alla funzione �pulita� viene sommato del rumore.Questo è un aso tipio nelle appliazioni: ad esempio un segnale elettrio può essere disturbatoda rumore termio, di Shottky, burst noise et. Si è onsiderato ome rumore quello gaussianobiano la ui media è nulla, un buon modello per molti tipi di rumore, in partiolare per quellotermio.Siamo interessati a vedere ome l'errore sui dati iniziali in�uisa sul risultato dell'interpola-zione. Sono state eseguite prove sulle stesse funzioni del aso preedente (sempre ampionateuniformemente nell'intervallo [−4, 4]) i ui risultati sono shematizzati nella tabella 2.3.
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Tabella 2.3: Prove sperimentali on segnali rumorosiGrado del polinomio interpolante n = 10Nodi Funzione f(x) Algoritmo tc [s] emax ē σ2Base anonia 4.01e-03
sin(x) Lagrange 1.52e-02 3.70e-01 -4.55e-02 8.00e-03Newton 5.48e-03Base anonia 4.28e-04equispaziati 1

1+25x2 Lagrange 1.35e-02 5.60e+00 5.95e-01 2.52e+00Newton 4.85e-03Base anonia 3.87e-04
square(x) Lagrange 1.45e-02 9.61e+00 7.86e-01 5.04e+00Newton 4.15e-03Base anonia 4.66e-04
sin(x) Lagrange 1.32e-02 2.19e-01 1.15e-02 9.16e-03Newton 4.34e-03Base anonia 4.18e-04Chebyhev 1

1+25x2 Lagrange 1.32e-02 6.32e-01 8.43e-02 5.22e-02Newton 4.15e-03Base anonia 3.85e-04
square(x) Lagrange 1.35e-02 1.89e+00 1.04e-01 3.25e-01Newton 4.25e-03Si può osservare he nel aso della funzione seno l'errore peggiora notevolmente rispetto al asoprivo di rumore, invee per le altre due funzioni l'errore rimane dello stesso ordine di grandezza. Lavera di�erenza la gioa la selta dei nodi, infatti nel aso di nodi equispaziati (�gura 2.3) l'erroreè almeno un ordine di grandezza superiore di quello he si ommette usando i nodi di Chebyhev(�gura 2.4).
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Figura 2.3: Interpolazione di segnali rumorosi on nodi equispaziati(a) f(x) = sin(x)
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() f(x) = square(x)
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Figura 2.4: Interpolazione di segnali rumorosi on nodi di Chebyhev(a) f(x) = sin(x)
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2.6.3 Comportamento partiolare dell'algoritmo di NewtonDurante le prove si è osservato un omportamento partiolare dell'algoritmo di Newton: all'au-mentare del grado del polinomio l'errore aumenta in modo onsiderevole superato un erto valoreanhe se si utilizzano nodi di Chebyhev. Questo va in ontrasto on la teoria per ui l'errore do-vrebbe tendere a zero all'aumentare del grado del polinomio interpolante quando si utilizza questapartiolare selta di nodi.Come si può osservare dalla �gura 2.5 l'errore è elevato, inoltre il polinomio non è più interpolan-te, infatti aluni ampioni a sinistra dell'intervallo non vengono interpolati. Un altra osservazioneinteressante è l'assimetria: nella parte destra dell'intervallo il polinomio interpola nel modo or-retto. In questo esempio il grado del polinomio è 70 ed la selta dei nodi è quella di Chebyhev,la funzione da interpolare è quella di Runge senza rumore. Questo fenomeno invee non si osservautilizzando l'algoritmo di Lagrange, he in questo aso risulata molto più stabile.Figura 2.5: Anomalia algoritmo di Newton
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Variando il grado del polinomio, siamo interessati a valutare ome varia l'errore. I risultatiriportati in �gura 2.6 (ottenuti usando ome funzione f(x) la funzione di Runge senza rumore,intervallo d'interpolazione [-4 4℄ e on selta di nodi di Chebyhev) mostrano he l'errore diminuise�no a n = 46 (ome è prevedibile dalla teoria, infatti usando nodi di Chebyhev l'errore deve tenderea zero), invee per valori maggiori inizia a resere molto rappidamante.Figura 2.6: Variazione dell'errore on l'ordine del polinomio usando l'algoritmo di Newton.
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La �gura2.7 è un partiolare della funzione di Runge e del suo polinomio interpolante. Questamostra he già per n = 46 il polinomio si omporta in modo anomalo e non interpola i tre ampionipiù a sinistra, inoltre l'andamento è molto irregolare.Figura 2.7: Partiolare polinomio interpolante Pn on n = 46
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2.6.4 Confronto on le funzioni interpft e interp1Altri algoritmi oltre a quelli da noi implementati sono quelli di interpolazione trigonometria(funzione interpft di matlab), di interpolazione spline (funzione interp1 di matlab).La funzione interpft alola i valori del polinomio trigonometrio, i ui oe�ienti sono quellidi Fourier, sfruttando la FFT (Fast Fourier Transform). Tale base è più stabile rispetto ad altre,in quanto i vettori he la ostituisono sono tra loro ortogonali. La funzione rihiede in ingressoun vettore di nodi neessariamente equispaziati.La funzione interp1 e�ettua un'interpolazione polinomiale a tratti, ioè interpola due ampionisuessivi on un polinomio di grado relativamente basso. Le opzioni he abbiamo utilizzato sonoquella lineare e quella ubia (hiamata SPLINE). Nel aso di interpolazione lineare, due punti on-seutivi vengono uniti tramite un segmento di retta, mentre nella spline ubia sono uniti tramiteun polinomio di terzo grado (immagine 2.8). Vengono inoltre imposte ondizioni di raordo �noalla derivata seonda. A di�erenza degli altri polinomi interpolanti (Lagrange, Newton, et.) lafunzione interpolante dunque non è derivabile in�nite volte.Figura 2.8: Interpolazione spline

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Confronto fra le diverse interpolazioni

Funzione di partenza
Interpolazione lineare
Interpolazione con spline cubica
Campioni

16



Tabella 2.4: Prove sperimentali on le funzioni interpft e interp1Grado del polinomio n = 10Tipo di segnale Funzione f(x) Algoritmo emax ē σ2interpft 1.51e+00 1.58e-01 7.39e-02
sin(x) interp1 (linear) 9.51e-02 7.54e-04 2.97e-07interp1 (spline)senza interpft 7.93e-01 4.39e-02 1.76e-02rumore 1

1+25x2 interp1 (linear) 8.31e-01 4.63e-02 1.81e-02interp1 (spline)interpft 2.18e+00 4.75e-01 4.40e-01
square(x) interp1 (linear) 1.93e+00 3.75e-01 2.99e-01interp1 (spline)interpft 1.42e+00 1.39e-01 7.72e-02
sin(x) interp1 (linear) 2.52e-01 9.98e-02 7.02e-03interp1 (spline)on interpft 7.94e-01 4.84e-02 1.74e-02rumore 1

1+25x2 interp1 (linear) 8.39e-01 4.34e-02 1.85e-02interp1 (spline)interpft 2.30e+00 5.23e-01 4.40e-01
square(x) interp1 (linear) 1.98e+00 3.75e-01 2.85e-01interp1 (spline)Si osservino i dati della tabella 2.4, e li si onfronti on i dati nelle tabelle preedenti, nelle righeriferite alla selta dei nodi equispaziati. Nelle tabelle in esame, il numero dei ampioni è sempre

n = 10.Possiamo osservare ome nel aso della funzione seno in assenza di rumore (fr. tabelle 2.4 e2.2) le prestazioni delle funzioni interpft e interp1 siano molto peggiori rispetto alle altre. Nelaso invee della funzione di Runge e dell'onda quadra, le prestazioni di questi algoritmi sonodeisamente migliori rispetto alle altre. Ciò può essere dovuto alle partiolari aratteristihe diqueste funzioni.Si onsideri ora il aso di segnali rumorosi (fr. tabelle 2.4 e 2.2). Le prestazioni in termini dierrore in questo aso sono onfrontabili. Nel dettaglio, per la funzione seno l'errore è minore onle funzioni da noi implementate rispetto a quelle di matlab, vieversa negli altri asi.Si può osservare he al resere dei valori di n l'errore he si ommette nel aso di assenzadi rumore utilizzando la funzione interpft tende a zero. Ciò è illustrato in �gura 2.9. Questoomportamento è di�erente da quanto aade on gli altri algoritmi segliendo nodi equispaziati,ome è indiato dalla �gura 2.1 a pagina 11, on ui l'errore rese.Un aspetto interessante da osservare dell'interpolazione trigonometria sta nei nodi he vengonoforniti all'algoritmo. La funzione si aspetta in ingresso i ampioni relativi a un periodo del segnale,supponendo he questo sia periodio. La funzione interpolante risulta pertanto sempre periodiaon periodo pari all'ampiezza della �nestra di osservazione. Quindi, se iò si veri�a, la qualitàdell'interpolazione è buona, mentre se questo non avviene, ome mostra la �gura 2.10 a pagina 19l'andamento del polinomio interpolante si disosta da quello della funzione di partenza. Questoomportamento è ollegato allo spettro del segnale, visto he la funzione utilizza la FFT.
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Figura 2.9: Comportamento del polinomio trigonometrio al variare di n in assenza di rumore(a) n = 11
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Figura 2.10: Campionamento oerente e inoerente(a) Campionamento oerente
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Capitolo 3ApprossimazioneNel aso in ui i dati a disposizione siano a�etti da un errore onsiderevole, l'interpolazione risultasonveniente. Infatti si imporrebbe al polinomio interpolante il passaggio per punti he sappiamoessere sbagliati. La migliore alternativa è quindi quella di determinare il polinomio di miglioreapprossimazione, ossia quello he veri�a la relazione:
min

pn∈Πn

||pn − f ||. (3.1)3.1 Approssimazione nel senso dei minimi quadratiSi parla di migliore approssimazione uniforme nel aso in ui si utilizza la norma in�nito. Utilizzaretale norma risulta in realtà molto di�ile, e quindi si preferiai minimi quadratise utilizzare lanorma 2: in questo aso si parla di migliore approssimazione nel senso dei minimi quadrati, e siminimizza la varianza dell'errore.Supponiamo he n sia l'ordine del polinomio approssimante e m sia il numero di punti a dispo-sizione. Se n = m abbiamo un problema di interpolazione, già a�rontato nel apitolo preedente.Se invee n < m abbiamo un problema di approssimazione.Utilizzando la norma 2 abbiamo:
||pn − f ||22 =

ˆ b

a

((f(x) − pn(x))
2
dx ≈

m∑

j=0

(f(xj)− pn(xj))
2 (3.2)dove si è approssimato l'integrale on una sommatoria. Inoltre non abbiamo onsiderato il dxin quanto, essendo una ostante, non in�use sul minimo. Usando ome base approssimante delpolinomio quella anonia, si trova la seguente espressione:

pn(xi) =

n∑

j=0

ajx
j
i = (Xa)i i = 1, . . . ,m. (3.3)doveX è la matrie di Vandermonde già vista nell'equazione (2.2), ma di dimensione (m+1)×(n+1)








1 x0 x2
0 · · · xn

0

1 x1 x2
1 · · · xn

1... ... ... ...
1 xm x2

m · · · xn
m







.Sostituendo la (3.3) nella (3.2) otteniamo

||pn − f ||22 = ||Xa−y||22quindi il problema di approssimazione si riondue alla soluzione di un sistema rettangolare Xa =
y, ossia un sistema sovradeterminato. 20



L'implementazione in linguaggio matlab da noi realizzata è quella del listato 3.1 .Listato 3.1: Approssimazione nel senso dei minimi quadrati% MINIMIQUADRATI [ f ℄ = minimiquadrat i (x , y , n , numPunti , a , b )% Re s t i t u i s  e i v a l o r i d e l polinomio he approssima ne l senso de i minimi% quadra t i l a funz ione ampionata n e l l e a s  i s s e x on v a l o r i y .%% input : x = a s  i s s e de i ampioni% y = va l o r i de i ampioni% n = ordine de l polinomio d i appross imazione% numPunti = numero d i punt i in u i s i vuo l e va l u t a r e l a funz ione% a , b = estremi d e l l ' i n t e r v a l l o in u i s i vuo l e e f f e t t u a r e l ' ap% pross imazione .%% output : f = v a l o r i d e l polinomio d i appross imazione ne l l ' i n t e r v a l l o% de s i d e ra t o%%funtion [ f ℄ = minimiquadrat i (x , y , n , numPunti , a , b )m = length ( x ) ;% a l  o l o d e l l a matr ie d i VandermondeX = ones (m, n) ;for i = 1 :n−1;X( : , i )=x .^( n−i ) ;end% a l  o l o de i  o e f f i  i e n t i d e l polinomio[Q,R℄ = qr (X) ;R1 = R( 1 : n , : ) ;b1=Q'∗ y ;b1=b1 ( 1 : n ) ; o e f f = R1\b1 ;t = linspae ( a , b , numPunti ) ;f = polyval (  o e f f , t ) ;end3.2 Prove sperimentali3.2.1 Confronto tra interpolazione e approssimazioneLe prove sperimentali da noi eseguite vogliono mostrare i vantaggi nell'utilizzo degli algoritmi diapprossimazione rispetto a quelli di interpolazione nel aso in ui i dati siano a�etti da rumore. Siè utilizzata ome funzione di partenza f(x) = sin(x) + 1: a questa funzione si è sommato rumoregaussiano biano. Si è �ssato il numero di ampioni a disposizione m = 100.
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Figura 3.1: Confronto tra approssimazione e interpolazione(a) Interpolazione on Lagrange (nodi equispaziati)
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(b) Interpolazione on Lagrange (nodi di Chebyhev)
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() Approssimazione ai minimi quadrati
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Nella �gura 3.1a le asisse di interpolazione sono equispaziate, e il polinomio interpolante (diordine n = 100) è stato alolato utilizzando l'algoritmo di Lagrange. Si noti ome la qualità delpolinomio interpolante sia estremamente bassa. Nella �gura 3.1b invee le asisse di interpolazionesono le radii del polinomio di Chebyhev: la qualità del polinomio interpolante è più aettabile,22



ma omunque l'andamento si disosta notevolmente dalla funzione di partenza. In�ne, nella �gura3.1 si è utilizzata la funzione 3.1, impostando n = 10 ome grado del polinomio approssimante.Le asisse dei nodi sono equispaziate.3.2.2 Selta dell'ordine del polinomio approssimanteSi sono eseguite una serie di prove on l'obiettivo di osservare ome varia l'errore in funzione delgrado del polinomio approssimante. Come esempio abbiamo onsiderato la funzione sin(x), am-pionata nell'intervallo [−4, 4]. I ampioni sono disturbati da rumore gaussiano biano. Osservandola �gura 3.2 si nota la presenza di un minimo dell'errore medio quando il grado del polinomio èpari a 6.Questa osservazione è onfermata dalla �gura 3.3. Si osservi he la qualità dell'approssimazione èpiù alta, ome i si attendeva dalla �gura 3.2, nel aso in ui il polinomio ha grado 6.Figura 3.2: Valore medio dell'errore in funzione dell'ordine del polinomio approssimante per
f(x) = sin(x)
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Figura 3.3: Approssimazione della funzione f(x) = sin(x) in presenza di rumore e al variare delgrado del polinomio approssimante(a) Grado n = 3
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(b) Grado n = 6
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(d) Grado n = 25
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