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Interpolazione polinomiale

Il problema

E una tecnica di approssimazione di funzioni in cui si cerca un
polinomio che assuma esattamente il valore della funzione
originale in un certo numero di punti detti nodi.

Figura: Interpolazione della funzione y = e*sin x con 3 e 4 nodi equispaziati.
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Esempi di applicazioni

Il problema

Trattamento di dati sperimentali:

» Conoscere il valore di una funzione in un intervallo la
quale & nota solo in alcuni punti;
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Esempi di applicazioni

a})}f

Il problema

Trattamento di dati sperimentali:

» Conoscere il valore di una funzione in un intervallo la
quale & nota solo in alcuni punti;

Risoluzione di problemi matematici computazionalmente
complessi:
» Formule di quadratura, derivazione numerica o altri
processi che si semplificano grazie alla proiezione di
una funzione che appartiene a uno spazio di
dimensione infinita sullo spazio funzionale P, di
dimensione finita:

Pn={ao+aix+ax>+--

+anx”‘a;eR}
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Il problema

Definizione rigorosa

Definizione (polinomio interpolante)

Data una funzione y = f(x) della quale si conoscono i valori
yj = f(xj), j=0,...,n,
un polinomio p € P, interpola la funzione f nei punti x; se

p(xj) =y, j=0,...,n
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4) Definizione rigorosa

SUE]

R

Il problema

Definizione (polinomio interpolante)

Data una funzione y = f(x) della quale si conoscono i valori
yj = f(xj), j=0,...,n,
un polinomio p € P, interpola la funzione f nei punti x; se

p(xj) =y, j=0,...,n

Teorema (Esistenza e unicita)

Fissati n+ 1 nodi, il polinomio interpolante di grado n esiste ed
€ unico se e solo se x; # x;j per ogni i # j.
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Rappresentazioni

Il problema

Canonica E la pit immediata, serve per dimostrare il teorema
di esistenza e unicitd ma risulta instabile:

n
pn(x) = Z ajx'.
i=0
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Rappresentazioni

Il problema

Canonica E la pit immediata, serve per dimostrare il teorema
di esistenza e unicitd ma risulta instabile:

n
pn(x) = Z ajx'.
i=0

Newton (1670) Si basa su una formula ricorsiva ed é utile
quando si vuole aggiungere un nuovo punto alla volta
conservando tutti gli altri.
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Il problema

Canonica E la pit immediata, serve per dimostrare il teorema
di esistenza e unicitd ma risulta instabile:

n
pn(x) = Z ajx'.
i=0

Newton (1670) Si basa su una formula ricorsiva ed é utile
quando si vuole aggiungere un nuovo punto alla volta
conservando tutti gli altri.

Lagrange (1795) Si basa sulla creazione di una particolare
base dello spazio dei polinomi P,,.
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Forma di Lagrange

Forma di
Lagrange

| polinomi che costituiscono la base per
la rappresentazione di Lagrange sono
detti polinomi caratteristici di
Lagrange:

L) = H (x = %)

Xj — Xk)

k:Q ( J k)

k#j Figura: Joseph Louis Lagrange
Torino, 1736 — Parigi, 1813.

Essi dipendono unicamente dalle ascisse di interpolazione.
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Ferm ¢ Questi polinomi possiedono una ‘ .
Lagrange . N . . . \\\
proprietd notevole in relazione ai oo\
nodi: I
1 i=j J
ly . . FYIRN
J 0 I # j - N ,,//

4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
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Forma di Questi polinomi possiedono una ‘
L o : : . VR
SETEnes proprieta notevole in relazione ai af\ /
nodi: T
1 i=j A |
L) =d5=2"" " Y,
0 I # j N -

04
4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

la quale rende estremamente semplice la scrittura del polinomio
interpolante, in questa base infatti i suoi coefficienti sono
semplicemente i valori f(x;):

pa(x) = D Flx) L7 (x).
j=0
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Teorema (Weierstrass)

Lierrore Sia f € C([a, b]). Per ogni € > 0 esiste un intero n e un
: polinomio p, € P, tale che

IEn()|| == [If = Palloo <&
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Teorema (Weierstrass)

Lierrore Sia f € C([a, b]). Per ogni € > 0 esiste un intero n e un
ostant polinomio p, € P, tale che

IEn()|| == [If = Palloo <&

Definizione

| \

Definiamo polinomio di migliore approssimazione di grado
n il polinomio p} tale che

f—pilloe = min||f — pnlle = EX(F).
IF = Pilloo = min IIf = pallac i= E3(F)

La quantita E;(f) & detta errore di migliore approssimazione.

v
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Teorema

Sia f € C™1([a, b]) e pn il polinomio interpolante, allora per
ogni x € [a, b] esiste un punto & € [a, b] tale che

L’errore

AR ()

£ = £0) — o) = s

wn(x),

dove wp(x) = (x — x0)(x — x1) -+ - (x — Xxp).
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Teorema

Sia f € C™1([a, b]) e pn il polinomio interpolante, allora per
ogni x € [a, b] esiste un punto & € [a, b] tale che

L’errore

_ feie)

En(x) := f(x) — pn(x) = (n+ 1) wn(x),

dove wp(x) = (x — x0)(x — x1) -+ - (x — Xxp).

Questo teorema ha delle importanti conseguenze:

» se |F("D)(x)| & limitata per ogni n su [a, b], allora
Fm (&)
(n+1)!

tende a zero al crescere di n;
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L’errore

Teorema

Sia f € C™1([a, b]) e pn il polinomio interpolante, allora per
ogni x € [a, b] esiste un punto & € [a, b] tale che

AR ()

En(x) := f(x) — pn(x) = (n+ 1) wn(x),

dove wp(x) = (x — x0)(x — x1) -+ - (x — Xxp).

Questo teorema ha delle importanti conseguenze:

» se |F("D)(x)| & limitata per ogni n su [a, b], allora

(n+1) ;
(&) tende a zero al crescere di n;
(n+1)!

» |lwn(x)|ls tende all’infinito al crescere di n, la velocita di
crescita dipende dalla scelta dei nodi.
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Costanti di Lebesgue

Raccogliamo nelle righe di una
matrice X, detta matrice di
interpolazione, i nodi scelti:

Costanti di
Lebesgue
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Costanti di Lebesgue

Raccogliamo nelle righe di una
matrice X, detta matrice di X = zz) ORIV ,
interpolazione, i nodi scelti:

Costanti di
Lebesgue

Sia P,(X, f) I'operatore che a ciascuna funzione f associa il
polinomio di grado n determinato dai nodi della corrispondente
riga di X, si dimostra che

En(X, ) == If = Pa(X, F)lloc < (14 An(X)) E5(F),

dove abbiamo introdotto le cosiddette costanti di Lebesgue:
An(X) = HZ \L}")(x)wm.
j=0
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Costanti di Lebesgue e stabilita

Ipotizziamo di calcolare il polinomio interpolante utilizzando dei
dati perturbati:

Costanti di

n
Lebesgue ﬁn(X) = ZZL}”)(X)’ 5/:/ = }/l "I_ €j7 mjax ‘€J| =g
j=0
Si ha

n n
Pa(x) = a0l < 3 1ys = 55l IV 001 < 0 D7 1L (0)
j=0 j=0
Che implica
HPn - I3nHoo < UAH(X)
Quindi le costanti di Lebesgue esprimono il condizionamento

assoluto della rappresentazione di Lagrange.
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Andamento delle costanti di Lebesgue

Teorema

Per ogni X matrice di interpolazione esiste una costante c tale
che

f 2
':qoudilspaziati An(X) 2 - Iog n—=c.
T

Quindi per n — oo la successione A, diverge con crescita
almeno logaritmica.
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Andamento delle costanti di Lebesgue

Teorema

Per ogni X matrice di interpolazione esiste una costante c tale
che

f 2
':qoudilspaziati An(X) 2 - Iog n—=c.
T

Quindi per n — oo la successione A, diverge con crescita
almeno logaritmica.

Teorema (Nodi equispaziati)

Le costanti di Lebesgue associate ai nodi equispaziati crescono
in modo esponenziale.
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Per analizzare alcuni aspetti dell’interpolazione sono stati
sviluppati su MATLAB dei programmi che permettono di
calcolare

» i nodi di interpolazione;

Risultati con
MATLAB

» le costanti di Lebesgue dati i nodi;

» il polinomio interpolante su un intervallo col metodo di
Lagrange dati i nodi e la funzione.

| programmi sono stati testati su diversi problemi, di seguito
riportiamo i risultati relativi a uno di essi.
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Risultati con
MATLAB

A. Azzarelli (UniCa)
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Risultati con
MATLAB

A. Azzarelli (UniCa)
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Figura

. Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| — ¥x.
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= — —funzione
polinomio
8 f O nodi

Risultati con
MATLAB

Figura: Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| — ¥x.
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= — —funzione
polinomio
8 f O nodi i

Risultati con
MATLAB

Figura: Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| —
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Errore

Risultati con
MATLAB
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Costanti di Lebesgue

T T

nodi equispaziati

Risultati con
MATLAB
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Polinomi ortogonali di Jacobi

La ricerca di nodi pid efficienti ha portato a scegliere come
ascisse di interpolazione le radici di particolari polinomi:

Definizione

Fissati o, 5 > —1 sono detti pesi di Jacobi le funzioni

wi(x) == (1 —x)*(1 + x)P.

Nodi di
Jacobi
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Polinomi ortogonali di Jacobi

La ricerca di nodi pid efficienti ha portato a scegliere come
ascisse di interpolazione le radici di particolari polinomi:

Definizione

Fissati o, 5 > —1 sono detti pesi di Jacobi le funzioni

wi(x) == (1 —x)*(1 + x)P.

Nodi di
J bi . . . . . . .
. | polinomi ortogonali di Jacobi sono una successione di
polinomi py € P che risultano reciprocamente ortogonali

rispetto al prodotto scalare pesato:

1
pep) = [ PR LE (X =0, £k

definito sullo spazio L2[-1,1].
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Nodi di Jacobi

Teorema

Per ogni n € N il polinomio p,+1 ha n+ 1 radici

» semplici;
» reali;
» contenute in (—1,1).

Nodi di Chiamiamo nodi di Jacobi tali radici, indichiamo con Xg‘ fa
el relativa matrice di interpolazione.
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Nodi di
Jacobi

Nodi di Jacobi

Teorema

Per ogni n € N il polinomio p,+1 ha n+ 1 radici

» semplici;
» reali;
» contenute in (—1,1).

Chiamiamo nodi di Jacobi tali radici, indichiamo con Xg‘ la
relativa matrice di interpolazione.

Una classe particolare di nodi di Jacobi & quella che si ottiene
per o = 3 = —3, essi sono detti nodi di Chebychev e si
possono calcolare in maniera semplice con la formula:

n 2k +1
XIE):COS(ﬁ), neN, k=0,...,n
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Teorema

Fissati p_1 = 0, pp = 1 i polinomi ortogonali di Jacobi sono
univocamente definiti dalla formula ricorsiva a tre termini

Pri1(x) = (x — ak)pr(x) — Bepk-1(x),

dove
Nodi di
Jacobi

 {xPx, pr) 2 2 _ {XPk; Pr—1)
_ \XPi; Pic/ =0, (= PoPkt)
(Pk—1, Pk—1)
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Teorema

Fissati p_1 = 0, pp = 1 i polinomi ortogonali di Jacobi sono
univocamente definiti dalla formula ricorsiva a tre termini

Pri1(x) = (x — ak)pr(x) — Bepk-1(x),

dove
Nodi di
Jacobi

 {xPx, pr) 2 2 _ {XPk; Pr—1)
= BPePO g2 gp = PPl
(P> PK) (Pk—1, Pk—1)

ag 1

Br o

Le radici del polinomio ortogonale
pn+1 corrispondono agli autovalori
della matrice tridiagonale simmetrica:
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Costanti di Lebesgue dei nodi di Jacobi

Teorema (Nodi di Chebychev)

Le costanti di Lebesgue relative ai nodi di Chebychev hanno una
crescita al pid logaritmica

2
Aa(X7E2) < = log n + 4.

Nodi di
Jacobi
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Costanti di Lebesgue dei nodi di Jacobi

Teorema (Nodi di Chebychev)

Le costanti di Lebesgue relative ai nodi di Chebychev hanno una
crescita al pid logaritmica

2
Aa(X7E2) < = log n + 4.

Nodi di
Jacobi

Piu in generale vale il seguente

Teorema (Nodi di Jacobi)
Per ogni n € N

log n ~l1<a,B< -3

N (X5 ~
( ﬁ) {nmax{""ﬂ}*'; altrimenti.
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= — —funzione
a=13,48=13
8 a=-053=-05]

Risultati con
MATLAB

. Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| — ¥x.
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31 nodi

Risultati con 2
MATLAB

e
o
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Figura: Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| — ¥x.
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= — —funzione
a=13,4=13
a=-053=-05

Risultati con
MATLAB

L L L L 72/ L L L

1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 2

Figura: Interpolazione della funzione f(x) = |x3 — 2| —
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Risultati con a=-053=-05

MATLAB

Nodi di Jacobi

Errore

10"

100 ]

a=-08,3=13
a=136=13

/\\
~ a=-08,3=-08
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Costanti di Lebesgue

a=-08,3=13
a=136=13
a=-0.8,3=-0.8

Risultati con 5 -0.5,3=-05
MATLAB <
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Errore

Risultati con
MATLAB
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Risultati con
MATLAB
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