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Abstract 

L'analisi armonica di Fourier è uno strumento potente di analisi/sintesi e di affiancamento allo studio di segnali. 

Si basa su come le funzioni, definite su un continuum (in tutti i punti di un intervallo), possano essere 

rappresentate e analizzate in termini di funzioni periodiche, in seni e coseni. Questo immenso ed elegante 

argomento coinvolge molti problemi pratici. Sulla base delle innumerevoli applicazioni, questa tesi si 

costituisce di uno studio completo della Discrete Fourier Transform: i suoi usi, le sue proprietà, le sue 

applicazioni e la sua relazione con la Serie di Fourier e le Trasformate di Fourier, sia di segnali analogici che 

digitali. Tratter¨, dunque, le fasi pi½ cruciali dellôelaborazione e del passaggio ñanalogico-digitaleò: il 

campionamento, il troncamento e lôinterpolazione.  

Da un punto di vista concettuale la trattazione che seguirà riguarda una specifica applicazione dell'ampio 

concetto di analisi in frequenza e dellôuso di tale in forma discreta e unidimensionale: lôAnalisi delle sequenze 

numeriche. Per comprendere l'importanza dell'analisi in frequenza di un segnale, o sequenza numerica, è 

sufficiente ricordare che l'intera teoria delle telecomunicazioni poggia sulla trattazione dei segnali nel dominio 

della frequenza. La posizione e l'ampiezza di una portante, la larghezza di banda di un segnale modulato, la 

quantità di rumore presente su un canale, le distorsioni armoniche sono soltanto alcune delle informazioni 

emergenti dall'osservazione dello spettro di un segnale.  

In diversi settori della scienza e della tecnologia, poi, occorre assolutamente visualizzare ed elaborare il segnale 

per consentire l'estrazione dell'informazione desiderata oppure usare gli strumenti di Fourier per la valutazione 

di diversi parametri associati ad un generico segnale: energia, potenza, durata efficace, coefficienti di Fourier, 

densità spettrale di potenza e funzione di autocorrelazione.  

Nel corso dell'evoluzione delle telecomunicazioni, in generale, il tradizionale approccio analogico è stato 

sempre più affiancato da quello digitale, caratterizzato da una sempre più crescente validità di prestazioni 

ottenibili in presenza di determinate condizioni e dalla facilità di elaborazione e possibilità di memorizzazione 

di moli di dati sempre maggiori, in parallelismo con lôevoluzione delle memorie e delle loro prestazioni. 

Nell'affrontare e sviluppare l'argomento della tesi riguardante lôuso e le potenzialit¨ dello ñstrumento DFTò, si 

è messo costantemente in evidenza questo ormai inevitabile passaggio, ponendo l'accento in modo particolare 

sulle motivazioni e sui vantaggi conseguenti.  

La tesi rimane pur sempre legata agli aspetti di applicazione pratica, in ambiti di Ingegneria, legata anche a 

tutti i concetti teorici ad essi adibiti, sulla Trasformata Discreta. Infatti, vengono sottolineati i settori di 

applicazione dell'analisi armonica, della FFT e in particolare quello riguardante il filtraggio di segnali e Analisi 

di Fourier su campioni di funzioni. 

Altrettanto importante ¯ ci¸ che in questa tesi non cô¯! Indubbiamente, una delle ragioni per lôaumento 

spettacolare della popolarità dell'analisi pratica di Fourier ¯ l'invenzione dellôalgoritmo noto come trasformata 

veloce di Fourier: la tesi tratta solo la versione monodimensionale della trasformata, ossia non tratta lôimage 

processing. Per tutta la sua magia e potenza, la FFT è solo un modo estremamente efficiente per calcolare la 

DFT: si parla sempre dello stesso strumento di analisi. Va detto chiaramente dall'inizio che questa tesi non 

riguarda la FFT, che ha una vasta gamma di implementazioni. Si dedicherà solo una parte degli esperimenti a 

questôultima, mentre non verr¨ trattato n® toccato lôimage processing e tutto ci¸ che riguarda Digital Media.  
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0__________________________________________ 

Introduzione 

Prima di trattare le generalit¨ della teoria di Fourier, ¯ interessante indagare quali fossero stati, allôepoca, i 

problemi che portarono a definire un insieme di teoremi ed enunciati tanto importanti. 

 

 

Le radici dellôanalisi di Fourier 

Ci sono stati tre problemi della storia che hanno fondato le radici della cosiddetta ñanalisi di Fourierò. 

Il primo problema era descrivere la vibrazione di una corda tesa ancorata ad entrambe le estremità (o 

equivalentemente la propagazione del suono in un mezzo elastico). Sorprendentemente, l'onda descritta 

dall'equazione come la conosciamo oggi: era già stata formulata. I matematici Jean d'Alembert, Leonhard 

Euler, Daniel Bernoulli e Joseph-Louis Lagrange avevano metodi di soluzione proposti intorno al 1750. La 

soluzione di Bernoulli prese la forma di una serie trigonometrica.  

 

Le onde sono oscillazioni temporali o spaziali (ambedue nel caso di una funzione a più variabili) di tutte quelle 

quantità che possono essere così descritte, tramite le loro variazioni tempo-spaziali. Ad esempio, il livello 

dellôacqua attorno al livello medio del mare, in presenza di onde in acqua profonda o la posizione di una corda 

di una chitarra pizzicata, o la densit¨ dellôaria fatta vibrare dalle corde vocali o da un pistone.  

Si consideri una porzione di corda spostata meccanicamente dallôequilibrio.  

 

Figura 1 : Tensioni su un tratto di corda oscillante. 

La posizione lungo la corda è x, e lo spostamento laterale della corda dalla sua posizione di equilibrio è y, che 

è funzione di x e del tempo t. Ai capi di un suo tratto generico infinitesimo dx, la corda è soggetta a tensioni, 

cioè forze di richiamo, che non si cancellano in generale (lo fanno se il tratto di corda è localmente e 

momentaneamente diritto). La forza risultante dalla dinamica delle leggi di Newton: 

Ὂ ὝÓÉÎ— ÓÉÎ— . 

Sviluppando in serie per piccolo angolo, ÓÉÎ—Ḑ—. Ma poiché anche la tangente ha lo stesso sviluppo, al 

primo ordine (linearizzando): ÓÉÎ—ḐÔÁÎ—; allora dalla geometria elementare, sappiamo che ÔÁÎ— è la 

pendenza locale di y(x) rispetto allôasse x, cio¯ la sua derivata; quindi ¯ facile costruire: 

Ὂ  ὝÔÁÎ— ÔÁÎ— ḙ ὼ Ὤȟὸ ὼȟὸ. 
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Come diretta conseguenza del significato geometrico di tangente e derivata prima. Allora, dallôAnalisi 

Matematica, recuperiamo la notazione del differenziale primo e linearizziamo : approssimazione tipica dei 

problemi di Ingegneria. 

In generale si ha: 

‬ᾀ Ὢὼȟώ Ὢὼȟώ
ȟ
ὼ ὼ

ȟ
ώ ώ έ ὼ ὼ ώ ώ . 

Allôaumentare dei fattori di ingrandimento, i grafici della funzione e del suo piano tangente in ὼȟώ  

diventano indistinguibili (lôerrore o òdistanzaò della funzione dal piano tangente, tende a zero pi½ rapidamente 

dellôincremento , ossia dellôerrore rappresentato con la notazione o-piccolo). Il differenziale primo 

rappresentato fa riferimento ad entrambe le variabili. Nel nostro caso, la corda ha posizione di equilibrio è y e 

questa è una funzione di due variabili, ma possiamo linearizzare considerando delle variazioni di y, relative 

alla variabile indipendente x, che non sono corrispondenti direttamente a variazioni causate da t, ossia poter 

considerare il caso di linearizzazione rispetto ad una singola variabile. 

 

Otteniamo dunque la seguente espressione: 

‬ώ

‬ὼ

‘

Ὕ

‬ώ

‬ὸ
 

Eô stata applicata la seconda legge di Newton in forma differenziale espressa rispetto alla posizione della corda 

e la massa della corda è stata espressa in termini di densità ‘. 

Notiamo che la soluzione dellôequazione dôonda Eq.6.3 deve soddisfare una sola propriet¨, e precisamente 

deve dipendere da x e t come:  

ώὼȟὸ ώὼ ὺὸ Ὡ  

Dove lôultima uguaglianza esprime una possibile soluzione in una forma generica. 

 

Figura 2 :Gaussiana, soluzione tipo dellôequazione delle onde. 

 

Una soluzione fisica generale sar¨ una combinazione lineare (lôequazione, ricordiamo, ¯ lineare) del tipo 

!ÙØ  ÖÔ "ÙØ  ÖÔ. Più precisamente, per avvicinarci al fulcro dellôanalisi di Fourier, la soluzione 

proposta da Bernoulli è del tipo: 

    ȅόȄΣǘύ Ґ !ǎƛƴόȄύŎƻǎόŀǘύҌ.ǎƛƴόнȄύŎƻǎόнŀǘύ Ҍ ΧΦҌ ὤǎƛƴόƴȄύŎƻǎόƴŀǘύҌΧ  Φ 

Già questa soluzione anticipò la forma continua di una serie, quella che sarebbe stata la Serie di Fourier. 

Sembra che sia Eulero che Lagrange abbiano effettivamente discretizzato il problema della corda vibrante 

immaginando la corda come un sistema fisico su cui coesistono un numero finito di particelle connesse. La 
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soluzione di questo problema discreto ha richiesto la ricerca di campioni della funzione che descrive lo 

spostamento della stringa. 

 

Vediamo un altro classico modello matematico del fenomeno della conduzione del calore, ad un duplice 

scopo: introdurre una delle principali equazioni differenziali alle derivate parziali della fisica matematica e 

spiegare lôorigine delle serie di Fourier. Studiamo il fenomeno della conduzione del calore attraverso un filo 

sottile, rettilineo (oppure una sbarra), isotropo, omogeneo, e di sezione costante S. Ci interessiamo soltanto 

della conduzione del calore nella direzione dellôasse del filo (asse x) trascurando la conduzione nelle direzioni 

trasversali, come pure le eventuali dispersioni di calore. Ammettiamo che la temperatura dei punti del filo sia 

una funzione ÕØȟÔche dipende solo dallôascissa x e dal tempo t. La quantit¨ di calore dQ che, nellôintervallo 

di tempo dt, attraversa la sezione del filo di ascissa x da sinistra verso destra data è da una forma molto simile 

alla quantit¨ di calore dQ che, nellôintervallo di tempo dt, attraversa la sezione del filo di ascissa x + dx, da 

destra verso sinistra: 

ὗ ὯὛ (x,t) 

ὗ ὯὛ (x+dx,t) 

Dalla definizione di capacit¨ termica, calore specifico e massa possiamo ottenere unôespressione finale. 

Partendo dalla capacità termica abbiamo: 

 

ὅ
ȟ
ᵼ

ȟ
ὧ‘ὛὨὼ. 

 

Considerando come Q il calore totale, inteso come somma delle prime due equazioni, allora possiamo 

eguagliarlo alla terza e spostare il differenziale dove più conviene. 

A partire da ὧ‘Ὓ ὼ Ὠὼȟὸ ὼȟὸ  si ottiene: ‘ὧ Ὧ  , detta equazione del calore in 

una dimensione spaziale. 

Analogamente, la conduzione del calore in un corpo tridimensionale Ý Ṓ R3 si può modellizzare tramite 

lôequazione ‘ὧ Ὧ ῳό, essendo æ lôoperatore di Laplace. Poich® i teoremi di esistenza e le propriet¨ 

qualitative delle soluzioni non dipendono dal valore numerico delle costanti c, µ, k > 0, si vuole concentrare 

lôattenzione sullôequazione a derivate parziali con coefficienti unitari.  

Consideriamo un filo disposto come la circonferenza di equazioni parametriche: 

ὼ ὧέί‌
ώ ίὭὲ‌

‌ᶰπȟς“

 

e spostando il contesto spaziale in radiale (coordinate polari), allora avremo il risultato  tale per cui si 

vede, per sostituzione (o per separazione delle variabili), che le funzioni Ὡ ὧέίὯ‌per k = 0, 1, 2, . . . e le 

funzioni Ὡ ίὭὲὯ‌, per k = 1, 2, 3, . . . sono soluzioni. Fourier ritiene che lôintegrale generale di tale 
equazione sia:  

ό‌ȟὸ
ὥ

ς
Ὡ ὥÃÏÓË‌ ὦÓÉÎË‌ 

dove i coefficienti ak e bk si devono ricavare dalla temperatura iniziale ό‌ȟπ tramite lôuguaglianza 
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ό‌ȟπ
ὥ

ς
ὥÃÏÓË‌ ὦÓÉÎË‌ 

e questa è la serie di Fourier. 

J.-B. J. Fourier, nel trattato ñTheorie analytique de la chaleurò (1822) studia la conduzione del calore in corpi 

di forme diverse, incluso lôanello, ossia la trattazione appena illustrata. Successivamente determina 

lôespressione dei coefficienti ak e bk tramite particolari serie numeriche, dedotte sotto lôipotesi che la funzione 

generatrice ό‌ȟπ sia analitica. In un momento ancora successivo, risolvendo unôopportuna equazione 

differenziale ordinaria, egli perviene alla rappresentazione di ak e bk tramite integrali: 

ὥ ᷿ όὸὧέίὯὸὨὸ, 

ὦ ᷿ όὸίὭὲὯὸὨὸ . 

Il terzo problema che ha nutrito le terze radici dell'analisi di Fourier, in particolare nella sua forma discreta, 

era quella di determinare le orbite dei corpi celesti. Eulero, Lagrange e Alexis Claude Clairaut hanno 

apportato contributi fondamentali proponendo che i dati presi dalle osservazioni siano approssimati da 

combinazioni lineari di funzioni di carattere periodico. Il calcolo dei coefficienti, in queste espansioni 

trigonometriche, ha portato ad un calcolo conosciuto come trasformata di Fourier discreta: la DFT, Discrete 

Fourier Transform. 
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1__________________________________________ 

 

1 Teoria di Fourier: generalità ed essenzialità 

 

1.1 La serie di Fourier 

 

1.1.1 Analisi di Fourier: generalità 

 

Gli strumenti di analisi dei segnali che compongono la teoria di Fourier si caratterizzano per il fine per cui gli 

stessi vengono usati. Esistono diverse classi di segnali e per ognuna, si può affermare, esista una 

rappresentazione e che questa sia utile ai problemi che si riscontrano quando si analizza un sistema 

ingegneristico e/o fisico dove si valutano i segnali attribuiti alle variabili che li compongono. Si pensi ai segnali 

sinusoidali: essi costituiscono una classe speciale di segnali periodici. Per tale classe di segnali esiste quella 

che è definita come trasformata di Steinmetz:  

ὛὪὸ ʖ  
ʖ

ʌ
ὪὸὩ Ὠὸ 

Questa trasformata integrale è usata anche per altre motivazioni: trasforma le equazioni integrali e le equazioni 

differenziali in equazioni polinomiali, che sono più immediate da risolvere ed è strettamente legata alla 

trasformata di Fourier.  

Insomma, per ogni classe di segnali nel dominio del tempo, esiste una rappresentazione che sposta lôattenzione 

in un nuovo dominio in cui la variabile indipendente è la frequenza. 

 

1.1.2 La forma della serie di Fourier 

Un polinomio trigonometrico di ordine n è rappresentato da una funzione periodica del tipo: 

Ὕ ὸ ὥ ὥὧέίὯʖὸ ὦίὭὲὯʖὸ, 

dove ὥȟὥ,ὦȟʖ sono numeri reali. Tale funzione ha periodo Ὕ  in quanto combinazione lineare delle 

2n+1 funzioni elementari 1,cosʖÔ,sinʖÔ, é , cosnʖÔ, sinnʖÔ, le quali hanno medesimo periodo. 

 

Considerando che il sistema ρȟÃÏÓὸȟÓÉÎὸȣȢȟÃÏÓὯὸȟÓÉÎ Ὧὸ ᶰ  ortogonale in  fl ȟ , il 

procedimento proposto da Fourier consiste nell'imporre che le proiezioni (calcolate mediante il prodotto 

scalare) della funzione di periodo Ὢὸ e del polinomio Ὕ ὸ, su ciascuna funzione di base 1,cosʖÔ,sinʖÔ, é 
, cosnʖÔ, sinnʖÔ,  siano identiche. Tale imposizione equivale a richiedere che l'integrazione in [0, T] della 

funzione per le funzioni di base risulti uguale all'integrazione della funzione approssimante per le stesse 

funzioni di base. Questo fatto, in conseguenza della ortogonalità delle funzioni di base, implica che i 

coefficienti di Fourier abbiano la seguente espressione: 

ὥ ᷿ ὪὸὧέίπὨὸ,     detto anche valor medio del segnale f(t); 

https://it.wikipedia.org/wiki/Trasformata_integrale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_integrale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_differenziale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_differenziale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_polinomiale
https://it.wikipedia.org/wiki/Trasformata_di_Fourier
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Esprimendo il periodo tramite la sua definizione, ponendo Ŭ = ʖὸ e adattando gli estremi di integrazione, è 

possibile anche riformulare tali definizioni come: 

ὥ ᷿ ὪὸὧέίὯὸὨὸ, 

ὦ ᷿ ὪὸίὭὲὯὸὨὸ . 

 

Inoltre ¯ possibile riassumere il Lemma di ortogonalit¨ sfruttando lôidentit¨ di Eulero sul sistema ortogonale 

in versione complessa Ὡ
ᶰ

 e usando lôespressione  del prodotto scalare in  fl ȟ : 

Ὡ ȟὩ solamente se kÍm altrimenti Ὡ ȟὩ ρ. 

Dunque, secondo Fourier, se f è una funzione integrabile in [-T, T], allora ad essa è formalmente associabile, 

in modo univoco, la serie di Fourier che altro non ¯ che lôestensione infinita della somma che compone il 

famoso polinomio trigonometrico. 

Ὢὸ ὥ ὥÃÏÓ ὦÓÉÎ  dove T=2L. 

 

In taluni ambiti è opportuno esprimere la serie di Fourier in alcune forme alternative. Per vari motivi, in diversi 

contesti applicativi, è utile sostituire la forma precedente del polinomio trigonometrico con la seguente 

Ὕ ὸ ὥ ὧÃÏÓ Ὧʖὸ Ὧ‰ 

Per vedere se sussiste lôuguaglianza tra le due forme è sufficiente sviluppare il coseno tramite la formula di 

addizione degli archi ed imporre lôuguaglianza con lôaltro polinomio, dove invece ¯ presente anche il seno, per 

ottenere le relazioni di conversione. 

Segue immediatamente che : 
ὧὧέίὯ‰ ὥ
ὧίὭὲὯ‰ ὦ

   

  
ὧ ὥ ὦ

Ὧ‰ ÁÒÃÔÁÎ
 

Esiste ancora un altro modo per rappresentare lo stesso polinomio che, per quanto sia del tutto equivalente a 

quelli già illustrati, risulta più adatto nell'analisi e controllo dei segnali digitali: la forma complessa del 

polinomio trigonometrico o della serie di Fourier (che nel caso limite coincidono), dove i coefficienti sono 

proprio numeri complessi. 

4ὸ ὢÅ ; 

ὢ
ρ

Ὕ
ὼὸÅ Ὠὸ 

ʖ  ς“Ὢ= . 
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La seconda delle tre è una equazione di analisi che permette di stabilire qual è il contenuto in termini di 

oscillazioni armoniche del segnale (in una parola, di analizzare il segnale). La prima delle tre, viceversa, è una 

equazione di sintesi che, note le ampiezze e fasi delle varie armoniche (cioè noti i coefficienti di Fourier) 

permette di ricostruire, cioè sintetizzare, il segnale dato a partire dalle proprie componenti frequenziali 

(armoniche). 

Tale forma consegue direttamente dalle formule di Eulero: 

Ὡ ÃÏÓὼ ὮίὭὲὼȟ 

ÃÏÓὼ
Ὡ Ὡ

ς
ȟ 

ÓÉÎὼ
Ὡ Ὡ

ςὮ
Ȣ 

Quanto finora enunciato è valido per un segnale periodico e dunque anche per un segnale sinusoidale, 

ovviamente, dato che è stata citata la Trasformata di Steinmetz che opera su segnali anche non periodici, ossia 

aperiodici. La convergenza della serie di Fourier risulta un argomento molto importante dal punto di vista 

matematico poiché possiede tantissimi teoremi che la citano. Tuttavia non è scopo della tesi enunciarne e 

dimostrarne la tesi. La serie ¯ uno strumento efficace dal punto di vista dellôanalisi delle componenti del 

segnale, ossia le componenti armoniche o sinusoidi che lo costituiscono e che, dunque, ne rappresentano il 

contenuto energetico.  

Il Teorema di Parseval ¯ uno dei risultati pi½ significativi dellôimportanza di tale sviluppo per lôanalisi dei 

segnali, basti pensare che tramite la serie di Fourier è possibile esprimere il valore efficace di un segnale ( o 

radice quadrata della potenza media del segnale). 

La potenza media di un segnale troncato è definita come: 

ὖ
ρ

Ὕ
ȿὼὸȿὨὸ 

tramite il teorema di Parseval, possiamo legare il segnale periodico ai suoi coefficienti di Fourier e la forma 

migliore, in questo contesto, è proprio la complessa che ci permette di arrivare al risultato compatto: 

ὖ ȿὢȿ 

da cui, considerando il segno positivo della radice quadrata, si ha il valore efficace. 

 

1.1.3 Sintesi con un numero finito di armoniche 

Evidentemente, l'equazione di sintesi prevede l'uso di infinite armoniche per ricostruire il segnale, dôaltro 

canto, anche la potenza richiede la conoscenza di tali: ciò non è ovviamente possibile dal punto di vista 

computazionale, sia umano che elettronico. Si pu¸ fare unôosservazione che porta gi¨ ad una 

discretizzazione. Dôaltronde, condizione necessaria alla convergenza della serie è che l'ampiezza ȿὧȿ delle 

armoniche tenda a zero quando k  inizia ad essere molto grande (al limite). Questo comporta che le 

armoniche più "importanti" ai fini della sintesi del segnale sono un numero limitato, e che quindi la serie può 

essere sostituita ai fini pratici con una sommatoria di un numero finito di termini. 

Si possono illustrare due esempi per arrivare al teorema sulla velocità di convergenza. 

Si consideri lôonda quadra. Osservazione 

la sequenza dei coefficienti di Fourier dell'onda quadra 
όǉǳƛ ƛƴ ǾŜǊǎƛƻƴŜ ŀ ǉǳŀǊǘƻ ŘΩƻƴŘŀ Řƛ ǎƛƳƳŜǘǊƛŀύ ŝ 
immaginaria pura e dispari, e i coefficienti di ordine pari 
sono tutti nulli.  
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CƛƎǳǊŀ оΥ ƻƴŘŀ ǉǳŀŘǊŀ ŀ ǉǳŀǊǘƻ ŘΩƻƴŘŀ ŘƛǎǇŀǊƛ 

 

 

Lôespressione del coefficiente di Fourier commuta, valida per indice dispari, nellôespressione: 

ὢ     oppure, usando lo sviluppo in forma trigonometrica estesa, i termini b sono: ὦ     . 

 

Lôaspetto dellôespressione delle successioni di entrambi i due sviluppi suggerisce che tali coefficienti, e quindi 

la potenza, non contino più nulla per indici molto elevati. 

Avendo un indice con esponente unitario di elevamento a potenza, si può attribuire un ordine unitario della 

ñvelocit¨ò di convergenza a zero dei coefficienti.  

Lo spettro, infatti, è rappresentato da un grafico discreto antisimmetrico, essendo il segnale periodico dispari: 

 

Figura 4: spettro del segnale onda quadra 

 

Si consideri lôonda triangolare simmetrica. 

Da qui scaturisce la motivazione 
per cui nelle definizioni come 
THD (total harmonic distorsion); 
si prende, infatti, come 
riferimento la componente 
fondamentale con cui misurare 
ƭΩƛƳǇŀǘǘƻ ŘŜƭƭŀ ŘƛǎǘƻǊǎƛƻƴŜ ŘŜƭƭŀ 
ŦƻǊƳŀ ŘΩƻƴŘŀ Ŏŀǳǎŀǘŀ Řŀƭƭŀ 
presenza di armoniche. Si può 
dimostrare, infatti, che ogni 
armonica di un segnale ha un 
valore di picco esprimibile in 
funzione del valore di picco dalla 
fondamentale. 
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Figura 5: onda triangolare simmetrica con relativo coefficiente 

Si nota innanzitutto che, anche in questo caso, tutti i coefficienti con indice pari sono nulli perché x(t) è dispari. 

La caratteristica pi½ evidente, in un confronto con lôonda quadra, ¯ che l'ampiezza delle armoniche tende a 

zero molto pi½ velocemente quando k ¯ molto grande. Lôespressione del coefficiente suggerisce che tale 

velocità è proporzionale a 1/k, ma stavolta quadro; quindi le armoniche superiori hanno meno "importanza" 

nella sintesi dell' onda triangolare rispetto al caso dell' onda quadra. Per un segnale di questo tipo è dunque 

possibile approssimare il polinomio infinito di Fourier con un numero finito di termini più piccolo: è lecito 

anticipare il troncamento dello sviluppo ad un indice prima di quello dello sviluppo dellôonda quadra. 

 

Questo risultato è molto importante perché la Trasformata discreta di Fourier si ottiene esattamente da una 

discretizzazione che si esegue sia sulla trasformata continua che sullôespressione del coefficiente di Fourier, 

per cui, ¯ di notevole importanza capire gi¨ dalla Serie fin dove serve dilungarsi con lôanalisi armonica, a 

livello di indice. 

Si è ribadito che la convergenza della serie di Fourier non sarà oggetto di studio ed illustrazione di tale lavoro. 

Per cui è lecito solo enunciare il corollario del Teorema di Riemann-Lebesgue. 

 

1.1.4 Corollario 

 

Supposto che il segnale da sviluppare in serie di Fourier sia derivabile con continuit¨ per ór-2ô volte 

nellôintervallo in cui lo stesso ¯ periodico e che la sua r-1_esima derivata sia regolare a tratti, allora la 

successione dei coefficienti di Fourier tende a zero come lôinverso di Ὧ. 

 

Ci¸ che ¯, per¸, interessante ¯ che questo comportamento ha un suo motivo dettato dalla forma dôonda nel 

dominio del tempo. Lôonda triangolare ha variazioni dôampiezza meno brusche dellôonda quadra e il polinomio 

oscillante di Fourier, troncato, riesce a commutare meglio alla forma del segnale originale con un numero di 

indici inferiore proprio perch® le derivate del segnale stesso indicano una possibilit¨ di ñrilassamentoò, della 

combinazione lineare di seni/coseni, migliore. 

A seconda del segnale, dunque, un indice di ñnumero minimoò di armoniche sar¨ proprio lôordine di regolarit¨. 

 

 

1.1.5 Proprietà dei coefficienti della serie di Fourier 

Le proprietà di quella che verrà definita come Trasformata Discreta di Fourier vengono conservate 

nellôoperazione di discretizzazione del coefficiente di Fourier. Eô dunque sensato illustrare almeno le principali 

peculiarit¨ e caratteristiche di questôultimo in una tabella. Fondamentalmente, da delle considerazioni 
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geometriche, il coefficiente k-esimo di Fourier prende una forma differente a seconda del caso. Quanto 

riportato sotto si riferisce allo sviluppo in serie trigonometrico classico del tipo: 

Ὢὸ ὥ ὥÃÏÓ ὦÓÉÎ   

con i coefficienti: 

 ὥ ᷿ ὪὸὧέίὯὸὨὸ, 

ὦ ᷿ ὪὸίὭὲὯὸὨὸ. 

 

 

 

 

 

 

Figura 6: schema riassuntivo 

 

Dal punto di vista del segnale, reale o complesso, pari o dispari, si possono ottenere ulteriori informazioni sullo 

spettro del segnale, sia sullo spettro delle ampiezze che sullo spettro delle fasi. 

Considerando un segnale reale generico, il suo sviluppo in serie di Fourier in forma complessa (ma anche le 

altre versioni) gode della simmetria Hemitiana: 

ὧ ὧ  z, dove lôasterisco indica lôoperazione di coniugazione nel campo complesso e che coincide con 

il generico ὧ nel caso questi sia un numero reale puro. 

La simmetria coniugata, dunque, rende di fatto due equazioni che dettano la forma dello spettro del segnale. 

Si prende come esempio principe la funzione seno e ridenominando con ñXò i coefficienti complessi c (si terrà 

tale notazione per tutto il resto dellôelaborato). 

ὼὸ ὥ ίὭὲς“Ὢὸ 

 

Figura 7:       Figura 8: 

Spettro delle ampiezze dei coefficienti     Spettro delle fasi dei coefficienti 

                                                       

Essendo un segnale reale, infatti il seno rispetta la condizione: 
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Infine, generalizzando in base alle simmetrie, si ha: 

- x(t) è una funzione pari Ą ὢ  è reale puro ed è una funzione pari di k Ą lo sviluppo trigonometrico 

ha soli coseni 

- x(t) è una funzione dispari Ą ὢ  è immaginario puro ed è una funzione dispari di k Ą lo sviluppo 

trigonometrico ha soli seni 

- qualsiasi segnale né pari né dispari può essere parametrizzato come 

ὼ ὸ ὼ ὸ ὼὸ dove 2ὼ ὸ ὼὸ ὼ ὸ Ὡ   ςὼ ὸ ὼὸ ὼ ὸ. 

Sulla base di tale scomposizione, per linearit¨ dellôoperazione di scomposizione in serie, si pu¸ scrivere la 

versione generalizzata di qualsiasi segnale periodico asimmetrico: 

ὢ ὢ ὢ  

 

Il resto delle proprietà, come la linearità garantita dalla stessa operazione di integrazione, oppure il 

comportamento dei coefficienti di Fourier nei confronti di una traslazione del segnale, o di una operazione di 

derivata temporale, o di integrale, ecc.) si riassumono meglio usando il metodo simbolico dellôanalisi fasoriale. 

Sapendo che unôinfinit¨ di armoniche corrisponde ad unôinfinit¨ di diagrammi fasoriali, ciascuno valido solo 

per fasori isofrequenziali, è possibile considerare il seno come coseno traslato e, con la legge di Eulero, 

esprimere i segnali in forma esponenziale e osservare diversi fatti importanti. 

 

Lôoperazione di derivazione nel tempo si pu¸ osservare come una traslazione di 90 gradi: 

 

dal punto di vista del diagramma fasoriale si ha unôomotetia immaginaria: 
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Figura 9: fasori 

 

 

1.2 La trasformata di Fourier 

Lo sviluppo di una funzione mediante le serie di Fourier è possibile, ed estremamente efficace, per le funzioni 

periodiche. In questo caso, le sole frequenze necessarie sono gli interi, oppure i multipli di ^ per le funzioni 

aventi periodo T. Per le funzioni non periodiche, tutte le frequenze sono ammissibili e la serie deve essere 

sostituita da un integrale. I coefficienti ὢ  della forma complessa, che determinano le ampiezze di ogni 

armonica, diventano i valori della trasformata di Fourier calcolata in k, la quale risulta definita sull'intera retta 

reale, ossia è una funzione continua della variabile indipendente. Essa dà una misura della densità di ciascuna 

frequenza kɴ IR nella funzione. 

1.2.1 Definizione generale 

La procedura precedentemente descritta per la scomposizione di un segnale in serie di Fourier può essere 

applicata solo a segnali periodici. Si consideri tuttavia un segnale x(t) : R Ÿ C non periodico, ma che soddisfa 

la condizione di assoluta sommabilità. Sia infatti x(t), tRɴ, è assolutamente integrabile su tutto R  

ȿὼὸȿὨὸ Њ 

e sviluppabile in serie di Fourier su ogni intervallo [0, T].  

Si consideri il segnale periodico xT  di periodo T e sviluppabile in serie di Fourier. 

 

ὼ ὸ ὧÅ

ở

Ở
ờρ

Ὕ
ὼὸÅ ὨὸÅ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

 

 

Al crescere di T, la funzione xT si raccorda con la  funzione x su intervalli sempre maggiori e la sommatoria si 

trasforma in un integrale 

ὰὭά
ᴼ
ὼ ὸ ὼὸ 
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ed esprimendo il segnale in versione periodica tramite la serie complessa di Fourier, è possibile, con 

lôoperazione di limite arrivare ad una definizione dove la somma di infiniti coseni e seni commuta in un 

integrale. 

ὢὪ ὼὸὩ Ὠὸ 

La cui definizione inversa che definisce la antitrasformata, detta anche Integrale di Fourier: 

ὼὸ ὢὪὩ ὨὪ 

 

La seconda delle due rappresenta evidentemente un'equazione di sintesi che permette di rappresentare il 

segnale come sovrapposizione di segnali elementari, ed è chiaramente analoga alla serie per i segnali periodici; 

la prima è un'equazione di analisi che permette di determinare il peso che le varie componenti frequenziali (a 

tutte le possibili frequenze variabili con continuità da -Њ a Њ) hanno nella composizione di x(t). Tali 

relazioni mettono in corrispondenza un segnale del tempo con la propria trasformata di Fourier, funzione a 

valori complessi della frequenza. 

In analogia a quanto visto per i coefficienti di Fourier si è soliti estrarre dalla funzione complessa X(f) le 

funzioni reali modulo e fase, essendo la stessa funzione un numero complesso. 

ὢὪ ὙὪ ὮὍὪ 

Se x(t) è un segnale reale allora: 

ὙὪ ὼὸὧέίς“ὪὸὨὸ Ὑ Ὢ 

ὍὪ ὼὸίὭὲς“ὪὸὨὸ Ὅ Ὢ 

ovvero la parte reale della trasformata di un segnale reale è una funzione pari della frequenza, mentre la parte 

immaginaria ne è una funzione dispari. Queste simmetrie si possono riassumere con la simmetria Hermitiana: 

ὢὪ ὢὪ ,z dove lôasterisco indica lôoperazione di coniugazione. 

Le proprietà della funzione x(t) si riflettono nella sua trasformata: 

- se x(t) è reale e pari :  

ὙὪ ς ὼὸὧέίς“ὪὸὨὸ 

ὍὪ π 

- se x(t) è reale e pari :  

ὍὪ ς ὼὸίὭὲς“ὪὸὨὸ 

ὙὪ π 
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Dunque si ha una riflessione dal dominio del tempo al dominio della frequenza: la trasformata di un segnale 

reale e pari è una funzione reale e pari della frequenza; la trasformata di un segnale reale e dispari è una 

funzione immaginaria pura e dispari. 

Molto rapidamente, le proprietà della serie di Fourier possono essere riassunte secondo una tabella: 

 

Figura 10: proprietà della FT 

 

Infine, il Teorema di Parseval può essere riformulato così: 

 

 

ȿὼὸȿὨὸ ȿὢὪȿὨὪ 

cioè, l'energia del segnale può essere espresso anche tramite l'integrale del quadrato della sua densità spettrale 

di energia. Ciò può interpretarsi fisicamente dicendo che l'energia totale di un segnale può essere calcolata 

sommando sia l'energia di una serie di suoi campioni nel tempo, che la densità spettrale di una serie di campioni 

nella frequenza. Eô inevitabile dover chiamare il modulo quadro della trasformata come densit¨ spettrale di 

energia: non verrà dimostrato il perché della scelta di tale formalismo. Comunque, la tesi di tale teorema 

rappresenta lôenergia del segnale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://it.wikipedia.org/wiki/Densità_spettrale_di_energia
https://it.wikipedia.org/wiki/Densità_spettrale_di_energia
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2__________________________________________ 

 

2 Il passaggio dal continuo al discreto 

 

Come già accennato, il lavoro di tesi si occupa anche dello studio dei sistemi caratterizzati da segnali discreti, 

nel contesto della DFT. La stessa Trasformata Discreta di Fourier può essere ottenuta in due modi: 

discretizzando lôintegrale del coefficiente di Fourier complesso e discretizzando la trasformata di Fourier. I 

due risultati sono analoghi. 

Eô fondamentale vedere perché è necessario dover discretizzare. 

I principali metodi di analisi dei segnali possono essere riassunti nei concetti di ñanalisi nel dominio del tempoò 

e ñanalisi nel dominio della frequenzaò. Eô importante osservare che questi due modi di affrontare un problema 

sono tra loro intercambiabili, nel senso che, sotto opportune condizioni, nessuna informazione viene persa nel 

passare da un dominio allôaltro. Il vantaggio che deriva dallôintroduzione dei due domini ¯ la possibilit¨ di 

cambiare la prospettiva con la quale si osserva un dato fenomeno. In questo modo un problema che appare di 

difficile soluzione in un dominio pu¸ risultare molto pi½ semplice nellôaltro. Lo strumento matematico che 

consente di trasferire lo studio dei segnali aperiodici e dei sistemi dal dominio del tempo al dominio della 

frequenza è la trasformata di Fourier. La trasformata di Fourier X(f) di una funzione continua nel tempo x(t) è 

data dalla relazione: 

ὢὪ ὼὸὩ Ὠὸ 

Poiché in generale la X(f) è complessa, essa può essere descritta mediante gli spettri di ampiezza e fase. La 

relazione che definisce la trasformata di Fourier non è direttamente implementabile mediante un elaboratore 

digitale di segnale, sia perché essa richiede lôanalisi di segnali continui, x(t) e X(f), sia perch® lôintegrale si 

estende allôinfinito e richiederebbe dunque un numero infinito di dati da elaborare. Per poter effettuare tale 

trasformazione con un sistema digitale sono dunque necessarie tre operazioni fondamentali: il campionamento, 

il troncamento del segnale e la discretizzazione dellôasse delle frequenze. Ciascuna di queste operazioni può 

influenzare significativamente lôattendibilit¨ del risultato dellôanalisi. Lo scopo delle considerazioni che 

seguono in questo capitolo è pertanto quello di studiare gli effetti di tali operazioni e arrivare alla definizione 

finale di Trasformata Discreta di Fourier. 

2.1 Il campionamento dei segnali: leggi di Poisson 

Per introdurre il concetto di trasformata di un segnale campionato e analizzare gli effetti del campionamento e 

le metodologie con cui eseguirlo, è necessario introdurre alcuni concetti chiave che saranno la base di alcuni 

esperimenti della parte pratica del lavoro di tesi. 

 

Un risultato importante per poter introdurre quella che ¯ la prima formula di Poisson ¯ lôinvarianza del treno 

di impulsi, o pettine delta, per trasformazione di Fourier.  

Si consideri il segnale periodico di periodo T e che è sviluppabile in serie di Fourier: 

ὼὸ ὸ‏ ὲὝ 

essendo, il coefficiente complesso di Fourier, costante per ogni valore dellôindice k, allora lo sviluppo sar¨: 
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ὢ
ρ

Ὕ
ὼὸὩ

ρ

Ὕ
 

La trasformata di Fourier si ottiene trasformando lo sviluppo in serie: trasformata della serie. 

 

 

Pertanto lo spettro del segnale pettine di ‏ è anch'esso un pettine di ‏: 

 

Figura 10: invarianza per trasformazione 

Si consideri un segnale aperiodico x(t), costruiamo il segnale y(t) periodico di periodo T secondo la relazione 

di periodicizzazione usata per il pettine delta: 

ώὸ ὼὸ ὲὝ 

Tale segnale ammette sviluppo in serie ed è interessante vedere cosa succede se si calcola il coefficiente 

complesso k-esimo della sua serie: 

 

La funzione integranda dellôultimo passaggio non dipende dall'indice della serie n; tale indice agisce infatti 

solo sugli estremi di integrazione. Ci si rende conto facilmente, che, al variare di n tra -Њ e +Њ, gli intervalli 

di integrazione [-To/2-nTo,To/2-nTo] della stessa funzione integranda ricoprono tutto l'asse reale senza 

sovrapposizioni. Pertanto lôespressione finale che consegue dalla periodicizzazione di un segnale aperiodico 

è: 

ὣ
ρ

Ὕ
ὢ
Ὧ

Ὕ
 

che è un risultato fondamentale. La relazione trovata, detta di campionamento in frequenza, afferma che ogni 

riga dello spettro discreto del segnale periodico è componente dello spettro continuo del segnale aperiodico. 

In altre parole, i coefficienti di Fourier del segnale in versione periodica sono dunque, a meno di una riduzione 

di ampiezza, non sono i valori della trasformata continua, ma i valori campionati in corrispondenza delle 

frequenza armoniche multiple di quella del segnale periodico. Si nota che lôoperazione di periodicizzazione, 
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secondo un periodo T, nel dominio del tempo ha conseguito un campionamento in frequenza, ma con la 

frequenza di campionamento che è la stessa del segnale periodico. 

 

Sostituendo lôespressione del coefficiente di Fourier nellôequazione dello sviluppo in serie, si ottiene la prima 

formula di Poisson: 

ὼὸ ὲὝ
ρ

Ὕ

ρ

Ὕ
ὢ
Ὧ

Ὕ
Ὡ  

Se si tiene conto di tale relazione e la si applica ad un segnale del tipo Ὤὸ ȿὧέίς“Ὢέὸȿ e lo si periodicizza 

con un treno di impulsi, si avrà il risultato della seconda formula di Poisson: 

 

ώὸ ὼὸ ὯὝέ 

dove il segnale base è ὼὸ ὬὸὶὩὧὸ   Ą       

ed il coefficiente di Fourier ottenuto dal campionamento: 

  

Considerando y(t) sviluppato in serie, sostituendo lôespressione del coefficiente di Fourier e considerando la 

trasformata della sommatoria in cui cô¯ x(t), essendo la trasformata una funzione biunivoca lineare: 

  

e applicando il Teorema di dualità: 

 

Si è ottenuta la seconda formula di Poisson e questo, si vedrà più avanti, è un risultato fondamentale ed un 

passo enorme verso la definizione di Trasformata Discreta di Fourier. 

 

2.2 Dal tempo continuo al tempo discreto 

Campionare un segnale x(t) significa "estrarre" dal segnale stesso i valori che esso assume a istanti temporali 

equispaziati, cioè multipli di un intervallo T detto periodo di campionamento. Aprendo e chiudendo la porta 

dellôaula con una certa frequenza, lôinsegnante pu¸ vedere solo una parte di ci¸ che accade e ci¸ che fanno, 

nel mentre, gli alunni: si perde dellôinformazione. Eô interessante capire quali siano le condizioni affinché non 

si perda informazione. 
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L'operazione di campionamento viene simbolicamente effettuata da un dispositivo, il campionatore, indicato 

con una sorta di "interruttore" che si chiude per un intervallo di durata infinitesima. La cadenza con cui l' 

interruttore si chiude, cioè con la quale il segnale viene campionato, è proprio la frequenza di campionamento. 

L'elaborazione del segnale viene eseguita sui valori digitali estratti dal segnale stesso tramite conversione A/D, 

e si risolve nell'esecuzione di un opportuno programma da parte del microprocessore 

 

Figura 11: sistema di conversione 

La nuova definizione di trasformata di Fourier di una sequenza è : 

ὢὪ ὼὲὩ  

ed essa è una funzione continua della frequenza, periodica e di periodo quello di campionamento. Questa 

periodicità è caratteristica delle trasformate delle sequenze, e diventa chiara se introduciamo la relazione, 

inversa o di antitrasformazione: 

ὼὲ ὼὲὝ Ὕ ὢὪὩ ὨὪ 

Il significato della relazione appena enunciata, che è un'espansione della sequenza x[n], è quello consueto per 

l'analisi di Fourier: il segnale dato viene espresso come sovrapposizione di un continuum di componenti 

frequenziali di ampiezza e fase regolate dall' andamento di X(f). Mentre un segnale analogico necessita di 

componenti a tutte le frequenze sull'asse reale da -Њ a +Њ, cioè in un ambito illimitato, per esprimere una 

sequenza in ambito frequenziale sono sufficienti le sole componenti a tutte le frequenze comprese nell' 

intervallo limitato [-1/2T,1/2T]. In un certo modo, questo risultato è pienamente giustificato dalla periodicità 

della trasformata di una sequenza, nel senso che le sole componenti veramente significative sono quelle nel 

periodo base. Anche per la trasformata di una sequenza è comunque d'uso introdurre lo spettro di ampiezza 

A(f) =|X(f)| e lo spettro di fase phi(f) = <X(f). 

La periodicità della trasformata di una sequenza, e/o la limitatezza dell'intervallo frequenziale significativo 

nello spettro del segnale, sono conseguenze di un unico fenomeno: nell'ambito dei segnali tempo discreto, 

due oscillazioni sinusoidali (complesse) rispettivamente alla frequenza fo e fo + m / T (m intero) sono 

indistinguibili 

 

Si parla di induzione della periodicizzazione. 

 

Le proprietà della trasformata di Fourier di una sequenza (simmetria Hermitiana ecc.) relativamente a quelle 

del segnale temporale (segnale reale, segnale pari o dispari ecc.) sono sostanzialmente identiche a quelle a 

proposito della trasformata dei segnali analogici e dunque verranno trattate solo le proprietà della vera e propria 

Trasformata Discreta, che finora non è ancora stata enunciata. 

Ai fini della comprensione, da parte del lettore, della parte sperimentale sulle sequenze e la convoluzione, sono 

enunciati i risultati dei teoremi di prodotto e convoluzione sulle sequenze numeriche aperiodiche, che poi, 

durante lôesercitazione, saranno confrontate con quelle in versione periodica. 
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2.3 Teoremi di prodotto e di convoluzione di sequenze numeriche aperiodiche 

Si definisce una sequenza numerica z[n] come somma di convoluzione tra due sequenze aperiodiche 

z[n] = x[n]  zy[n] = В ὼὲ ὯώὯ; 

eseguendo la trasformata, si arriva a: ὤὪ ὣὪὢὪ. 

Se si considera una sequenza p[n] come prodotto termine a termine delle stesse due sequenze e ne si calcola la 

trasformata, si giunge a: 

ὖὪ Ὕ ὣὪ όὢόὨό 

L'integrale a secondo membro dellôultima relazione rappresenta la cosiddetta convoluzione ciclica o periodica 

fra le due trasformate. La convoluzione ciclica è un'operazione che si definisce tra funzioni periodiche come 

le trasformate delle sequenze. Si nota che la funzione integranda è analoga a quella che si ha nella convoluzione 

cosiddetta lineare o aperiodica eseguita tra funzioni aperiodiche nel classico dominio tempo-continuo, ma 

l'integrale viene calcolato su di un solo periodo, e il risultato viene moltiplicato per l'ampiezza del periodo 

stesso. 

 

 

2.4 Dimostrazione sulla Trasformata di una sequenza 

 

Tramite lôoperazione di campionamento, si ¯ detto, ¯ stato fatto un cambio di dominio: quello del tempo 

discreto. Eô abbastanza facile ricavare la forma della trasformata di un segnale campionato e dunque 

lôespressione della trasformata di Fourier di una sequenza numerica che esce da un convertitore analogico 

digitale che ha campiona il segnale tempo-continuo s(t). 

Si consideri il segnale campionato: 

ί ίὲὝ ὸ‏ ὲὝ  

Procedendo con la trasformazione della sequenza ί che però è una funzione continua: 

Ὓ Ὢ ίὸὩ Ὠὸ 

allora: 

Ὡ ίὲὝ ὸ‏ ὲὝ Ὠὸ 

applicando il Teorema di linearità è possibile scambiare i due simboli di somma e integrale: 

ίὲὝ ὸ‏ ὲὝ Ὡ Ὠὸ 

Con il cambio di variabile ὲὝ ὴ ὸ, si ottiene: 
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Ὓ Ὢ ίὲὝ Ὡ  

Alternativamente, di cui è omessa la dimostrazione perché costituita di singoli passi, già tutti dimostrati, è: 

 

 

Ancora una volta, si ottiene lo spettro in banda base che viene traslato su frequenze centrate in multipli interi 

della frequenza di campionamento. Tutte le strade portano a Roma. 

Spettro in banda base: 

 

Figura 12: spettro in banda base del segnale 

Replicato: 

 

Figura 13: spettro di un segnale campionato 

 

2.5 La condizione di Nyquist 

 

Riprendere in considerazione il campionamento di un segnale a tempo continuo ὼὲὝ ὼὲ e determinare 

le conseguenze in ambito frequenziale di questa relazione valida in ambito temporale ¯ lôidea giusta per 

arrivare allôespressione che mette in risalto che effetto si abbia nel dominio della frequenza. 

Come quanto ricavato dal precedente paragrafo, si scrive la trasformata del segnale campionato e la si 

denomina come ὢὪ: 
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Esprimiamo adesso i campioni del segnale a tempo continuo x(t) attraverso l'integrale di Fourier per spostarci 

nel dominio della frequenza ed indagare 

 

Sospensione del processo: si pensi al pettine di delta. 

ώὸ ὸ‏ ὲὝ  

Sviluppando in serie il pettine, ottenendo lôespressione del suo k-esimo coefficiente di Fourier complesso e 

applicando il Teorema di dualit¨, si ha lôespressione generale: 

 

Grazie a questo risultato, è possibile riprendere lôequazione precedente e riscrivere lôespressione dellôintegrale 

di Fourier come: 

 

Scambiando somma con integrale: 

 

Utilizzando la propriet¨ campionatrice dellôimpulso si commuta allôespressione decisiva: 

ὢὪ
ρ

Ὕ
ὢὪ ὯὪ ὢ Ὢ 

dove il pedice s indica ñsampleò perch® il segnale ¯ campionato. 

Questa relazione mostra che la trasformata di Fourier di una sequenza ottenuta per campionamento si ottiene 

çome periodicizzazione della trasformata del segnale analogico di partenza, con un periodo di ripetizione in 

frequenza pari alla frequenza di campionamento Ὢ  . 

Poiché la frequenza è misurata in Hertz, ma anche in sample/sec, allora è più appropriato usare un pedice che 

si riferisca ai sample. 

Ὢ
ρ

Ὕ
 

In particolare, il segnale di partenza x(t) ha banda Ὢ  rigorosamente limitata. Si mostrano due situazioni che 

differiscono per il valore della frequenza di campionamento. 
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                           Situazione 1                                                                               Situazione 2 

 

Figura 14      Figura 15 

Affinché non esistano sovrapposizioni fra le repliche risulta evidente che il periodo di ripetizione in frequenza 

deve essere maggiore o al più uguale al doppio della banda del segnale, come nella prima situazione.  

Se la frequenza di campionamento è maggiore almeno del doppio della massima frequenza contenuta nel 

segnale è possibile isolare lo spettro del segnale X(f) in banda base e quindi ricostruire il segnale originario 

x(t). Questa è la condizione di ricostruzione corretta del segnale, meglio conosciuta come condizione di 

Nyquist. 

Se viceversa fs < 2fm, ossia se la velocità con cui si effettua il campionamento è insufficiente e quindi i 

campioni acquisiti sono troppo radi, non è possibile riottenere il segnale originario in alcun modo, a causa 

della sovrapposizione delle repliche che crea un disturbo da spettro adiacente. Tale fenomeno è detto aliasing 

e sarà oggetto di prove sperimentali svolte con Matlab. 

Da quanto appena detto si evince che condizione necessaria affinché si possa eseguire correttamente la 

trasformata di Fourier sul segnale campionato ὼ ὸ ὼὲὝ  è che il segnale originario x(t) sia a spettro 

limitato. 

 

2.6 Interpolazione   

 

La ricostruzione di un segnale a tempo-continuo a partire da una sequenza viene realizzata mediante un 

interpolatore. I vari tipi di interpolazione possono, in un certo senso, considerarsi come una generalizzazione 

dell' operazione compiuta in pratica da un convertitore D/A per fornire in uscita un segnale a tempo continuo 

x(t) a partire dai valori (rappresentati su di un certo numero di cifre binarie) di una sequenza x[n]. Lo strumento 

che esegue il campionamento del segnale e la successiva interpolazione, senz'alcuna elaborazione intermedia, 

è rappresentato come cascata di due blocchi A/D e D/A, ovvero come successione di un campionatore ideale 

e di un interpolatore a mantenimento. 

 

L'operazione svolta da quest'ultimo componente è: costruire il segnale analogico di uscita. Il valore n-esimo 

della sequenza d'ingresso x[n] viene mantenuto a partire dall'istante nT e fino a che non sia disponibile 

(all'istante (n + l)T) il successivo valore x[n + l].  

Si può scrivere l'espressione del segnale interpolato x(t) in funzione dei valori della sequenza x[n] e tale 

espressione è indipendente dal tipo di interpolatore usato 
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Per lôappunto, il segnale interpolato ¯ una convoluzione discreta ed ¯ immediato sapere che forma abbia la 

sua trasformata. 

Si faccia attenzione ai vari segnali in gioco: 

- le varie versioni del segnale originale 

 

Figura 16: schema di campionamento e quantizzazione 

- lôoperazione di interpolazione a mantenimento: 

 

Figura 17: interpolatore ed interpolazione 

ove p(t) è per l'appunto l'impulso rettangolare. 

 

Si hanno altre versioni di interpolazione, ossia si può progettare un interpolatore scegliendo un 

segnale differente da far convolvere con il segnale campionato (dato che la stessa definizione di 

segnale interpolato è una convoluzione discreta). Vengono esposti altri due esempi che verranno 

implementati tramite script Matlab. 

 

Interpolazione versione cardinale: 
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Figura 18    Figura 19 

 

Interpolazione versione lineare:  

     

Figura 20     Figura 21 

Lôazione di ricostruzione esercitata da un interpolatore lineare, ossia un interpolatore con funzione di 

risposta allôimpulso di tipo triangolare: ogni triangolo ¯ collocato in corrispondenza degli istanti di 

campionamento ed è scalato di una quantità pari al campione cui si riferisce. Si può scrivere anche 

lôequazione che rappresenta tale operazione, poich® proveniente dalla geometria del piano: 

 

 

 

Figura 22: interpolazione lineare 

Per giustificare analiticamente figura di 
fianco, osserviamo che nel generico 
intervallo [(k -1)T,kT), compreso fra i due 
campioni consecutivi x[k-l] e x[k], solo 
due addendi della sommatoria della 
definizione di ὼὸ danno un contributo 
non nullo, cioè quelli con n =k -l e n = k. 
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Si consideri lôinterpolatore cardinale. Lôespressione del segnale interpolato è facilmente scrivibile nel 

dominio del tempo: 

 

Questo risultato conferma che il segnale interpolato coincide con il segnale di partenza negli istanti di 

campionamento. Se si considera un qualunque altro istante non coincidente con uno di quelli di 

campionamento, si nota che il valore del segnale interpolato è ottenuto dalla combinazione lineare di 

tutti gli infiniti campioni x[n] del segnale x(t). In altre parole, la ricostruzione di un segnale a banda 

limitata a un certo istante richiede la conoscenza di tutta la sequenza di campioni del segnale stesso, 

in istanti sia antecedenti quello considerato, sia successivi. Pertanto la formula di interpolazione 

cardinale, di grande rilevanza teorica, è inutilizzabile nella sua forma esatta nelle applicazioni pratiche 

per due motivi: in primo luogo, sono in teoria richiesti infiniti termini di una sommatoria per ricostruire 

il segnale originario ed è già stato visto, dal punto di vista elettronico, che non è possibile; 

secondariamente, una ricostruzione in tempo reale è impossibile perché si richiederebbe la conoscenza 

di valori di segnale in istanti successivi a quello di interpolazione (interpolatore non causale). 

 

 

2.7 Troncamento del segnale 

Si ¯ gi¨ visto che lôanalisi di Fourier si applica formalmente a segnali di durata infinitamente estesa e pertanto 

anche la sequenza dei campioni che rappresenta il segnale in forma discreta dovrà essere teoricamente di 

lunghezza infinita. Tale ipotesi non è ovviamente realizzabile nella pratica. In generale, con riferimento a un 

processo di campionamento reale, la sequenza dei campioni avrà necessariamente un inizio e una fine e 

pertanto il numero dei campioni a disposizione sarà un numero finito. 

Il troncamento avviene semplicemente come: ὼ ὸ ὼὸẗύὸ, dove: 

    

Figura 23: finestra rettangolare e relativo spettro delle ampiezze 

Il cui corrispettivo effetto, nel dominio della frequenza, può facilmente visualizzarsi con un coseno che ha uno 

spettro bilatero e dunque non cambia molto la situazione: 
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Figura 24: replica spettrale nel caso di un coseno 

Lôentit¨ della dispersione in frequenza dipende dalla durata Tw della finestra di osservazione e dal suo 

andamento temporale. In particolare lôandamento nel tempo della finestra di troncamento determina 

lôampiezza dei lobi laterali della dispersione e risulta quindi direttamente responsabile della accuratezza con 

cui viene stimato lo spettro del segnale troncato. Sotto questo aspetto, concreti vantaggi possono essere ottenuti 

ampliando, entro limiti accettabili dal punto di vista pratico, la durata Tw o utilizzando finestre temporali non 

rettangolari, ma con transizione più graduale delle estremità (smoothing windows), delle quali si parlerà più 

avanti. 

 

2.8 La Trasformata discreta di Fourier : come nasce  

Come si è detto, i passi per poter arrivare alla trasformata in versione discreta sarebbero stati tre. Il terzo ed 

ultimo passo verrà eseguito durante il procedimento sottoriportato e verrà giustificato.  

Si consideri la versione classica di trasformata di Fourier: quella di un segnale tempo continuo e a banda 

limitata. 

 

ὢὪ ὼὸὩ Ὠὸ 

 

Essendo il segnale generico: 

 

CƛƎǳǊŀ нрΥ άŀŘ ǳƴ ǎŜƎƴŀƭŜ ŀ ŘǳǊŀǘŀ ƛƴŦƛƴƛǘŀ ǇǳƼ ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜǊŜ ǳƴŀ ōŀƴŘŀ ƭƛƳƛǘŀǘŀέ 

Il primo passo è quello di considerare il campionamento del segnale che, come visto più volte, produce il 

seguente risultato: 

 

La definizione diventa quindi: 
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ὢὪ ὼὸ Ὡ Ὠὸ 

 

Per quanto detto, il segnale deve essere troncato. 

 

 

Lôintegrale ¯ in realt¨ una somma discreta di Riemann e dunque il differenziale diventa un delta e lôintegrale 

diventa una somma: 

ὢὪ ὼὸ Ὡ ῳὼ 

Si osservi che le reciproche relazioni sono: 

ὔὝ Ὕ  

ὔὪ Ὢ 

ὸ ὲὝ 

Ὢ ὯὪ 

Dunque la discretizzazione avviene, in realtà, in entrambi i domini: 

 

Figura 26: discretizzazione equivalente nei due domini   Figura 27: data-set 

ὢὪ ῳὼ ὼὲὝὩ  

La ripetizione dello spettro in frequenza dipende dal campionamento nel tempo, così come il campionamento 

in frequenza è dovuto alla periodicità del segnale nel tempo. Il legame di trasformazione fra i campioni nel 

tempo xn=x(nTs) e i campioni in frequenza Xk=X(kfw) è dato dalla trasformata discreta diretta e inversa di 

Fourier, che si sta cercando di ottenere. Eô ora di utilizzare le reciproche relazioni al completo. 

 

ὢὯὪ ῳὼ ὼὲὝὩ  

Ossia, la versione definitiva sapendo che ὼὲὝ ὼὲ 



30 
 

ὢὯὪ
Ὕ

ὔ
ὼὲὩ  

dove  

ὢ
ρ

ὔ
ὼὲὩ  

Si potrebbe re-iterare la dimostrazione con il coefficiente di Fourier complesso, ma è inutile. Basti pensare 

ad una cosa. Il segnale è troncato: dunque considerando la periodicizzazione del data-set, a questo punto lo 

sviluppo in serie di Fourier contiene armoniche con frequenze multiple della Ὢ: ossia ad un certo punto il 

coefficiente di Fourier e la trasformata di Fourier già discretizzata sono direttamente proporzionali come: 

 

ὢ Ὢ ὢὯὪ  

 

Dunque diventa banale poter affermare che, a differenza della discretizzazione tramite la trasformata, con la 

discretizzazione del coefficiente della serie complessa allora si arriva direttamente alla DFT. Ergo, la DFT è 

periodica, per natura del suo kernel. 

Dunque, ricapitolando il passaggio dal tempo continuo al tempo discreto: 

-definizione di sequenza aperiodica tramite antitrasformata di Fourier: 

ὼὲ Ὕ ὢὪὩ ὨὪ 

-definizione di trasformata di Fourier di una sequenza aperiodica: 

     ὢὪ ὼὲὩ  , (ὢὪ indica che è periodica) 

-relazione del campionamento nel tempo tra segnale discreto e segnale analogico: 

     ὼὲ ὼὲὝ 

-sviluppo in serie di Fourier in forma complessa di un segnale periodico tempo-continuo: 

ὼὸ ὢÅ  

-definizione di coefficiente complesso della serie di Fourier di un segnale tempo-continuo: 

ὢ
ρ

Ὕ
ὼὸÅ Ὠὸ 

-definizione di sequenza periodica tramite antitrasformata di Fourier discreta (IDFT) 

ὼὲ ὢὩ  

-definizione di trasformata di Fourier discreta (DFT) di una sequenza periodica: 
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ὢ
ρ

ὔ
ὼὲὩ  

Si osservi che, a differenza di quanto avviene per la trasformata continua, in questo caso il segnale tempo-

discreto x[n] e ciascun coefficiente Xk vengono espressi mediante le stesse unità di misura. Ciò è dovuto al 

fatto che, mentre la X(f) rappresenta una densità spettrale, i coefficienti Xk rappresentano direttamente i valori 

delle singole componenti spettrali. In pratica, di tutte le possibili armoniche di ordine k, per un segnale 

x(t):RŸR solo le prime N/2 sono significative e portano informazione, in quanto le successive N/2 risultano 

speculari rispetto alla frequenza di folding fs/2 e coniugate. 

Il fattore di scala che si era trovato con la formula di Poisson era 1/T, ossia la formula era: 

ὣ
ρ

Ὕ
ὢ
Ὧ

Ὕ
 

Dove era avvenuta una periodicizzazione del segnale aperiodico. Qua invece è avvenuto un troncamento del 

data-set e si è periodicizzato e, per coerenza, si è ottenuto: 

ὢ
ρ

Ὕ
 ὢὯὪ  

La ricostruzione è dunque ben posta ed è giustificata in ogni passo. 
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3__________________________________________ 

 

3 La DFT 

 

In tale capitolo verranno affrontate le propriet¨ pi½ importanti dello ñstrumento DFTò e le propriet¨ della 

matrice di Vandermonde dietro il passaggio da campione nel tempo a campione nella frequenza (applicazione 

lineare vettoriale). 

Dare unôocchiata alla DFT con il linguaggio dellôalgebra lineare ¯ lôideale! 

 

ὢ
ρ

ὔ
ὼὲύ  

Questa sarà la nuova notazione usata per tutto il capitolo. 

 

 

3.1 La matrice W 

Non è strano affermare che la DFT, ottenuta dalla discretizzazione di una funzione biunivoca, sia ancora un 

operatore come tale. Essa prende in input un data-set periodico e restituisce un data-output periodico 

complesso, se non lo ¯ gi¨ direttamente lôinput. Insomma, la matrice W ¯ sicuramente invertibile e dunque il 

suo determinante è non-nullo, ossia essa è non-singolare ed è una matrice complessa NxN, ossia Wᶰ NxN. 

Più formalmente: 

si pensi di avere il seguente input di dati: 

x = [ x(0)  x(1)  é x(N-1) ], xɴ Nx1 

e sia il seguente vettore degli output: 

X = [ X(0) X(1) é X(N-1) ], Xᶰ Nx1 

Eô possibile rappresentare in forma compatta il sistema lineare derivante: X = W x, dove la matrice dei 

coefficienti delle N radici dellôunit¨ immaginaria ¯ data dal prodotto: 

Figura 28: matrice delle radici ennesime 

Alcune osservazioni: 

- simmetria             

- quasi Hermitiana   
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- Per N=4, gli autovalori sono:  

 

3.2 Proprietà della trasformata  

Non essendo scontato, vale la pena ribadire che esistono diversi formalismi di DFT, a livello di 

indicizzazione. Lo stesso Matlab mette a disposizione funzioni di FFT che mostrano lo spettro centrato 

rispetto allôindice 0 oppure ad un altro valore (come ¯, ovviamente, possibile anche con la trasformata 

continua). 

Quanto alle propriet¨, non cô¯ nulla da dimostrare. La trattazione fino alla nascita della DFT e la 

trattazione sulle trasformate di sequenze e segnali continui consentono al lettore di intuire il motivo di 

ciascuna proprietà. Per quelle meno scontate sarà aggiunto un commento con eventuale dimostrazione, 

se la proprietà è di rilievo in campo sperimentale come in analisi spettrale, digital filtering e signal 

processing. 

1) Periodicità: ύ ύ  oppure ύ ύ  

2) Linearità. 

Eô giusto usare una notazione compatta ed indicare con D{}k lôoperatore di DFT. 

D{ax[n]+by[n]} k= aD{x[n]} k+b D{y[n]} k  

3) Shift e Modulazione. 

Esprimendo la sequenza, shiftata di un intero j, tramite IDFT:  

x[n-j] =D-1{X kύ } n applicando lôoperatore DFT diretto, segue subito la propriet¨ di shift. 

La modulazione ¯ semplicemente la trasformata di una sequenza moltiplicata per unôesponenziale 

complessa: D{ύ ὼὲ} k=Xk-j. 

4) Simmetria Hermitiana: x[n] = D{NXk*} *   oppure  Xk=D-1{x[n] *  1/N} * dove lôasterisco si riferisce 

allôoperazione di coniugazione del numero complesso. 

5) Trasformata di un data-set di reali puri: la condizione x[n]=x[n]* si ripercuote sulle armoniche 

come Xk
*=X-k. 

6) DFT di sequenze pari/dispari. 

Riepilogando le condizioni di simmetria: la sequenza è pari se verifica x[-n]=x[n] dunque le sue 

armoniche verificano la medesima condizione; dispari se verifica x[-n]=-x[n] dunque le sue 

armoniche verificano, ancora, la medesima condizione. 

7) Ogni sequenza asimmetrica può essere scomposta in componenti di sequenze pari e dispari, come 

nel caso dei segnali periodici né pari né dispari. Banale ribadire che questo, di fatto, sia possibile 

perché la sequenza proviene da un campionatore che non mutua queste proprietà. 

8) Convoluzione ciclica 

Tale propriet¨ sar¨ affrontata in fase sperimentale, dunque ci si limita a illustrare lôessenziale. 

Prese due sequenze periodiche x[n] e y[n], se convolute, tale operazione di alta complessità 

computazionale si può svolgere anche tramite la DFT, essendo la definizione: 

z[n] = x  zy = В ὼὲ ὯώὯ 

Considerando inizialmente la trasformata della sequenza z: 



35 
 

ὤӶ
ρ

ὔ
ᾀὲὩ  

Dunque i tre passi da eseguire sono: 

ὤӶ
ρ

ὔ
ὼὲ ώzὲὩ  

D-1{D{z[n]}} = D -1{ В ὼὲ ώzὲὩ }  

 

D-1{D{z [n]}} = D -1{ ὢὣ}  

Ossia il prodotto di convoluzione ciclica commuta in tre steps: trasformata delle due sequenze, 

prodotto termine a termine, antitrasformata. 

Non vi è altro da commentare. 

Infine, tutti i teoremi su ritardi, energia e quantôaltro, sono sostanzialmente gli stessi. Prendendo un riassunto 

delle propriet¨ dal libro ñAn Ownerôs Manual for the Discrete Fourier Transformò, che usa una notazione 

sostanzialmente uguale a quella della trattazione, si riportano tutte le proprietà: 

  

Figura 29: tabella del libro 
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3.3 Derivazione della DFT da minimi quadrati 

 
Le derivazioni mostrate finora si sono evolute dal problema dell'approssimazione dei coefficienti della serie di 

Fourier e della trasformata di Fourier di una particolare funzione (segnale troncato). Un altro modo segue per 

scoprire la DFT considerando il problema dell'approssimazione (o fitting) di un insieme di dati con una 

funzione nota come polinomio trigonometrico. L'obiettivo è trovare una combinazione lineare di seno e coseno 

che "meglio" si avvicina a un dato set di dati: ¯ unôoccasione anche per mettere in luce la periodicit¨ della 

trasformata discreta e la semplificazione del calcolo complessivo per sequenze numeriche (data-set) reali. 

Si suppone che ci si riceva un data-set del tipo: 

 

ὖ ὼȟὪ  con n= ȟ  , ossia una successione di punti nel piano cartesiano. 

Eô utile richiamare quelle che sono la relazione sul campionamento nel tempo. 

 

ὔὝ Ὕ  e  ὼ ὲὝ 

 

Gli xn variano dunque nellôintervallo Ὕ . Per non rendere la trattazione troppo astratta, si può pensare che un 

A/D converter abbia prodotto il seguente set di dati (campionamento di un segnale nel dominio del tempo) e 

si vuole effettuarne le ricostruzione. Dunque non ¯ molto diverso dallôinterpolazione a mantenimento che 

effettua il dispositivo interpolatore, visto nella sezione 2 e successivamente implementato su Matlab in fase 

sperimentale. Qua, per¸, si vuole ottenere la DFT con lôintenzione di interpolare dei punti e dunque cercare di 

derivare la sua espressione analitica proprio da questo processo. 

 

 

Si parla di cercare la migliore approssimazione possibile, in termini di polinomio trigonometrico, che, come 

visto nella sezione 1, è stato analizzato in diverse forme: rettangolare (trigonometrica pura con seno e coseno), 

armonica (solo coseno) e complessa (applicata legge di Eulero). Per far ciò, si sceglie la forma complessa 

perché nel contesto della minimizzazione è anche la più comoda da dover derivare (nel contesto della derivata). 

Il polinomio trigonometrico usato è: 

 

Eó abbastanza immediato capire il senso di tale espressione. La serie di Fourier complessa vede il coefficiente 

k-esimo moltiplicato per il kernel della serie (esponente positivo) e la sommatoria, di cui sopra, è di fatto una 

serie di Fourier troncata, con il periodo di osservazione che coincide con quello di troncamento del segnale, 

usato nella sezione due. Non ¯ essenziale considerare lôoperazione di troncamento, perch¯ si sta discutendo un 

altro contesto, ma per coerenza di trattazione si considera come periodo di ripetizione del data-set proprio 

quello di osservazione del segnale campionato. 

Si prosegue con tale filosofia: 

óSi devono determinare i coefficienti del polinomio affinch¯ si abbia lôerrore minimoó. 

Si tratta di ricercare il minimo di una funzione quadratica, detta ñdiscrete least squares errorñ: 
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che è una funzione a valori reali, non negativa e di N variabili, ossia i coefficienti ‌ . 

Operativamente si può rappresentare così: 

άὭὲ
ͮ
ᴁὪ ‪ ὸᴁ2 Ą  

 dove si ricerca il vettore ‌ di Rn, avente come componenti i coefficienti che minimizzano lôerrore. 

 

Pertanto, una condizione necessaria, per il Teorema di Fermat, ossia per la minimizzazione di E(.), è che le k-

derivate parziali si annullino: ergo il gradiente della funzione scalare si annulli. 

 

 

Riarrangiando i termini: 

 

 

 

notando che è possibile applicare il famoso Lemma di ortogonalità, in forma complessa, allora si scrive: 

 

 

dove la delta di Kronecker ha il seguente formalismo di definizione: 

 

 

dove, in linea ancora più generale e più correlata con il caso in esame, gli indici i e j possono essere anche 

multipli interi tra loro. Di fatto, dunque, la sommatoria con il kernel complesso (gli esponenziali complessi)  

conduce al risultato N, perchè si somma 1 per N volte. 

 


