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Abstract

L'analisi armonica di Fourier &€ uno strumento potente di analisi/sintesi e di affiancamento allo segialdi

Si basa su come le funzioni, definite su un continuum (in tutti i punti di un intervallo), possano essere
rappresentate e analizzate in termini di funzioni periodiche, in seni e coseni. Questo immenso ed elegante
argomento coinvolge molti problengratici. Sulla base delle innumerevoli applicazioni, questa tesi si
costituisce di uno studio completo della Discrete Fourier Transform: i suoi usi, le sue proprieta, le sue
applicazioni e la sua relazione con la Serie di Fourier e le Trasformate dir-eizidi segnali analogici che

di gitali. Tratter ™, dunque, l e fasi pi-dd gdrtuwd ieal: i
campi onamento, il troncamento e | 6éinterpolazione.

Da un punto di vista concettuale la trattazione che seguirardgwna specifica applicazione dell'ampio
concetto di analisi in frequenza e dell duso di ta
numeriche. Per comprendere l'importanza dell'analisi in frequenza di un segnale, o sequenza, rimeric
sufficiente ricordare che l'intera teoria delle telecomunicazioni poggia sulla trattazione dei segnali nel dominio
della frequenza. La posizione e I'ampiezza di una portante, la larghezza di banda di un segnale modulato, la
guantita di rumore presensgel un canale, le distorsioni armoniche sono soltanto alcune delle informazioni
emergenti dall'osservazione dello spettro di un segnale.

In diversi settori della scienza e della tecnologia, poi, occorre assolutamente visualizzare ed elaborare il segnale
per consentire I'estrazione dell'informazione desiderata oppure usare gli strumenti di Fourier per la valutazione
di diversi parametri associati ad un generico segnale: energia, potenza, durata efficace, coefficienti di Fourier,
densita spettrale di potenedunzione di autocorrelazione.

Nel corso dell'evoluzione delle telecomunicazioni, in generale, il tradizionale approccio analogico & stato
sempre piu affiancato da quello digitale, caratterizzato da una sempre piu crescente validita di prestazioni
otteribili in presenza di determinate condizioni e dalla facilita di elaborazione e possibilita di memorizzazione
di mo | i di dat i sempre maggiori, in parallelismo
Nell'affrontare e sviluppare I'argomertoe | | a t esi riguardante | O6uso e | e
€ messo costantemente in evidenza questo ormai inevitabile passaggio, ponendo I'accento in modo particolare
sulle motivazioni e sui vantaggi conseguenti.

La tesi rimane pur sempregiata agli aspetti di applicazione pratica, in ambiti di Ingegneria, legata anche a
tutti i concetti teorici ad essi adibiti, sulla Trasformata Discreta. Infatti, vengono sottolineati i settori di
applicazione dell'analisi armonica, della FFT e in partrecd@ello riguardante il filtraggio di segnali e Analisi

di Fourier su campioni di funzioni.

Altrettanto i mportante  ci, che in questa tesi
spettacolare della popolarita dell'analisi praticadifeouri =~ | ' i nvenzi one del |l 6al go
vel oce di Fourier: |l a tesi tratta solo |l a version

processing. Per tutta la sua magia e potenza, la FFT & solo un modo estremamente pé#icgaticolare la

DFT: si parla sempre dello stesso strumento di analisi. Va detto chiaramente dall'inizio che questa tesi non
riguarda la FFT, che ha una vasta gamma di implementazioni. Si dedichera solo una parte degli esperimenti a
guestoOuleiman wemttr trattato n® toccato | 6i mage p
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0
Introduzione

Prima di trattare | e generalit”™ della teoria di
problemi che portarono a definire un insieméediremi ed enunciati tanto importanti.

Le radici del |l 6anal i si di Fourier
Ci sono stati tre problemi della storia che hanno

Il primo problema era descrivere \ébrazione di una corda tesaancorataad entrambe le estremita (o
equivalentemente la propagazione del suono in un mezzo elastico). Sorprendentemente, I'onda descritta
dall'equazione come la conosciamo oggi: era gia stata formulata. | matematici Jean d'Alembert, Leonhard
Euler, Daniel Bernouille JosepHLouis Lagrange avevano metodi di soluzione proposti intorno al 1750. La
soluzione di Bernoulli prese la forma di una serie trigonometrica.

Le onde sono oscillazioni temporali o spaziali (ambedue nel caso di una funzione a piu variatéidietie
quantita che possono essere cosi descritte, tramite le loro variazionigpazgiali. Ad esempio, il livello

del |l 6acqua attorno al l'ivell o medio del mare, in
di una chitarra pizzicat, o | a densit”™ dell daria fatta vibrare
Si consi deri una porzione di corda spostata mecca
T
rpd
&, %

Figura 1 : Tensioni su un tratto di corda oscillante.

La posizione lungo la corda € X, e lo spostatméaterale della corda dalla sua posizione di equilibrio & y, che

e funzione di x e del tempo t. Ai capi di un suo tratto generico infinitesimo dx, la corda & soggetta a tensioni,
cioé forze di richiamo, che non si cancellano in generale (lo fannotestd di corda e localmente e
momentaneamente diritto). La forza risultante dalla dinamica delle leggi di Newton:

O "YOE+ OET.
Sviluppando in serie per piccolo angotd E+D—. Ma poiché anche la tangente ha lo stesso sviluppo, al

primo ordine (linearizzandold E+ D O A¥; allora déla geometria elementare, sappiamo ¢hé-t & la
pendenza |l ocale di y(x) rispetto alldasse x, <cio

0 YOAL OALe—a B — o



Come diretta conseguenza del significato geometr
Matematicarecuperiamo la notazione del differenziale primo e linearizziamo : approssimazione tipica dei
problemi di Ingegneria.

In generale si ha:

T a Qv Qo — @ o o — @ oo & O ® W W

h
Al l 6aumentare dei fattori di ingrandi mentodly i gr
diventand ndi stinguibili (Il éerrore o o0distanzao dell a
del Il 6incremento : ossia del | 6-piccaldd. rlledifferenzfalp e nt at

rappresentato fa riferimento ad entrambe le vdriddel nostro caso, la corda ha posizione di equilibrio é y e
guesta € una funzione di due variabili, ma possiamo linearizzare considerando delle variazioni di y, relative
alla variabile indipendente x, che non sono corrispondenti direttamente a varazisate da t, ossia poter
considerare il caso di linearizzazione rispetto ad una singola variabile.

Otteniamo dunque la seguente espressione:

w ‘Tw
Tw "Moo
E6O stata applicata | a seconda | egge di Newtrdan i n |

e la massa della corda é stata espressa in termini di densita

Notiamo che |l a soluzione dell dequazione dbéonda Ec¢
deve dipendere da x e t come:

wddd oo Lo Q

Dove | 6ultima uguagl i aziomedn ummfopmagemegicauna possi bil e s
1I r T
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Figura 2 : Gaussiana, soluzione tipo dell
Una soluzione fisica generale sar” una combinazi
'y OO " Ud OOPiu precisamente, per awvicinarci al fulddee | | 6anal i si di Four

proposta da Bernoulli & del tipo:
BOEZGO I 1AaAYOEVLO2 HANYOY EHORG IO GD X
Gia questa soluzione anticipo la forma continua di una serie, quella che sarebbe stata la Serie di Fourier.

Semlya che sia Eulero che Lagrange abbiano effettivamente discretizzato il problema della corda vibrante
immaginando la corda come un sistema fisico su cui coesistono un numero finito di particelle connesse. La



soluzione di questo problema discreto ha ricbidatricerca di campioni della funzione che descrive lo
spostamento della stringa.

Vediamo un altro classico modello matematico féelomeno della conduzione del caloread un duplice
scopo: introdurre una delle principali equazioni differenziali alléveer parziali della fisica matematica e

spiegare | 6origine delle serie di Fourier. Studia
sottile, rettilineo (oppure una sbarra), isotropo, omogeneo, e di sezione costante S. Ci interekaizmo so
dell a conduzione del calore nella direzione dell 0
trasversali, come pure le eventuali dispersioni di calore. Ammettiamo che la temperatura dei punti del filo sia
una funzion® @Oche dipend s ol o dal |l 6ascissa x e dal tempo t

di tempo dt, attraversa la sezione del filo di ascissa x da sinistra verso destra data & da una forma molto simile
alla quantit”™ di c al or et, atirQversalaesezione edl flloadi ascissa x ¥ @x) da o d

destra verso sinistra;
—0 OY(x,1)
—0  QY(x+dx,t)

Dalla definizione di capacit?’ termica, cal ore sp
Partendo dalla capacita termica abbiamo:

¢
?

Yo

Considerandacome Q il calore totale, inteso come somma delle prime due equazioni, allora possiamo
eguagliarlo alla terza e spostare il differenziale dove piu conviene.

A partire daw'Y — — ® ‘fd — ofd siottiene’ & QO—, detta equazione del calore in
una dimensione spaziale.

Analogamente,d conduzi one del cal or eO Rsi pud modellzzane tramiter i d i |
| bequaei cw® essendo a& | doperatore di Lapl ace. P c
gualitative delle soluzioni non dipendono dal valore numerico delle costantk > 0, si vuole concentrare

| 6attenzione sull equazione a derivate parziali <c

Consideriamo un filo disposto come la circonferenza di equazioni parametriche:
© el
w i Q¢

| v i

e spostando il contesto spaziale in radiale (coordinate politg avremo il risultate— — tale per cui si

vede, per sostituzione (o per separazione delle variabili), che le fuzionid ¢ Q| perk=0,1,2,...ele

funzioni Q i O, per k = 1, 2, 3, . . . sono soluzioni
equazionssia:

. W A
0| o 3 Q OAIBED wOHI
dove i coefficienti me kx si devono ricavare dalla temperatura inizialefit t r ami t e | duguagl i e



. W oo w a en
0| hm ? OWAIED wOHl
e questa ¢ laerie di Fourier
J-B. J. Fourier, nel trattato ATheorie analytique
dif or me di ver se, i ncluso | 6anel | o, 0SSi a | a tr af
| 6espressi oneehdteriantioteef fpiacriteinctoil aar i seri e numeri che
generatriced | it sia analitica. In un momentancor a successi Vvo, ri solvenc
differenziale ordinaria, egli perviene alla rappresentazionealhatramite integrali:
» - 60 0iNOm
® - 601 TROD.

Il terzo problema che ha nutrito le terze radici dell'analisi di Fourier, in particolare nella sua fecratad

era quella di determinare lerbite dei corpi celesti Eulero, Lagrange e Alexis Claude Clairaut hanno
apportato contributi fondamentali proponendo che i dati presi dalle osservazioni siano approssimati da
combinazioni lineari di funzioni di catare periodico. Il calcolo dei coefficienti, in queste espansioni
trigonometriche, ha portato ad un calcolo conosciuto doasformata di Fourier discrete DFT, Discrete

Fourier Transform.







1 Teoria di Fourier: generalita ed essenzialita

1.1 La serie di Fourier

1.1.1 Analisi di Fourier: generalita

Gli strumenti di analisi dei segnali che compongono la teoria di Fourier si caratterizzandnggpélrfcui gli

stessi vengono usati. Esistono diverse classi di segnali e per ognuna, si pud affermare, esista una
rappresentazione e che questa sia utile ai problemi che si riscontrano quando si analizza un sistema
ingegneristico e/o fisico dove si vadimp i segnali attribuiti alle variabili che li compongono. Si pensi ai segnali
sinusoidali: essi costituiscono una classe speciale di segnali periodici. Per tale classe di segnali esiste quella
che e definita come trasformata di Steinmetz:

QO 5 QOQ QO

Questarasformata integralé usata anche per altre motivazioni: trasfornegjleazioni integrake leequazioni
differenziali in equazoni polinomiali che sono pil immediate da risolvere ed é strettamente legata alla
trasformata di Fourier

Insomma, per ogni classedisegnalireldi ni o del tempo, esiste una rapp
in un nuovo dominio in cui la variabile indipendente é la frequenza.

1.1.2 La forma della serie di Fourier
Un polinomio trigonometrico di ordine n € rappresentato da una funzioneiparitad tipo:
YO ® OOEDO i o,

dove Ftd ,& RS sono numeri reali. Tale funzione ha perisdo — in quanto combinazione lineare delle
2n+1 funzioni elementari 1,cb€sind Q@ & 5 Qsinod § ke quali hanno medesimo periodo.

Considerando che il sistemgphA T ®MOEJ 8 #A T QOO ETO « ortogonale in fl ; , il
procedimento proosto da Fourier consiste nell'imporre che le proiezioni (calcolate mediante il prodotto
scalare) della funzione di period@0 e del polinomidY o, su ciascuna funzione di bakgos Ginvd  é

, cosrd Q sind @ siano identiche. Tale imposizione equivale a richied@ee l'integrazione in [0, T] della
funzione per le funzioni di base risulti uguale all'integrazione della funzione approssimante per le stesse
funzioni di base. Questo fatto, in conseguenza della ortogonalita delle funzioni di base, implica che i
coefficienti di Fourier abbiano la seguente espressione:

®» -, Q0 wé Tt W detto anche valor medio del segnale f(t);


https://it.wikipedia.org/wiki/Trasformata_integrale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_integrale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_differenziale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_differenziale
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazione_polinomiale
https://it.wikipedia.org/wiki/Trasformata_di_Fourier

Espri mendo il peri odo t r amioe adatthnalo gi esmemiddeirftegraziozej €éo n e ,
possibile anche riformulare tali definizioni come:

O - Q0 ©¢ O,

O -, "Qoi 'TROD.
|l noltre =~ possibile riassumere il Lemma di ortogo
inversionecompless® e usando | 0espressimibpe: del prodotto
Q ———— solamente seQkHm apltri ment. i

Dunque, secondo Fourier, se f & unazione integrabile in-T, T], allora ad essa é formalmente associabile,
i n modo univoco, |l a serie di Fourier che altro no
famoso polinomio trigonometrico.

ROl ) HOAT-6 & OEF dove T=2L.

In taluni ambiti éopportuno esprimere la serie di Fourier in alcune forme alternative. Per vari motivi, in diversi
contesti applicativi, & utile sostituire la forma precedente del polinomio trigonometrico con la seguente

YO O QAT O Q%o

Per vedere se sussi st eéslfficiengewsayppared cogeao tramita la forewuladdu e f
addi zione degli archi ed i mporre | duguaglianza co
ottenere le relazioni di conversione.

Segue immediatamente chegj G €' D%o &
9 G @% O

w O

Q% A OA OAH

Esiste ancorarualtro modo per rappresentare lo stesso polinomio che, per quanto sia del tutto equivalente a
quelli gia illustrati, risulta piu adatto nell'analisi e controllo dei segnali digitali: la forma complessa del
polinomio trigonometrico o della serie di Four{ehe nel caso limite coincidono), dove i coefficienti sono
proprio numeri complessi.



La seconda delle tre € una equazione di analisi che permette di stabilire qual € il contenuto in termini di
oscillazioni armoniche del segnale (in w#ola, di analizzare il segnale). La prima delle tre, viceversa, € una
equazione di sintesi che, note le ampiezze e fasi delle varie armoniche (cioé noti i coefficienti di Fourier)
permette di ricostruire, cioé sintetizzare, il segnale dato a partire pladprie componenti frequenziali
(armoniche).

Tale forma consegue direttamente dalle formule di Eulero:

Q AT d Qi Qb

- Q Q .

Ald® ——h
C

0Ed 22 g
Q

Quanto finora enunciato € valido per un segnale periodico e dunque anche per un segnale sinusoidale,
ovviamente, dato che é stata citata la Trasédardi Steinmetz che opera su segnali anche non periodici, ossia
aperiodici. La convergenza della serie di Fourier risulta un argomento molto importante dal punto di vista
matematico poiché possiede tantissimi teoremi che la citano. Tuttavia non é st@gesdenunciarne e

di mostrarne | a tesi. La serie =~ uno strumento ef
segnale, ossia le componenti armoniche o sinusoidi che lo costituiscono e che, dunque, ne rappresentano il
contenuto energetic

1 Teorema di Par seval ~ uno dei risultati pi % s
segnali, basti pensare che tramite la serie di Fourier € possibile esprimere il valore efficace di un segnale ( o
radice quadrata della poiEa media del segnale).

La potenza media di un segnale troncato é definita come:

x P
0 o Wos '™

tramite il teorema di Parseval, possiamo legare il segnale periodico ai suoi coefficienti di Fourier e la forma
migliore, in questo contesto, & proprio la complessa chemigie di arrivare al risultato compatto:

v SARS

da cui, considerando il segno positivo della radice quadrata, si ha il valore efficace.

1.1.3 Sintesi con un numero finito di armoniche

Evidentemente, I'equazione di sintesi prevede l'uso di infinite armonichepei costruire il se
canto, anche la potenza richiede la conoscenza di tali: cido non € ovviamente possibile dal punto di vista
computazionale, sia umano che elettronico. Si pu,

di scr et i z made, comdiz®ne ndddssatiatalta convergenza della serie & che l'argpigdetie
armoniche tenda a zero quando k inizia ad essere molto grande (al limite). Questo comporta che le
armoniche piu "importanti” ai fini della sintesi del segnale sono un nuingtato, e che quindi la serie puo
essere sostituita ai fini pratici con una sommatoria di un numero finito di termini.

Si possono illustrare due esempi per arrivare al teorema sulla velocita di convergenza.

Si consider. | 6 o Osservazione

la sequenza dei coefficienti di Fourier dellonda qua
0 lj dzA AY @OSNERA2YS | lj dzI 8
immaginariapura e dispari, e i coefficienti di ordine pa
sono tutti nulli.




x(t) 4

L -A

CAJdzNI oY 2yRI ljdd RN} | ljdz NIi2 RQ2YyRI

2j

/2 _ y A Tol?
X, = _?' x(t) sin(27kf,t) dt = —j:,[% j.-\'i“(zﬂl\lﬁ.’ ) dt

. 2A . =T /2 . A A P
= j ————— cos(27kf,t ) = j— [co.s(]l’k)-l]:j — [(—l) —l]
2mkf.\ T, wei) Ttk Tk
Léespressfboeedebk dbefFourier commuta, valida per
& — oppure, usando lo sviluppo in forma trigonometrica estesa, i termini bGono:—
Léaspetto dell 6espressione del | e s takocoeffisienti, @quindi di e

la potenza, non contino piu nulla per indici molto elevati.

Avendo un indice con esponente unitario di elevamento a potenza, si pu0 attribuire un ordine unitario della
Avel ocit” 0 di caooeffeienigenza a zero dei

Lo spettro, infatti, & rappresentato da un grafico discreto antisimmetrico, essendo il segnale periodico dispari:

e Da qui scaturisce la motivazion
per cui nelle definizioni comé
e THD (total harmonic distorsion
si prende, infatti, come
0.281 riferimento  la componente

fondamentale con cui misurarg
~|||ll||'| fo\YL;“'GGQ Réff

S[X ]
o
3

T2 NYI RQ2YRI
025 presenza di armoniche. Si py
dimostrare, infatti, che ogn
-0.50 | armonica di un segnale ha u
valore di picco esprimibile ir
o ‘H l‘ ekt it ?-0: funzione del valoreidgicco dalla
‘ fondamentale.
K
Figura 4: spettro del segnale onda quadra
Si consi der.i | 6onda triangolare simmetrica.



x(t)
A

‘() k pari

/T/\) [l—(_l) ] 1 -k dispari

Figura 5: onda triangolare simmetrica con relativo coefficiente

Si nota innanzitutto che, anche in questo caso, tutti i cteifi con indice pari sono nulli perché x(t) é dispari.

La caratteristica pi%¥r evident e, in un confronto ¢
zero molto pi% velocemente quando k  wmeodhdtale gr an
velocita e proporzionale a 1/k, ma stavolta quadro; quindi le armoniche superiori hanno meno "importanza"
nella sintesi dell' onda triangolare rispetto al caso dell' onda quadra. Per un segnale di questo tipo € dunque
possibile approssimare flolinomio infinito di Fourier con un numero finito di termini pit piccolo: é lecito
anticipare il troncamento dello sviluppo ad un 1in

Questo risultato € molto importante perché la Trasformata disdr€tauder si ottiene esattamente da una

di scretizzazione che si esegue sia sulla trasforn
per cui,  di notevole importanza capire gad dal
livello di indice.

Si é ribadito che la convergenza della serie di Fourier non sara oggetto di studio ed illustrazione di tale lavoro.
Per cui e lecito solo enunciare il corollario del Teorema di Rierhabesgue.

1.1.4 Corollario

Supposto che il gegnal e da sviluppare in serie di-26o0wmni ¢r
nell 6intervall o in cui |- esimd desvata sia regopaee raitrattg allormla e
successione dei coefficiirverdsodQd i Fourier tende a z
Ci, che per ., interessante  che questo compol
dominio del tempo. L6ébonda triangol are ha variazi ol
oscillante di Fourier, tronta, riesce a commutare meglio alla forma del segnale originale con un numero di

i ndi ci inferiore proprio perch® |l e derivate del S

combinazione lineare di seni/coseni, migliore.

Asecondadelgen al e, dunque, un indice di Afnumer o mini moo

1.1.5 Proprieta dei coefficienti della serie di Fourier

Le proprieta di quella che verra definita come Trasformata Discreta di Fourier vengono conservate
nelpleGa@zi one di discretizzazione del coefficiente
peculiarit? e caratteristiche di guestoultimo ir

10



geometriche, il coefficiente-&simo di Foter prende una forma differente a seconda del caso. Quanto

riportato sotto si riferisce allo sviluppo in serie trigonometrico classico del tipo:

N0 ® HDAT-&6 6OOEF
con i coefficienti:
w -, Qo ® ¢ o,

® -, Qi Ohom

Si ria Condizioni richi an e by

Pari f=n=f) b, =0

Dispari f=n=~f@) a, =0

- =% % f(t)cos(hax)d(ex)

by = -i—jo' Sf(o)sin{hax)d(ax)

Semionda f===fe+(12)T) a, =b, =0 per h pari

a, =-i-j‘:j(1)cos(huu)d(w) per h dispani

by =2 [} flosin(hor)d(@) per h dispari

Quartod'onda  pari e semionda b, =0 per qualunque h

pan

{%Ifﬂ')cwh«!)d(uﬂ per h dispari
a,=
0

per h pari

Quarto d'onda dispani e semionda a, =0 per qualunque A

dispari

0

, [% 12 f(e)inthax)d(a)  pec h dispari
T

per h pari

Dal punto di vista del segnale, realeamplesso, pari o dispari, si possono ottenere ulteriori informazioni sullo

Figura 6: schema riassuntivo

spettro del segnale, sia sullo spettro delle ampiezze che sullo spettro delle fasi.

Considerando un segnale reale generico, il suo sviluppo in serie di Fourier in forma compdeanahe le

altre versioni) gode della simmetria Hemitiana:

il genericot nel caso questi sia un numero reale puro.

La simmetria coniugata, dunque, rende di fdiie equazioni che dettano la forma dello spettro del segnale.
O rsigerrd e n o

Si prende come esempio principe |l a funzi

tale notazione per)tutto il resto dell 6el aborato
Wo i o Qo

Figura 7: Figura 8:

Spettro delle ampiezze dei coefficienti

X, 1A

W wz, dove | dasterisco indica | doperazione

Spettro delle fasi dei coefficienti

Essendo un segnale reale, infatti il seno rispetta la condizione:

11

C



Infine, generalizzando in base alle simmetrieasi h

- X(t) € una funzione paf, @ é reale puro ed & una funzione pari & Ko sviluppo trigonometrico
ha soli coseni

- X(t) & una funzione dispafi & €& immaginario puro ed € una funzione dispari @ Ko sviluppo
trigonometrico ha soli seni

- qualsiasi segnale né pari né dispari pud essere parametrizzato come
WO WO woOdove2b 0 WO W 0QCW 0 WO w 0.
Sull a base di tale scomposi zione, per Ilinearit?m

versione generalizzata di qualsiasi segnale periodico asimmetrico:

Il resto delle proprieta, come la linearita garantita dalla stessa operazione di integrazione, oppure |l
comportamento dei coefficienti di Fourier nei confronti di una traslazione del segnale, o di una operazione di
derivata temporale, o diintegrale,gcc.si ri assumono meglio usando il m
Sapendo che undédinfinit”™ di armoniche corrisponde
per fasori isofrequenziali, &€ possibile considerare il seno come casataia e, con la legge di Eulero,
esprimere i segnali in forma esponenziale e osservare diversi fatti importanti.

Léoperazione di derivazione nel tempo si pu, o0sse
Dominio del tempo Dominio della frequenza
a(z‘):AM cos(a)z‘+a) A=A, e
d . c A Jr
— t)=—wA,, sin(ot + a) = JoA=C=C,e
4
A ‘ ad
= wA,,; cos(m +a+5)— C, =wA,,
7T
=C,, cos(awr+y) ;V:a+5
Cy =wA,,
+7z'
y=a+—
2
dal punto di vista del diagramma fasoriale suha 6 o mot et i a i mmagi nari a:

12



Derivata

N

Re

Figura 9: fasori

1.2 La trasformata di Fourier

Lo sviluppo di una funzione mediante le serie di Fourier & possibile, ed estremamente efficace, per le funzioni
periodiche. In questo caso, le sole frequenze necessarie sontergliappure i multipli di » per le funzioni

aventi periodo T. Per le funzioni non periodiche, tutte le frequenze sono ammissibili e la serie deve essere
sostituita da un integrale. | coefficieti della forma complessa, che determinano le ampiezze di ogni
armonica, diventano i valori della trasformata di Fourier calcolata in k, la quale risulta definita sull'intera retta
reale, ossia € una funzione continua della variabile indipendente. Essa da una misura della densita di ciascuna

frequenza kIR nella funzone.

1.2.1 Definizione generale

La procedura precedentemente descritta per la scomposizione di un segnale in serie di Fourier puo essere
applicata solo a segnal.i periodici. Si c osodslisfader i

la condizione di assoluta sommabilita. Sia infatti x{tR té assolutamente integrabile su tutto R
O SO Ho

e sviluppabile in serie di Fourier su ogni intervallo [0, T].

Si consideri il segnale periodice xli periodo T e sviluppabile in serie di Faar.

X

- oy
@ 8 oA n% o A DA
(0}

Q

Al crescere di T, la funzionersi raccorda con la funzione x su intervalli sempre maggiori e la sommatoria si
trasforma in un integrale

@ o o

13



ed esprimendo il segnale in versione periodica tramite la serie complessa di Fopassiléle, con
| 6operazione di l'imite arrivare ad una definizio
integrale.

»Q wo'Q Qo
La cui definizione inversa che definisce la antitrasformata, detta anche Integrale di Fourier:

w0 ®w'QQ qQ

La seconda delle due rappeata evidentemente un'equazione di sintesi che permette di rappresentare il
segnale come sovrapposizione di segnali elementari, ed & chiaramente analoga alla serie per i segnali periodici;
la prima & un'equazione di analisi che permette di determinaesadlche le varie componenti frequenziali (a

tutte le possibili frequenze variabili con continuita tla a Hy) hanno nella composizione di x(t). Tali
relazioni mettono in corrispondenza un segnale del tempo con la propria trasformata di Fourier, funzione a
valori complessi della frequenza.

In analogia a quanto visto per i coefficienti di Fourier si e soliti estrarre dalla funzione complessa X(f) le
funzioni reali modulo e fase, essendo la stessa funzione un numero complesso.

O@Q YQ Q@

Se x(t) € un segnale reale allora:

Y Q WO WEE QED Y 'Q

‘gQ woi ¢ Q& 0 Q

ovvero la parte reale della trasformata di un segnale reale &€ una funzione pari della frequenza, mentre la parte
immaginaria ne & una funzione dispari. Queste simmetrie si possono riassumere con la simmetria Hermitiana:
OQ ®Qz dove | 6ast eziomeslicaniugaziodd. ca | 6oper a

Le proprieta della funzione x(t) si riflettono nella sua trasformata:

- sex(t) éreale e pari :

YQ ¢ O D& QED

- se x(t) é reale e pari :

14



Dunque si ha una riflessione dal dominio del tempo al dominio della frequenza: la trasformata di un segnale
reale e pari € una funzione reale e pari della frequenza; la trasformata di un segnale reale e dispari € una
funzione immaginaria pura e dispari.

Molto rapidamente, le proprieta della serie di Fourier possono essere riassunte secondo una tabella:

dualita: FlX(O}=x(-D

1 f
scalarura: Fix{at)}= fa] X(;J
inversione del tempo: Fi{x(-1))= X(-)
trasiazione nel tempo: Flxit+1)} = X(f) e**M,
traslazione in frequenza: Flxye™ ™y = X(f-£,),
coniugazione nel tempo: Fix*}=X%-0,
coniugazione in frequenza: F{x*(-1))=X"(D),
derivazione nel fempo: F{ditT x(!]} = (j2uf)" X(f.

"
derivazione in frequenza:  F(-j2rt)" x(t) = ‘—;‘f—n X(f),

integrazione nel tempo: F{Jlx{t}d-r}z ?-%:L + % X(o) §(1), (X(o) = area[x(01),

convoluzione nel tempao: Flx(ty=y()} = X(F) YD),
convoluzione in frequenza:  F{x(t) y(t)} = X(f) = Y (f).

FiguralO: proprieta della FT

Infine, il Teorema di Parseval puo essere riformulato cosi:

WOs D I Qs TQ

cioé, I'energia del segnale puo essere espresso anche tramite l'integrale del quadrataldeidcsspettrale
di energia Cid puo interpretarsi fisicamente dicendo che I'energia totale di un segnale pud essere calcolata
sommando sibenergia di una serie di suoi campioni nel tempo, che la densita spettrale di una serie di campioni

nella frequenza. E6 inevitabile dover chiamare il
energia: non verra dimostrato il perché delialta di tale formalismo. Comunque, la tesi di tale teorema
rappresenta | 6energia del segnal e.
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2 Il passaggio dal continuo al discreto

Come gia accennato, il lavoro di tesbstupa anche dello studio dei sistemi caratterizzati da segnali discreti,

nel contesto della DFT. La stessa Trasformata Discreta di Fourier pud essere ottenuta in due modi:
di scretizzando | 6integrale del c o a traffdrmata elin-ouéder. d i Fo
due risultati sono analoghi.

EO6 f o n dwedeepdrchd éenecessario dover discretizzare.

I principali metodi di analisi dei segnali posson:¢
e fAanal insiio ndeell ldao niir equenzaodo. EO® i mportante osseryv
sono tra loro intercambiabili, nel senso che, sotto opportune condizioni, nessuna informazione viene persa nel
passare da un dominioialal @daltontrloduanbaggidei c e
cambiare la prospettiva con la quale si osserva un dato fenomeno. In questo modo un problema che appare di
di fficile soluzione in un domini o pu, matematicoichear e
consente di trasferire lo studio dei segnali aperiodici e dei sistemi dal dominio del tempo al dominio della
frequenza e la trasformata di Fourier. La trasformata di Fourier X(f) di una funzione continua nel tempo x(t) &
data dalla relazione

»Q @0 'Q Q0o

Poiché in generale la X(f) & complessa, essa pud essere descritta mediante gli spettri di ampiezza e fase. La
relazione che definisce la trasformata di Fourier non € direttamente implementabile mediante un elaboratore
digitale di segnale, sia perchéa&ssr i chi ede | danal i si di segnal i con
estende alldédinfinito e richiederebbe dunque un nu
trasformazione con un sistema digitale sono dunque necessaetazioni fondamentali:gampionamento

il troncamento delsegnadelad i scr eti zzazi one .dLCiladcunddi qusste opdraziohipud f r e
influenzare significativamente | 6attendi lonithet " d «
seguono in questo capitolo € pertanto quello di studiare gli effetti di tali operazioni e arrivare alla definizione
finale di Trasformata Discreta di Fourier.

2.1 Il campionamento dei segnali: leggi di Poisson

Per introdurre il concetto di trasfoata di un segnale campionato e analizzare gli effetti del campionamento e
le metodologie con cui eseguirlo, € necessario introdurre alcuni concetti chiave che saranno la base di alcuni
esperimenti della parte pratica del lavoro di tesi.

Unrisultatoimpor ant e per poter introdurre quella che i
di impulsi, o pettine delta, per trasformazione di Fourier.
Si consideri il segnale periodico di periodo T e che é sviluppabile in serie di Fourier:

® 0 10 &7Y

essendo,t oef ficiente compl esso di Fourier, costante g
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.~ P N p
= Qo =
® w0 ~

La trasformata di Fourier si ottiene trasformando lo sviluppo in serie: trasformata della serie.

Pertanto lo spettro del segnale pettirffe dianch'essan pettine di :

X(t) o X(f)

=) 1

2T, -T, T, 2% 1 -2f, —f L 2k 1

T————
—

°

°
- °

°

°

°
—
———

Figura 10: invarianza per trasformazione

Si consideri un segnale aperiodico x(t), costruiamo il segnale y(t) periodico di periodo T secondo la relazione
di periodicizzazione usata per il pettine delta:

wo wo &Y

Tale segnale ammet&viluppo in serie ed é interessante vedere cosa succede se si calcola il coefficiente
complesso esimo della sua serie:

1

; To /2 . Ty [2—-nT,
Y, =— 2 j x(t—nT,) e ™' dt = L, > j 1 T i
77- n=-oo T /2 l:' n Iy /2-nl

T, /2—nT
l C | > kS cx
= — z J xa)e " do
I To /2=nT,

La funzione integranda dell dultimo passaggi o non
solo sugli estremi dntegrazione. Ci si rende conto facilmente, che, al variare di-htea+b, gli intervalli

di integrazione {To/2-nT,, To/2-nTy] della stessa funzione integranda ricoprono tutto l'asse reale senza
sovrapposi zioni. Pert ant dalld pereodigrzazomesdi un segnale aperiadice ¢ h
e:

. P. Q
W =W
Vel

che é un risultatbondamentalel a relazione trovata, detta di campionamento in frequenza, afferma che ogni
riga dello spettro discreto del segnale periodico € componente dello spettro continuo alel aegodico.
In altre parole, i coefficienti di Fourier del segnale in versione periodica sono dunque, a meno di una riduzione
di ampiezza, non sono i valori della trasformata continua, ma i valori campionati in corrispondenza delle
frequenza armonich@u | t i pl e di guell a del segnal e periodico
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secondo un periodo T, nel dominio del tempo ha conseguito un campionamento in frequenza, ma con la
frequenza di campionamento che é la stessa del segnale periodico.

Sostituendo | despressione del coefficiente di Four
formula di Poisson:

. Q
_Yw_'r

W s ey P
Y —
wo ¢ ~ ~

Se si tiene conto di tale relazione e la si applica ad un segnale d@ktipo o ¢ € "Q¢ g lo si periodicizza
con un treno di impulski avra il risultato della seconda formula di Poisson:

WO wo Q¢

= sinc((_f'ﬂ, +1), 2)+ sinc((ﬂ,’, -1)/2)

dove il segnale basei@d Qo1 Q@o— A 4

ed il coefficiente di Fourier ottenuto dal campionamento:

2 2k sinc(k +1/2) + sinc(k —1/2
y = 2 x[ 2K sinc(k +1/2) + sinc(k ~ 12)

I, \I, 2
onsiderando y(t) sviluppato in serie, sosdolatuend
trasformata della sommatoria in cui cd x(t), ess

L4 {

e applicando il Teorema di dualita:

2 x(nT)e "™ Z (/ - —v)

Si e ottenuta la seconda formula di Poisson e questo, si vedra piu avamtiisultato fondamentale ed u
passo enorme verso la definizione di Trasformata Discreta di Fourier

n

2.2 Dal tempo continuo al tempo discreto

Campionare un segnale x(t) significa "estrarre" dal segnale stesso i valori che esso assume a istanti temporali
equispaziati, cioé multipli din intervallo T detto periodo di campionamento. Aprendo e chiudendo la porta
del |l 6aula con una certa frequenza, |l 6i nsegnante p
nel mentre, gli alunni: si gpiequilesiambdélcdndiziom affimchémerz i o n
si perda informazione.
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L'operazione di campionamento viene simbolicamente effettuata da un dispositivo, il campionatore, indicato
con una sorta di "interruttore" che si chiude per un intervallo di dinfititesima. La cadenza con cui I'
interruttore si chiude, cioeé con la quale il segnale viene campionato, € proprio la frequenza di campionamento.
L'elaborazione del segnale viene eseguita sui valori digitali estratti dal segnale stesso tramite ace@Bxsion

e si risolve nell'esecuzione di un opportuno programma da parte del microprocessore

X(1) x[n] y[n] y(®)
—t AD <> DEP > DA >

Figura 11: sistema di conversione

La nuova definizione di trasformata di Fourier di una sequenza e :
wQ we Q

ed essa € una funzione continua della frequeperagdica e di periodo quello di campionamento. Questa
periodicita & caratteristica delle trasformate delle sequenze, e diventa chiara se introduciamo la relazione,
inversa o di antitrasformazione:

wE weY Y @©QQ aQ
Il significato della relazione appena enunciata, che@spansione della sequenza x[n], &€ quello consueto per
I'analisi di Fourier: il segnale dato viene espresso come sovrapposizione di un continuum di componenti
frequenziali di ampiezza e fase regolate dall' andamento di X(f). Mentre un segnale analagisibangic
componenti a tutte le frequenze sull'asse realebda +Hb, cioe in un ambito illimitato, per esprimere una
sequenza in ambito frequenziale sono sufficienti le sole componenti a tutte le frequenze comprese nell’
intervallo limitato [1/2T,1/2T]. Inun certo modo, questo risultato & pienamente giustificato dalla periodicita
della trasformata di una sequenza, nel senso che le sole componenti veramente significative sono quelle nel
periodo base. Anche per la trasformata di una sequenza € comunquetdidsore lo spettro di ampiezza
A(f) =[X(f)| e lo spettro di fase phi(f) = <X(f).

La periodicita della trasformata di una sequenza, e/o la limitatezza dell'intervallo frequenziale significativo
nello spettro del segnale, sono conseguenze di un unico&o: nell'ambito dei segnali tempo discreto,

due oscillazioni sinusoidali (complesse) rispettivamente alla frequenza fo e fo + m/ T (m intero) sono
indistinguibili

cxp[ijr(_f,', +m/T)nT|= exp(j2nf,nT )exp(j2mmn) = exp(j27rf,nT)

Si parla di induzione della periodicizzazione.

Le proprieta della trasformata di Faaridi una sequenza (simmetria Hermitiana ecc.) relativamente a quelle

del segnale temporale (segnale reale, segnale pari o dispari ecc.) sono sostanzialmente identiche a quelle &
proposito della trasformata dei segnali analogici e dunque verranno sattelee proprieta della vera e propria
Trasformata Discreta, che finora non € ancora stata enunciata.

Ai fini della comprensione, da parte del lettore, della parte sperimentale sulle sequenze e la convoluzione, sono
enunciati i risultati dei teoremi di ptotto e convoluzione sulle sequenze numeriche aperiodiche, che poi,
durante | 6esercitazione, saranno confrontate con
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2.3 Teoremi di prodotto e di convoluzione di sequenze numeriche aperiodiche
Si definisce una sequenza numarifn] come somma di convoluzione tra due sequenze aperiodiche
z[n]=x[n]Z y[n] =B wE QOQ;

eseguendo la trasformata, si arrivaddQ @ "Q® "Q.

Se si considera una sequenza p[n] come prodotto termine a termine delle stesse due sequenze e ne si calcola |
trasformata, si ginge a:

0Q Y ©dQ 60O D™
L'"integrale a secondo membro dell dultima relazion
fra le due trasformate. La convoluzione ciclica & un‘operazione che si definisce tra funzioni periodiche come
le trasformate delle sequamn Si nota che la funzione integranda € analoga a quella che si ha nella convoluzione
cosiddetta lineare o aperiodica eseguita tra funzioni aperiodiche nel classico dominietetimoo, ma
l'integrale viene calcolato su di un solo periodo, e il risnltéene moltiplicato per I'ampiezza del periodo
stesso.

2.4 Dimostrazione sulla Trasformata di una sequenza

Tramite | 6operazione di campionament o, S i - dett
di screto. E6 a b b dasfarrmandelia trasfarmatal dé un rseégoake wcampienato e dunque
| 6espressione della trasformata di Fourier di un:

digitale che ha campiona il segnale tergpatinuo s(t).

Si consideri il segnale campidna

i i €Y1 0 £7Y

Procedendo con la trasformazione della sequienzhe perd € una funzione continua:

Y Q i 0Q Q0o

allora:

Q i €Y7 0 €Y Qo

applicando il Teorema di linearita € possibile scambiare i due simboli di somma e integrale:

i €7Y 10 €YQ Qo

Con il cambio di variabile”Y 1 0, si ottiene:

21



Y Q i €Y Q

Alternativamente, di cui € omessa la dimostrazione perché costituita di singoli passi, gia tutti dimostrati, e:

S.(f)=— Z S[f——]

C n=-0

Ancora una volta, si ottiene lo spettro in banda base che viene traslato su frequenze centrate in multipli interi
della frequenza di campiomeento. Tutte le strade portano a Roma.

Spettro in banda base:

S(f)

™~

T i T |
-fc -B B fe f
Figura 12: spettro in banda base del segnale
Replicato:
-Qf( f

Figura 13: spettro di un segnale campionato
2.5 La condizione di Nyquist

Riprendere in considerazione il campionamento di un segrtal@po continud ¢ Y wée e determinare
|l e conseguenze in ambito frequenziale di quest a
arrivare all 6espressione che mette in risalto che

Come quanto ricavatoatl precedente paragrafo, si scrive la trasformata del segnhale campionato e la si
denomina come "Q:

o0 o

2"'[”]" b ZZ (nT)e ™"

n=—ea
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Esprimiamo adesso i campioni del segnale a tempo continuo x(t) attraverso l'integrale di Fourier per spostarci
nel dominio della frequenza ed indagare

‘Y(f): 2 J.X(V) e*™ gy |e ™ = J-X(V)Z() 2o f=v)T 1y

n=-—oe ox

Sosgnsione del processo: si pensi al pettine di delta.

wo 1 0 &Y
Sviluppando in serie il p e tesimonceefficienté di Eonrierrcaihpleskobee s p r
applicando il Teorema di dvualit”™, si ha | 6espress

S -r _ 1 ¢ s .__/\'_)
D s PG

Grazie aquestorisultatopéo s si bi |l e ri prendere | dequazione prece:
di Fourier come:

it £ or-v-4)a

Scambiando somma con integrale:

l & ¥ .k
ﬂZ_J‘.XU)OL\—(_/—T») dv

Utilizzando | a propriet”™ campionatrice dell é6i mpul
wQ ~ WQ N w Q
doveilpedices ndi ca fAisampl ed perch® il segnale  campior

Questa relazione mostra che la trasformata di Fourier di una sequenza ottenuta per campionamento si ottiene
¢come periodicizzazione della trasformata del segnale analogico di partenza, con un periodaidhepeti

frequenza pari alla frequenza di campionamé@to — .

Poiché la frequenza € misurata in Hertz, ma anche in sample/sec, allora & piu appropriato usare un pedice che
si riferisca ai sample.

o P
2y

In particolare, il segnale di partenza x(t) ha badaigorosanente limitata. Si mostrano due situazioni che
differiscono per il valore della frequenza di campionamento.
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Situazione 1 Situazione 2

X(

m I
A N A 5 6 £ % ¥ f
S fy Ay
Figura 14 Figura 15

Affinché non esistano sovrapposizioni fra le repliche risulta evidente che il periodo di ripetizione in frequenza
deve essere maggioreabpiu uguale al doppio della banda del segnale, come nella prima situazione.

Se la frequenza di campionamento & maggiore almeno del doppio della massima frequenza contenuta nel
segnale é possibile isolare lo spettro del segnale X(f) in banda base ierigustduire il segnale originario

X(t). Questa & la condizione di ricostruzione corretta del segnale, meglio conosciuta come condizione di
Nyquist.

Se viceversa fs < 2fm, ossia se la velocita con cui si effettua il campionamento e insufficiente e quindi
campioni acquisiti sono troppo radi, non € possibile riottenere il segnale originario in alcun modo, a causa
della sovrapposizione delle repliche che crea un disturbo da spettro adiacente. Tale fenomeno & detto aliasing
e sara oggetto di prove speriméigaolte con Matlab.

Da quanto appena detto si evince che condizione necessaria affinché si possa eseguire correttamente la

trasformata di Fourier sul segnale campionat® w¢”Y € che il segnale originario x(t) sia a spettro
limitato.

2.6 Interpolazione

La ricostruzione di un segnale a terapantinuo a partire da una sequenza viene realizzata mediante un
interpolatore. | vari tipi di interpolazione possono, in un certo senso, considerarsi come una generalizzazione
dell' operazione compiuta in pratica da unegrtitore D/A per fornire in uscita un segnale a tempo continuo

X(t) a partire dai valori (rappresentati su di un certo numero di cifre binarie) di una sequenza x[n]. Lo strumento
che esegue il campionamento del segnale e la successiva interpolazipatwsenelaborazione intermedia,

e rappresentato come cascata di due blocchi A/D e D/A, ovvero come successione di un campionatore ideale
e di un interpolatore a mantenimento.

L'operazione svolta da quest'ultimo componente é: costruire il semaltegico di uscita. Il valore-esimo
della sequenza d'ingresso x[n] viene mantenuto a partire dall'istante nT e fino a che non sia disponibile
(all'istante (n + I)T) il successivo valore x[n + I].

Si puo scrivere l'espressione del segnale interpoldjanxfunzione dei valori della sequenza x[n] e tale
espressione e indipendente dal tipo di interpolatore usato

D)= 2.\'[11] p(t —nT)
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convo

ment o:

Per I dappunto, il segnhale interpolato una
sua trasformata.
Si faccia attenzioe ai vari segnali in gioco:
- le varie versioni del segnale originale
I\ A
x(t) x[n] x(t)
/ 1l
B ! I S S >
t n ® t
Figura 16: schema di campionamento e quantizzazione
- Il operazione di interpolazione mant eni
A P(Y) A
x(t .D(t-
; ® x[1)-p(t-T) X[2}P(t2T)  x(3].p(t-3T)
x[0]-p(t)
gy
T
—‘——-
= —>
T t T 2T 3T

Figura 17: interpolatore ed interpolazione

ove p(t) & per I'appunto I'impulso rettgtare.

Si hanno altre versioni di interpolazione, ossia si pud progettare un interpolatore scegliendo un
segnale differente da far convolvere con il segnale campionato (dato che la stessa definizione di

segnale interpolato & una convoluzione discretajgéno esposti altri due esempi che verranno

implementati tramite script Matlab.

Interpolazione versione cardinale:
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1.25 —1

i P()
[y f I N 1.00
\ [\ I / \ | \
\ | C‘ | [ \ | n=-1
075 H [ [ [ / | f 075 |
| [ | | | | |
2 | | 1] “ | | |
Sy e HETIEE g o
“ “‘ ‘ | \‘ “‘ \ fv | ¢
028 =44+ -1} w TR B 025
\ | Lo \ | \ |
it i \ ‘ | ‘k ( 1
\iif \ \ / \ |
000 |——L L AU A \ L 0.00 - )
~_ |
NN 7\
025 —1 | ! 1 S W = | | | N -0.25 1 l I 1 l 1 1 | 1
30 25 20 15 10 05 00 05 10 15 20 25 30 20 15 1.0 05 00 05 10 15 20 25 30 35 40
Frequenza normalizzata, fT Tempo normalizzato, t/T
Figura 18 Figura 19

Interpolazione versione lineare:

A
A
1
> t
Tc Tc t

Figura 20 Figura 21
Léazione di r i ¢ o sinterpolatdrelineare, ®ssia un inierpaatora cod fainziane di
ri sposta all é6i mpul so di tipo triangol ar e: ogni

campionamento ed € scalato di una quantita pari al campione cui si riferisce. Si per@ sorche
|l equazi one che rappresenta tale operazione, p

Per giustificare analiticamente figura di
fianco, osserviamo che nel generico

x[k-1] intervallo [(k-1)T,kT), compreso fra i due
campioniconsecutivi x[K] e x[k], solo

due addendi della sommatoria della
x[k] definizione dio ® danno un contributo

non nullo, cioe quelli con n =ke n = k.

- — —_——— o —_——_ =
e e e - - —— -

-
(k-1)T KT 1t

x(1)=x[k=1] p(t = (k=1)T)+ x[k] p(t - kT)
Figura 22: interpolazione lineare
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Si consideri | 6i nt er po lseghateinerpotat ¢ fddilmeate serivibile iiele s p r
dominio del tempo:

X(kT) = Z.\'Inl sinc(k —n)= Z.\'[n] 0|k — n| = x[k] = x(kKT)

Questo risultato conferma che il segnale interpolato coincide con il segnale di partenza negli istanti di
campionamento. Se si considera un qualunque altro istante non coincidente atinqueti di
campionamento, si nota che il valore del segnale interpolato é ottenuto dalla combinazione lineare di
tutti gli infiniti campioni x[n] del segnale x(t). In altre parole, la ricostruzione di un segnale a banda
limitata a un certo istante ricdde la conoscenza di tutta la sequenza di campioni del segnale stesso,
in istanti sia antecedenti quello considerato, sia successivi. Pertanto la formula di interpolazione
cardinale, di grande rilevanza teorica, € inutilizzabile nella sua forma esattappitazioni pratiche

per due motivi: in primo luogo, sono in teoria richiesti infiniti termini di una sommatoria per ricostruire

il segnale originario ed & gia stato visto, dal punto di vista elettronico, che non & possibile;
secondariamente, una ricastione in tempo reale &€ impossibile perché si richiederebbe la conoscenza
di valori di segnale in istanti successivi a quello di interpolazione (interpolatore non causale).

2.7 Troncamento del segnale

Si ~ gi 7 visto che lorihanmenaté asegnali di durafa mfinitamente estesa e peptanio i ¢
anche la sequenza dei campioni che rappresenta il segnale in forma discreta dovra essere teoricamente di
lunghezza infinita. Tale ipotesi non & ovviamente realizzabile nella pratica. In gemerariferimento a un
processo di campionamento reale, la sequenza dei campioni avra necessariamente un inizio e una fine e
pertanto il numero dei campioni a disposizione sara un numero finito.

Il troncamento avviene semplicemente come:d ®oO tV 0, dove:

ry V 1
w(1) W

IT, 2T,
?—ju W "

Figura 23: finestra rettangolare e relativo spettro delle ampiezze

Il cui corrispettivo effetto, nel dominio della frequenza, puo facilmente visualizzarsi con un coseno che ha uno
spettro bilatero e dunque non cambia molto la situazione:
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Figura 24: replicapettrale nel caso di un coseno

Léentit" dell a disper si oney della finéstraedi osservaziane d dg) suo d e
andamento temporale. I n particol are | 6andamento
| 6 ampi ez aralidiela dispeosiorie e tisulta quindi direttamente responsabile della accuratezza con
cui viene stimato lo spettro del segnale troncato. Sotto questo aspetto, concreti vantaggi possono essere ottenut
ampliando, entro limiti accettabili dal punto déta pratico, la duratawlo utilizzando finestre temporali non
rettangolari, ma con transizione piu graduale delle estremita (smoothing windows), delle quali si parlera piu
avanti.

2.8 La Trasformata discreta di Fourier : come nasce

Come si é detto, igssi per poter arrivare alla trasformata in versione discreta sarebbero stati tre. Il terzo ed
ultimo passo verra eseguito durante il procedimento sottoriportato e verra giustificato.

Si consideri la versione classica di trasformata di Fourier: quellm diegnale tempo continuo e a banda
limitata.

0 Q woQ Q0
Essendo il segnale generico:
X'
x (1)
\_/ " o " -
t I O S J
CA3IdzNF HpY aFR dzy &aS3yrtS I RdzNI GF AYyFAYAQGL

Il primo passo € quello di considerare il campionamento del segnale che, come visttiepiproduce il
seguente risultato:

x, (1) = x(1)- s(£) = x(1) - ia(r—n;_): i_r-:f}';_}-ﬁ(z—n;_}

=—cc i=—m

La definizione diventa quindi:
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Per quanto detto, il segnale deve essere troncato.

L6integrale  in realt”™ una somma discreta di Ri e
diventa unasomma:

®Q wo Q W w

Si osservi che le reciproche relazioni sono:
oYy Y
0Q Q
o &Y
0 00

Dunque la discretizzazione avviene, in realta, in entrambi i domini:

0
=
= o | i feptfftt
- fw //2 Zl) £ /cz f ‘l * T, i=N-1 {
\ \ | \ F |
vV U e\ — TN,

Figura 26: discretizzazione equivalente nei due domini  Figura 27: dataet
OQ o ®WEYQ

La ripetizione dello spettro in frequenza dipeddécampionamento nel tempo, cosi come il campionamento

in frequenza & dovuto alla periodicita del segnale nel tempo. Il legame di trasformazione fra i campioni nel
tempo x=x(nTs) e i campioni in frequenzaxXX(kfw) & dato dalla trasformata discreta ttaee inversa di
Fourier, che si sta cercando di ottenere. EO6 ora

AN wd ®EYQ

Ossia, la versione definitiva sapendo ¢he”Y ¢
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Si potrebbe réterare la dimostrazione con il coefficiente di Fourier complesso, im#ike. Basti pensare
ad una cosa. Il segnale é troncato: dunque considerando la periodicizzazione skdl dagaiesto punto lo
sviluppo in serie di Fourier contiene armoniche con frequenze multiplé@elissia ad un certo punto il
coefficiente di Burier e la trasformata di Fourier gia discretizzata sono direttamente proporzionali come:

~

Dunque diventa banale poter affermare che, a differenza della discretizzazione tramite la trasformata, con la
discretizzazione del coefficiente della sexienplessa allora si arriva direttamente alla DFT. Ergo, la DFT &
periodica, per natura del suo kernel.

Dunque, ricapitolando il passaggio dal tempo continuo al tempo discreto:

-definizione di sequenza aperiodica tramite antitrasformata di Fourier:

we Y  ®©QQ aQ

-definizione di trasformata di Fourier di una sequenza aperiodica:

»Q we Q , (0 "Q indica che & periodica)
-relazione del campionamento nel tempo tra segnale discreto e segnale analogico:

we  weY
-sviluppo in serie di Fourier in forma complessa di un segnale periodipmiEontinuo:

wo oA

-definizione di coefficiente complesso della serie di Fourier di un segnale-mpouo:

. P - .
— A (9]
w v wo

-definizione di sequenza periodica tramite antitrasformata di Fourier discreta (IDFT)
wE O
-definizione di trasformata di Fourier discreta (DFT) di saguenza periodica:
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o ¢ oo
Si osservi che, a differenza di quanto avviene per la trasformata continua, in questo caso il segnale tempo
discreto x[n] e ciascun coefficiente. engono espressi mediante le stesse unita di misura. Cio &€ dovuto al
fatto che, mentrta X(f) rappresenta una densita spettrale, i coefficientafipresentano direttamente i valori

delle singole componenti spettrali. In pratica, di tutte le possibili armoniche di ordine k, per un segnale
x(t): RYR solo | e pr i mtanohforZnazomeniroquastp kg successive &NR risulanoe p
speculari rispetto alla frequenza di folding fs/2 e coniugate.

Il fattore di scala che si era trovato con la formula di Poisson era 1/T, ossia la formula era:

. P, 0Q
W =KW
Nl
Dove era avvenuta una periodicizzazioiet segnale aperiodico. Qua invece & avvenuto un troncamento del
dataset e si é periodicizzato e, per coerenza, si & ottenuto:

O
L

La ricostruzione & dunque ben posta ed € giustificata in ogni passo.
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3 La DFT

In tale capitolo verranno affrontate |l e propriet’
matrice di Vandermonde dietro il passaggio da campione nel tempo a campione nella freappiczazibne
lineare vettoriale).

Dare uno6éocchiata alla DFT con il l i nguaggio del | 0

Cil|o

Questa sara la nuova notazione usata per tutto il capitolo.

3.1 La matrice W

Non é strano affermare che la DFT, ottenuta dalla discretizeaziobuna funzione biunivoca, sia ancora un
operatore come tale. Essa prende in input un-gitgeriodico e restituisce un datatput periodico
complesso, se non | o  gi” direttamente | 6input
suo determinante & nenullo, ossia essa € n@mngolare ed & una matrice complessa NxN, osgia V.

Piu formalmente:

si pensi di avere il seguente input di dati:

X = [ x(0)y1],x ™) € X (N
e sia il seguente vettore degli output:
X=[X0)X12) é -¥ixn M

E6 possibile rappresentare in forma compatta il
coefficienti delle N radici dell 6unit”™ i mmaginar:.
W W wh e W
*’-‘-’"R‘ u);.-l wﬁz e u‘_-[N_”
1 0 -2 - - —2(N-1)
W= =] Wy Wy W e Wy
N . . .
WE{I- w;(j\r—]) w;?{”—]) L w;r{av—l)flv—l)

Figura 28: matrice delle radici ennesime

Alcuneosservazioni:

. . wT -w,
- simmetria

=1 _ I *
- quasi Hermitiana W™ = NW
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, . M=VN, X=-VN, A =0-iVN, M =0+iVN.
Per N=4, gli autovalori sono:

3.2 Proprieta della trasformata

Non essendo scontato, vale la pena ribadire che esistono diversi formalismi di DFT, a livello di
indicizzazione. Lo stesso Matlab rieed disposizione funzioni di FFT che mostrano lo spettro centrato

ri spetto all éindice O oppure ad un altro valor
continua).
Quanto alle propriet”™, non c¢ 0 lanascitaldella DFaeldi mo s

trattazione sulle trasformate di sequenze e segnali continui consentono al lettore di intuire il motivo di
ciascuna proprieta. Per quelle meno scontate sara aggiunto un commento con eventuale dimostrazione,
se la proprieta é dilievo in campo sperimentale come in analisi spettrale, digital filtering e signal
processing.

1) Periodicita:0 0 oppurel 0

2) Linearita.

E6 giusto usare una not agibdoonpee rcactnopraet tdai ebDdF Ti.n d i
D{ax[n]+by[n]} «= aD{x[n]} k+b D{y[n]}

3) Shift e Mdadulazione.

Esprimendo la sequenza, shiftata di un intero j, tramite IDFT:
X[n-j]=DYX0 }happlicando | 6operatore DFT diretto,

La modul azione =~ semplicemente |l a trasfleor mat
complessa: D§ w¢e }=Xi.

4) Simmetria Hermitiana: x[n] = D{NX}" oppure X=D*x[n]" 1/N}’dove | dasteri sco
all doperazione di coniugazione del numero co

5) Trasformata di un datset di reali puri: la condizione x[n]=x[nki ripercuote sulle armoniche
come X' =Xx.

6) DFT di sequenze pari/dispari.

Riepilogando le condizioni di simmetria: la sequenza € pari se verificgEx[n] dunque le sue
armoniche verificano la medesima condizione; dispari se verifigg=xk[n] dunque le ge
armoniche verificano, ancora, la medesima condizione.

7) Ogni sequenza asimmetrica pud essere scomposta in componenti di sequenze pari e dispari, come
nel caso dei segnali periodici né pari né dispari. Banale ribadire che questo, di fatto, sia possibile
perché la sequenza proviene da un campionatore che non mutua queste proprieta.

8) Convoluzione ciclica
Tale propriet”™ sar”™ affrontata in fase speri

Prese due sequenze periodiche x[n] e y[n], se convohlte,operazione di alta complessita
computazionale si puo svolgere anche tramite la DFT, essendo la definizione:

z[n]=x%2y=-B wé QuQ

Considerando inizialmente la trasformata della sequenza z:
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Dunque i tre passi da eseguire sono:

Ossia il prodotto di convoluzione ciclica commuta in tre steps: trasformata delle due sequenze,

a P2
0]

DHYD{z[n]}} =D { -B

DHD{z [} =D Y - &}

prodotto termine a termine, antitrasformata.

Non vi € altro da commentare.

ae'Q

OE zhE T

I nfine, tutti i teoremi s u zialmentagli gteéssi. Prendendogin reassunto g u a
del l e propriet dal I bro AAn Owner 6s Manual
sostanzialmente uguale a quella della trattazione, si riportano tutte le proprieta:
Property Input DFT Fourier series Property Input DFT Fourier series
praperty property property property property Property
Periodicity Arbitrary fosw =fn flz+ A) = f(z) Periadicity Arbitrary forw =1fa flz+ A)= f(z)
Fiyn = Fi Fieyn = Fi
Linearity Arbitrary D{afn + Banky FC {af(x) + Ba(z)} Linearity Arbitrary T {afu + Ban ks FC {af{z) + Sg(=)}
= aFy + G, = acy, + ddy =aF; + 3G = ac, + Jdx
Shift Arbitrary D {fr-ity =y’ Fi FC {fiz - w)} Shift Arbitrary D{fn—sly =y’ Fi FC {fiz ~ )}
- g_ﬂ'h'f"ck - =—i2|rlz~)’ACk
Madulation Arbitrary D {,‘..w}’-}* FC {f(x)et*=iz/A} Madulation Arbitrary D {,‘..w;’-}k FC {fiz)et*=iz/A}
=Fy-j,j€Z =cx_y, JEZ =Fy_;, j€Z =ck-5, JED
Hermitian Arbitrary In=D{NF;}" - Hermitian Arbitrary In=p{NF} -
symmetry Fi = D1 {f3/N}" symmetry Fi =D {f3/NY
Reversal Arbitrary D{fonkby = Fk FC {f(~2)} = c—x Reversal Arbitrary D{fonky = Fn FC {f{~z)} = c_x
Real fnER Fop = F P— Real fnER Fou= Fp con =
fizle R | fiz)eR |
Conjugate fon =12 g =F ) =cy Conjugate fen =15 Fg=F g = C
symmetric Sf(==) = f*(x) o symmetric f(-z) = f*{z) —
Even fon=1in F_y = Fy PP Even fon=fn F_y=F PR
f(-z) = f(x) fl—=x) = fl=x)
Odd Son=—fn Fop=—-Fy PE— Odd fon=—fn F_y=-F P——
J(=z) = =fl=) f(=z) = =[(z)
Renl even | fu, f(z) € R Foy = Fx P Real even | fu.f(z) €R Foi= Fi T eoa=ca
f-n=fn FyeR ek ER fen = tn F,eR e €R
f(==x) = f(=z) J(==z) = fi=z)
Real odd fa S} ER Fogp = —F EE— Real add Jni f(x) ER Foy=—F; Coje = —Ck
J-n=—fn iFr e R icy ER J-n=—=Jn iFy ER iey € R
J(—z) = = f(=) J{—z) = —[(z)
Convelution Arbitrary D{fn*gnly = NFGy . Convolution Arbitrary D{fo*gnte = NFGy -
Correlation Arbitrary P{fu@galy = NF2Cy - Correlation Arbitrary D{fo@galy = NFJGy -

Figura 29tabella del libro
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3.3 Derivazione della DFT da minimi quadrati

Le derivazioni mostrate finora si sono evolute dal problema dell'approssimazione dei coefficienti della serie di
Fourier e della trasformata di Fourier di una particolare funzieegnale troncato). Un altro modo segue per
scoprire la DFT considerando il problema dell'approssimazione (o fitting) di un insieme di dati con una
funzione nota come polinomio trigopnometrico. L'obiettivo & trovare una combinazione lineare di seno e coseno
che "meglio S i avvicina a un dato set di dat i
trasformata discreta e la semplificazione del calcolo complessivo per sequenze numeriehet) (o

Si suppone che ci si riceva un dathdel tipo:

0  @HAQ conn= —h— , ossia una successione di punti nel piano cartesiano.

E6 utile richiamare quelle che sono |l a relazione

0Y Yew £&7Y

Glixavari ano dunqgu Pereoh ler@éranld teattazicne tiogpo astratta, spposare che un
A/D converter abbia prodotto il seguente set di dati (campionamento di un segnale nel dominio del tempo) e

S i vuole effettuarne | e ricostruzione. Dungue no
effettua il dispositivo intgrolatore, visto nella sezione 2 e successivamente implementato su Matlab in fase
speri mentale. Qua, per,, si vuole ottenere | a DFT

derivare la sua espressione analitica proprio da questo process

Si parla di cercare la migliore approssimazione possibile, in termini di polinomio trigonometrico, che, come
visto nella sezione 1, é stato analizzato in diverse forme: rettangolare (trigopnometrica pura con seno e coseno),
armonica (solo coseno) e cplassa (applicata legge di Eulero). Per far cio, si sceglie la forma complessa
perché nel contesto della minimizzazione & anche la pitu comoda da dover derivare (nel contesto della derivata).

Il polinomio trigonometrico usato é:

(N-1)/2
j2mkt
Yy (t) = Z age w
k=—(N—1)/2

E6 abbast an pieil sensmdi e esprassioneala serie di Fourier complessa vede il coefficiente
k-esimo moltiplicato per il kernel della serie (esponente positivo) e la sommatoria, di cui sopra, € di fatto una
serie di Fourier troncata, con il periodo di osservazicime coincide con quello di troncamento del segnale,
usato nella sezione due. Non  essenziale conside
altro contesto, ma per coerenza di trattazione si considera come periodo di ripetizidat@siel proprio

quello di osservazione del segnale campionato.

Si prosegue con tale filosofia:
0Si devono determinare i coefficienti del polinom

Si tratta di ricercare il minimo di una funzione quadratica, detiai s cr et e | east squares
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che é una funzione a valori reali, non negativa e di N variabili, ossia i coefficienti

Operativamente si pud rappresentare cosi:
AQEQ [ O0£A VE(“-(N-l)KZJ'---Ja(N—l)/z) =0,

dove siricerca il vettore di R", avente come componenti i coefficientiché ni mi zzano | derr ol

Pertanto, una condizione necessaria, per il Teorema di Fermat, ossia per la minimizzazione di E(.)-é che le k
derivate parziali si annullino: ergo il gradiente della funzione scalare si annulli.

N-1

2
a_E — Z evi27rnka f _
Ooy, n

N—1
2
§ : ap e:.21r'np/N =0
N-1 _N-1
2 2

N=——p— p=

Riarrangiando i termini:

notardo che é possibile applicare il famoso Lemma di ortogonalita, in forma complessa, allora si scrive:

dove la delta di Kronecker ha il seguente formalismo di definizione:

dove, in linea ancora piu generale e piu correlata con il caso in esame,ajli ®flipossono essere anche
multipli interi tra loro. Di fatto, dunque, la sommatoria con il kernel complesso (gli esponenziali complessi)
conduce al risultato N, perché si somma 1 per N volte.
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