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Introduzione

Quando viene scattata una fotografia vorremmo fare in modo che essa sia una rap-
presentazione piu fedele possibile di cid che osserviamo. Tuttavia, per quanto ci si
impegni nel cercare di essere precisi, ogni immagine digitalizzata ¢ affetta da errore,
ed ¢ sempre piu o meno sfocata. Le ragioni per cui si origina la sfocatura possono
essere legate, ad esempio, a una non corretta messa a fuoco della lente, alla presenza
di turbolenza nell’atmosfera, alla presenza di oggetti in movimento sullo sfondo o a
qualsiasi altro dettaglio, piti o meno evidente, che ostacoli il percorso dei raggi di
luce diretti allo strumento ottico scelto per la ripresa fotografica.

In analisi dei segnali, con 'espressione di image deblurring si intende 'insieme di
tutti i tentativi atti al ripristino dell’immagine nitida attraverso 1'utilizzo di modelli
matematici idonei: in analisi numerica il problema del deblurring si traduce, dunque,
nella ricerca di algoritmi efficienti e stabili che consentano di recuperare quanta piu
informazione possibile dai dati a disposizione.

Da un punto di vista pit generale, il deblurring appartiene alla classe dei cosiddetti
problemi di deconvoluzione, i quali godono di numerose applicazioni non soltanto
nell’ambito dell’elaborazione digitale delle immagini e nell’analisi dei segnali, ma
anche in altre scienze applicate.

Lo scopo di questo elaborato & quello di approfondire gli aspetti matematici e nume-
rici dell’image deblurring per immagini in bianco e nero, giustificando, inizialmente,
I’appartenenza del fenomeno alla classe dei problemi di deconvoluzione, per poi ana-
lizzare la particolare struttura matriciale che il problema puo assumere una volta
discretizzato in funzione della particolare condizione imposta sui contorni dell’im-
magine (boundary condition).

La proprieta numerica del mal condizionamento, che vedremo essere caratteristica
per i problemi discreti derivanti da problemi di deconvoluzione e in particolare per il
deblurring, apre la questione legata alla regolarizzazione della soluzione al problema.
In questo lavoro verranno analizzati e sottoposti a test numerici alcuni metodi di
regolarizzazione: il metodo della SVD troncata (TSVD), il metodo di regolarizzazio-
ne di Tikhonov e il metodo iterativo del gradiente coniugato per problemi ai minimi

quadrati.
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Nell’ambito dei metodi di regolarizzazione diretti (TSVD e metodo di Tikhonov)
verra inoltre approfondito il problema legato alla scelta del parametro di regolariz-
zazione, per il quale verranno presentati e testati tre differenti criteri di scelta.

La possibilita di adottare diversi metodi numerici per la determinazione della solu-
zione al problema consentira di poter confrontare tra loro diversi risultati, nonche di
avere una piu accurata conoscenza del problema stesso, soprattutto secondo il punto

di vista dell’Analisi Numerica.



Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 La trasformata di Fourier discreta e la FFT

1.1.1 Definizione e proprieta

La trasformata di Fourier discreta (DFT) puo essere definita come 'operatore

DFT: CcN — ¥
RS E N

—nk o
fr = sz” , k=0,...,N —1, (1.1)

tale che

dove

con wy = e N radice N-esima dell’unita.

Proprieta. (ortogonalita dell’esponenziale complesso)

N1 N ser=s
rk, —sk __
CUN CL)N =
k=0 0 ser#s
Dimostrazione.
o 1 T—8\N
— rk —sk N§ 1: r—s\k 1(w7°) =0, r#s
k=0 k=0 N, r=s

O]

Utilizzando la proprieta di ortogonalita dell’esponenziale complesso & possibile defi-

nire la trasformata di Fourier inversa DFT—! = IDFT come

fn—kawN, n=0,1,...,N —1. (1.2)
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La IDFT cosi definita rappresenta proprio 'inversa della DFT, infatti:

N-1 . N-1 N-1
Y ekt = 3 [ 3 ot = 3 [ 3 ettt
k=0 k=0 r=0 r=0

Per la proprieta dell’esponenziale complesso si ha allora che:

N-1 . N-1 1
kz;) fkw]T\L/'k = z_;} [NN(snr]fT = fn

1.1.2 Forma matriciale della DFT e della IDFT

Jo Jo
' fi A fi |, C o : .
Siano f = ) e f= ) i vettori di dimensione N rappresentanti una
fN-1] | N1

sequenza di N complessi e la loro DFT.

Indicando con

0 0 0 0
Wiy Wiy Wiy Wiy
0 —1 -2 —(N-1)
Wiy Wy Wy Wy
I ) -2 —4 —2(N-1)
F = |wy Wy Wy Wy (1.3)
0 —(N-1) —2(N-1) —(N-1)(N-1)
Wy wy Wy e Wy |
la matrice di Fourier e con
AW W LW
N-1
W wh Wi oo WY
x 0 2 4 2(N-1)
Fr=|wy WX Wi e Wy (1.4)
-1 2(N-1 N-1)(N—-1
w?\, wg\, ) w]\g ) wj(v ) )

possiamo esprimere la DF'T e la I DF'T utilizzando la notazione matriciale:
f=<Fi (L5)
=577 .
f=F. (1.6)

Osservazione. Utilizzando la proprieta di ortogonalita dell’esponenziale complesso

si ottiene che

FF*=NI.

Infatti:
N-1
FF =Y wy*wyl = No;
k=0
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1.1.3 Trasformata discreta dei coseni (DCT) e trasformata discreta
dei seni (DST)

Se il segnale in input gode di proprieta di simmetria allora il calcolo della DF'T puo

essere semplificato e conduce alla definizione di altre trasformate.

1. fn = fon (stmmetria pari).

N_q N_q
.1 3 _ 1 S _ kY
o= 20 fawn™ = L [fot D0 (FaR™ + foneRF) + Fywi? | =
n:,% n=1
1 27!
2mwink 2mwink
ZN[foJern(e_ N t+e N )+fN(—1)k}:
n=1
N _

= %[fo +2 ; fncos (27;\7[1]{;) +f% COS(W]‘?)} =

SN RS L R

Si definisce, dunque, la trasformata discreta dei coseni (DCT):

1 & mnk
=N Z;)”fn cos (T)’ (1.7)

dove ” indica che il primo e 'ultimo termine hanno peso %
2. fn=—f_n (simmetria dispari).
81 81
p 1 1 kY
fi=g 2 fuon™ = 5o+ 20 (™ + el ) + Foyen? | =
:7% n=1
N_q N_q
1 [2 ; ( 2nink zﬂfvnk)} 1 [ ) 3 s (27mk>} _
=¥ (e e =~ ) n SIn =
n=1 n=1
~1

Si definisce, dunque, la trasformata discreta dei seni (DST):

- JbNE_:l fsin (%”k) (1.8)
n=1
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3. fn € R (simmetria reale).

In questo caso si ottiene la real DFT (RDFT), che ¢ equivalente a una coppia

DCT/DST:

J-1

1 2mnk 2mnk p p
- = i _ o
fom e X0 dafeos () —isin (5| = R + iS00,

n=—75

£y 1 %_1 2mnk PN 1 51 2mnk
avendoposto%(fk)—NZn: ~ Jncos { ) e S(fx) = Nzn ~ Jnsin

2

1.1.4 DFT della convoluzione discreta

Teorema. Siano f e g due sequenze N-periodiche (cioe tali per cui fj+n = fj,
gj+N = g;) e siano Fj, e G}, la k-esima componente delle rispettive DFT. Allora la

DF'T della convoluzione discreta h = f * g ha componenti

Hk:DFT{f*g}k:NFka, kzl,...,n. (19)
Dimostrazione.
N—1
hn = fn* gn = Z fjg(n—j)modn-
=0

Usando inversa della trasformata di Fourier discreta (1.2) si deduce che

N—-1 N-1 ' N-1 ) N-1 N-1 N-1 )
=30 (X Bl (0 Gl ™)) = 2o ettt Lo 1 ol =
j=0  p=0 k=0 k=0 p= =0
N-1 N-1
= Grwi > F,Non(p— k),
k=0 p=0
A 1 sex=xn0
dove dy(x) =
0 altrimenti
Pertanto
N—-1 N—-1
hn =Y GpFpNwif = N Y FGwif = N - IDFT{F,Gy}»
k=0 k=0

da cui segue che
DFT{hn}k = DFT{fn * gn}k = NFka
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1.1.5 La Fast Fourier Transform

11 calcolo della DFT cosi come e stata definita nella (1.1) ha una complessita compu-
tazionale di O(n?). Tuttavia, nelle applicazioni numeriche si privilegiano strategie
di calcolo alternative per abbattarne il costo computazionale. Per questo motivo ha
senso parlare di algoritmi ottimizzati che implementano la cosiddetta Fast Fourier
Transform (FFT).

11 piu diffuso tra questi ¢ I’algoritmo di Cooley-Tukey (1965) che utilizza il cosiddetto

“metodo di splitting”, di seguito descritto.

Sia N = 2M ¢ gia

w|z

N-1 -1
Xk - Z xnw’;nk = Z (xan]:Tnk + :L‘2n+1w;7(2n+1)k)’ k= 07 1a EE) N —1.
n=0

n=0

Ponendo y,, = x2, € 2, = Tap41 Si ottiene

N_q N_q
2 2
—2nk —k —2nk
X = Z Ynwy "+ wy Z Zpwn (1.10)
Osservando che
Amink _ 27mink
wNan‘ — 8—7 —e (N/2) = w nk’

N_q N_q
2 2

X, = Z yan”k —|—ka Z znw&”k =Y. —|—w;,ka.
n=0 n=0 2

In questo modo, la DFT originale, avente lunghezza N ¢ stata espressa attraverso

una semplice combinazione di due DFT aventi entrambe lunghezza %

Per k=0,..., % — 1 valgono dunque le seguenti relazioni:

X, =Y, + w](,’“Zk

—(k+5)

Xk+%:Yk+%+wN Zk-ﬁ-%

Infine, sfruttando il fatto che Y3 e Zj sono %—periodiche, le precedenti risultano
equivalenti alle

. k=0,...,

X, =Y.+ kaZk N
——1 1.11
2 ) ( )

_ —k
Xk-l—% —Yk—wN Zk

che vengono anche dette formule di combinamento o relazioni “butterfly”.

Ripetendo il procedimento, le due DFT di lunghezza % vengono decomposte nella

somma di due DFT di lunghezza % = 2%; ciascuna di queste, a sua volta, verra
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N
23
iterazione, essendo M = log, N, la DFT di partenza viene dunque espressa come

somma di N DFT di lunghezza 1.

Osserviamo, inoltre, che a ogni passo le (1.11) vengono applicate % volte e richiedono

espressa come combinazione di due DFT di lunghezza 55 e cosi via. Alla M-esima

una moltiplicazione e due addizioni complesse. La complessita computazionale totale

risulta pertanto essere N logy N.

1.1.6 La DFT bidimensionale

Sia f la funzione che descrive un segnale bidimensionale e definita nel dominio

A A B B
{(a:,y) tali che —5§w§§, ——<y<—}

discretizzato lungo le direzioni x e y attraverso le suddivisioni aventi i seguenti passi:
A B
Ar=—, Ay=—.
M VTN
1 segnale f puo dunque essere calcolato nei punti delle griglia (., yn) = (mAz, nAy),
pern=0,.... N—1, m=0,...,M —1.

In analogia con la (1.1) definiamo la DFT bidimensionale di fpn = f(2m,yn) come

M—-1N-1
1 —mj — )
DET2{ fn} it = 7777 SN frmwif My, j=0,...,M-1, k=0,...,N-1.
m=0 n=0
(1.12)
Si dimostra che U'inversa della (1.12) ¢ espressa dalla seguente espressione:
M—-1N-1 .
IDFT2Fi}mn = > Y Fpwjfwif, m=0,....M -1, n=0,...,N -1
j=0 k=0
(1.13)

In maniera analoga a quanto fatto nel caso unidimensionale e possibile, inoltre,

definire le trasformate DCT2 e DST?2.

1.2 La decomposizione a valori singolari

1.2.1 Valori singolari e vettori singolari

Teorema. Sia A € C™*"™ una matrice di rango r. Allora esistono due matrici
unitarie U € C"™*™ e V € C"*" tali che

1 0
0 o0,

A=Uxvli, »=

dove V# indica la matrice trasposta coniugata della matrice V, ¥ € R™*?, ¥, =

diag(o1,09,...,0,) €
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I valori o; sono detti valori singolari di A e i vettori colonna delle matrici

T P R P

sono detti rispettivamente vettori singolari destri e sinistri associati a o;, per ¢ =

1,...,r.

Osservazione. La SVD di una matrice A di rango r puo essere scritta come la

somma di 7 matrici di rango 1:
T
A= UlElVlH == ZO‘iuiUiH, (1]_4)
i=1

dove
Ui = (u1y...,up) Vi=(v1,...,00).

1.2.2 Approssimazioni di matrici e definizione di /-rango di una
matrice

Teorema. Sia A € C™*" matrice di rango r e SVD
T
A=USV =3 o,
i=1

Sia M]"*"(C) I'insieme delle matrice di rango k < r. Allora

min |A — X2 (1.15)
XeMP*™(C)

e raggiunto per X = B, dove
k
B:ZO'iuiUZH, HA_BH2:O'I§+1-
i=1

Osservazione. Come caso particolare del teorema, osserviamo che se rank(A) =n
allora il valore singolare o,, realizza la minima distanza, rispetto alla norma-2, tra

A e I'insieme di tutte le matrice singolari.

Osservazione. Il teorema puo essere generalizzato anche al caso in cui la norma in

considerazione sia la norma di Frobenius. In questo caso la minima distanza ¢ data

da

|A—B|r = \/U,%Jrl—i-'”—ko%
Definizione. Diciamo che una matrice A € C™*"™ ha §-rango pari a k se

k = min{rank(B) | ||[A — Bl|2 < ¢} (1.16)
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Da questa definizione e dal teorema precedente, segue che, se k < n allora

inf A—-Blz2=0
rank(B)<k H H2 kb

dove o;, i=1,2,...,min(m,n), sono i valori singolari di A.

Tale inf e raggiunto dalla matrice

k
B = g Uiuivf.
=1

Pertanto, si puo affermare, equivalentemente, che la matrice A ha J-rango pari a k
se e solo se
012 20,>02 041> ... (1.17)



Capitolo 2

Problemi di deconvoluzione

2.1 Equazioni integrali di Fredholm del primo tipo: de-

finizione ed esempi

Il problema del deblurring rientra nella categoria dei problemi inversi, cioe quei
problemi in cui partendo da alcune misurazioni di dati si intende effettuare delle in-
ferenze su delle grandezze o quantita incognite che non sono direttamente accessibili
attraverso le misurazioni.

Oltre all’image deblurring (termine dall’inglese “to blur”, cioé appannarsi, offuscar-
si), vi sono altri numerosi esempi di problemi inversi che si presentano nei diversi

ambiti delle scienze applicate:

- in sismologia, il cui obiettivo & quello di rappresentare i vari strati della terra
partendo dalla ricezione, sulla superficie terrestre, del segnale prodotto dalle

onde sismiche;

- nell’ambito della radiodiagnostica, per esempio, la tomografia computerizzata (CT)
riproduce le immagini in sezione e tridimensionali dell’anatomia di un organo
del corpo umano note le misure dell’attenuazione di un fascio di raggi-X che

attraversa l'organo di interesse.

Gli esempi citati, 'image deblurring, e tanti altri problemi inversi, possono essere
formulati utilizzando un’opportuna equazione integrale, detta equazione integrale di

Fredholm del primo tipo.

Definizione. Si dice equazione integrale lineare di Fredholm del primo tipo un’e-

quazione della forma,
b
o) = [ Ko r)dy. 1)

in cui

15
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1. la funzione K (z,y), detta kernel, € nota in {(x,y) : a < z,y < b}

2. la funzione g(z) € nota per a < z < b.

Esempio 1 (la trasformata di Laplace). La formula di inversione della trasfor-
mata di Laplace e equivalente alla soluzione di un’equazione integrale lineare di
Fredholm del primo tipo.
Infatti, sia
oo

g9(x) = /0 e f(y)dy (2.2)
I'integrale di Fredholm di prima specie che esprime la trasformata di Laplace di una
certa funzione f, in cui g € una data funzione analitica nel semipiano complesso o =
{x € C: Re{x} > o[f]}, intendendo con o[f] := inf{Re(x) : e~ f(y) € LY(RT)}, e
f & la funzione incognita da determinare.
Allora, per la formula di inversione della trasformata di Laplace, sappiamo che la

funzione

c+i00
) = — / v g(x)d, (2.3)

270 e oo
costituisce la soluzione dell’equazione integrale (2.2).
Osserviamo, tuttavia, che tale soluzione non ¢ del tutto soddisfacente, in quanto
nella (2.2) g(x) ¢ nota in R, mentre nella (2.3) ¢ nota in un semipiano del piano
complesso C. Potrebbero, allora, essere usate altre formule di inversione numeriche

e reali, come ad esempio la seguente:

o - [SF (] ()

la quale mostra che l'inversa della trasformata dipende dal comportamento della

k-esima derivata di g, al tendere di k£ all’infinito (cfr. [7], pag. 8).

Esempio 2 (Deconvoluzione). Siano f e h due funzioni a valori reali e sia

1
g(s) = (f*xh)(s) = / h(s—t)f(t)dt, 0<s<1, (2.4)
0
la loro convoluzione rispetto all’intervallo [0, 1].

Ammettendo che h e ¢ siano note, il problema generale di deconvoluzione consiste
nella determinazione della funzione incongita f. Con queste ipotesi, I’equazione
integrale (2.4) ¢ una particolare equazione lineare di Fredholm del primo tipo, il cui

kernel K (s,t) = h(s—t) dipende solamente dalla differenza s —t tra le due variabili.

Nella pratica, la funzione g(s) ¢ nota, attraverso delle misurazioni, in un insieme
discreto di punti {s1,...,s,}. In generale, si pud quindi affermare che le misure

effettuate possono essere espresse nella forma

g(SZ‘):g(Si)‘i‘Ci, izlv"’ana
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dove le componenti del vettore (e1,...,e,)! indicano il rumore associato a ciascuna

delle misurazioni.

2.2 Discretizzazione dell’equazione integrale di Fredholm

di prima specie

Le regole di quadratura vengono utilizzate per approssimare un generico integrale

definito: , N
/ oty dt ~ 3 wiolty) |
a j=1

dove t1,...,t, sono i nodi per la particolare regola di quadratura e wi, ..., w, sono
i pesi corrispondenti al metodo di quadratura adottato.
Pertanto, una regola di quadratura consente di approssimare I'integrale che compare

nell’equazione integrale di Fredholm (2.1):
1 n 3
| B0 Y uE s nfe) = v
j=1

dove f indica la perturbazione di f. Richiedendo che

U(s) =g(si), i=1,...,n

I’equazione integrale di Fredholm puo essere riscritta in forma matriciale

Ax = b, (2.5)
dove
w1 K (s1,t1) waK(s1,ta) ... woK(s1,tn)] [ F(t1)] [g(s1) ]
’le(Sg,tl) wQK(SQ,tQ) ’u}nK(SQ,tn) f(tg) 9(82>
A= . . . y L= , b= .
w1 K (sn,t1) woK (spota) ... waK(sn,tn)) | f(tn) ] 9(sn) |

Nella pratica si verifica spesso che la matrice A in (2.5) € mal condizionata. Pertanto,

la soluzione Xpaive = A~ 'b ¢ in realtd molto distante dalla soluzione esatta.

Esempio 3. Supponiamo che sia stata determinata, attraverso degli scavi, la pre-
senza di un deposito minerale in uno strato della terra che dista dalla superficie
terrestre di una nota distanza d. Il deposito produce un campo magnetico, misura-
bile sulla superficie attraverso un magnetometro, e la cui intensita alla superficie e
un indicatore della quantita di minerale presente. Si vogliono determinare le zone in

cui ¢ presente la maggior quantita di minerale, cioe quelle in cui & pili conveniente
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effettuare lo scavo.

Il problema puo essere formulato adottando un modello semplificato in una dimen-
sione.

Consideriamo un riferimento cartesiano R(O, xy) rispetto al quale:
1. la retta y = —d determina la posizione dello strato;

2. nel generico punto punto (s, —d), dove 0 < s < 1, la componente verticale del

campo magnetico ha intensita incognita my(s);

3. in un generico punto P(z,0) sull’asse x ¢ misurata la componente verticale

dell’intensita del campo magnetico Hy(x).

In P(z,0) il contributo a Hy(z) dell’intensita m,(s) del campo magnetico prodotto
dallo strato infinitesimo ds € noto essere inversamente proporzionale al quadrato
della distanza r tra i punti (s, —d) e P, cioe, con riferimento alla figura:

sin(a)my(s)ds _ sin(a)my(s)ds _ d-my(s)ds
r2 (x—s)2+d®> [(z— )%+ d2]3/2

dHy(z) =

da cui si giunge all’equazione integrale lineare di Fredholm del primo tipo

L d-my(s)ds
Hy(x) = /0 = S)gi >d2]3/2 , (2.6)

. . d
il cui kernel K(x, S) = h(x — S) = m

Approssimiamo 'integrale in (2.6) utilizzando, per semplicita, la formula di quadra-
tura del punto medio e partizioniamo 'intervallo [0, 1] in n sottointervalli di uguale
ampiezza. Effettuando questa scelta, risulta che:

n

/01 [(wd—' BE f)g]?’/? B /01 bla—s)my(s)ds = - h(v— =22 my (1) = i)

J=1
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Imponendo le condizioni di interpolazione
w(l'z) = Hy(ZL‘i), = 1, ceey Ny

si deduce che la matrice del sistema ¢ la seguente:

d/n d/n d/n
N N
A |G @7 (e waPt @ [ s) B

d/'n d/'n d/'n

| [(zn—51)2+d?]3/2  [(xn—s2)2+d?3/2 """ [(&n—sn)2+d?]3/2 |
Considerando poi che z; = s; = % otteniamo che
dn?
[A]s; = [A]ji =

[(Z _ ])2 + n2d2]3/2'
A questo punto, attribuendo al dato relativo alla profondita dei valori arbitrari &
possibile constatare sperimentalmente che, indipendentemente dal valore di n, la

matrice del sistema ¢ fortemente mal condizionata.

Per d = 0.25, per esempio, si ottengono i seguenti risultati:

n cond(A)

20 3.7714-10°
50 3.3774-10%5
100 5.8529-10!8

Il problema, dunque, risulta essere tanto piu mal condizionato quanto piu la discre-

tizzazione ¢ fine.

2.3 Deconvoluzione in una dimensione

In precedenza si ¢ fatto riferimento ai problemi di deconvoluzione definendoli attra-
verso delle particolari equazioni lineari di Fredholm del primo tipo il cui kernel ¢

convolutorio, cioe della forma
K(s,t) = h(s—1t).

Similmente a quanto dedotto nell’esempio con cui si & concluso il paragrafo preceden-
te, la matrice dei coefficienti derivante dalla discretizzazione attraverso ’applicazione

di una regola di quadratura ha entrate del tipo

aij = ’LUjK(Si,tj) = ’LUjh(SZ' — tj).
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Per essa, esiste dunque la fattorizzazione

A=HW, (2.7)
dove
_h(sl —t1) h(sy—t2) ... h(s1— tn)_ w0y |
o h(sg —t1) h(s2 .— ta) ... h(s2 — tn) G Wy
_h(sn —t1) h(sp—t2) ... h(s,— tn)_ i Wy, |

rappresentano rispettivamente la matrice che discretizza il kernel e la matrice dei
pesi associati al metodo di quadratura scelto.

Assumendo che i punti s; e ¢j, per 7,j = 1,...,n, siano identici ed equidistanziati,
cioe s; = t; = a + fi, allora gli elementi della matrice H devono soddisfare la

seguente proprieta:
hij = h(si —tj) = h(a + Bi — a — Bj) = h(Bi — BL+ Bl — Bj) = hi—1j-1

per i, j e [ opportuni.
Una matrice soddisfacente questa proprieta ¢ una matrice di Toeplitz. Questa fa-
miglia di matrici gode di importanti proprieta, le principali delle quali verranno

approfondite nel prossimo paragrafo.

2.3.1 Matrici di Toeplitz e loro SVD

Definizione. Una matrice di Toeplitz e una matrice quadrata i cui elementi dipen-
dono solamente dalla differenza tra l'indice di riga e I’indice di colonna. Sono, cioe,

matrici della forma

to t_1 t_2 B A

tl to t_l e tg_n
T=|ta #© to ... ts_n
_tn—l th—2 tn-3 ... to ]

Osservazione.
1. Le matrici di Toeplitz sono caratterizzate da al pit 2n — 1 elementi distinti;
2. Per opportuni indici 4,5 e [ vale che t;; = t;_; ;_; = t;_j;

3. La matrice H nella (2.7), nelle ipotesi in cui i punti s; e ¢; siano identici ed

equispaziati, € una matrice di Toeplitz;



CAPITOLO 2. PROBLEMI DI DECONVOLUZIONE 21

4. Le matrici di Toeplitz sono persimmetriche, cioe simmetriche rispetto all’anti-

diagonale: t;; = t,—j11n—it1.
Proprieta. L’inversa di una matrice di toeplitz T ¢ una matrice persimmetrica.

Dimostrazione. Esprimiamo la proprieta di persimmetria della matrice 7' in una
forma equivalente.

Consideriamo la matrice di permutazione

1

che, se moltiplicata a sinistra per T, ne inverte ’ordine delle colonne. Infatti

[TT)i5 = D [Tl lkj = [Tin+1-5 = ti-nr1—) = tirg)—(nrn)-
k=1

Osserviamo inoltre che

n n

()i = [T TNi; = [TT"i5 = > _[TiklTks = D> _[TiwlTlik = Tims1-i = L)~ (nr1)-
k=1 k=1

Pertanto
TJ =JT!

e, poiche la matrice J e ortogonale, la proprieta di persimmetria puo essere espressa
dalla relazione seguente:
T=JT"J. (2.8)

Usando la (2.8) per I'inversa T~ 'si deduce che:
T =Tt =TT = g,
ovvero che la matrice T~! & persimmetrica. ]

La proprieta di persimmetria di una matrice di Toeplitz puo essere utilizzata per

dedurre alcune relazioni di simmetria tra i vettori singolari di 7'.

Proprieta. A meno di un eventuale cambio di segno, gli autovettori destri di T'

sono uguali agli autovettori sinistri, ma con gli elementi in ordine inverso.

Dimostrazione. Consideriamo la fattorizzazione spettrale della matrice simmetrica
TJ:

TJ=WAW' = widwh = > wiyh;(yw;)’, (2.9)
=1 i=1
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dove le quantita v; sono scelte uguali a 1 o a —1 per rendere la quantita y;\; positiva.
Dalla (2.9) segue che

T = wimAi(ywy)' T =Y wyy (v Jw;)". (2.10)
j=1 j=1

D’altra parte, per la SVD, esistono U e V ortogonali tali che:

n
T=USV' =) ujo;vl. (2.11)
j=1

Confrontando le ultime due relazioni si deducono le seguenti espressioni per i vettori

singolari sinistri e destri di 7":

Uj = w;
o (2.12)
vj =75 W5 = Ju;

peri,j=1,...,n.

Esplicitando la seconda delle (2.12) si ottiene:

U1 1 U1y Unj
V2 1 u2; Up—1,j
= , =
_Unj_ _1 ] _unj_ L Uiy ]
cioe che
Vij = YjUn—itl,j, G,J=1...,n. (2.13)
O

Da questa proprieta segue la seguente:

Proprieta. Se la matrice di Toeplitz T € simmetrica allora i vettori singolari destri e
sinistri sono uguali eccetto che per un eventuale cambio di segno. Inoltre la sequenza
degli elementi in ogni vettore ¢ simmetrica, a meno di un cambio di segno, rispetto

agli elementi centrali.

Dimostrazione. Osserviamo, innanzitutto, che per ogni matrice A simmetrica

sussitono le seguenti condizioni per i suoi vettori e valori singolari:

(wi, Ai, i), Ai >0
(ui, 03, 0;) = (2.14)
(wi, _/\i7 —wi), >\i < 0.

Per (2.13) si ha inoltre che

VijVjUn—it1,j, &J=1,...,n.
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Allora, usando la (2.14) si deduce che
uj =v5, v =+l
e quindi che
Uij = YjVij = VjVjUn—it1j, J=1,...,n,

da cul la tesi. O

2.3.2 Matrici circolanti e convoluzione

Le matrici circolanti costituistcono una classe di matrici di Toeplitz in cui gli ele-
menti di una colonna si ripetono nella successiva in modo “circolare”; una matrice

circolante C' di ordine n X n ha cioe la struttura seguente:

Co Ch—1 Cp—2 ... (C1
C1 Co Ch—1 ... C2

C = C2 C1 C ..o 3,
Cn—1 Cpn—2 Cp-3 ... Co

e risulta dunque costituita al pit da n elementi distinti che soddisfano la relazione

Cij = C(i—j)modn-

Osservazione. Le matrici circolanti possono essere usate per esprimere la convolu-
zione tra due segnali n-perdioci, ovvero segnali i cui valori si ripetono con ciclicita
ogni n intervalli spaziali o temporali.

Infatti, siano f e h due segnali n-periodici e sia g il segnale n-periodico ottenuto

dalla loro convoluzione discreta, avente componenti:
n—1
g; = E fjhz‘_j, i:O,...,n—l.
Jj=0

Se h ¢ la prima colonna di una matrice circolante C}, allora si puo scrivere che:

90 ho  hn-1 hn—o ... M fo

g1 hi ho  hp—1 ... ha fi

g2 | = | h2 h1 ho ... hg |-| fo |,
| Gn—1 | 1 b2 hnez ... ho | | fa-1

cioe

g=Chf. (2.15)
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Proposizione. Sia C}, la matrice circolante avente prima colonna h = (hg, b1, ..., hy,—1)".
Allora il suo spettro, o(C},), & dato dalle componenti del vettore Fh, dove F indica

la matrice di Fourier (1.3).

Dimostrazione. Ricordiamo innanzitutto la definizione di prodotto di Hadamard-

Schur tra matrici, che verra utilizzato nel seguito della dimostrazione.

Definizione. Siano

all a19 e A1n b11 1)12 e bln
a1 @ ... az, bar b2 ... by
A= B =
_am1 am2 ... amn_ _bml bmg e bmn_

due matrici di ordine m xn. Definiamo la matrice A.* B, prodotto di Hadamard-Schur
di A e B, come:

a11bir  abiz ... aipbiy
A*B agibar  ageba ... aban
_aml bml amemQ cee amnbmn

Consideriamo, allora, il segnale n-periodico ottenuto dalla convoluzione discreta dei

segnali f e h e calcoliamo le entrate della sua DFT":
DFT{g}, :DFT{f*h}Z- , 1=0,....,n—1.

Il primo membro della precedente relazione, per la (1.1), ¢ identicamente uguale a:

DFT{g}; = gi =

S

n—1

> g™,

k=0

mentre il secondo membro, per il teorema sulla DFT della convoluzione discreta

(1.9), & dato da:
DFT{f % h}, = nDFT{f};DFT{h}; = nf;h;.

Confrontando le due espressioni precedenti si trova allora che

ovvero, utilizzando la IDFT e le forme matriciali espresse dalle (1.5) e (1.6),

g=F*(nfrh)=F* (n%]—"h.*%]—“f) - ]—"*(diag(]—"h)%]—"f) - %]—“*(diag(?h)-]—“f).
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Pertanto

g = F ' diag(Fh)Ff. (2.16)

Confrontando la (2.16) con la (2.15) si deduce, dunque, che
Cy = F~ ! diag(Fh)F.

Da quest’ultima uguaglianza segue che C}, € simile a diag(Fh) e quindi la tesi. [J

2.3.3 Moltiplicazione matrice-vettore attraverso la FFT

Il prodotto tra una matrice di Toeplitz e un vettore puo essere effettuato con un costo
computazionale di O(nlogyn) flops, rispetto ai 2n? che occorrono per il prodotto
tra una matrice generica e un vettore.

L’idea alla base per avere prova di questa proprieta consiste nell’inserire la matrice
di Toeplitz T, di ordine n X n, all’'interno di una matrice circolante C' di ordine
superiore p X p, e usare l'algoritmo della FFT per implementare in modo rapido la

moltiplicazione matrice-vettore con la matrice circolante C. Nello specifico, se

to t-1 to t1n

t1 to t_1 to—n

T=| t tq to t3—n
[tn—1 tn—2 ln-3 to |

allora la prima colonna di C, cioe il vettore che genera la matrice circolante, viene

costruita nel modo seguente:

C(:,l) = (t(),tl,...,tn_l,o,...,O,tl_n,...,t_l) GRP,

in cui la parte centrale € occupata da p—2n+1 zeri, essendo p la piu piccola potenza
di due tale che p > 2n. Il motivo per cui vengono scelte potenze di due & legato alle
proprieta degli algoritmi per la FFT, i quali vengono implementati preferibilmente
per potenze di 2 (si veda la descrizione dell’algoritmo di Cooley-Tukey nel paragrafo
1.1.5).

Pertanto, per moltiplicare T" per un vettore x ¢ necessario considerare il vettore

o

In questo modo, in virtu della presenza degli zeri e del modo con cui ¢ stata costruita

esteso con p — n zeri.

la matrice circolante C', vale che
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2.4 Deconvoluzione in due dimensioni

Un problema di deconvoluzione in due dimensioni viene formulato da un’equazione

integrale di Fredholm del primo tipo della forma seguente

1 1
/ / K(z,p,2,y/) £y da'dy’ = gz, ). (2.17)
0 0

Considerando il caso in cui il kernel K sia un operatore convolutorio reale a variabili

separabili, cioe tale per cui
K(z,y,2',y) = h(z -2,y —y') = vz — 2" )w(y —¢),

essendo k e w due funzioni a valori reali, la (2.17) puo essere riscritta in questo

modo: . .
swy) = [ wto—a)( [ wly—i)fy)dy) da' (218)

0 0
La discretizzazione di un problema di deconvoluzione in due dimensioni a variabi-
li separabili puo essere agevolmente formulata utilizzando 1'operazione tra matrici
del prodotto di Kronecker e la vec notation, che verranno introdotte nel paragrafo

seguente.

2.4.1 1l prodotto di Kronecker e la “vec notation”

Definizione. Siano A, B due matrici rispettivamente di dimensioni m x n e p X q.

Il prodotto di Kronecker tra A e B ¢ la matrice di dimensioni mp X ng cosi costruita:

-anB algB . alnB-
ang CLQQB oo agnB
A ® B — . )
_amlB amaB ... amnB_
0, in termini delle colonne delle due matrici A = [a1,ag,...,a,] € B = [b1,ba,...,by],

AR®B=(a1®b1,...,a1 ®bg, a2 @b1,...,a2 @by ...,0p@b1,...,an @ by).
Proprieta.
1. (A B)l=A'® B!

2. Se A,B,C' e D sono tali che esiste il prodotto righe per colonne tra Ae C e B

e D rispettivamente allora

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)
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Dimostrazione.
[ all B
ang

1. (A® B) =
_amlB

2. (A® B)(C®D) =

[ —n n n T
Zk:l alkcleD Zk:l (IlkaQBD e Zk:l alkcksBD
n n n
Zk:l agkcleD Zk:l CLQkaQBD ce Zk:l agkcksBD
n n n
_Zk:l amkcleB Zk:l akakQBD cee Zk:l akakSBD_

a12B

CL22B

amgB

a11B algB
ang CLQQB

amlB amgB

alnB _anBt angt
agn, B a12B'  ag Bt
Cyn B ainB'  ag, B!
=Al® B!

alnB 011D a12D
agnB CQlD CQQD

amnB Cnl D Cn2D

27

amlBt

amgBt

Ay B

CL15D
CQSD

CnsD

= (AC)®(BD)

O]

Osservazione. Se A e B sono matrici di Toeplitz allora la martice A ® B & una

matrice di Toeplitz a blocchi con blocchi di Toeplitz (BTTB).

Definizione. Sia X una matrice di dimensioni m x n con colonne X = (x1,...,zy).

Definiamo il vettore vec(X) di lunghezza mn come

vec(X) =

I

Z2

Tn

E possibile dimostrare che il prodotto di Kronecker e la“vec” notation sono legati

dalla seguente relazione:

(A ® B)vec(X) = vec(BX A)

Proposizione. Siano A e B due matrici quadrate, e siano

A=UxV!, B=UxV!

(2.19)

le rispettive decomposizioni a valori singolari. Allora la decomposizione a valori

singolari di A ® B ¢

AB=UcD)(XoX) (Ve V).

(2.20)
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Dimostrazione. Utilizzando le proprieta del prodotto di Kronecker e la decompo-

sizione a valori singolari delle matrici A e B si ha che:
AQB=(USVH) @ ULV = UseUD)(VIe V) = U U)(ZeI)(Ve V),

che rappresenta la fattorizzazione a valori singolari della matrice A ® B.

2.4.2 Discretizzazione per kernel con variabili separabili

Consideriamo un problema di deconvoluzione in due dimensioni con kernel convolu-

torio a variabili separabili reali, cioe

g(x,y) = /01 Kz —a’) ( /01 wly —y') f(a, y’)dy’) dx’.

Utilizziamo, per semplicita, la regola di quadratura del punto medio per approssi-
mare lintegrale interno. Denotando con f la perturbazione di f dovuta agli errori
di approssimazione, si ottiene che:

1 1 & -
/0 wly —y)f @'y )dy' ~ — > wly -y fy) = o2, y),
=1
dove y;, l =1...,n indicano i nodi della formula di quadratura.

Riapplicando la stessa regola all’altro integrale segue che

1 1
| s = aola' e’ ~ > ko~ af)oakn) = o),
0 gyt
con xj, k=1,...,n nodi della formula.

Allora, imponendo n? condizioni di interpolazione

g(xzvy]) = w(x”my]) per Zv] = 17 -y N, (221)

e possibile determinare le equazioni del sistema lineare corrispondente al problema
di deconvoluzione considerato. Con questa scelta, il numero dei nodi della formula
di quadratura e dei punti di interpolazione & lo stesso.

Siano, dunque, A, A, F, G rispettivamente le matrici con entrate:

k(T — x},);

S

2. Al = Loy —v));

3. Fr = f(2),y);

4. Gij = g(xi, ;).
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per i,j,k, 0l =1,...,n. Piu precisamente:
e A rappresenta il campionamento della funzione x;
e A rappresenta il campionamento della funzione w;
e F rappresenta il campionamento della soluzione approssimata f ;
e (G rappresenta il campionamento di g,

e sono cosl strutturate:

[ k(z1— 1) k(o1 — ab) (1 — a3,) |
A:l k(ra — ) Kz —ab) ... kK(za—1) |
n :
| F(zn —27)  K(Tn — 73) K (Tn — 3, |
Wy — ) wly —15) (1 — )|
1 |wlye—y1) w(y2 —ys) (y2 — yn)
A== . :
n :
(wW(n — 1) w(Yn —v5) w(Yn — Yn)
F(hoh) Fabwh) - Fa)]
po |fEm) Fen) o fenad)|
@ vh) Fh) - Fhu)]
_9(!13172/1) g(x1,y2) ... g(zlayn)-
g(x2, 1) glxa,y2) .. g(x2,yn)
G= . . .
_g(xnyyl) g(*rnayQ) g(znayn)_

A questo punto e possibile definire una matrice n x n, ®, corrispondente all’integra-

zione interna. Tale matrice ha entrate
1 n
(I)k:] xlmyj n;w _yl xlwyl) j7k:17'-->na-

e, pertanto,
o =FA.
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Ragionando similmente per I'integrazione piu esterna e possibile definire una matrice
U di ordine n X n con entrate
1 n
Vij =Y(zi,y5) = = Z w(xi — 2),)d(), ys),

n
k=1

Oovvero

U =Ad = AFA".

Per la condizione (2.21) deve inoltre valere che

Vij = Gij
per ogni 4,5 = 1,...,n. Segue, dunque, che
G = AF A" & vec(G) = vec(AF AY). (2.22)

Usando, allora, la relazione (2.19) si deduce che

vec(G) = (A ® A)vec(F), (2.23)

che costituisce il sistema di n® equazioni lineari associato al problema di deconvolu-

zione bidimensionale (2.18).



Capitolo 3
Image restoration

Un’immagine ¢ un segnale bidimensionale che trasporta 'informazione di un ogget-
to fisico e, in generale, fornisce una rappresentazione degradata di tale oggetto. La
degradazione ¢ dovuta essenzialmente a due fattori: al processo di formazione del-
I'immagine e al suo processo di registrazione.

La degradazione dovuta al processo di formazione dell’imagine & spesso associata
al fenomeno del blurring (sfocatura), mentre la degradazione dovuta al processo di
registrazione dell’immagine & associata al rumore ed € causata, tra i vari fattori, da
errori di misura.

11 primo dei due processi ¢ un processo deterministico, al quale puo essere associato
un modello matematico accurato per la sua descrizione; il secondo, al contrario, e
un evento aleatorio, per il quale spesso devono essere fatte delle assunzioni in merito
alle sue principali proprieta statistiche. La digital image restoration, cioe il procedi-
mento attraverso il quale un’immagine sfocata affetta da rumore viene ripristinata
sulle basi di un modello matematico che descrive il processo di sfocatura, costituisce
uno degli esempi piut noti di problema di deconvoluzione in due dimensioni.

La struttura della matrice che descrive il fenomeno della sfocatura dipende da quelle
che vengono chiamate boundary conditions, cioe delle assunzioni che vengono effet-
tuate in merito al comportamento dell’immagine nitida oltre i margini della figu-
ra. Verranno analizzati i casi corrispondenti a condizioni di Dirichlet, periodiche e

riflessive.

3.1 Deduzione dell’equazione integrale di Fredholm as-

sociata al deblurring

Consideriamo la distribuzione di luce emessa da un oggetto fisico collocato in uno

spazio piano, normalmente rappresentata da una funzione a valori reali in due

31
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variabili,
1O,

dove il vettore x indica la posizione dell’oggetto nel piano suddetto, cioe x = (x1, x2).

Tale oggetto si comporta rispetto al sistema di immagine come una sorgente lumino-
sa: esso, infatti produce nel dominio dell’immagine del sistema ottico, normalmente

un piano, una certa distribuzione di luce, che indichiamo con

99 (x).

Una proprieta fondamentale degli strumenti ottici & che I'immagine prodotta da una
sorgente puntiforme non ¢ un punto, ma una sorta di goccia che si irradia con una
certa distribuzione.

Supponiamo che la sorgente puntiforme sia situata in un dato punto x nel dominio
dell’oggetto e che la sua intensita luminosa in un punto x’ # x venga descritta dalla

distribuzione delta di Dirac centrata nell’origine:
FOK) = 8(x' —x).

La sua immagine, allora, sara una funzione di x’, che indichiamo con K (x,x’): essa,
ragionevolmente, presenta un picco nel punto x’ = x che ¢ circondato da una sorta
di nube, dotata di una data distribuzione.

La funzione K ¢ nota con il termine di Point Spread Function (PSF) (Funzione di
Diffusione del Punto), e rappresenta, dunque, il modo con cui una sorgente punti-
forme luminosa viene rilevata dal sistema ottico di acquisizione.

Poiche la PSF indica la risposta alla distribuzione delta di Dirac, essa viene anche
chiamata risposta impulsiva del sistema. Il suo effetto ¢ quello che propriamente

descrive il fenomeno del blurring (sfocatura).

Consideriamo, a questo punto, un operatore A, il quale trasforma la distribuzio-
ne f(©(x) nell'immagine sfocata ¢(®(x).
Pertanto, esprimendo la distribuzione di luce emessa dall’oggetto come la sovrappo-

sizione lineare di sorgenti luminose, cioe

FO) = [ 8x = x) 10 (i (3.1)

segue che 'immagine sfocata di tale oggetto ¢ descritta dalla seguente equazione

integrale:
AFO0) = g0) = [ Ko x) O ) ax (3.2

che ha la forma di un’ equazione integrale di Fredholm del primo tipo in due variabili.
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A questo punto, assumendo che il sistema di elaborazione di immagini sia invariante

per traslazioni, cioé a dire la PSF che appare nella (3.2) soddisfa la relazione
K(x,x0) = K(x —xg) ,

la (3.2) assume la forma di un’equazione integrale di Fredholm del primo tipo con

kernel convolutorio:
¢ (x) = /K(x —x) fO(x')ax'. (3.3)

L’immagine sfocata € quindi ottenuta dal prodotto convolutorio tra la PSF e la
distribuzione f©, ovvero
g = K « 0,

Per risalire alla f(©)(x'), note K(x — x’) e g(¥(x), dovra quindi essere risolto un

problema di deconvoluzione della forma (2.4).

Per questo motivo, il fenomeno del deblurring viene spesso associato al problema

dell’tmage deconvolution.

3.2 Il problema dell’image deconvolution

Ricordiamo alcuni notevoli risultati sulla teoria delle trasformate di Fourier, che

verranno utilizzati nei paragrafi che seguono.

Teorema. (Trasformata di Fourier della convoluzione)
Siano f e g due funzioni nello spazio L' e sia f * ¢ la loro convoluzione. Allora allora

vale che

F{f*g} =F{f} Flgt = fg.

Definizione. Una funzione f: R™ — C" si dice anti-trasformabile secondo Fourier
se esiste finito per ogni x € R™ il seguente integrale in valore principale:

V.P.

w)e™Xdw.
@y J T

Teorema. (Uguaglianza di Parseval generalizzata)
Siano f,h € LY(R"). Allora

* 1 f(w)h(w) dw
[ 100w dx = oo [ fl@ie) d

dove h* indica il coniugato di h.
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Nel parargrafo che segue ammettiamo che la validita del concetto di trasformata e i
risultati ricordati siano estesi per funzioni nello spazio di Hilbert L?, fatto che pud
essere rigorosamente giustificato lavorando nello spazio delle funzioni a decrescenza

rapida.

3.2.1 Formulazione del problema nel continuo

Consideriamo un sistema di immagine a invarianza spaziale, modellizzato da un’e-
quazione della forma (3.3).
Date f, K funzioni appartenenti allo spazio di Hilbert L?(R?), definiamo 1'operatore

di convoluzione

A: L*(R?) — L3(R?), [ Af
tale che
(N6 = [[ K- x)reix (3.4)
RQ
o equivalentemente
(Af)(x) = (K * f)(x).

L’operatore A viene detto operatore associato alla PSF.
Applicando il teorema della trasformata di Fourier della convoluzione al secondo

membro dell’ultima relazione ottenuta, si deduce che

(F{K * f})(w) = F{K}(w) - F{f}H(w) = K(w) f(w).

Allora, sfruttando la formula di inversione per la trasformata di Fourier si ottiene
che:

1 . S
AN = o [ K@) fw)e™do, (35)
(27T) R2
Effettuiamo, a questo punto, alcune ipotesi sull’operatore A. Assumiamo che sia:
e lineare, per cui A(alf(l) + Ozgf(Q)) = alAf(l) + OégAf(Q), at,as €R
e limitato.

Pertanto, se

Kmax = HlL‘E’%X ‘f{(w)’?
allora, passando alla norma-2,

a9l = s ([, K@) @) Pao)* < oo [

N

cioe

[NIES

IA7] < Gz Ko [ 1))
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Sfruttando, infine, 'uguaglianza di Parseval, si deduce che
1
AN < B [ 17@)Pd0)" = 1 Ko

Osservazione. K., rappresenta la norma spettrale dell’operatore A, cioe Kpax €

la piu piccola costante C' tale che
[Af < C £l

Cosl come A ¢ un operatore limitato associato a K, allo stesso modo il suo operatore

aggiunto A* & un operatore limitato associato a K™, complesso coniugato di K.

Definizione. Si dice operatore aggiunto di A 'operatore A* tale che

Osserviamo che:
* . 1 W A
(Af,g) = /R (ANG) () = /R (D))" (@),

per 'uguaglianza di Parseval.

Utilizzando la (3.5) e applicando il teorema di convoluzione si deduce che

A.9) = s L E D@ @) = sy [ () fw)g” () =

1
(2m)?

= (27102/[&2 f(w)(K*(w)g(w)>*dw.

Utilizzando la formula di inversione per la trasformata di Fourier segue allora che

(Af.9) = /R2 FOF (K (w)g(w) }(x)dx = - fF)(A%g)" (%) dx = (f, A%g)

Confrontando le relazioni precedenti, si deduce quindi che

A*g = FH(K (w)j(w)}(x)

la quale, a sua volta, per il teorema di convoluzione, puod essere riscritta nel modo

seguente:

A= (K" »g)(x) = | K~ x)g(x )i’

Quest’ultima relazione indica, dunque, che anche l'operatore aggiunto A* & un

operatore di convoluzione limitato, associato alla PSF K*.



CAPITOLO 3. IMAGE RESTORATION 36

3.2.2 Formulazione del problema nel discreto

Analoghi risultati a quelli dedotti nel paragrafo precedente, possono essere ottenuti
per immagini e oggetti discreti bidimensionali.

In questo caso I'operatore A associato alla PSF K & definito come

N-1
(Af)m,n = Z Kmfk,nflfk,b
k,1=0
che esprime la convoluzione discreta di K e f nel caso bidimensionale.
Lo spazio dell’oggetto e quello dell’immagine sono, in questo caso, degli spazi eucli-

dei di vettori bidimensionali, muniti del prodotto scalare standard.

In sintesi, dunque, il problema dell’'image deconvolution puo essere formulato come
il problema di stimare l'oggetto f(9)(x) (o la sua versione discreta £(?)), note I'im-
magine, affetta da rumore, g(x) (o la sua versione discreta g ), e la PSF K(x) (o la

sua versione discreta K.)

3.2.3 Esempi di blurring

I motivi per cui un’immagine puo risultare sfocata possono essere diversi. In que-
sta sezione discuteremo alcuni dei piu importanti , analizzando la struttura delle
corrispondenti PSF, cioe il kernel K(z,y,2’,y’) che modellizza il fenomeno. Per
semplicitd supponiamo che K(z,y,2',y") = k(z — 2")w(y — v'), cioe la sfocatura, &
identica in tutte le parti dell’immagine e si separa in una componente orizzontale e

una verticale.

Linear motion blur

La sfocatura da movimento rettilineo si verifica quando tra il sistema di registrazione
dell’immagine e 'oggetto da fotografare si ha un moto relativo. Nel caso in cui tale
moto sia puramente orizzontale, la luce emessa da una sorgente puntiforme viene
acquisita come un segmento e la PSF ha la forma

L |lz—2'| <L
K(z,y,2',y) = hp(a —a') = *F | < : (3.6)

0, altrimenti
essendo L il parametro che caratterizza la sbavatura dell’immagine.
Similmente, se il moto e verticale la PSF & data da:

1 !
spo W—yI<L
K(z,y, 2 y) =hly—y) ="

0, altrimenti
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Sfocatura da non messa a fuoco

Nel caso di una lente, un oggetto puntiforme & a fuoco se la sua distanza dalla lente,

dg, soddisfa la legge dei punti coniungati

1 1 1
dfo‘f'dfi—dff, (3.7)

essendo d; la distanza tra la lente e il piano dell'immagine e dy la distanza focale della
lente. Se questa condizione e soddisfatta allora, per le leggi dell’ottica geometrica,
I'immagine di un punto € ancora un punto. Al contrario, se dy non soddisfa la
condizione (3.7) allora I'immagine di un punto & un disco, il cui raggio si dimostra
poter essere calcolato in funzione dei parametri do, d;, d; e del raggio effettivo della
lente.

Un buon modello di PSF per il caso in cui la sfocatura sia causata dalla non messa

fuoco e
1 12 "2 2
—, (—2)*+y—-y)" <R
K(z,y,a'y) = ™ ( ) ) , (3.8)
0, altrimenti
dove il parametro R caratterizza la sfocatura (cfr. [11], [14], [15]).
Osserviamo, tuttavia, che questa funzione non e separabile rispetto alle variabili
x — ' e y—1y'. Per questo motivo, nella pratica, si utilizza una PSF alternativa del
tipo
K(.Z', Y, 33',, y/) = hR(-ﬁU - x/)hR(y - y/)a

dove la funzione hp € la stessa presente nella (3.6)

Sfocatura originata da turbolenza atmosferica

Questo caso e tipico, per esempio, nell’astronomia osservazionale e nel telerilevamen-
to, in cui 'oggetto che si intende riprendere e soggetto agli effetti della turbolenza
atmosferica, la quale genera variazioni randomiche nell’indice di rifrazione del mezzo
in cui si propaga il segnale luminoso, determinando un’alterazione del percorso del
raggio di luce emesso dalla sorgente.

Per ragioni di natura pratica, la PSF viene modellizzata attraverso un modello

Gaussiano come il seguente:

2 2
Koy o) — Lot (F) (%)

2mroo

; (3.9)

essendo o e ¢ due costanti che caratterizzano, rispettivamente, la sfocatura lungo

I’asse = e ’asse y.
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3.3 Boundary conditions

Nei punti che si trovano nei pressi dei margini di un’immagine la discussione del-
la PSF cosi come e stata fatta negli esempi di blurring presentati nel paragrafo
precedente potrebbe risultare piu problematica: infatti, cio che si verifica, ¢ che
I'informazione proveniente dall’immagine nitida fuoriesca dai margini dell’immagine
sfocata, determinando una perdita di informazione.

Un buon modello per 'image deblurring deve chiaramente tenere in considerazione
questo aspetto e analizzarne gli aspetti ai margini dell’imagine.

La tecnica piu frequentemente adottata per ovviare alla perdita di informazione nel
contorno ¢ quella di effettuare delle assunzioni sul comportamento dell’immagine
nitida oltre i margini dell'immagine: devono cioe essere imposte quelle che vengono

chiamate boundary conditions.

3.3.1 Boundary conditions per immagini in una dimensione

Seguendo la trattazione presente in [2], consideriamo inizialmente il problema del
deblurring in una dimensione.

Siano

f:('"7f*m+1>'"7f0>f17"'>fn7fn+17'"7fn+TH7"')t

il segnale completo, comprendente 'informazione proveniente sia dall’interno del-

I'immagine che oltre i suoi margini, e
h=1(..,0,0,h m,h_mit,. oy s Pm1,hm,0,0,...)"

la funzione che descrive il fenomeno del blurring.
Il segnale sfocato g sappiamo poter essere calcolato attraverso la convoluzione di-
screta di f e h.

Pertanto, se

f:(f17f27"'7fn)t

costituisce il segnale da ricostruire allora il problema in forma matriciale puo essere

€Spresso come segue:
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f—m—i—l

f—m+2

B ho hem 0 Jo 1]
f

. g2
fn

fnJrl

fn+m—1

L fn+m

(3.10)

dove la matrice del sistema ¢ una matrice rettangolare di ordine n x (2m + n) con

diagonali principali costanti. L’immagine sfocata g ¢ quindi determinata non solo

da f ma anche da fl = (f—m—&-lv f—m+2a cee fO)t € fr = (fn+17 fn+27 SR fn—i—m)t-
Osserviamo che il sistema (3.10) puo essere riscritto come

ﬂfl+Tf+Trfr:ga (3'11)
dove _ -
o hy ] S
f—m+2
j_‘l - I fl - : 9
P
- 0 4 nXxXm N
L fO dmx1
[ho ... hom 0 ] ]
: f2
T = hom, h_m ’ f - : ’
fn—l
K S N e ]
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0 fn+1
fn+2
T, = h_m ’ fr = :
fn+m71
_h_l e h_m_ nxm L fn+m dmx1

Zero boundary condition

Nella zero boundary condition, o condizione di Dirichlet, si assume che I'immagine

esatta sia nera fuori dai margini, cioe che
fi=Ff=0.
Pertanto, il sistema matriciale (3.10) assume la forma
Tf =g, (3.12)

essendo la matrice dei coefficienti 1" una matrice di Toeplitz.
La zero boundary condition € una buona scelta quando I'immagine esatta e buia oltre
i margini, come ad esempio accade per molte immagini astronomiche aventi sfondo

nero. Negli altri casi, una sua assunzione produce effetti negativi nella ricostruzione.

Periodic boundary condition

Nella condizione di boundary condition periodica si assume che i valori del segnale

al di fuori del dominio dell’immagine si ripetano, cioe

fj = fn—j
per ogni j nella (3.10).
Pertanto, il sistema matriciale (3.10) assume la forma seguente:
Bf =[(0[Ty) + T + (T:|0)]/, (3.13)

dove (0|7;) e (7,]|0) sono rispettivamente le matrici di Toeplitz di ordine n x n
ottenute aggiungendo (n — m) colonne di zeri alle matrici 7; e T,.

La matrice dei coefficienti B risulta essere una matrice circolante, infatti:

o ... 0 h, ... m| - ]
! ho ... hom 0
hom

+ | h,, ho |+

0 0 0 0

0 0 0 0 L 0 fim ho
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ho  hoi oo hem  hmo ... M

[ 0 0 ... 0] i ho  .eo hems1 hem ... ho
+ {h_m = | hm hma h—m
h_m hm hmi1

| hy hem O 0 :
(hoi B ho

Reflexive boundary condition

Nella boundary condition riflessiva, o Neumann boundary condition, si assume che i
dati all’esterno dei margini dell’immagine siano una “riflessione” di quelli all’interno,

cioe, si pone:

fo=fi
f-1=f
fferl :fm
(§
fn-i—l = fn
fn+2 :fnfl

fn+m = fn—m+1

Pertanto il sistema matriciale (3.10) assume la forma seguente:

Af = [(OIT)T +T + (T0)1))f = g, (3.14)

0
dove J e la matrice di permutazione
1 ... 00
La matrice dei coefficienti che si ottiene & una matrice data dalla somma tra una

matrice di Toeplitz e una matrice di Hankel, intendendo per matrice di Hankel una

matrice le cui entrate sono costanti su ogni antidiagonale.
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Infatti:
(hi he ... hpn ... 0]
ha hs 0O 0 ... 0 -ho ee. h_pm, 0
OT) J+T+(T+|0)J) = |hy O ... 0 0 ... O|+|n, . . "o h_,
0
K . ho
0 0 0 0 0]
o 0
0 h
+ —
h_o
0 ... 0 Ay ... hoo hoi]
by hy oo hym O ... 0]
hy hs ... 0 0O ... 0 _ i
2 ho ... hom 0
By O 0 0 0
= +
0 he, hom, h_m
0 - h
h_o - 0
0 .0 hen, ... h.

dove nell’ultima somma la prima delle due matrici € una matrice di Hankel, la

seconda di Toeplitz.

3.3.2 Boundary conditions per immagini bidimensionali

Utilizzando le proprieta del prodotto di Kronecker illustrate in precedenza e la re-
lazione (2.23), i risultati ottenuti nel paragrafo precedente possono essere estesi al
caso bidimensionale.

Nel dettaglio:

1. se si sceglie una zero boundary condition, la matrice dei coefficienti & una ma-
trice di Toeplitz a blocchi con blocchi di Toeplitz (BTTB), essendo il prodotto

di Kronecker tra matrici di Toeplitz una matrice avente questa struttura;
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2. similmente, se si sceglie una periodic boundary condition la matrice dei coeffi-
cienti, data dal prodotto di Kronecker tra due matrici circolanti, € una matrice

circolante a blocchi con blocchi circolanti (BCCB);

3. nel caso di reflexive boundary condition la matrice dei coefficienti, ottenuta
dal prodotto di Kronecker tra due matrici della forma Toeplitz+Hankel, ¢

data dalla somma di quattro matrici:
e una matrice di Toeplitz a blocchi con blocchi di Toeplitz (BTTB);
e una matrice di Toeplitz a blocchi con blocchi di Hankel (BTHB);
e una matrice di Hankel a blocchi con blocchi di Toeplitz (BHTB);
e una matrice di Hankel a blocchi con blocchi di Hankel (BHHB).
Una conseguenza fondamentale della struttura matriciale del problema, derivante
dall’assunzione delle particolari boundary conditions, ¢ legata alle proprieta alge-

briche della matrice dei coefficienti e dei relativi vantaggi computazionali che ne

conseguono. In particolare, valgono i seguenti risultati.

2 2

Proposizione. Sia A una matrice BCCB di ordine n® x n®. Allora ammette

fattorizzazione spettrale
A = F5AFs,

dove F5 indica la matrice associata alla trasformata di Fourier discreta bidimensio-

nale (DFT2).

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che A ¢ normale.

Poiche A & BCCB allora esistono C7 e Cy matrici circolanti di ordine n tali che
A=C1@Cy=(F'AMLF) @ (F A F), (3.15)

dove nell’ultima uguaglianza sono state utilizzate le fattorizzazioni spettrali di C; e
Cs rispettivamente.

Pertanto, sfruttando le proprieta del prodotto di Kronecker, si deduce che
A" = (C1 @ Ce)" =C] @ C5 = (F'AIF) @ (FFALF).

Quindi:
AA* = (FFMFFANF) @ (F*AFF ASF).

Poiche FF* = nl segue che
AA* = (nx F*AMATF) @ (nx F*AASF) = (nx F*ATAMF) @ (nx F*ASAF) =

= (FNFFMF) @ (FASFF AF) = A*A.
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Allora, A ammette fattorizzazione spettrale, che, per la (3.15), risulta essere data
da
A=(FRF) (A @ No)(F® F),

da cui la tesi. O

In maniera analoga, ¢ possibile dimostrare che, sotto particolari condizioni di sim-
metria della PSF, una matrice A con struttura BTTB+BTHB+BHTB+BHHB ha

fattorizzazione spettrale del tipo
A =C'AC,

con C matrice associata alla trasformata discreta dei coseni bidimensionale (DCT2).

La PSF di tipo gaussiano (cfr. (3.9)) rientra in questa casistica.

Osservazione. La particolare struttura matriciale della BCCB (risp. BTTB +BTHB+
BHTB+BHHB con PSF guassiana) consente di:

1. implementare i prodotti matrice-vettore abbattendo i costi computazionali
grazie alla FFT (risp. DCT);

2. Calcolare gli autovalori della matrice conoscendo soltanto la prima colonna, aj,
della BCCB (risp. aj, della BTTB+BTHB+BHTB+BHHB) e implementando
il prodotto matrice-vettore /nFsa; (risp. Cay).

3.4 Proprieta numeriche del problema dell’image de-

convolution

In analogia con quanto accennato nel secondo capitolo, il problema dell’image decon-
volution, derivando da un’equazione integrale di Fredholm del primo tipo presenta

le due seguenti proprieta numeriche:
) . . 1.
e il problema, nel caso continuo, ¢ in generale un problema mal posto;

e nel discreto, il problema, anche quando viene formulato come problema ben

posto, & mal condizionato.

1 .« . . . . . N
In accordo con la definizione classica nel senso di Hadamard, intendiamo che un problema & ben
posto se: ammette soluzione unica; tale soluzione esiste indipendentemente dai dati e dipende con

continuita da essi.
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3.4.1 Mal posizione del problema nel continuo

Supponiamo di voler risolvere il problema della forma (3.4), cioe

Af =g,

con A operatore lineare e limitato.
Esaminiamo in quali casi la soluzione per tale problema & unica. Premettiamo il

seguente importante risultato:

Proposizione. La soluzione del problema Af = g & unica se e solamente se il corri-
spondente problema omogeneo, Af = 0, ammette come unica soluzione la soluzione

banale f = 0, cioe a dire, 'operatore A & iniettivo.

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che se il problema omogeneo ha come
unica soluzione la soluzione banale allora esiste un’unica soluzione per Af = g.

Supponiamo per assurdo che Af = g abbia due soluzioni: f1 e fo, fi # fo. Allora
Alfi—f)=0= f=fi— e N(A) = {f € L*(R) : Af =0},

cioe il problema omogeneo associato ammetterebbe anche una soluzione non banale,
ma cio e contro 'ipotesi.

Viceversa, ragionando sempre per assurdo, supponiamo che esistano f € L?(R?),
f#0e f1 € L?(R?) tali che Af =0 e Af; = g. Si consideri fo = f; + f. Allora,

sfruttando la linearita di A,
Afs=Ah+Af=Afi=g.

Pertanto la soluzione del problema Af = g non sarebbe unica, ma cio € contro

I'ipotesi.
O
La proposizione precedente garantisce, dunque, che Af = g ha soluzione unica se e
solo se
N(4) ={0}.
Tuttavia

N(A)={fe L*(R*): Af =0} = {f € L*(R*) : K x = 0},

cioe, passando alla trasformata di Fourier e sfruttando il teorema di convoluzione,

la condizione affinche f € N(A) & equivalente a richiedere che
K(w)f(w) = 0. (3.16)

Perche valga la (3.16) deve dunque valere che Yw € Q, K(w) = 0 oppure f(w) = 0.

A questo punto e necessario distinguere due casi:
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1. supp(K(w)) = {w € Q: K(w) # 0} = Q. In questo caso necessariamente deve

valere che f (w) = 0, pertanto la soluzione del problema ¢ unica.

2. supp(K (w)) C Q allora k(w) = 0 per qualche w € Q. In questa circostanza
N(A) # {0}, e, pertanto, la soluzione non & unica e il problema risulta mal

posto.

Studiamo, ora, il problema legato all’esistenza della soluzione nel caso in cui sia

soddisfatta 1'unicita, cioé quando supp(K (w)) = .
In questo caso, essendo §(w) = K (w)f(w) segue che

Flw) = 19(((‘;)). (3.17)

Considerando 'immagine affetta da rumore, cioe

(3.18)

Allora, se:

1. K (w) = 0 per qualche w € , f (w) presenta una singolarita nei punti in cui
la trasformata di Fourier di K si annulla. Pertanto, la trasformata di Fourier
inversa di f (w) potrebbe non esistere in L?(R?), e dunque il problema Af = g

potrebbe non avere soluzioni.

2. K(w) — 0 per |w| — oo, cid che normalmente si verifica & che 7 limyy| o0 %,
pertanto, anche in questo caso, I'inversa della trasformata f (w) non esiste, e,

di conseguenza, il problema Af = g potrebbe non avere soluzioni.

Considerando questi risultati, si puo concludere che la soluzione al problema, esiste ed
& una funzione appartenente allo spazio L?(R?) se e solo se I'immagine g(x) soddisfa

la condizione

Aw) 12
/ 9(w) ) dw < oo, (3.19)

r2 | K (w)
ovvero % e una funzione a quadrato sommabile. Questa condizione, infatti, con-

sente di calcolare la trasformata inversa nella (3.18) e di determinare la soluzione
al problema. Tuttavia, la condizione (3.19) non sempre ¢ soddisfatta, e dunque, in
generale, anche nel caso in cui siano verificate le condizioni per I'unicita, la soluzione

potrebbe non esistere e il problema sarebbe comunque mal posto.
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3.4.2 Discretizzazione e mal condizionamento

Per quanto riguarda la discretizzazione di un problema mal posto € necessario

precisare innanzitutto che il corrispondente problema nel discreto
Af=g

potrebbe essere ben posto. Infatti, i punti w € Q tali che K (w) = 0 potrebbero non
appartenere alla particolare discretizzazione considerata, e, pertanto le condizioni
per 'unicita della soluzione sarebbero sempre garantite.

Inoltre, in tale caso, la soluzione e sempre determinabile e dipende con continuita
dai dati.

Infatti, se Af = g ammette un’unica soluzione allora K k1 7 0 VE,l e, pertanto

2 Tkl
fri= =
Ky

risulta ben definita.

Allora, usando la IDFT bidimensionale, si deduce che la soluzione al problema ¢

N-1 _
ri=0 Kk
Pertanto, una soluzione esiste e dipende con continuita dai dati. Nel caso in cui sia

garantita I'unicita, il problema discreto ¢ quindi ben posto nel senso di Hadamard.

Tuttavia, tale soluzione € in generale inaccettabile dal punto di vista fisico, in quanto
e fortemente affetta da rumore.

Analizziamo questo fatto considerando una variazione dg dell’immagine discretizza-
ta. Poiche la soluzione f puo essere espressa in termini della matrice inversa di A

come f = A~ 1g, la corrispondente variazione nella soluzione ¢ data da
of = A 1og.

Sfruttando la submoltiplicativita della norma-2 si deduce che

_ 1
I6£]l < 1A~ [lllogll = —— I ogll,

min

essendo Kmin = minyg; |Kp .

D’altra parte, poiche g = Af, vale anche che

gl < Kmax|[£]],
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con Kmax = maxg i |Kk:,l’~
Rapportando membro a membro le ultime due relazioni si ottiene la disuguaglianza

A~

I6F]] _ Kmax [|0g]]
IEl ™ Koin llell

Kax
min

Il risultato ottenuto e tipico nei processi di discretizzazione per problemi di decon-

in cui il numero di condizionamento puo essere elevato.
voluzione qualunque e sottende un risultato dalla piu generale validita, secondo il
quale nel discretizzare un problema mal posto il numero di condizionamento del cor-

rispondente problema discreto ¢ molto alto.

Le proprieta numeriche che caratterizzano il problema del deblurring introducono
la necessita di dover ricercare algoritmi e tecniche di regolarizzazione che pongano
rimedio al mal condizionamento del problema e che consentano di determinare, per
esso, delle soluzioni numericamente accettabili.

Questi temi saranno oggetto di approfondimento del prossimo capitolo.



Capitolo 4
Metodi di regolarizzazione

Nel capitolo precedente abbiamo visto che un modello numerico per il deblurring si
presenta nella forma Af = g, dove A & una matrice mal condizionata, f € I'immagine
da ricostruire e g € I'immagine sfocata. Per il mal condizionamento del problema,
anche qualora la matrice A sia invertibile, la soluzione fuave = A7'g ¢ inaccetta-
bile. Le tecniche numeriche di regolarizzazione consentono, attraverso ’aggiunta di
opportune informazioni, di migliorare tale soluzione, qualificandosi, dunque, come

metodi pratici atti alla risoluzione di problemi discreti mal condizionati.

4.1 I metodi di filtraggio spettrale

Esplicitando la presenza del rumore €, consideriamo il problema nella seguente
formulazione:

Af =g+e,

dove g, in questo caso, denota l'immagine sfocata priva di rumore. Si ha dunque
che
fraive = A7lg + A7 le. (4.1)

Una maggiore informazione sul termine A~'e pud essere ottenuta utilizzando la
decomposizione a valori singolari della matrice A.
Supponiamo che A € R™*™ e che tutti i valori singolari o; siano strettamente positivi.

Sotto queste ipotesi A € invertibile e per 'ortogonalita delle matrici U e V' si ha che
ATl =(wzvhH Tt =(whH sl = veTiY,

dove X1 & la matrice diagonale avente entrate Ui peri=1,...,n.

i

Esplicitando, poi, le SVD della matrice A e della sua inversa A~! si ottengono le

49
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seguenti relazioni:

o1 \2K
- : n
) : .
A=1|u; uz ... up . :E oiuvi'; (4.2)
T . =1
. o
o1 u1
- : " vt
-1 : : ii
A" = vy va ... vy :E : (4.3)
. : : g
. =1
1 ¢
L op [ Un " |

Utilizzando la seconda delle precedenti, segue che la (4.1) puo essere espressa intera-
mente come combinazione lineare degli elementi della base {v1,..., vy} dei vettori

singolari destri:

n ot n ot
frave = A g+ Ale = VE T Ug + VE U =Y BB S BEG (1)

o
i=1 °
Per comprendere quanto 1’errore espresso dal termine
¢

Ale =Y Ty, (4.5)

o
i=1 "

che appare nella (4.4) influenzi la soluzione, € necessario conoscere alcune proprieta

che normalmente sussitono per problemi di deblurring:

e le componenti dell’errore, cioe le ujle, sono piccole in modulo e normalmente

dello stesso ordine di grandezza per ogni ¢ =1,...,n;

e i valori singolari decrescono fino a valori prossimi allo zero; cio € coerente col
fatto che cond(A) = Z- sia grande in modulo e, dunque, la soluzione sensibile
n

a piccole perturbazioni ed errori di arrotondamento.

e [ vettori singolari corrispondenti ai valori singolari piut piccoli costituiscono le
informazioni associate alle frequenze piu alte, cioe a dire, al crescere del valore
dell’indice 7 i vettori u; e v; tendono ad avere pit cambi di segno.

t

Osserviamo inoltre, che per la (4.5), si ha che se le componenti %6 sono piccole in
modulo per ogni i = 1,...,n, allora il termine A~ 'e influenza in modo trascurabile
la soluzione espressa dalla (4.1); tuttavia, come accade nel caso del problema del
deblurring, questa situazione non sempre si verifica nella pratica e i valori singolari
tendono a decrescere fino a valori prossimi allo zero, mentre il rumore ha componenti

pit 0 meno uguali lungo tutti i vettori singolari sinistri; in questi casi I'informazione
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relativa alle frequenze piu alte risulta affetta da errori notevoli, rendendo la soluzio-

ne espressa dalla (4.4) distante da quella reale.

Per ovviare a questo problema, tra i metodi che possono essere utilizzati vi sono
il metodo della SVD troncata (TSVD) e il metodo di regolarizzazione di Tikhonowv, i

quali appartengono alla pit generale classe dei metodi di filtraggio spettrale.

Definizione.

Dato un sistema quadrato di ordine n,
Ax = b,

con A mal condizionata e invertibile, un metodo di filtraggio spettrale consiste nella

scelta per i = 1,...,n di certi coefficienti ¢;, detti fattori di filtro, nella soluzione
n t
uib
Xl = i ——Vi 4.6
filt Z ¢l o i ( )
=1
essendo {ui,...,un} e {vi,..., vy} rispettivamente i vettori singolari sinistri e
destri di A.

4.1.1 La SVD troncata (TSVD)

Consideriamo un generico sistema
Ax = b,
e il corrispondente problema lineare ai minimi quadrati
m}in |Ax — b||, (4.7)

dove A & mal condizionata e avente J-rango pari a k.

1l teorema di Gauss-Markov afferma che la soluzione ai minimi quadrati e il miglior
stimatore lineare non distorto di x, nel senso che e quello con varianza minima; nel
nostro caso, in cui A & mal condizionata, tale minima varianza & comunque grande.
Tuttavia, se si ammette che lo stimatore possa essere distorto, la varianza puo essere
drasticamente ridotta e un modo per ottenere tale risultato e troncare la soluzione
ottenuta tramite la decomposizione a valori singolari, eliminando l'informazione as-

sociata alle piu alte frequenze, cioe le componenti maggiormente affette da errore.

Si consideri, allora, la decomposizione a valori singolari di A,

A=USV' = uovi.
=1
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Ponendo pari a zero tutti i valori singolari o;, ¢ > k, per un certo k fissato, la
soluzione corrispondente puo essere espressa in termini dei primi k£ vettori singolari

destri come
k

utb
Xl :Z — Vi, (4.8)

i=1 !

la quale viene detta soluzione regolarizzata tramite la T'SVD. La soluzione indivi-

duata equivale a richiedere che i fattori di filtro nella (4.6) siano

0, +=k+1,...n.

Il parametro k viene detto parametro di troncamento e determina, dunque, il numero
di componenti della SV D che vengono mantenute nella soluzione regolarizzata.

Osserviamo, inoltre, che la (4.7) risolve il problema ai minimi quadrati
k
. t
min |[Agx — b||, Ar= Zuiaivi ,
i=1

dove A;, costituisce la migliore approssimazione a rango k della matrice A.

Per la definizione di d-rango segue, dunque, che

JA— Ak = A3 <6, Vo= [vicer ... val

4.1.2 Regolarizzazione di Tikhonov

Supponiamo di voler determinare la soluzione per il problema
min || Ax — b||> 4 72|| Dx||?, (4.9)
xT

dove D = diag(dy, ..., d,) ¢ una matrice diagonale con entrate positive. Il problema

(4.9) equivale al problema ai minimi quadrati

ot

il quale, quando 7 > 0, & sempre a rango pieno e ha un’unica soluzione.
) )

D
A

min

, (4.10)

Se D = I i valori singolari della matrice

D
A

che appare nella (4.10) sono uguali a

Gi=\/o24+72 i=1,...,n.
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In questo caso la soluzione puo essere espressa come combinazione lineare dei vettori
singolari destri di A come
n 2 t
of u;b
X; = E — 5 —— Vi, (4.11)
— o2 4+ T 0;
i=1 "t
cioe a dire, scegliendo come fattori di filtro ¢; da sostituire nella (4.5) i valori
: .
fi=—+—= 1i=1,...,n.
(2 O'Z2 + 7_2 b )

Tali quantita sono dette fattori di filtro di Tikhonowv.

Osservazione.

Sia 01 < T < g,. Allora vale che:

e seo; >T7sihache ;=140 ;—;)%1;

2
_ 9

2
. seai<<7'sihachef,-_T2+0<02)%%;
e se g; ~ 7 allora fzz%

Dall’osservazione precedente deduciamo, dunque, che i fattori di filtro che maggior-
mente danno contributo alla soluzione (4.11) sono quelli relativi alle prime compo-
nenti, corrispondenti a valori singolari maggiori di 7, e che le componenti della SVD
che corrispondono a valori singolari minori di 7 contribuiscono in misura minima
alla (4.11).

In virtu di queste considerazioni, possiamo dunque dedurre che la soluzione di Tikho-
nov e la soluzione mediante la TSVD sono pressoccheé equivalenti quando i parametri

di troncamento k e 7 sono scelti in modo tale che o} ~ 7.

Osservazione. La norma-2 della soluzione non ¢ sempre la quantita migliore da
includere nella formulazione di Tikhonov. Infatti, ¢ stato testato che per certi pro-
blemi &€ meglio minimizzare la norma-2 di una quantita che approssima una derivata
della soluzione.

Ad esempio, se si usa una regola di quadratura del punto medio per la discretizza-
zione, allora le approssimazioni della derivata prima e della derivata seconda sono

date rispettivamente da Lix e Lox, dove

1 1
Ly = — , Le=—
n n
-1 1 1 -2 1
essendo L e Ly rispettivamente di oridne (n — 1) x n e (n —2) X n.
Considerando quanto detto, si giunge alla seguente formulazione generale della

regolarizzazione di Tikhonov:

min || Ax — b||* + 72| L;x]||?, (4.12)
X
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dove l'indice j indica 'ordine di derivazione.

Questo caso richiede 'uso della decomposizione a valori singolari generalizzata (GSVD).

4.1.3 TSVD e regolarizzazione di Tikhonov per problemi bidimen-

sionali

Consideriamo un problema di deconvoluzione bidimensionale discretizzato in termini

dei prodotti di Kronecker, cio¢ il problema nella forma (2.23):
(A® A)vec(F) = vec(G)

e calcoliamo la corrispondente soluzione tramite la TSVD. Sia, dunque, vec(Fy) la
soluzione troncata ottenuta dalla SVD, essendo k il parametro di troncamento corri-
spondente al numero di valori singolari di A® A inclusi nella soluzione regolarizzata,
e sia F} la matrice che corrisponde alla soluzione regolarizzata del corrispondente
problema bidimensionale. Allora, sfruttando la proprieta espressa dalla (2.20) e la
relazione (4.3) si deduce che

vec(Fy) = Z mjaiil:i)tvec(G)(vj ® vi),
0.
dove la sommatoria ¢ intesa rispetto alle k& pitt grandi quantita dei prodotti 7 ;o;.
A questo punto, usando la (2.19) si giunge all’espressione

tG;
F, = Z i 711‘] ViV‘-; (4.13)

)
0i0; J

i,J
la quale consente di determinare la soluzione della TSVD bidimensionale in funzione
delle due SVD di A e A.

In maniera analoga si puo esprimere la soluzione di Tikhonov. In questo caso la

regolarizzazione ¢ data da
min { |(A @ A)vec(F) — vee(G)||2 + 7%|[vec(F) H2} ,
la quale, utilizzando la (2.23) diviene
min { Hvec(AFZt) — vec(G)H2 + 72 Hvec(F)H} ,
la quale e equivalente a
min { HAFZt - GH? 472 ||FH§} ,
essendo ||-||p la norma matriciale di Froebenius.

Questa formulazione risulta associata al problema ai minimi quadrati
vec(Q)
0

AR A
I

min vec(F') —

dove I ¢ la matrice identita di ordine n?.
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4.2 Criteri per la scelta del parametro di regolarizza-

zione

Alla luce dell’analisi effettuata per i metodi di regolarizzazione di Tikhonov e della
SVD troncata, si comprende che, nella pratica, risulta necessaria la corretta scelta
del parametro di regolarizzazione che determini il giusto equilibrio tra la presenza
dell’errore di perturbazione dovuto al rumore e quella dell’errore prodotto dal fil-
traggio. Tale funzione viene eseguita da alcuni metodi specializzati, i quali, secondo

quanto precisato in [13], possono essere distinti in due categorie principali:

1. metodi basati sulla conoscenza, o su una buona stima, di €|, con e vettore

associato al rumore;
2. metodi che non richiedono la conoscenza o la stima di ||g]|.

Nei sottoparagrafi che seguno descriveremo brevemente un metodo rappresentante
della prima delle due categorie, il principio di discrepanza, e due metodi appartenenti
alla seconda, cioe a dire la Generalized cross-validation (GCV) e il metodo della

L-curva.

Il principio di discrepanza

La scelta del parametro di regolarizzazione attraverso il principio di discrepanza si
basa sulla possibilita di avere una buona stima di d, con § = | &]|.

Se tale stima € nota allora il parametro di regolarizzazione puo essere scelto in modo
tale che la norma del residuo sia approssimativamente uguale a ¢. Pertanto, la
soluzione regolarizzata xf;, che, con il principio di discrepanza, viene considerata

come essere la miglior stima e quella che realizza la relazione
b — Axiy|| = ué, (4.14)

per un certo pu > 1 opportunamente definito (seguendo quanto precisato in [15]

normalmente p € [2,5]).

Generalized cross-validation (GCV)

Nel caso del deblurring, le informazioni sul rumore sono spesso assenti e si deve,
dunque, ricorrere a metodi che pongano rimedio a questa mancanza di informazio-
ne. Tra i principali candidati vi & il cosiddetto metodo basato sulla Generalized
cross-validation (GCV).

Tale metodo consente di determinare il parametro 7* che minimizza una particolare

funzione dove 7 ¢ il parametro di Tikhonov o, con abuso di notazione, 7 = 1/k,
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con k parametro di troncamento nella TSVD. Si dimostra che una stima del mi-
glior parametro per i metodi di filtraggio esaminati precedentemente minimizza il
funzionale (L — AVES-1U)b2

Gr) = (tr(nIn - AV@E—lUt))g’ (4.15)

dove @ ¢ la matrice diagonale contenente i fattori di filtro, dipendenti da 7.

Sviluppando separatamente il numeratore e il denominatore della precedente espres-

sione si deducono le seguenti:

(I, — AVOS'UYb|2 = |V — Axgre|?,
tr(I, — AVOSUY) = tr(LUSVVER'UY) = tr([, - @) =n— > ¢,
=1

dalle quali segue che la (4.15) & equivalente a

b — Axq [”

0= o 6

Metodo della L-curva

Il metodo della L-curva (cfr. [9], [14]) consiste nell’analisi della spezzata avente punti

(xia yl) = (10g10 ||Axﬁ1t,i - b||2 ,10g10 ||Xﬁlt,iH2) 1= ]-a Y2

dove p indica la cardinalita dell’insieme {7y, ..., 7,} dei parametri di regolarizzazione
e Xgl,; indica la soluzione regolarizzata corrispondente a 7;, calcolata, per esempio,
attraverso la TSVD o il metodo di Tikhonov.

Nella maggior parte dei casi la spezzata che si ottiene presenta una caratteristica
forma a “L” e il valore ottimale della regolarizzazione del parametro & quello corri-
spondente al punto di massima curvatura, cioe quello che maggiormente si avvicina

all’angolo della “L”. Questa scelta ¢ giusticata dal fatto che:

e per valori del parametro maggiori la norma dei residui cresce rapidamente

mentre la norma della soluzione regolarizzata decresce lentamente;

e per valori minori, si ha leffetto contrario di quanto indicato al punto prece-
dente, ovvero si verifica una crescita rapida nelle norme delle soluzioni e una

corrispondente decrescita lenta nelle norme dei residui.

Ci si aspetta, dunque, che le coordinate del punto nei pressi dell’angolo della L-
curva, corrispondente alla soluzione, siano quelle che realizzano, in modo ottimale,

il min; ||xgq1,4| € il min; ||b — Axgyg, |-
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grafico L-curva

norm(xml)

norm(b-Axm‘)

(a) Grafico della L-curva; in rosso: angolo della

L-curva

4.3 Metodi iterativi di regolarizzazione

I metodi di regolarizzazione iterativi vengono normalmente applicati per problemi
inversi di grandi dimensioni, in cui i metodi diretti hanno un costo computazio-
nale troppo alto per poter essere applicati. Inoltre, dal momento che tali metodi
chiamano in causa la matrice dei coefficienti soltanto per effettuare moltiplicazioni
matrici-vettore, essi risultano particolarmente performanti nel caso di matrici sparse
o strutturate, per le quali possono essere implementati gli algoritmi fast.

Riferendoci principalmente a [8], [3], [15], nei prossimi paragrafi vedremo come uno
dei metodi iterativi piu studiati, il metodo del gradiente, possa essere opportuna-

mente adattato per determinare la soluzione per problemi discreti mal condizionati.

4.3.1 Metodo del gradiente

Sia A una matrice simmetrica e definita positiva e consideriamo la forma quadratica

1
U(y) = 5y' Ay —y'b, (4.16)

la quale ¢ minima nel punto in cui si annulla il suo gradiente
1
VE(y) = 5V(y'Ay) = V(y'b) = 0. (4.17)

Poiche per ogni k sussiste che

0 0 /—
a—xk(xtb) = M(;@bo = b,

9 9 n n n
Txk(XtAX) = 87;1%( Z CLUZL‘ll‘]) = Zz;azkl'l + ;aij] = (AtX)k + (AX)k,

ij=1
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allora, sfruttando le ipotesi su A, la (4.17) diventa
1
VU(y) = §(A—|—At)y—b:Ay—b:0.

Dunque, la ricerca del minimo della (4.16) corrisponde alla risoluzione del sistema
lineare Ax = b. Il metodo del gradiente consente di determinare la soluzione di tale
sistema minimizzando W(y) attraverso un metodo iterativo del tipo non stazionario,
cioe della forma

D) — x®) 4 o g,

a partire da un vettore iniziale x(9), lungo delle direzioni prescelte determinate dai
vettori d®) e con passi di lunghezza «y.
Qualunque sia la direzione d*) & possibile determinare il minimo di \Il(x(k+1))

rispetto alla variazione di a@ = ay,. Si osservi, innanzitutto, che

B(x0) = L (x 1 0a®) A (x® + 0d®) - (x + 0d®)'b =

= %(X(k))tAx(k) +a(d®)ax® 4+ %aQ(d(k))tAd(k) — (x"tb — a(d®)b =

= ¥ (x®) — a(@®)ir® 4 %az(d(k))tAd(k),

dove ¢ stato posto r®) = b — Ax(¥).

Allora, imponendo nella relazione precedente che

d
g/} (k+1) —
T (x )=0

si ottiene che il passo ottimale e dato da

(d(k))tr(k)

T )y Ad®”

(4.18)
Nel metodo del gradiente come direzione d(®) si sceglie quelle di massima decrescita,

ossia quella opposta alla direzione del gradiente, cioe:
d® = —vu(x®) =b - AxF) = r®),

che, sostituito nella (4.18), consente di esprimere la lunghezza del passo ottimale

come

(r(k))tr(k)

ECRGE (4.19)

A —
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4.3.2 Metodo del gradiente coniugato

Il metodo del gradiente coniugato & una variante del metodo del gradiente ottenuta
operando una scelta piu accurata delle direzioni di discesa.
Per comprenderne meglio il funzionamento puo essere utile illustrare i seguenti

risultati.

Definizione. Un vettore x(*) si dice ottimale rispetto a una direzione p se
o(x®) < w(x® 4+ Ap), VAeR.

Teorema. Il vettore x(¥) & ottimale rispetto a p se e solo se la direzione p &

ortogonale al residuo r*), ovvero se

Dimostrazione.
Se x(®) & ottimale rispetto a p allora, per la definizione, la funzione \IJ(X(I") + Ap)
deve avere un minimo per A = 0, cioe

d

k
axlf(x( ) +2p)|,_, =0 (4.20)

Poiche
\IJ(X(k) +Ap) = (X(k) + )\p)tA(X(k) + Ap) — (x(k) + )\p)tb =

= ¥ (x*)) - Apt(b — Ax*)) + %)\2ptAp =

= ¥ (x®) - Aptr® + %)ﬁptAp,

la (4.20) implica che
t t(k —
(/\p Ap - P I‘( ))’)\:0 - 07

ovvero che

ptr(k) =0.
Viceversa, supponiamo che ptr®¥) = 0. Allora si ha che
B(x® 1 Ap) = w(x®)) + %AzptAp
e, dunque,

d
2 y(x®) — )\t
d)\\I’(x + Ap) = \p'Ap.

Usando la relazione precedente e il fatto che A & definita positiva segue che \I’(x(k) +

Ap) ha un minimo per A = 0. Pertanto:
U(x®) < w(x®) 4+ Ap), VAeR,

da cui la tesi. O
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Osserviamo, a questo punto, che nel metodo del gradiente, per la particolare scelta

del parametro oy nella (4.19), il residuo r*+1) & ortogonale a r(*). Infatti

(xR — (b — AxF+HD)ER) = (b — Ax®) 4 ayr®)))trk) =

(r(k))tr(k)

= (<9150 — o (1) Ax) = (:O)'x® T

(r)tAr®) = 0.

Tuttavia, questo risultato non & pitl vero per il vettore x*+2) e per i successivi.
Per fare in modo che venga mantenuta I'ottimalita del vettore k-esimo, rispetto a
un certa direzione, anche alle iterazioni successive, supponiamo che x*) sia ottimale

rispetto a p e consideriamo iterazioni del tipo

k-+1)

Richiediamo, dunque, che x{ sia ottimale rispetto a p, cioe

0 = pirFth) = p'(b — Ax®) — Aq) = p'r®) — ptAq = —p’Aq.

Sotto questa condizione, le due direzioni p e q si dicono A-coniugate.

Allora, partendo dalla direzione p(® = r(® e considerando iterazioni della forma
pktD) = plk+1 (k+1)

ottenere I'espressione di Sj:

) — Bp'®), se si impone che p®*) e p siano A-coniugate ¢ possibile

0= (p(k))tAp(k—i-l) _ (p(k))tA(r(k-H) o 5kp(k)) _ (p(k))tAr(k—H) - Bk(p(k))tAp(k)7

da cui
(p(k))tAI.(k—i-l)

(P Ap®

Effettuando questa scelta per il parametro [ € possibile dimostrare che

Br = (4.21)

(p(i))tAp(k+1) =0 Vi=0,...,k,

ciot la direzione p**t1) & A-coniugata a tutte le direzioni generate ai passi precedenti.

4.3.3 Metodo del gradiente coniugato per problemi ai minimi qua-
drati (CGLS)

Se la matrice dei coefficienti A nel sistema Ax = b non & simmetrica e definita
positiva, allora ne il metodo del gradiente ne il metodo del gradiente coniugato sono
applicabili.

Tuttavia entrambi i metodi possono essere implementati per la risoluzione del siste-

ma normale

AlAx = A'b
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associato al problema ai minimi quadrati
min ||Ax — b||, .

Si parla, in questo caso, di metodo del gradiente coniugato per minimi quadrati
(CGLS).

Denotando con x(© la stima iniziale della soluzione e definendo i vettori ausiliari
r® =p— Ax® ¢ dO© = A+ proponiamo la descrizione dell’algoritmo presente

in [15].

Per k=1,2,...

Ay
T |ladtn 2

x®) — k=1 4 o gb=1)
r®) = =1 o Aq(E=).
2
5 A
[FECl

d® = Alr® 4 g d*-1),

dove a ciascuna iterazione vengono calcolati il vettore dei residui per il problema ai
minimi quadrati, r®) = b — Ax®) | ¢ il vettore dei residui per le equazioni normali
Alr(k) = Atb — At Ax (k)

4.3.4 CGLS per problemi in dimensione 2

L’algoritmo appena proposto puo essere facilmente esteso al caso di problemi bidi-
mensionali, cioe aventi per incognite matrici, sfruttando il fatto che tali problemi

possono essere espressi mediante un sistema della forma

(A® A)vec(F) = vec(Q),
che, sfruttando la (2.22), risulta a sua volta equivalente a
AFA = G.
Allora, riscrivendo le condizioni iniziali come

FO) — stima iniziale della soluzione

RO =G - AFOZX
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DO = A'ROA

e sfruttando il fatto che [vec(X)||, = ||X|p, lalgoritmo precedente puo essere

opportunamente riscritto per essere adattato al caso bidimensionale:

|A*REVAY
ap =
|apu—va|
F
F#) = pt=1) 4 o, DED)
R® = Rk=1) _ o, ApG=DA",
o laroa:
k= 7 . I — 2
[AtRE=D A

D®) = At RMA 4 g DB,



Capitolo 5
Test numerici e sperimentazioni

Per lo sviluppo della parte sperimentale dell’elaborato, che verra descritta in questo
capitolo, sono stati consultati i pacchetti Matlab “HNO functions” e Regularization
Tools, realizzati dal prof. Christian Hansen, i quali contengono un set di routines
che consentono di determinare soluzioni regolarizzate per problemi discreti mal posti
(cfr. [14],[15],[13]). Tra le funzioni presenti, alcune di quelle che sono state effettiva-
mente utilizzate sono state opportunamente adattate agli scopi del presente lavoro,

e, dunque, eventualmente modificate.

Consideriamo la seguente immagine test, che indicheremo con X, rappresentante
una parte della superficie di un corpo celeste e avente dimensioni 512 x 512 (il cor-

rispondente vettore vec(X) ha quindi 5122 = 262144 componenti):

o ( LA

g,

(a) rappresentazione immagine nitida (X)

La corrispondente immagine sfocata, denotata con B, su cui ¢ stata effettuata la

63
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sperimentazione, viene ottenuta sfocando X con una PSF a variabili separabili di
tipo gaussiano e ammettendo che sia affetta da rumore bianco di tipo gaussiano, €,
soddisfacente la condizione Hﬂf)g” = 0.05.

Lo scopo della sperimentazione & stato, dunque, quello di ripristinare 'immagine

danneggiata B utilizzando i metodi di regolarizzazione diretti della TSVD e di Ti-
khonov e il metodo iterativo CGLS, per ottenere un’immagine che fosse quanto pit

possibile simile all’originale.

5.1 1 dati del problema: costruzione dell’immagine sfo-

cata

Per poter giungere alla definizione dell’immagine sfocata B, occorre inizialmente
costruire la matrice associata alla PSF per sfocatura di tipo gaussiano. E stata

quindi definita una funzione opportuna, nominata myPsfGauss, la quale:

e richiede in input il numero di righe e colonne della matrice e i valori s; e so

delle deviazioni standard ¢ e @ nella (3.9);

e restituisce in output la matrice PSF e il punto center corrispondente al centro

della Point Spread Function.

function[PSF,center]=myPsfGauss(m,n,sl,s2)

x=-fix(n/2) :ceil(n/2)-1;

y=fix(m/2):ceil(m/2)-1; [X,Y]=meshgrid(x,y);

PSF=exp(-(X.~ 2)/(2*s1 =~ 2)-(Y.”~ 2)/(s1*s2 ~ 2))/(2*pi*sl*s2);
[mm,nn]=find (PSF==max (PSF(:)));

center=[mm(1) ,nn(1)];

Il problema successivo che € stato necessario affrontare per costruire un buon model-
lo di blurring, e quello legato alla scelta della boundary condition per la particolare
immagine.

Limitandoci a considerare le tre tipologie illustrate nel Capitolo 3 I'imposizione della
corretta boundary condition per poter ottenere un modello di sfocatura adatto puo
essere effettuata immergendo la matrice X all’interno di una matrice di dimensioni

maggiori. In particolare:

1. se si assume la zero boundary condition I'immagine X viene immersa nella
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matrice

0 0 0
Xext =0 X 0
0 0 0

2. se la condizione e di tipo periodico allora
X X X
Xext =X X X
X X X

3. per la condizione di tipo riflessivo la matrice estesa e, invece, della forma

Xx Xud XX
Xext: Xlr X Xlr )
Xx Xud XX

dove X,q = flipud(X), X}, = fliplr(X) e Xy = fliplr(Xyg) essendo
flipud (flip up to down) e £liplr (flip left to right) le funzioni predefinite
in Matlab che capovolgono 'ordine delle righe e delle colonne di una matrice

rispettivamente dall’alto verso il basso e da sinistra verso destra.

Una volta definita 1’estensione della matrice X, la matrice B che rappresenta 'im-
magine sfocata viene estratta dalla matrice Beyxt ottenuta dalla convoluzione tra le
matrici Xeyy € PSF. Si aggiunge, poi, alla matrice sfocata, il contributo del rumore
gaussiano.

Considerando quanto descritto, & stato implemento il seguente set di istruzioni:

Bext=conv2 (Xext ,PSF, ’same’);
B= Bext (513:1024,513:1024);
E=randn(size(B));
E=E/norm(E, ’fro’);
B=B+0.05*norm(B, ’fro’)*E;

Imponendo di volta in volta le tre diverse boundary conditions, ¢ stato possibile

confrontare i seguenti modelli per 'immagine sfocata:
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b

s
TSR e e ”ﬁ

(a) Sfocatura con zero boun- (b) Sfocatura con periodic (c) Sfocatura con reflexive

dary condition boundary condition boundary condition

Effettuando uno zoom sui bordi si evince, infine, che la condizione che genera gli
effetti meno indesiderati sui bordi dell’immagine & quella riflessiva; pertanto, e stata

assunta quest’ultima condizione come quella da imporre sui dati a disposizione.

(a) Zoom in zero boundary condition (b)  Zoom in  periodic

boundary condition

(c) Zoom in reflexive boundary con-

dition

5.2 Determinazione della soluzione numerica mediante
metodi di regolarizzazione diretti
A questo punto, ci si e interessati alla formulazione del problema nella forma matri-

ciale

(A, ® Ac)vec(X) = vec(B)

dove A, e A. sono le matrici componenti del prodotto tensoriale di Kronecker che
esprime la matrice dei coefficienti del sistema. Sfruttando nuovamente la (2.19), si

osservi che la relazione precedente & equivalente alla seguente:

vec(A.X AL) = vec(B),
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dalla quale segue che
A XAl =B. (5.1)

Dal punto di vista teorico la (5.1) consente, dunque, di esprimere la soluzione nella
forma

X =A'BA
Allora, usando le SVD A. = U2V}, e A, = U, X, V! si ottiene in conclusione che
la soluzione &

X = (VS U)BU Y, (5.2)

la quale, poicheé numericamente inaccettabile, dovra essere opportunamente regola-

rizzata.

In sintesi, il procedimento adottato per la risoluzione del problema di image re-

storation per I'immagine test scelta & stato suddiviso nelle tre fasi seguenti:

1. determinazione delle matrici A, e A, che costituiscono la fattorizzazione di

Kronecker;
2. individuazione della soluzione X, non accettabile numericamente;

3. regolarizzazione della soluzione X e conseguente determinazione della soluzione

Xs1p attraverso i metodi di regolarizzazione analizzati nel Capitolo 4.

5.2.1 Decomposizione di Kronecker

Le matrici A, e A, sono state determinate attraverso la funzione mykronDecomp, la

quale assume in input la matrice associata alla PSF e il suo centro.
function[Ar,Ac]=mykronDecomp (PSF,center)
[U,S,V]=svd(PSF) ;

Poiche la PSF ha entrate non negative, i vettori della sua decomposizione a rango
uno (cfr. (4.2)) devono avere componenti non negative. Per comprendere come

rendere soddisfatta questa condizione & opportuno citare la seguente proprieta (cfr.
[15]):

Proprieta. Per le matrici che provengono dalla discretizzazione di equazioni inte-
grali di Fredholm del primo tipo, i vettori singolari u; e vi hanno un numero crescente
di cambi di segno nelle proprie entrate al crescere di ¢, cioe in corrispondenza della

decrescita dei valori singolari. Il numero di cambi di segno e precisamente ¢ — 1.
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Da questa proprieta segue che le prime colonne delle matrici U e V' hanno entrate o
tutte positive o tutte negative.

Pertanto, affinche la PSF abbia entrate non negative, ¢ sufficiente richiedere che i
vettori singolari corrispondenti al valore singolare piu grande abbiano entrate non
negative. Occorre, dunque, accertarsi che questa condizione sia rispettata, cambian-

do il segno qualora necessario.

minU=abs (min(U(:,1)));
maxU=max (abs(U(:,1)));

if minU==maxU

Poiche e stata imposta la boundary condition riflessiva, sappiamo, per quanto espo-
sto nel paragrafo 3.3, che la struttura delle matrici A, e A. & data dalla somma di
una matrice di Toeplitz e una matrice di Hankel e risultano definite, rispettivamente,

dai vettori c e r:

c=sqrt(S(1,1))*U(:,1);
r=sqrt(S(1,1))*V(:,1);
A, =buildToeplitz(r,center(2))+buildHankel (r,center(2));
A. =buildToeplitz(c,center(l))+buildHankel (c,center(1));

dove le funzioni ausiliarie buildToeplitz(c,k) e buildHankel(c,k) generano ri-
spettivamente la matrice di Toeplitz e la matrice di Hankel da una colonna centrale

¢, avente indice k:

function T=buildToeplitz(c,k)
n=length(c);

col=zeros(n,1);

row=col’;
col(1l:n-k+1,1)=c(k:n);
row(1l,1:k)=c(k:-1:1)’
T=toeplitz(col,row);

function H=buildHankel (c,k)
n=length(c);

col=zeros(n,1);
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col(1:n-k)=c(k+1:n);
row=zeros(n,1);
row(n-k+2:n)=c(1:k-1)
H=hankel (col,row) ;

5.2.2 Regolarizzazione tramite la TSVD

Osserviamo, che la relazione (5.2) consente di esprimere la soluzione X in termini

delle fattorizzazioni a valori singolari delle matrici A, e A.:
X = V.2 WUlBU, SV = VB BRIV

dove si & posto B = U!BU,.

Allora, considerando la soluzione regolarizzata mediante la TSVD e scrivendo in

forma matriciale la (4.13), si ottiene che la soluzione filtrata puo essere scritta come
Xgi = Ve(B*Sgn) V', (5:3)

dove si ricorda che “.*” indica il prodotto di Hadamard-Schur e Sgy; € la matrice di
ordine 512 x 512 avente entrate
0 se  [Xc]i[2r]; < tol

[Shitlij = ;
VSIS se (Sl > tol

essendo tol un parametro di tolleranza arbitrariamente scelto dall’utente.

La soluzione regolarizzata puo allora essere ottenuta sperimentalmente implemen-

tando il codice
function [Xfilt,k]=mytsvd(B,PSF,center,tol)

[Ar,Ac]=mykronDecomp (PSF,center) ;
[Ur,Sr,Vr]l=svd(Ar);
[Uc,Sc,Vc]l=svd(Ac);
S=diag(Sc)*diag(Sr)’;
Phi=(abs(S)>=tol);

idx=(S~=0);
Sfilt=zeros(size(Phi));
Sfilt(idx)=Phi(idx)./S(idx);
Bhat=Uc’*B*Ur;
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Xfilt=Vc*(Bhat.*Sfilt)*Vr’;
Phi=Phi(:);

k=0;

for j=1:512"2

if Phi(j,1)==

k=k+1;

end

end

che, oltre alla soluzione filtrata, restituisce in output anche il parametro di tron-
camento k, cioe il numero di valori singolari maggiori o uguali al valore soglia tol

indicato dall’utente.

A questo punto, per poter risalire alla soluzione regolarizzata occorre attribuire in
input il valore del parametro tol, che puo essere scelto applicando uno dei metodi

descritti nel paragrafo 4.2.

Scelta del parametro usando la GCV

La funzione gcvtsvd presente nel pacchetto “HNO” consente di ottenere diretta-
mente il parametro tol che minimizza la (4.15), che, nel caso in esame, vale 0.0780.
In corrispondenza di questo valore del parametro, la SVD viene troncata dopo 3020

termini e si ottiene la seguente soluzione:

(a) Soluzione regolarizzata mediante la
TSVD con scelta del parametro effettua-
ta usando la GCV
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Scelta del parametro usando il metodo della L-curva

Per stimare il parametro di regolarizzazione ottimale utilizzando il metodo della L-
curva, € stato eseguito il grafico in scala logaritmica dei punti aventi coordinate
(x,y) pari alle entrate dei vettori rho ed eta corrispondenti, rispettivamente, alle
norme dei residui ||b — Axgy ;|| e delle soluzioni regolarizzate ||xayy ;|| coni =1,...,n
per un certo n opportuno. Le soluzioni {Xﬁ]ml, Xflt,25 - - - ,Xﬁltyn} sono state calcolate
chiamando la funzione mytsvd assegnando in input n valori distinti del parametro
tol.

Per comprendere quali valori attribuire a tol, ¢ stato inizialmente osservato che in
corrispondenza di valori dell’ordine del millesimo si ottenevano immagini degradate
per leccessiva presenza di rumore.

Per t01=0.008, cioe arrestando la SVD dopo 5686 termini, si & ottenuto, ad esempio,

il seguente risultato:

(a) Immagine degradata ottenuta
per tol=0.008.

Allora, scegliendo questo valore come quantita da incrementare per ottenere la suc-
cessione delle corrispondenti soluzioni regolarizzate, ¢ stato possibile definire i vettori

rho ed eta definendo la funzione seguente:

function [eta,rho]l= norm_eta_rho(B,PSF,center,n)
sol_filtr=zeros(n*512,512);

eta=zeros(n,1);

rho=zeros(n,1);

for i=1:n

t01=0.0080+1*0.003;

solreg=mytsvd(B,PSF,center,tol) ;

s0l filtr(1+512*(i-1):i*512,1:512)=solreg;
rho(i)=norm(B(:)-prodottoAvett (PSF,center,solreg(:)));
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eta(i)=norm(solreg,’fro’);

end

dove la funzione prodottoAvett esegue il prodotto matrice-vettore sfruttando la
struttura della matrice dei coefficienti, la quale, essendo del tipo BTTB + BTHB +
BHTB + BHHB puo essere fattorizzata come

A =C'AC,

dove C e la matrice associata alla DCT?2.

function pr= prodottoAx(PSF,center,x)

%elementi dello spettro della matrice A=C’AC, dove C & la matrice associata
alla dct2

el=zeros(size(PSF));

el(1,1)=1;

S=dct2(dctshift (PSF,center))./dct2(el);

%Calcolo del prodotto sfruttando la struttura

X=reshape(x,size(PSF));

pr=idct2(S.*dct2(X));

pr=pr(:);

Osserviamo che nel codice appena proposto viene chiamata la funzione dctshift
presente nel pacchetto “HNO”, la quale restituisce in output I’array contenente la

prima colonna della matrice di blurring.

Per un n opportuno, il grafico della L-curva corrispondente evidenzia che il pun-
to piu vicino all’angolo della curva e ottenuto alla tredicesima iterazione del ciclo
for implementato nella funzione norm_eta_rho, in corrispondenza della quale si ha

to0l=0.047.
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x10% L-curva
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4300 4320 4340 4360 4380 4400 4420

norm(b-Ax

it
(a) Grafico della L-curva per n = 100; 4n rosso il punto
(rho(13),eta(13))

Si ha, dunque, la seguente soluzione:

- .‘ . . + T
“ Tis0s -’\Q‘N

L EREP) T8

(a) Soluzione regolarizzata mediante la

TSVD con scelta del parametro effettua-

ta usando il metodo della L-curva

Scelta del parametro usando il principio di discrepanza

Per scegliere il parametro di regolarizzazione utilizzando il principio di discrepanza

¢ stata definita una funzione che determinasse il

min {| 1B — AXuill o — 1o | Bl |}, (5.4)
X,

dove:

1. B ¢ la matrice contenente I'informazione relativa alla sfocatura;
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2. ¢ = 0.05 indica la deviazione standard del rumore, cioe Hg”? = 0.05;

3. € [2,5] ¢ il parametro nella (4.14), a cui viene attribuito il valore = 3.5.

Con questi dati a disposizione, in maniera analoga a quanto fatto nel caso del me-
todo della L-curva, si implementa una funzione che calcoli i residui corrispondenti

alle soluzioni {Xﬁh;’l, Xﬁ]t,g, e ,Xﬁlmn}:

function rho_discr=norm_rho_discr(B,PSF,center,n)

sol=zeros(n*512,512);

rho_discr=zeros(n,1);

for i=1:n

tol=0.02+i%0.002;

solreg=mytsvd_sep(B,PSF,center,tol) ;
soluzioni(1+512%(i-1):i*512,1:512)=solreg;
rho_discr(i)=norm(B(:)-prodottoAvett (PSF,center,solreg(:)));

end

Infine, ricercando con il comando find le componenti di rho_discr minori di uo||B||F,
e stato possibile stabilire che il valore del parametro tol suggerito dall’applicazione
del principio di discrepanza vale 0.072 (dopo 26 iterazioni del ciclo for nella function

rho_discr), in corrispondenza del quale la mytsvd restituisce il seguente risultato:

e i £l
3 - ‘. o‘.?'

(a) Soluzione regolarizzata mediante la
TSVD con scelta del parametro effettua-

ta usando il principio di discrepanza.
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Confronto tra le soluzioni

Riassumiamo nella tabella sottostante i risultati ottenuti dall’applicazione della
TSVD , indicando il metodo utilizzato per la scelta di parametro tol e il numero di

componenti k considerate nella (4.8).

Metodo tol k
GCV 0.078 3020
L-curva 0.047 3610

Pr. di discrepanza 0.072 3117

Per quanto diverse, tutte e tre le soluzioni ottenute costituiscono un chiaro miglio-

ramento dell’immagine di partenza, acquisita come dato.

(a) Immagine sfocata iniziale

(a) Sol. GOV (b) Sol. metodo della L- (c) Sol. principio di discre-

curva panza

Osserviamo, inoltre, che attribuendo al parametro tol valori superiori dei tre va-
lori dedotti si ottengono immagini meno affette da rumore, ma in cui viene persa

piu informazione; viceversa, assegnando valori inferiori, si ottengono immagini che,
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seppur contenenti pit informazione, risultano degradate per I’eccessiva presenza di

rumore nella soluzione.

(a) output per tol=0.01; (b) output per tol=0.02;
k=5423 k=4604

: N »
PR -rd

(c) output per tol=0.4; k=1099 (d) output per tol=0.5; k=833

Quanto osservato suggerisce che la scelta del parametro di troncamento tramite i
criteri di scelta utilizzati ha consentito di determinare una soluzione che bilanci una

parziale riduzione del rumore con una controllata perdita di informazione.

5.2.3 Regolarizzazione tramite filtraggio di Tikhonov

In maniera simile a quanto visto per la determinazione della soluzione regolarizzata

con la TSVD e possibile determinare la stessa mediante il metodo di Tikhonov:

function[Xfilttick,tau]=tikhonov(B,PSF,center,tau)

[Ar,Ac]=mykronDecomp (PSF,center) ;
[Uc,Sc,Vc]l=svd(Ac);
[Ur,Sr,Vrl=svd(Ar);
bhat=Uc’*B*xUr;

bhat=bhat (:);
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s=kron(diag(Sr),diag(Sc));
D=abs(s) .~ 2+abs(tau)” 2;
bhat=s.x*bhat;

xhat=bhat./D;

xhat=reshape (xhat,size(B));
Xfilttick=Vc*xhat*xVr’;

Utilizzando come criterio per la scelta del parametro di troncamento la Generalized

cross-validation si perviene al risultato seguente:

(a) Soluzione regolarizzata tramite il
metodo di Ttkhonov con uso della GCV

per la scelta del parametro

5.3 Determinazione della soluzione numerica mediante
metodi di regolarizzazione iterativi: soluzione per

CGLS

Per l'applicazione del metodo iterativo del CGLS & stata consultata la funzione
omonima presente in Regularization Tools. Questa routine e adatta per la risoluzione
di problemi in dimensione 1 e richiede in input la matrice dei coefficienti A, il termine
noto b e il numero di iterazioni itermax. L’output consiste nella matrice X avente
itermax colonne, ciascuna delle quali contiene la soluzione ottenuta all’iterazione j,
con j indice di colonna, per j =1,...,itermax.

Per una necessaria gestione dei costi computazionali e algoritmici, tale funzione &

stata modificata nella X=cglsmodificata(PSF,center,B(:),itermax), la quale:

1. non richiede in input la matrice dei coefficienti, che nel nostro caso ha dimen-

sioni 5122 x 5122;
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2. i prodotti matrice-vettore del tipo Ax e A’x sono stati ottimizzati sfrut-
tando la particolare struttura della matrice, ovvero, richiamando la funzione

prodottoAvett gia utilizzata in precedenza;

3. restituisce in output la matrice X, avente 5122 righe e itermax colonne; dun-
que, la j-esima colonna di X contiene l'informazione relativa alla soluzione

ottenuta all’iterazione j, per j = 1,...,itermax.

Infine, eseguendo un reshape delle colonne di X, si possono testare gli effetti del

metodo CGLS sulla soluzione al problema considerato.

.3%\ ; ’t %

(i) iter=28 (j) iter=32 (k) iter=35 (1) iter=39

(p) iter=100

Osservando quanto ottenuto, si puo constatare che dopo circa una ventina di ite-
razioni si ottengono soluzioni confrontabili con quelle ottenute tramite i metodi di

regolarizzazione diretti. Inoltre, al crescere delle iterazioni si ottengono immagini
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sempre piu affette da rumore, evidenziando, dunque, effetti sulla soluzione simili a
quelli prodotti applicando i metodi di filtraggio; in particolare, & evidente la somi-
glianza con i risultati ottenuti con la SVD troncata per valori crescenti del parametro
di troncamento. Questo risultato ¢ concorde col fatto fatto che la soluzione, a ogni

iterazione, puo essere sempre espressa in termini della SVD come

n t
0 =3 40 ub_
. i—1 f i v

dove i fattori di filtro fi(k) tendono a mascherare gli effetti delle componenti ad alte

frequenze soltanto per k sufficientemente bassi (cfr. [15]).



Conclusioni

L’analisi condotta in questo elaborato, avvalorata dai test numerici effettuati, ha
voluto approfondire il problema del deblurring affrontandolo dal punto di vista ma-
tematico, fisico e numerico, al fine di proporne una descrizione completa e che esal-
tasse le interazioni tra I'analisi numerica e la teoria dei segnali nel comune intento
di definire e ricercare modelli e metodi di regolarizzazione per la determinazione di
soluzioni fisicamente accettabili per il ripristino di immagini sfocate in bianco e nero.
Preliminarmente, € stata posta particolare enfasi sulle proprieta numeriche dei pro-
blemi discreti derivanti da problemi di deconvoluzione e sulla struttura matriciale
che il problema del deblurring assume sotto alcune ipotesi sull’informazione nei pres-
si dei bordi dell’immagine; I'importanza di quest’ultimo aspetto e stata esaltata, in
modo particolare, nell’implementazione dell’algoritmo CGLS.

Limitandosi a considerare i test effettuati nella parte sperimentale dell’elaborato, si
comprende, inoltre, che lo spettro dei metodi numerici applicabili & molto vasto e che
le soluzioni da essi indotte, per quanto tutte soddisfacenti, sono, in generale, sem-
pre qualitativamente diverse. Tuttavia, si puo riconoscere in tali metodi un aspetto
comune, conseguenza delle proprieta matematiche del problema, quello, cioe, legato
all'importanza della gestione della quantita e della qualita dell’informazione a di-
sposizione.

E doveroso precisare, infine, che la complessita del fenomeno del deblurring e resa
ancora piu evidente se lo si considera relativamente al trattamento delle immagini a
colori, su cui sono maggiormente focalizzati gli studi delle ricerche odierne e per il cui
ripristino sono preferiti metodi di regolarizzazione che generalizzano quelli illustrati

in questo lavoro.
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