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Capitolo 1

Intr oduzione

Questaesihacomeoggettoo studiodelle proprietdi un’ampiaclassedi matrici
strutturate.

La nozionedi “strutturadi spostamento{displacemenstructurg, introdotta
daKailath[12], consentenfatti di definireclassimolto generalidi matrici struttu-
rate,checomprendonogomecasiparticolari,molte matrici strutturateclassiche,
qualile matricidi VandermondeToeplitz, Cauchy Hanlkel, etc.

All'interno di tali classie possibileindividuareimportantiquantit invarian-
ti, e costruirealgoritmi di fattorizzazioneutilizzabili quindi per la risoluzione
numericadi sistemilineari, aventi complessi computazionalelell'ordine di n?
[6].

Alcune ricerchepiu recenti, inoltre, sono stateincentratesulla costruzione
di algoritmi caratterizzatda una maggiorestabilita numerica[3] e sullo studio
dell'influenzadel contenutoinformativo derivantedalla strutturasul numerodi
condizionamentassociat@ad unamatrice[4].

Questi studi hannodato origine ad un importantefilone di ricercache ha
coinvolto ricercatoridi prim’ordine operantinel settoredell’Algebra Linearee
dell’Analisi Numerica.

Il pianodellatesieil seguente:nel presenteapitoloverrannantrodottii temi
trattatinellatesie verrannodatealcunedefinizionipreliminari.

Nel Capitolo2 fisseremd’attenzionesulle matrici strutturatepiu notee pre-
senteremalcunialgoritmiveloci perlarisoluzionedi sistemilineari caratterizzati
daalcunedi questeclassidi matrici.

Nel Capitolo3 sarann@resentatalcuniproblemiin cui intervengonomatrici
strutturate.

Infine nel Capitolo4 parleremodella strutturadi spostamentoche € materia
di studipiuttostorecentee cherivestegrandeimportanzasiateoricacheapplica-
tiva. Questaeoria,attraversola definizionedi un opportuncoperatorepermette
di generalizzarél concettodi strutturae di individuarealcuneimportantiquan-
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tita invarianti. Sfruttandde proprietidell’'operatoredi spostamentoyerra quindi
studiataunaversionedell’algoritmodi fattorizzazione .U di Schurcon pivoting
di colonna,ottimizzatoper matrici Cauchy-lite. Infine verrannoillustrati degli
algoritmicheconsentondli trasformarealcunitipi di matricistrutturatén matrici
Cauchy-lile.

Tutti gli algoritmi studiatisonostatiimplementatie sonostati confrontatisia
tra loro che col classicometododi triangolarizzazionali Gauss,medianteuna
sperimentazionaumericatesaa verificarela loro performance

1.1 Definizioni preliminari

Definizionel1l.1 Fissatauna normamatriciale si definiscenumeb di condizio-
namentai un sistemdineare la quantita

K(A) = Al - [|A7Y],
essendd\ la matricedei coeficienti del sistema.

Il numerodi condizionamentdali un problemaquantificala sensibilit del ri-
sultatorispettoagli errori sui dati. Specificatamentsi parle&a di problemamal-
condizionatcseper piccole perturbazionsui dati si possonaveregrandipertur
bazionisui risultati. Viceversaun problemae ben condizionatose per piccole
perturbazionsui dati si hannopiccoleperturbazionsuirisultati.

Un esempicchiarificatoredi questoconcettoe datodal seguentesistema

z—y=1
Y (1.1)
z—ay=0

cona € R. Questosistemadal puntodi vista matricialesi puo scrivere nella
formaAx = b con
A= , b=
1 —«a 0
Consideriamainapiccolaperturbazioneuidati edin particolare
ap =1,00001 e ay=0,99999
e osserviamaosasuccedai risultati. Nel casodi o« = «; abbiamo
x=10°+1
y = 10°
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econa = ay abbiamo

r=-10°+1
y = —10°

si hacioé unerroredell’ordinedi 10° sullasoluzionea fronte di unavariazionedi
10~° suidati. Infatti in entrambii casiperil condizionamentsi hail valore

k(A) =4-10°

relatvamenteallanorma?2.

Le informazionisul condizionamentali un sistemalinearesonocruciali, in
guantooperandsuun calcolatoredigitaletutti i numerireali utilizzati sonoaffetti
daun errorerelativo dell’ordine della precisionedi macchina(circa101¢, sesi
utilizzanovariabili in doppiaprecisione).Inoltre, nelle applicazionii dati sono
spess@erturbatin modomolto piu consistent@ causadi errori sperimentale/o
di misura.

La successiondelleoperazioncheportaallasoluzionedi unproblemae detta
algoritmodi risoluzione Spess@erunostess@roblemaesistonaiversialgorit-
mi e quindie crucialesaperejualedegli eventualicandidatrisultail migliore. Per
questaultimo concettosi devonofareunaseriedi distinzioni,infatti un algoritmo
puo risultarepiu velocedal puntodi vista del tempoimpiegatodaun elaboratore
peresguirlo, manonessereufficientementeccurato.

Definizione 1.2 Definiremostabilita di un algoritmola sensibil& dell’algoritmo
stessaispettoagli errori sulleoperazioni.

La stabilita € unapropriet intrinsecadi un algoritmo e algoritmi differenti
risulterannq@iu o menostabili.

Definizione 1.3 Definiremocomplessa computazionalali un algoritmo il nu-
meio di oper@zioniaritmetiche che sononecessariger il calcolo effettivo della
soluzione

Il termine complessik avra prevalentementeain significatoaritmeticocome
I'intuizione della parolalasciaintendere.Nella suavalutazionda complessi di
un algoritmo & semprelegataalla dimensionedel problemain esame. Se que-
st'ultima & n, la funzionedi n cherappresentda suacomplessi saa spesso
consideratgeril suocomportament@sintotico,cioe al crescerendefinitodi n.
Perchiarezzacon g(n) = O(f(n)) (f(n),g(n) > 0) siintendedil fattochela
funzioneg(n) “non crescepiu rapidamentai f(n)”, cioé cheesisteunacostante
c talecheg(n) < c¢f(n) conl'eccezionedi uninsieme(eventualmenteruoto) di
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valori nonnegatii di n. Il simboloO(1) denoted unafunzionedelimitata,al cre-
sceredi n, daunacostante Perunita di misuradellacomplessidi un algoritmo
si intendea unasingolaoperazionaaritmetica(+, —, *, +), spessdndicatacon
flop (floatingpoint operatior).

La complessia di calcolopud esseraiguardataprincipalmenteda due punti
di vista: la sintesie I' analisi di algoritmi. La sintesiconsistenella costruzione
di algoritmi semprepiu efficienti e veloci; I'analisi consisteinvecenello studio
di limiti inferiori dellacomplessi di un problemae riguardapiu direttamentel
gradodi difficoltaintrinsecadellasuarisoluzione.

1.2 Sistemilineari

Larisoluzionedeisistemilinearieil problemapiu diffusonelleapplicazionidella
matematica completament@oto dal puntodi vistateorico. L’Algebra Lineare
forniscecondizioniperl’esistenzee I'unicitadellasoluzionee algoritmiperil suo
calcoloeffettivo. Il problemadi alcunialgoritmiclassicie datodall’elevatonume-
ro di operazioniaritmeticherichiestoperla loro applicazioneE facile verificare
adesempiachela formuladi Cramerrichiedeun numerodi operaziondell’ordi-
nedi (n + 1)! sen ela dimensionedel sistema.Tale complessicomputazionale
rendedi fatto nonrisolubili sistemidi dimensionimoderatamentelevateanche
sui computerpiu veloci attualmentalisponibili.
Un sistemadi equazioniineari pud esserescrittonellaforma

n
E aij.’Ej:bj i=1,...,n
j=1

0, in notazionecompatta,
Ax=Db

dove A = (a;;) € unamatricen x n ex,b € R*. Gli algoritmi numericiperla
risoluzionedei sistemilineari sonobasatisulla fattorizzazionedella matrice A,
contenente coeficienti del sistema,nel prodottodi 2 o piu matrici aventi una
forma piu semplicerispettoalla matricedi partenzaE necessarianoltre chela
fattorizzazionee la risoluzionedei sistemivenganceseuiti con algoritmi nume-
ricamentestabili. L'algoritmo di Gaussad esempiofornisceunafattorizzazione
deltipo

A=LU



dove L € unamatricetriangolareinferiore conelementidiagonalil;; = 1, eU una
matricetriangolaresuperiorel sistemilineari risultantisonoquindi

Ly=Db
Ux=y

chesi possonaisolvererispettvamentenediantegli algoritmidi forward e back-
wardsubstitution Questgorocedimente efficaceseil costocomputazionaléel-
la fattorizzazione contenutce sei duesistemilineari risultanti, comein questo
caso,sonoin unaformapiu semplicedi quellodi partenzaPerla fattorizzazione
LU lacomplessie O(3n?®) eperlasoluzionedeiduesistemitriangolarie O (n?).

La fattorizzazioneconsenteanchedi effettuareil calcolodel determinantee
dellamatriceinversa.Infatti poiché la matrice L hatutti 1 sulladiagonaleorinci-
pale,il determinanteli A siriduceal prodottodegli elementidelladiagonalerin-
cipaledi U. Invece,riguardoalla matriceinversa,sepensiamad A~! composta
di vettoricolonna

A = [vy, ., vy
si deve avere
Alvi,...,vp] = e, ..., e
dovegli e, sonoi vettori colonnadellabasecanonicadi R* e quindi
Avp=e;, k=1,...,n.

Questin sistemilineari possonassereisolti concomplessia O(n?), effettuando
la fattorizzaziond .U dellamatriceA erisolvendo2n sistemitriangolari.

L’algoritmo di Gaussapplicatoad unaqualsiasimatricenonsingolarepotreb-
be bloccarsinel casoin cui trovi un pivot, cioe un elementodiagonale ugualea
zero. Questoincorvenientee superabilecon l'introduzione del pivoting parzia-
le o di colonna. In praticaquestamodificadell’algoritmo di Gaussprevedeche
al passok si cerchil’elementodi massimomodulo nella colonnak-esimae si
scambidi postola relatvarigaconlarigak. Questavariantemiglioral’algoritmo
di Gaussrendendoloapplicabilea qualsiasimatrice non singolaree piu stabile
numericamente.

Dal puntodi vistamatricialela fattorizzazionecon pivoting si scrive

PA = LU,

e conduceaallarisoluzionedei duesistemitriangolari
Ly =Pb
Ux=y
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Quandd’algoritmo di Gaussvieneapplicatocol pivoting di colonna,si pud dare
un limite superioreperla crescitadel numerodi condizionamento

Fioo(U) < 4" oo (A) (1.2)
dove con k4, indichiamoil numerodi condizionament@alcolatocon la norma
infinito. Anche se questolimite non viene raggiuntonella maggioranzalei ca-

si, essorendecomunquesconsigliabilel’applicazionedell’algoritmo di Gaussa
matrici malcondizionate.

1.3 Matrici strutturate

In molti problemisi presentangistemilinearila cui matricedei coeficienti &€ do-
tatadi unaparticolarestruttura,cioé dipendedaun numerodi parametrinferiore
adn?.

Definizione 1.4 Diremocheunamatriceée strutturatasedipendedaan parametri
cona indipendentalan.

La strutturadi unamatriceconsentejuindi un enormeguadagnamell’occupa-
zionedi memoria,soprattuttgper matrici di grandidimensioni.

Un sempliceesempiadi matrici strutturatesonole matrici a bandaj cui ele-
mentia,;; sononulli peri — 5 > m; €1 — j < my, €ssenden,; em, gli interiche
indicanole ampiezzeali banda

Definizione 1.5 Diremocheunalgoritmoperla risoluzionedi unsistemdineare,
o la fattorizzazioneli unamatrice & “veloce” sehaunacomplessia O(n?), con
p < 3.

Alcuni algoritmiveloci classicinonrisultanonumericamentstabili, in quan-
to non prevedonol’uso del pivoting. L'applicazionedel pivoting risulta spesso
impossibilein quantopuo distruggerda strutturadi unamatrice.

In taluni casila strutturadi unamatricerisulta nascostapur essend@omun-
quepresente Ad esempiojn unamatricea bandale cui righe e colonneabbiano
subito unapermutazioneisulta visibile ad un primo esamesolo la sparsi&, ma
non la struttura.Vediamoancheun’altro esempionon banale.Sappiamaheuna
matricedi Toeplitznonsingolaren x n, coni minori principalidiversidazero,si
inverteconun numerodi operazioniaritmetichedell'ordine di n? che,compara-
te all'ordine di n® necessari@er unamatricegenericayappresentanan enorme
vantaggiosoprattuttgpern abbastanzgrande Ma sesappiaman qualchemodo,
cheunamatricenondi Toeplitze I'in versadi qualchematricedi Toeplitz,allorasi
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mostrache considerand@uestoaspettoe possibileinvertire la matricenon Toe-
plitz con O(n?) moltiplicazioni,anchesela strutturanon & di fatto presente Ad
esempicseT éla matricedi Toeplitz

4 3 2 1
3 4 3 2
T = ,
2 3 4 3
1 2 3 4
la suainversae
6 -5 0 1
) -5 10 =5 0
T =_—

10 0 -5 10 -5
1 0 -5 6

chenon e di Toeplitz. Risulterebbeutile, in casicomequesto,un metodoper
rilevare la presenzalella struttura,e degli algoritmi che tragganovantaggioda
essa.

1.4 Note Tecniche

Gli algoritmi studiatiin questatesi sonostatiimplementatiusandd’ambientedi
calcoloe visualizzazionescientificaMatlab[14]. | calcoli sonostati effettuati su
un elaboratorePentium166 Mhz. Alcune elaborazionisu matrici di grandidi-
mensionesonostateeffettuate sempran Matlab, sullaworkstationAlpha-serer
10005/266Mhz (axdid.mat.uniromaZ2.itlell’'Universitadi Roma“Tor Vergata”.
Perla scritturadellapresentdesie statousatail linguaggiodi composiziondesti
IATEX. | grafici presentinellatesisonostati prodotticon Matlab a partiredai dati
sperimentalie sonostati esportatiin formato Encapsulatedostscript(EPS)per
esserencorporatinel testolATeX.
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Capitolo 2

Matrici strutturate classiche

2.1 Matrici di Toeplitz

Definizione2.1 Una matriceT € R™*" si dice di Toeplitzse esistona2n — 1

scalarit_,41,...,t0,...,tp—1 talicheT = (t;;);j=1,..n CONt;; = t;_;
to to1 t_g ... t_pi
131 to t_1 ... t_pio
T = to ti oty - : . (2.1)
t 1
|t oo oo Bty |
Sela matriceT e simmetricaallora dipendedan scalarit, ... ,t,_; tali chet;;
= Yi—y
to tv ta ... tha
th te ti ... tpo
T = to ity - : . (2.2)
t
[ tot tao oot Tty

Le matrici di Toeplitzsonoun importanteesempiodi matrici strutturate.Va
subitoevidenziatocomeperquestanatricisialimitatal’'occupazionali memoria.
Infatti, se per unamatricequalsiasidi ordinen le celle di memoriada occupare
sonon?, perunaToeplitzessesonoappunto2n — 1 e n nel casodi unamatrice
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di Toeplitzsimmetrica.Questesempliciosserazioni, unite alla presenzali que-
stematrici in numerosiproblemiapplicatvi, giustificanolo studiosistematicali
algoritmi permatricidi Toeplitz.

Esistonodegli algoritmi ormai classiciper questaclassedi matrici. Nel caso
delle matrici di Toeplitzsimmetrichedefinite positive i piu noti sonol’algoritmo
di Durbin (1960) e quellodi Levinson(1947).

L’algoritmo di Durbin, dati i numerirealirg = 1,7,...,r, tali cheT =
(7i=j))i,j=1,... » € definitapositiva, calcolay € R" taleche

Ty = —(r,...,m)".

Questaequazionee dettadi Yule-Walker ed & legataa problemidi predizioneli-
neare.Supporrer, = 1 nonerestrittivo in quantounsistemdinearecaratterizzato
daunagenericamatricedi Toeplitz definitapositiva del tipo (2.2) pud esserei-
condottoin questaformadividendola matricedei coeficienti edil terminenoto
perl'elementodiagonalet,.

L’algoritmo risolve ricorsvamente,per k = 1,...,n, il sistemadi Yule-
Walker di ordinek

Tky:—rkI—(’l‘l,...,’l‘k)T,
dove
[ 1 ™ T2 Tk—l-
T1 1 Tk—9
Ty = r9 1
A
| Tk-1 Th—2 07T 1]

Osserviamaheunamatricedi Toeplitze persimmetricdl].

Definizione2.2 Una matrice A € R"*" si dice persimmetricase & simmetrica
rispettoall’antidiagonale cioe rispettoalla diagonalecheuniscegli elementdal
posto(1,n) al posto(n, 1).

In sostanzali elementidi unamatricepersimmetricaverificanola relazione
Uij = On—jyin—itl, &J=1,...,n.

Introduciamda matricedi scambioFE,, di ordinen, chesi ottienedallamatrice
identita invertendol’ordine delle righe. Questamatricee idempotenten quanto

12



E.E, = 1. E immediatoverificarecheunamatrice A & persimmetricasee solo
se

E,AE, = AT.

Una consguenzadi questarelazionee chel'inversadi unamatrice persimme-
trica € a suavolta persimmetrica. Inoltre se unamatrice e sia simmetricache
persimmetricgossiacentrosimmetrica comenel nostrocaso si ha

AE, = E, A.

Supponiamali averrisolto il sistemadi Yule-Walker di ordinek. Mostriamo
cheil sistemadi Yule-Walker di ordinek + 1

Tk Ekrk: Z Ty
I'gEk 1 (67 Tk+1
sirisolve conO(k) operazioni.Osserviamoennanzituttoche

z = Tk_l(—r,C —abry) =y — aTk_lEkrk

= —Tgy1 — I{Ekz.

Poicte 7, ' & persimmetricaabbiamdl; ' E, = E;T, ' edi consguenza
Z=y — aEka’lrk =y + akgy.
Ora,seinseriamonell’espression€i « il valoredellaz trovato,otteniamo

_ Tr+1 r} Ey

T
oa=-r —r. F +aF =
k+1 k k(y kY) 1+ r{y

Di gquestaespressiondisognanotareche il denominatoree positivo. Infatti,
ponendo

I Epy
0 1

risulta

MT T M =
0 1+r"y
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Da questarelazione essendd . ; definitapositvae M nonsingolare,seguela
positvitadelnumerol + r}y.

In questomodo abbiamaillustrato il passok-esimodell’algoritmo proposto
daDurbin. Questoprocedimentaisolve ricorsivamentdl sistemadi Yule-Walker

Tiy™ = -1y
perk =1,...,ncomeseue

y(l) = _rl
fork=1,... , n—1
ﬂk =1+ rfy(k)
Tk + I'ZEky(k)

ap = A
(k)
Y/
y(b+1) —
877

end

checonducea determinarey = y™. Procedendeos si richiedono3n? flops E
possibiletuttavia ridurrela complessi@ usandaun’altraespressionper

B = 1+xly®

y* U 4+ ap Byt

= 1+|:I‘£_1 ’f‘k]
Q-1

1+ y* ) + a1 Eray® Y + 1)
= Or-1+ p_1(—Lr_104-1)
= (1 - al%—l)ﬂk—l-

Questaalgoritmohaunacomplessiadi O(n?) e seusiamola seguenteémplemen-
tazionein ambienteMatlab

function y=dur(r)
n=size(r,1);
y=zeros(n,l1);
a=zeros(n,l);
y(1)=-r(1);

b=1;

a=-r(1);

for k=1:n-1
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b=(1-a"2)*b;
a=-(r(k+1)+(r(k:-1:1)*y(1:k )) b
z(1:k)=y(1:k)+a*y(k:-1:1);
y(1:k+1)=[z(1:Kk);a];
end

esguiamo2n? operazionio flops

L’algoritmo di Levinsonconsentda risoluzionedi un sistemdinearesimme-
trico definito positivo dotatodi unterminenotoarbitrario. Infatti, datib € R" ei
numerirealirg = 1,71,... 7, talicheT = (r;_;|) € R™*" édefinitapositva,
I'algoritmo di Levinsoncalcolax € R" talecheTx = b. Supponiamali aver
risolto il sistemadi ordinek

Tix=bp=(by,...,b)", (2.3)

dove T} ela matriceintrodottaprecedentementedi volerrisolvereil sistema

T, E;r v b
k kTk _ k . (2.4)
| 1% br+1
Quiry = (r,... ,rk)T comeprima. Assumiamoancheche la soluzionedel

sistemadi Yule-Walker di ordinek
Tyy = —1y
siadisponibile.Dallarelazione
Tyv + uEyry = by,

corrispondentalle primek righedel sistema2.4, sfruttandda persimmetrialella
matriceT},, si ottieneche

v =T, '(by — pEgry) = x — puT, ' Eyry = x + pEyy
e quindi

o= bgy1 — rZEkv
= bp1 — 1, Epx — purly
brt1 — 1 Exx
1+rly
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Restacod mostratoche per passareda (2.3) a (2.4) & sufliciente esguire O(k)
operazioni.ln conclusionain metodoefficientedi risoluzioneperil sistemdl’x =
b si ottienerisolvendoin paralleloi duesistemi

TkX(k) =b, e Tky(k) = —TIy

perl < k < n. Questisonoi passidell’algoritmodi Levinson.
Comeperl'algoritmo di Durbin, la complessiasintoticaé O (n?). Utilizzan-
do la sgguentemplementazion®atlab

function x=lev(t,b)
if length(t)==1
X = bl
return
end
r=t(2:end)/t(1);
b=b/t(1);
n=size(t,1);
x=zeros(n,1);
y=zeros(n,1);
u=zeros(n,l);
a=zeros(n,l);
y(D)=-r(1);
x(1)=b(1);
beta=1;
a=-r(1);
for k=1:n-1
beta=(1-a"2)*beta;
u=(b(k+21)-(r(1:k)*x(k:-1:1) ))/b eta;
X(1:k+1)=[x(1:k)+u*y(k:-1:1) ;
if k<n-1
a=-(r(k+1)+(r(1:k)*y(k:-1:1) )b eta;
z(1:K)=y(1:k)+a*y(k:-1:1);
y(1:k+1)=[z(1:k);a];
end
end

vengonoesguite esattamentdn? flops Tale implementazione applicabilea

matricidi Toeplitzsimmetrichedefinitepositve conelementaliagonalegualsiasi.
Sipuo utilizzareunaricorsionesimile ancheperil casononsimmetrico.Sup-

poniamoche,datigli scalariry,... ,r, 1,p1,--. ,Pn_1€b1,...,b,, Sianecessa-
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rio risolvereil sistemdineare7x = b dellaforma

R PP I P I
D1 1 Tn—2
D2 : : =
1 T1
| Pn1 Pn2 "0 D1 1 1 [ *n ] _bn_

Nel procedimentoche segue si richiede che le sottomatriciprincipali Ty, & =
1,...,n, sianononsingolari.Usandda notazionentrodottaprecedentementsi
mostrachenotele soluzionidei sistemidi ordinek

Ty = —rp=—[ri,re,..., 7"
Tkw = —DPr= _[plap%"' apk]T
Tix = by =[bi,by,..., b,

si puo ottenerda soluzionedei sistemi

T

Tk Ekrk: Z ry
prk 1 «Q Tk+1
T, E.r u
k kYE __ Pk (2.5)
prk 1 v P+
Tk Ekrk A% bk
P, B 1 M br+1

con O(n) operazioni. In questomodo & possibilerisolvere un sistemadi Toe-
plitz non simmetricocon O(n?) operazioni. Tuttavia la stabila del processce
assicurataolosele matrici T}, sonosufiicientementdencondizionate.

2.1.1 Risultati numerici

Per verificare numericamentde prestazionidell’algoritmo di Levinson e stato
consideratain sistemdinearedel tipo

Tx = b,

17



p=99/100

Figura2.1: condizionamentaelle matrici KMS

dovelamatricel e statasceltain alcunefamigliedi matricitestpresentin lettera-
tura[11] eil terminenotoe statocostruitomediantal prodottob = Te, fissando
arbitrariamentéa soluzionee = (1,1,...,1).

Tale sistemalineare & statorisolto, al cresceredella dimensione,mediante
la nostraimplementazionelell’algoritmo di Levinsone mediantel’algoritmo di
Gausscon pivoting di colonnadisponibilenellalibreria di Matlab[14]. Nel cor
so del calcolo sonostati memorizzatiil numerodi operazionies@uite dai due
algoritmie gli erroririscontratinellasoluzionenumericacalcolatiin normasc

Ix — el = max |z; — 1.

geeny

Un primo teste statoeffettuatoutilizzandomatrici KMS (Kac-Murdock-Sze-
go). Questematrici dipendonoda un parametrg, e sonodefinitive positive per
0 < p < 1. Il suoelementagenericoe datoda

T(,j) = p"7?
e peri nostri testabbiamofissatop = 1/2,9/10,99/100. Comeevidenziatoin

Figura2.1,il condizionamentali questematrici @ molto sensibilealla variazione
del parametr.

18



10°
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numero di operazioni

| | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ordine della matrice

l 0 1 1 1
0

Figura2.2: complessih computazionald,evinsonvs. Gauss

La Figura2.2,cheriportala complessicomputazionaldeiduealgoritmi uti-
lizzati, evidenziail vantaggioccomputazionalelerivantedall’utilizzazionedell’al-
goritmo veloce: comegia dettola complessié computazional@er Gauss(linea
tratteggiata)seguel’ordine di O(n?) e perLevinson(lineacontinua)seguel’ordi-
nedi O(n?). Nelle Figure2.3,2.4 e 2.5 sonoinveceriportati gli erroririportati
daiduealgoritmiperi vari valori di p.

Comesi puo osserare, l'algoritmo di Gaussrisulta piu accuratoal cresce-
re del condizionamentograziealla maggiorestabilita assicuratalal pivoting di
colonna. Quandoil condizionament@ basso,nvece,i due algoritmi hannola
stessaccuratezzan particolareperp = 1/2 I'algoritmo di Levinsonfornisceun
errorenullo, mentrel’errore prodottodall’algoritmo di Gausse dell’'ordine della
precisionedi macchina.

Il nostrosecondaesempioce costituito dalle matrici PROLATE [17] definite
da

2w sek =0,

T= (ti*j) con t = {sin(27rwk) ; ;
—— altrimenti

Essedipendonadaun parametras, danoi fissatoa 0.25, e risultanodefinite po-
sitive per0 < w < 1/2. Sonomatrici molto mal condizionatecomeevidenziato
dallaFiguraZ2.6, e per questomotivo abbiamolimitato la dimensionean < 25.
La Figura2.7 illustra i risultati numericiottenutiin questocaso,e confermale
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errore in norma infinito

errore in norma infinito

x 107"

0 5 10 15 20 25 30 35
ordine della matrice

Figura2.3: errori, KMS, p = 1/2
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errore in norma infinito

numero di condizionamento
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Figura2.5: errori, KMS, p = 99/100
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Figura2.6: condizionamentalelle matrici PROLATE
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errore in norma infinito
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!
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=
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h
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Il Il
10 15
ordine della matrice

20 25

Figura2.7: errori, PROLATE, w = 0.25

osserazioni fatte sul primo esempioriguardoalla superiorit dell’algoritmo di
Gausssull’algoritmodi Levinsonin presenzali matrici molto mal condizionate.

2.2 Matrici di Vandermonde

Definizione2.3 UnamatriceV € R»+)x(n+1) gjdicedi Vandermondeseesiste

unvettoe v € R", talecheV = V(uy,...

quindi

1
1
1

1

Vo ... UO
VL. Ul
Vo vy
Up - - vy

,Un) = (Vij)ij=0,..n CONV; = v] €

Comegiavisto perle Toeplitz,ancheperquestamatricivalgonole considerazioni
suivantaggii lavoraresuunospaziodi memoriamolto minoredi quellorichiesto
permatrici generiche.
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| sistemie quindile matricidi Vandermondsorgonospessan problemidi in-
terpolaziones approssimaziondnfatti risolvereil sistemal’a = f & equivalente
acalcolareun polinomiointerpolante.

Fissatii valori (z;, f;) peri = 0,...,n, il problemadell'interpolazionepo-
linomiale consistenel trovare il polinomio p € II, tale chep(z;) = f; per
i = 0,...,n. Tale polinomio esisteed € unico sele ascissedi interpolazione

sonodistinte. Esprimendg nellabasecanonica

n
p(x) =) a’,
=0

le condizionidi interpolazione

n

J_ -
g ajz; =f; 1=0,...,n,
4=0

possonassereiscrittein formamatriciale

1 o .- .Ig Qo f()
1 Ty ... 33? aq f1
1 zo ... Ty S

1 z, ... xy an, fn

La matriceV = (z7), j=o,... » € di Vandermonded & non singolaresee solo se
x; # x; peri # j. Un algoritmoveloceperla risoluzionedi questosistemapud
esserattenutoesprimendal polinomiointerpolantenellaformadi Newton

p(r) = co+ea(r—x9)+ea(x—xo)(x—21)+---
ot ep(r—xo) (T —31) - (T — Ty 1)

ecioé

k—

p(z) =co+ zi: Ck <1_[1($ - »Tz)) (2.6)

=

dovei coeficienti ¢, del polinomiocoincidonoconle differenzedivise
Cr = f[ﬂf(), L1y - ,.’Ek].
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| coeficienti ¢, posson@uindiesserealcolatiapplicandda definizionericorsiva
delledifferenzedivise

f[xz]:fza izoa]-a"'an

STicrs - Tigw] = [T, - Tigp—1]
itk — L

fl@i Tig1, - o s Tigk] =

Definiamoorai polinomi

n\T) = Cp
Pu(T) 2.7)
Pe(2) =k + (2 — 2p)ppra(z), k=n—-1n-2,...,0
e osserviamahe
po(z) = p(z)
L’algoritmo

(Co,... ,Cn):(fo,... ,fn)
fork=0,1,... ,n—1

fori=nn—1,... k+1
Ci — G (2.8)

C; =
YT — Tk

end
end

calcolaappuntoi coeficienti ¢, del polinomio utilizzandola definizione2.7. Se
esprimiamdl polinomiopy(z) in formacanonica

n—~k
p(z) = alf) 2l (2.9)
=0

possiamaicavarei coeficienti al(-k) uguagliando terminidi ugualgradonelledue
espressiondi p,(x). Questaportaallaricorsione

ol =

Cn
fork=n—-1,n-2,...,0
N
fori=k+1,k+2,... , n—1
’ ’ ’ 2.10
o) = D _ g ol (2.10)
end
o) — )
end
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cheforniscele componentdel vettoreincognitoa in quanto

0

a; i s 1=0,...,n.

Fissatiil vettorex = (xzo,...,z,)T, avente elementidistinti, ed il vetto-
ref = (fo,--.,fn)", la segguenteimplementazioneMatlab dell’algoritmo so-
vrascrie f con la soluzionea = (ay,--.,a,)" del sistemadi Vandermonde
V(zg,...,zn)a="f

function f=vsolve(x,f)
n=size(x,1);
for k=1:n
for i=n:-1:k+1
f(i)=(F(1)-f(i-1))/(x()-x(i- K);
end
end
for k=n-1:-1:1
for i=k:n-1
f())=f(i)-f(i+1)*x(k);
end
end

L'algoritmo richiede5n? /2 flops
E interessantelareunaformulazionematricialedell’algoritmo appenaespo-
sto. Definiamola matricebidiagonalenferiore L (o)) € R™1)x("+1) con

Iy o7

1 0
—a 1
Lk(Oé) =

0

0 —a 1
e la matricediagonale
Dy =diag(1,...,1, 251 — Ty« » Ty — Tn—g—1)-
k+1

Definiamoinoltre le matrici
L=D; L, 1(1)---Dy'Lo(1)
U= Lo(ﬂCo)T' . Lnfl(xnfl)T
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rispettvamentetriangolareinferiore e superiore. E immediatoverificarecheil

vettorec = (cy,- - - ,c,)" delle differenzedivise pud essereottenutodal vettore
f = (fo,.--,fn)" mediantdarelazione
c=Lf.

Inoltre I'algoritmo 2.10e equialenteal prodottomatriciale
a="Uc.

Questaci permettadi concluderechel’algoritmo di risoluzionedel sistema/a =
f e equivalenteallafattorizzaziond/ L dellamatriceV !, e quindiallafattorizza-
zione LU di V, in quanto

a=V"'f=ULf

implicale fattorizzazioni
V'=UL e V=L"U""

Questeconsiderazionconsentondli risolvereconun algoritmoveloceanche
il sistematrasposto
VTz =b,

utilizzandola fattorizzazioneappenattenuta:

z = (VY™ = LU
= (Lo()" Dyt Ly (1) D2 (L 1 (2n 1) - - Lo(20) )b

Datii vettorix = (zo, ... ,z,)T conelementidistintieb = (b, ... ,b,)T il
seguentealgoritmosovrascrire b conla soluzionez = (z, ... , z,)T nelsistema
di Vandermonde

V(zo,...,z,) 2z =Dh.

Unasuaimplementazioné ambienteMatlabé

function b=vtsolve(x,b)
n=size(x,1);
for k=1:n
for i=n:-1:k+1
b(i)=b(i)-x(k)*b(i-1);
end
end
for k=n:-1:1
for i=k+1:n
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Figura2.8: condizionamentaelle matrici di Vandermonde

b(i)=b(i)/(x(i)-x(i-k));

end
for i=k+1:n
b(i-1)=b(i-1)-b(i);
end
end

cherichiede5n? operazioni.La primapartedel programmecalcolai coeficienti
del polinomioedesegueil calcolodi U”'b e la secondaartecalcolala soluzione
esguendal prodottoL” (U™Db).

2.2.1 Risultati numerici

In modoanalogoa quello fatto perle matrici di Toeplitz, sonostatifatti duete-
st perverificarel'efficienzadegli algoritmivsolve evtsolve comparaticon
quello di Gauss. Sonostatecostruitedue matrici di Vandermondepartendoda
uncampionamentaniformedell’intervallo (—1, 1) edainodidi Chebyche [15].
L’elevatonumerodi condizionamentalelle matrici ottenutee illustratoin Figura
2.8. | sistemilineari caratterizzatdatali matrici e dalle loro traspostesonostati
poi risolti congli algoritmivsolve ,vtsolve e conl’algoritmo di Gauss.
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Figura2.9: complessia computazionale
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Figura2.10:errori,vsolve vs. Gauss) caso
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Il vantaggiocomputazionaleegli algoritmivelocieé confermatadai graficiri-
portatiin Figura2.9. Le Figure2.10e 2.11riportanoinvecegli errori misuratiin
presenzalellaprimamatricedi Vandermondementrele Figure2.12e 2.13mo-
stranogli erroririferiti allamatricecostruitaa partiredanodidi Chebyche. Que-
sti grafici mostranounasostanzialequivalenzadei vari metodi, con un leggero
svantaggian terminidi accuratezzaergli algoritmivelocinei sistemitrasposti.

2.3 Altr eclassidi matrici strutturate

2.3.1 Matrici di Cauchy

Definizione2.4 UnamatriceC' € C**" si dicedi Caudy seesistonadei vettori

n i — .. s R R — —1 1 1
t,s € C" tali cheC' = (cij)ij=1,...,n CONcy; = 7=~ equindi
1 1 . 1
t1—81 t1—s2 t1—8n
1 1 . 1
C = to—s1  t2—sS2 ta—sn
1 1 L. 1
| th—s1 tn—S82 tn—8n
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Questadefinizioneclassicae stataestesgercomprendereinaclassepiu am-

pia di matrici.

Definizione2.5 UnamatriceC € C**" si dice Caudy-like seesistonodei vet-

tori t,s € C" e deivettori ¢;,9;, € C*, ¢
generlmentepiccolorispettoad n, tali che C' = (¢;5)i j=1,... n CON¢;; =

quindi

D1,

t1—s1

D3¢,

to—s1

Do

th—S1

D1y

t1—S2

D39

to—so

DoV

th—S2

=1,...

$1%n

t1—8n
D3¢,

to—sn

Pn¥n

tn—58n

,n, dove o € un numep

_ i

ti—$;

E immediatoosserare che la prima definizioneé ricavabile dalla seconda
ponendx=1e¢, =, =1,i=1,... ,n.

Le matrici Cauchy-like non hannounagranderilevanzaapplicatva, mahan-
no unanotevole importanzaperil nostrostudioin quando,comeverra illustrato
nel Capitolo4, per questaclassedi matrici € possibileutilizzare un algoritmodi
fattorizzazionevelocee numericamentstabile perla possibilitxdi implementare
il pivoting di colonnasenzadistruggerda strutturadellamatrice.

2.3.2 Matrici di Hankel

Definizione2.6 Una matrice H € R**" si dice di Hankel se esistono2n — 1

scalarihy, . .. , ho,—o tali cheH = (h;;); j=1,.. » CONhA;; = hiy;_o €quindi
e hoos  Tuoy |
hy ho hno1  hy
H =
hn—2 hn—l h2n—4 h2n—3
| hn—l hn h2n—3 h2n—2 ]

Spessde matrici di Hankel si trovano inquadratenella classepiu generale
delle matrici Toeplitz-plus-Hankl.

Definizione2.7 Unamatrice A sidiceToplitz-plus-Hankl, o pit brevementena-
trice T+H, see esprimibilenellaforma A = T + H, doveT € unamatricedi
Toeplitze H € unamatricedi Hanlel.
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Le matrici T+H sonoestremamentdiffusenelleapplicazionicomeadesem-
pio neiprocessdi ortogonalizzaziong/], nel campodelleequaziondifferenziali
aderivateparziali,nel signalprocessingetc.

Perguestomotivo c’e attualmentaun grossointeresseer gli algoritmi desti-
nati al trattamentali questematrici, si vedaades.[9].
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Capitolo 3

Problemi checonduconoa sistemi
lineari strutturati

3.1 Risoluzionedi equazionidiffer enziali

Consideriamd’equazionedifferenzialecon condizionial contorno(problemadi
Dirichlet) del second’ordine

-y +q(z)y = f(2)
y(a) =a, yb)=p

doveassumiameheg, f € C|a, b], cioé sonofunzionicontinuein [a, b], eq(z) >
0 perz € [a,b]. Sitrattadellacelebreequazionali Sturm-Liouville, perla quale
€ notocheesisteunasoluzioneunicay : [a, b] — R.

Perdiscretizzard’equazione(3.1) dividiamo l'intervallo [a, b] in n + 1 sot-
tointenalli uguali

(3.1)

0=2) <21 <+ <Tp <Tpi1 =00
con
b—a
n+1
e denotiamocon u; I'approssimazionealella soluzionesull’i-esimo punto della
discretizzazione

zj=a+jh, h=

u; ~y(r;), i=0,...,n.
Sostituiamoora I'operatoredifferenziale D?y(z) = y"(x) con I'operatorealle
differenzecentrali
z+h)—2y(z)+y(z —h)
h? ’

AZy(z) = YL (3.2)
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cheapprossimda derivatasecondan quantosi puo dimostrard16] che
A?y(z) = y"(z) + O(h?)

sey € C*[a, b)].
Operandajuestasostituzioneell’equaziondg3.1) valutatasul genericgounto
z; delladiscretizzazionesi ottiene
2U; — Ui 1 — Uiq1
h2
Ora, imponendoy(a) = «, y(b) = @ eintroducendadl simbolog; = ¢(x;) si
arriva al sistemadi n equazioniineari

+ q(@s)u; = f(2i,u3) = fi

24+ Rq)us —uy =k f1 + «
—uisy + 2+ PP¢)ui — uip = R fi, i=2,...,n—1
—Up—1 + (2 + thn)'UIn = h2fn + ﬂ

Questosistemauo esserescrittonellaformamatriciale

Au=g
con
( Uy \ ( iR+«
: foh?
u= , g= :
- fnah?
\ tn ) fah?+ 8 )
e dove ) )
2 + g1 h? -1 0
—1  2+gqh? -1
A —
—1
0 -1 24 ¢g,h? |

e unamatricetridiagonaledi Toeplitz.

Schemidi discretizzazionalifferentida (3.2) produconadifferenti matrici di
Toeplitz, mentrela versionebi-dimensionaledel problemaai limiti (3.1) condu-
ce ad un sistemdinearecaratterizzatala unamatricecon strutturadi Toeplitza
blocchi.
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3.2 Approssimaziongolinomiale ai minimi quadra-
ti in L?[a, b]

Consideriamdo spaziodi Hilbert L?[a, b] conprodottointerno

b
(19)= [ f@g@yis
econlanorma

I£1l= (f, )2

indottadal prodottoscalare.Con1II,, denotiamdo spaziodei polinomidi grado
al piu n. Vogliamotrovareil polinomiop, € II,, cheapprossimaneglio la f nel
sensadei minimi quadraticioe

b
win ||/ — p|2 = min / (@) - p(@)] da. (3.3)

pelly, pell,

E possibilecaratterizzarda migliore approssimazionael sensadei minimi qua-
drati mediantal segguenteteoremdg15].

Teorema3.1 Sia f(z) € L?*[a,b], allora p, € 'approssimazionali f in TI,, nel
sensadei minimiquadrati see solose

<f _pn7p> =0
perognip € I1,,.

Sedotiamoll, dellabasecanonica{1, z, z?, ... ,z"}, il precedentéeoremacon-
duceal sistemdineare

<f_pn;$i>:() 1=0,1,...,n

chee dettosistemadelle equazioninormali Seesprimiamda migliore approssi-
mazionenellabasecanonica

n
pn(x) = Z ijxj
j=0
otteniamo
<pna$i>:<f,$i>, i=0,...,n
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Z(mi,xj>aj =(f,z"), i=0,...,n.

=0

Il sistemadelleequazionnormalipud esserescrittoin formamatriciale

Ha=f
dovesi ha
% (f,1)
o — C¥.1 P <fa.$>
a (f,a")
edove

e = [ s

sonodettii momentidellafunzionef. La matriceH & datada

il b

b
Hj = 2= [ 2Mde = ———
i = (@) / itj+1

a

ede dettamatricedi Gram.In particolarese[a, b| = [0, 1]

1
L 1
Hij = / .’EH—]d.T = " (34)
0 1+7+1
La matricecod ottenuta
[ 1 1 1 i
L 3 3 "
11 1
2 3 n+1
H=|1 : 1
3 n+2
1 1 1 1
| n n+tl n—+2 2n—1




e dettamatricedi Hilbert. Questanatricehala proprietidi esseresimultaneamen-
te di Cauchye di Hankel. Essarisultafortementemalcondizionata si puo dimo-
strarechel’andamentaasintoticodel suocondizionamentoispettoallanorma2 e
datoda

K,Q(H) ~ 83'5n.
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Capitolo 4

Struttura di spostamento

4.1 Rangodi spostamento

Definizione4.1 Il rangodi spostamentsuperioe di unamatriceRn x n eil piu
piccolointero o (R) tale chesi puo scrivese:

at(R)
R= ) LU
i=1
dove {L;}; ) sonomatrici di Toeplitz triangolari inferiori e {U; }“+(R sono

matrici di Toeplltztrlangolan superiori.

Definizione4.2 1l rangodi spostamentmferiore di unamatriceRn x n il piu
piccolointero o (R) tale chesi puo scriveee:

dove {L; }”“f(R sonomatrici di Toeplitz triangolari inferiori e {Y; }0“r sono
matrici di Toeplitztriangolari superiori.

Introduciamda matricedi spostamenta avanti (forward-shifi

0 0
1

7 =
0 1 0
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L’ operatoredi spostamentger unamatricehermitianadi dimensionen € stato
definitoperla primavoltain [12] come

A(R) = R— ZRZ"* (4.1)

dove Z* rappresentfiaggiuntadellamatrice 7, ossiala matricetraspostaconiu-
gata.L’espressione& RZ* corrispondeallo spostament@shift o displacemenin
inglese)dellamatrice R versoil bassdungola diagonaleprincipaledi unaposi-
zione, il chegiustificail nomeattribuito all’'operatoreA. Sela matriceA(R) ha
rangor, indipendentedan, alloraR & dettastrutturatarispettoallo spostamen-
to definitoin (4.1) e il numeror coincideconil rangodi spostamentguperiore
a4 (R), comeverramostratonel Teoremad. 1. La definizionedi operatoredi spo-
stamentacsi puod estendered unamatricenon hermitianae anchea matrici non
guadrate.

Lemma4.1 Datii vettoricolonnax = {z;}* ,,y = {v:}%,, 'equazionematri-
ciale

R—ZRZ' =) xiy} 4.2)
i=1
hal'unica soluzione
R=) Lx)U(y), (4.3)
=1

dove L(x) denotauna matricetriangolare inferiore di Toeplitzla cui prima co-
lonnaé x, e U(y*) denotauna matrice triangolare superioe di Toeplitzla cui
primariga ey*. Allo stessanodol’equazionematriciale

R—-7"RZ = za:xiy: (4.4)
=1
hal’'unica soluzione
R= Y UG, @s)
i=1
dove
X" =[zp,...,z1] quando x* =[zy,...,x,].
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Dimostrazione. Perl'unicitanotiamoche
Ry —ZR\ 7" = Ry — ZRy Z*
implica
Ry — Ry = Z(R, — Ry) 7",

equazioneheammettd’'unica soluzioneR; — R, = 0.
Perdimostrard’esistenzapsserviamannanzituttoche

Lx)U(y") = Z[LU(y")] 2" = xy*. (4.6)

Tale propriet si pud verificare per il casodi matrici 3 x 3 ed estendergoi
facilmenteal casogenerale Sostituendmrala (4.3) nell’equaziond4.2) si ottiene

iLiUi - Z(i LU)Z" =
i=1 i=1
= i (LZ(]Z — ZLZUzZ*) = ixi}’f
i=1 =1

perla (4.6). Persemplicib abbiamaopostoL(x;) = L; eU(y}) = U;.
La secondgartedel teoremasi dimostrain modoanalogo. O

Esisteunacaratterizzazionéel rangodi spostamentahefornisceancheun
algoritmoperla suadeterminazione.

Teorema4.1 | ranghidi spostamenta, e «_ Si possonttenee mediantele
seguentirelazioni

ar(R) = rank(R— ZRZ"Y),
a (R) = rank(R— Z*RZ),

doverank(A) indicail rangodellamatrice A.

Dimostrazione. La dimostrazionesegueimmediatamentealLemmad4.1. In-
fatti se R haunarappresentazionainima

s
R=> L(x)U(y;),
=1
allora

R—ZRZ* = ZJrXiy;k,
i=1
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cheharangoco. in quantoil rangodi unamatrice A di dimensionen, coincide
conil minimointerot chepermettedi scrivere

t
A= Z XYy -
i=1

Viceversase R — ZRZ* harangoco,, allora devono esisteredei vettori x; =
{2}, vi = {w: )5 - tali che

R—-ZRZ" = ZJrXiy;-".
i=1

Peril Lemma4.1abbiamaoallora

at

R= ZL(Xi)U(y;k)-

=1
Si puo usareunadimostrazionesimile perla rappresentaziongi o_. O
E immediatoosserareche

R—ZRZ* = R ‘|- R , 4.7)

$ o ¥ 0

dove R & la sottomatriceprincipaledi R di ordinen — 1. Percd perunamatrice
di ToeplitzT siha

tl t2 tn

T-7TZ" =

che harango 2, e questoprova che o, (T') = 2. Nell'altra notazionesi ha
similarmente

R-Z'RZ = (4.8)

=
|
=
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Le espressioni4.7)e (4.8)spiggano,anchegraficamenteg ragionichehanno
condottoall'introduzione del termine rangodi spostamento Infatti, come gia
accennat@recedentemente, RZ* spostda matricedi partenzali unaposizione
versoil bassdungola diagonaleprincipale,inserendmellaprimariga e colonna
un vettoredi zeri. SeinvececonsideriamaZ*RZ, lo spostamentai R avviene
allo stessanodo,madi unaposizioneversol'alto ei vettoridi zerisi inseriscono
all'ultima riga e colonna. Nel casodelle matrici di Toeplitz, la differenzaR —
Z RZ* risulta essereuna matriceche harangor = 2 indipendentedan. La
propriet interessantegltre chenuova, € che questofatto vale per unaclassedi
matrici piu ampiadi quelladelle matrici di Toeplitz.

Poiche sappiamahela strutturadi Toeplitznone invarianteper svariateope-
razioni molto frequentiquali la moltiplicazione,l'in versione,la fattorizzazione
LU, etc., vorremmocercaredi capire per quali operazionirisulta invarianteil
rangodi spostamento.Un risultato particolarmentesignificatvo e fornito dal
seguenteteorema.

Teorema4.2 Il rangodi spostamentguperioe edinferiore di unamatricenon
singolar e ugualeal rangodi spostamentmferiore e superioke, rispettivamentge
dellasuainversa

ay(R) = a(R7)
a (R) = ay(RM).
Dimostrazione. Notiamoche
a_(R™") = rank(R™' - Z*R™'7)
= rank((R™' - Z*R™'Z)R)
= rank(I — Z*R™'ZR)

poicheil rangononeé influenzatodallamoltiplicazioneperunamatricenonsingo-
lare. Applicandola propriet

rank(/ — AB) = rank(I — BA)
possiamaontinuarda catenadi uguaglianze

a_(R™") = rank(I — ZRZ*R™)
= rank((I — ZRZ*R ')R)
= rank(R — ZRZ*) = a4 (R).

Nello stessanodosi pud dimostrard’altra uguaglianzalel teorema

ar(R™) = a_(R).
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Un’altra propriet per cui € invarianteil rangodi spostament@ legataalla
cosiddettanerziadi spostamentdi unamatriceR.

Definizione4.3 L'inerzia di una matrice hermitanalRR € la terna di numeriin-
teri non negativi (p, z, ¢) cheindicano,rispettivamenteil numepo di autovalori
positivi, nulli e negativi di R.

E immediatoosserarechela sommap + ¢ coincideconil rangodi R.
Un risultato classicorelativo all'inerzia di una matrice e dato dal seguente
teoremd6].

Teorema4.3(Leggedi inerzia di Sylvester) Se R € una matrice simmetricae
X eéunamatricenonsingolar, allora R e X*RX hannola stessanerzia.

Se R é unamatricehermitianasappiamahe A(R) & anch’essainamatrice
hermitiana.

Definizione4.4 Sidefinisceinerziadi spostamentali unamatrice hermitanaR
la terna di numeriinteri non negativi (p, z, ¢) che indicano, rispettivamentgil
numepo di autovalori positivi, nulli e negativi di A(R). Inoltre la sommap + ¢
coincidecol rangodi spostament¢superioe) di R.

Useremoquestadefinizioneper evidenziareun'altra proprieti della struttura
di spostamento.

Lemma 4.2 Linerzia di spostamentali una matrice hermitiananon singolae
R rispettoa R — ZRZ* & ugualeallinerzia di spostamentaispettoa R~ —
Z*R~'7, ecioe

Inerzia(R — ZRZ*) = Inerzia(R™' — Z*R™' 7). (4.9)

Dimostrazione. Consideriamda seguenterelazione

R Z
Z* R—l
I 0 R 0 I 0
7RI 0 R'—2Z*'RZ 2RI
I ZR R—ZRZ* 0 I ZR
0 I 0 R o I |
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dove abbiamautilizzatol'identita R(R*)™' = I = R™'R*.
Ora,peril Teoremad.3le matrici
R 0 R—ZRZ* 0
0 R'-Z*R7'Z 0 R™!

hannola stessanerzia,avendoentrambda stessanerziadellamatrice

R Z
* Rfl

Ma poiche I'inerzia di unamatriceR e ugualeall’inerzia della suainversa,visto
chegli autovalori dellainversasonogli inversidegli autovaloridi R e quindihanno
lo stess®egno,latesichelnerzia(R— ZRZ*) = Inerzia(R~'—Z*R~'Z) rimane
provata. U

4.2 Struttura di spostamento

L'operatoredi spostament@4.1), apparsgoer la primavoltain connessioneon
le matrici di Toeplitzin [2] e [12] e successiamenteformalizzatoin unateoria
estesan [10], e statogeneralizzatmellaforma

Apay(R)=R—-F-R- A, (4.10)

dove F' e A sonoduematrici di ordinen, allo scopodi estenderde propriet di-
mostrateperle matricidi Toeplitzadaltreclassidi matricistrutturate L’operatore
A(r,ay € dettooperatoreadi spostamentdli Steinrelativo alle matrici { F, A}.

Nel nostrostudio utilizzeremolo stesscoperatorenella cosiddettaforma di
Sylvester introdottaper la prima volta in [10] ed utilizzatain numerosilavori
successi, comead esempiain [3]. SianoF e A duematrici di ordinen e sia
R € C**™ unamatricechesoddisfi’equazione

Vwa(R)=F-R—R-A=G-B (4.11)

per determinatematrici rettangolariG € C*** e B € C**", doveil numeroa &
piccolorispettoan e comunquendipendentelaesso.

Definizione4.5 Le matrici G e B sonodette { F, A}-genertori di R, e il piu
piccolointero

a = ayp 4} (R) = rank(FR — RA)
tra tutti gli {F, A}-geneatori & chiamatorangodi {F, A}-spostamentalella
matriceR.
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Se F' e A sonomatrici non singolari, € immediatoosserare che questade-
finizione di rangodi spostament@ equvalentea quella basatasull’'operatore
(4.10). La formadi Sylvester(4.11) dell'operatoredi spostament@ statain
seyuito ulteriormentegeneralizzatan [13] nellaforma

Vioara=2-R-A—F-R-A

chechiaramenténcludeentrambde definizioniprecedenti.

Il risultatocruciale checonsentali esprimerén manieramolto piu generalel
concettadi strutturae che perognunodei modelli di strutturaintrodotti nel Capi-
tolo 2 é possibilescegliere unacoppiadi matrici{ F, A} perdefinireun operatore
di spostament®¥ g, 43(-) : C**™ — C**" dellaforma

Vira)(R) = FR — RA (4.12)

in modo tale cheil rangodi {F, A}-spostamentalelle matrici della classein
esamaisulti costante.

Questofatto consentead esempio,di memorizzareuna matrice strutturata
semplicementenediantei suoi generatorie soprattutto,comevedremo,di svi-
lupparealgoritmivelocidi fattorizzazionehenecessitinaell’aggiornamentalei
soli generatori.

Inoltre, si verifica chel'insieme delle matrici che, per unadatasceltadi una
coppia{F, A}, mantenganain rangodi { F, A}-spostamentcostanteisultaes-
seremolto piu vastodella classedi matrici di strutturateche ha portatoa quella
scelta,includendo,ad esempioanchele inversedelle matrici strutturatedi par
tenza.Perquestomotivo ciascuninsiemedi matrici vienedenotatcaggiungendo
il suffisso-like al nomedellaclassestrutturatadi partenza.

Perchiarirela situazioneanalizzeremmrale generalizzaziondelle classidi
matrici strutturatepresentatanel Capitolo 2, presentandde scelteusualiperle
coppie{F, A} edillustrandola forma che assumona generatorin corrispon-
denzadelle matrici strutturateclassiche. A questoscopoe utile introdurre la
matrice

0 O 0 ¢

1 0 0
Zy=10 1

0 ... 0 1 0

Se¢ = 1, lamatriceZ; e chiamatamatriceciclica di spostamentin avanti,
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1. Matrici Toeplitz-like.

F= Zla
A == Z,l.

Perunamatricedi ToeplitzT" dellaforma(2.1) si ha
V{Zlﬂzfl}(T) = ZlT - TZ—l = G . B

dove duepossibiligeneratorassumonda forma

to 1
1+t (1) O
G = to + t_(n_z) 0

th—1 +11 0

0 0 ce 0 1
B =
th1—t1 tho—to -+ t1—1t_m-1) to

Questaci mostracheunamatricedi Toeplitzharangodi {7, Z_; }-sposta-
mentougualea due.

2. Matrici Vandermonde-like.

F=D, = diag(xl, ... ,xn)a
A=17.

Perunamatricedi Vandermondelassical’ (x) si ha
V{DX’ZI}(V(X)) = DXV(X) - V(X)Zl = G . B

dovei generatorassumonda forma

P —1
G z5 —1
zp —1
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Si vede,dunque,cheunamatricedi Vandermondédarangodi { Dy, Z; }-
spostamentogualead uno.

. Matrici Cauchy-like.

F= Dt = diag(tl, ce :tn)a
A = Dg = diag(s1, ..., 5n).

Questoinsiemedi matrici strutturatecoincideesattamenteon la classedi
matrici Cauchy-like precedentementiefinitenel Paragrafa2.3.1.1n questo
caso,seC e unamatriceCauchy-like, abbiamo

Vie,03(C) =D C -CDs =G - B

dovei generatorsonodellaforma

G*:[¢'1 Py - ¢n]
B:|:¢1 Py - ’(»bn]

con ¢,,¢p, € C* peri = 1,...,n. Sivede,dunque,che unamatrice
Cauchy-like harangodi { D, D }-spostamentagualead «.

. Matrici Toeplitz-plus-Hankel-like.

F = }/E)Ov
A= }/117
doveY, ; edefinitada

v 1 0 0

1 0 1
Y,s=1]0 1 0
: 0 1
0 0 1 ¢
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4.3 L'algoritmo di Schur

L'algoritmo di Schurper la fattorizzazioneLU di unamatrice A non singolare
consisteessenzialment@ unariformulazionedel classicoalgoritmodi triangola-
rizzazionedi Gauss.

DataunamatriceA = A®" percui esistda fattorizzaziond U, consideriamo
il seguenteprodottomatriciale equivalenteal primo passalell’algoritmodi Gauss

oo || e e ]
LAD = [—11 In_lj [bl R11J — [bl—dlll " —lllc’{ J (4.13)

Perannullaregli elementidella prima colonnasituati al di sottodella diagonale
principaleé necessariassgnare

1, = di'b;.

Si definisceallora complementali Schurdell’elementod; di posto(1,1) nella
matriceA®) la matrice

Sl = R1 - dflblcf.

Questamatricerappresentéa sottomatriceorincipaleformatadalle ultime n — 1
righe e colonnedella matrice A® risultantedalla applicazionedel primo passo
dell’algoritmodi Gaussalla matriceA.

Il passok dell’algoritmo di fattorizzazionedi Gaussconsistenel prodotto

matriciale
k k k k
A+ o A(k) Iy 0 Agl) Agz) _ Ag1) AgQ)
— Lk - ~ ) - ~
0 Ly 0 AW 0 L,A%¥

il cui bloccodi posto(2, 2) si pud rappresentareellaforma

f/kAgg): 1 0 . dy ¢ _ dy, cj
. P A by Ry 0 S
dove
1, = d; 'by
ela matrice

S, =R, — dlzlbkcz
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e il complementali Schurdell’elementod;, nellamatriceAg;). Si vededunque
chel’algoritmo di Gausscorrispondeallacomplementaziondi Schurricorsivadi
unasequenzali sottomatriciprincipalidi A.

| fattori L e U dellamatrice A si possonmttenerememorizzando vettoril, e
c;, ottenutinel corsodell’algoritmonelle matrici

1
1
L= 11 1
1,
1
: 1
e
dy -+ - CT
dy o+ .- C;
U= dk C;;
dp

L'applicazionedell’algoritmo di Schura unagenericamatrice A non com-
portanessurvantaggioin termini di complessi rispettoall’algoritmo di Gauss.
La situazionee differenteper matrici strutturateche soddisfinoparticolaritipi di
equaziondi spostamenta;omeevidenziatodal seguenteteorema.

Teorema4.4 Siadatala matrice

d1 u‘{

L R

R, =
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che soddisfa’equazionedi spostamentdi Sylvester

fi O a;  *
V{F1,A1}(le) = ' . Rl - Rl : ' = G1 . Bl, (414)

*x 0 A

per determinatematrici triangolari F; e A;, conG; € C"** e B; € C**",
Il simbolo x indica una sottomatriceil cui contenutoe ininfluenteai fini del
ragionamento.

Sel’elementod; di posto(1,1) & diversoda zemo, allora il complementdali
ShurRy, = Ry — dl‘llluf soddisfd’equazionedi spostamentdi Sylvester

FQ'RZ_RQ'AZZGQ'BQ;
con

0 1 i
= Gl - 1 - 815
Gy d; 'L (4.15)
[0 BQ]=Bl—b1'[1 dfluf],
doveg; eb, sonola primariga di G, ela primacolonnadi By, rispettivamente

Dimostrazione. Dallaformuladi complementaziondi Schur(4.13)é& possi-
bile ricavarela fattorizzazione

1 0 di 0 1 d;tut
di'ly I 0 Ry 0 I

R, =

Sostituendaquestaespressionéi R; nella equazionali spostamentd4.14) ed
associandalcunitermini, si ottiene

fi 0 d 0 1 di'a:
* F2 0 RQ 0 I
1 0 d 0 a; *
— . . =G, By,
di'ly I 0 R 0 A
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dacui, utilizzandol'espressionalell'inversadi unamatriceelementarali Gauss,
si ottiene

1 0 fi O d 0
i T Py 0 R,
d 0 a; 1 —d;'ut
0 Ry 0 A 0 1
1 0 1 —d'ut
.G, By -
—d'y T 0 I
e
fl 0 dl 0 dl 0 aq ol
' Fy 0 Ry 0 Ry 0 A
1 0 1 —di'ut
-G1-By - . (4.16)
—d,'y T 0 I

Scrivendoi generatoriin modo da evidenziarela primariga di G; e la prima

colonnadi B;, otteniamo
- 1 —d;'ut
] [ b, B } ) 1 4 _
0 1

1 0
—d'y T
81

Gy — di'Lg}

] . [ b1 Bl - dl_lbllf{

Definendo

Gy =Gy — dflllgi‘
Bg = Bl — dflblu}‘,

il bloccodi posto(2, 2) del’equaziong4.16)pud esserescrittonellaforma

FQ‘RQ—RQ'AQZGQ'BQ
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einoltre siha

0 1 .
=G — g1
Go di'L

[0 BZ]:Bl_bl' [ 1 dfluf}.
Restacos dimostratda tesidelteorema. O

Si vededunquecheil complementai Schurmantienela stessastrutturadi
spostamentdelle matrici chel’hannogeneratoe chee possibileottenera gene-
ratori del complementali Schura partiredai generatordelle matrici di partenza
conun bassacostocomputazionale.

Questofatto suggeriscda possibilia di applicarel’algoritmo di Schurad
unamatricestrutturatain modo da operaresolo sui generatoridei complementi
di Schur senzacostruireesplicitamentde matrici intermedie. Un’accortaim-
plementazionali tale algoritmo porterebbead un risparmionell’occupazionedi
memoriae adunriduzionedellacomplessi computazionale.

4.4 Fattorizzazioneveloceestabiledi matrici di Cau-
chy

L'implementazionalell’algoritmodi Schurperla fattorizzazione.U di unama-
trice R, chesoddisfiun equazioneli spostamento

Vipay(R)=F-R —R,-A=G,-B; (4.17)
pud essergiassuntaconi seguentipassi:

1. Ricavaredaigenerator(7, e B; laprimarigaela primacolonnadellamatri-
ce R;. Questdorniscono rispettvamentela primacolonnadi L ela prima
rigadi U.

2. Calcolare,mediantele relazioni (4.15), i generatoridel complementadi
SchurRs.

3. Procedereicorsvamenteipetenda passil. e 2. sullamatriceR,.
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PerunamatriceCauchy-like, questgoroceduraconsistenel seguentealgoritmo

fork=1,...,n

forj=k+1,...,n
b;-9
ljk: ﬁ
end
forj=k,...,n
¢*.¢.
U/kj: tkk—S]]‘
end
fori=k+1,...,n
l,
b=y
¢j = ¢j - l&kqﬁk
_ kj
Vi =¥~ g
end

end

di cui diamoancheunaimplementazion®latlab, scrittain mododaessereappli-

cabilesiaamatricidi Cauchychea matrici Cauchy-like

function
n=size(t,1);
if "any(nargin==[2 4])
error(  ’errato
end
if nargin==2
phi=ones(1,n);
psi=phi;
end
L=eye(n);
U=zeros(n);
for k = 1in
for | = k+1l:n
L(j,k)=phi(:,))*psi(:,k)/(t(
end
for j=kin
U(k,j)=phi(:,k)*psi(:,j)/(t(
end
for j=k+1:n
L(j,k)=L(j,k)/U(k,k);
phi(:,j))=phi(:,j)-phi(:,k)*L(

[L,U]=lu_c(t,s,phi,psi)
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psi(:,j))=psi(:,j)-psi(:,k)*(U (kj MUk k) ;
end
end

La complessih computazionaleli questoalgoritmo € 4an?, dove o, comegia
ricordato,e uninteroindipendentelan cherappresentéa dimensionedei vettori
b e,

Il vantaggiaderivantedall’applicazionali questoalgoritmoa matrici Cauchy-
like consistenellapossibilitadi implementarén essda stratayia del pivoting par
ziale,pur conserandola struttura.Questojnfatti, non e possibileperaltre classe
di matrici strutturatecomead esempiqgoerle matricidi Toeplitzo di Hankel.

ConsideriamainamatriceCauchy-like R; chesoddisfi’'equaziong4.17)per
determinatematricidiagonaliF = Dy e A = Dx.

Nell'applicareil pivoting parzialesi richiedeun movimentodell’elementodi
piu grandemodulodellaprimacolonnadi R, usandaunoscambiadi rigao, equi-
valentementeynamoltiplicazionea sinistraper la corrispodentenatricedi per
mutazioneP;. Dopo lo scambiodi riga la matriceR, = P, R, soddis ancora
un’equazioneli spostamentdeltipo (4.17),in cuilamatriceF’ erimpiazzatadal-
la matrice ' = P, F, P} eil generatores, wenesostltunodaGl P G. Que-
sti movimenti di righe nondistruggonda strutturadi spostamentper le matrici
Cauchy-lile.

Il seguentealgoritmo esgue la fattorizzazionePR = LU per unamatrice
Cauchy-lile R in O(n?) operazioni. Successiamente,con O(n?) operazionié
possibilerisolverei sistemitriangolaricaratterizzatdalle matrici L e U median-
te forward e backvard substitution Nell’algoritmo il simbolo/,, rappresentda
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matriceidentitadi dimensionen.

P=1,

fork=1,...,n
forj=k,...,n

R

ti—sg

end
trovak <qg<n: ‘lq,k‘ = maXg<;j<n |ij‘
Ukk = lqk

scambiat,, et,

scambiagp,, e ¢,

scambide righek eqin L

scambide colonnek eq in P
forj=k+1,...,n

Ug; = %
end
lkk - ]_
fori=k+1,...,n

Lig = &

¢j = ¢j - ljlc¢lc

Uk
’le = '(,bj - u—k,]c'(,bk
end
end

Sgyue unaimplementazionen Matlab cherestituiscel fattori P, L e U di una
matriceCauchy-lile 0 Cauchya secondalei parametrichevengonanseriti.

function [L,U,P]=lupp_c(t,s,phi,psi)
n=size(t,1);
if "any(nargin==[2 4])
error(  ’errato numero di parametri’)
end
if nargin==2
phi=ones(1,n);
psi=phi;
end
L=eye(n);
U=zeros(n);
P=eye(n);
for k = 1in
for j = kin
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L(.k)=phi(:.))*psi(,K)/(t(

end
[m g] = max(abs(L(k:end,k)));
q = qtk-1;

Ulkk) = L(a.k);
t(k a) = t(a K

phi(:, [k a) = phi(,[qg K]);
L(k allk) = L(g K]1:K);
P(k dl:) = P(g kL)
L(kk) = 1:

for | = k+1l:n
U(k,j)=phi(:,k)*psi(:,j)/(t(

end

for j=k+1:n
L(j,k)=L(j,k)/U(K,K);
phi(:,j)=phi(:,j)-phi(:,k)*L(
psi(:,j)=psi(:,j)-psi(:,k)*(U

end

end

k)-s ());

LV
(kj YUk k)

Peravereuniformita conle implementaziona&egli altri algoritmi veloci visti
sinora,abbiamanoltre sviluppatodueprogrammiperla risoluzionedi un sistema

lineare
Cx=b

caratterizzatada una matrice Cauchy-like C'. 1l primo utilizza I'algoritmo di

fattorizzazionali Schursenzagpivoting

function X = ge_c(t,s,phi,psi,b)
if nargin ==

b = phi;

[L U] = lu_c(ts);
elseif  nargin ==

[L U] = lu_c(t,s,phi,psi);
else

error( ’errato
end
x =U\ (L \ b)

mentreil seconddausodel pivotingdi colonna

function X = gepp_c(t,s,phi,psi,b)
n=length(t);
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if nargin ==
b = phi;
[L UP] = lupp_c(t,s);
elseif  nargin ==
[L U P] = lupp_c(t,s,phi,psi);
else
error(  ’errato numero di parametri’)
end
x = U\ (L \ (P*h));

4.4.1 Risultati numerici

Perverificarela performanceli questialgoritmi abbiamoconsideratain sistema
linearedel tipo

Cx = b,

caratterizzatalaunamatriceC' di Cauchy Comenelle altre prove numerichda
soluzionee stataarbitrariamentdissataae = (1,1,...,1)” eil terminenotoé
statoricavato di consguenzamedianteil prodottob = Ce. Il sistemag stato
risolto al cresceralelladimensioneconla nostraimplementazionéell’algoritmo
di Schurcone senzgpivoting, cioé coni programmigepp _¢ ege_c, e conl'al-
goritmodi Gausgyenericaconpivotingdi colonnadisponibilein Matlah Durante
il calcolosonostatimemorizzatil numerodi operazionesguitedaitre algoritmi
e gli errorisullasoluzionein normaso.

La prima matricetest e statacostruitain modo da mantenereun condizio-
namentocontenutoancheper grandi dimensionifissandoi vettori t e s come
segue

t=(2,4,...,2n+1)"
s=(2n—-1,2n-3,...,3,1)".

La Figura4.1 mostral’'andamentodel numerodi condizionamentali questama-
trice.

ComerisultadallaFigura4.2il numerodi operazionieffettivamenteeseguite
dai nostri due algoritmi sonominori di quelle esguite dall’algoritmo di Gauss
(linea tratteggiata) comeprevisto dalla teoria, anchese questovantaggionon e
determinanteiste le esiguedimensionidellamatrice.

Un risultatointeressanté invecerappresentatsul graficodegli erroririporta-
to nellaFigura4.3. Essomostrainfatti chel’errore dell’algoritmodi Schursenza
pivoting crescetroppo rapidamentegendendonesconsigliabile’'uso. Perquesto
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motivo, neltestsuccessio nonsonoriportatii risultati ottenuticonquestaalgorit-
mo. La Figura4.4riportagli errorimisuraticonfrontandd’algoritmo conpivoting
gepp _c e quellodi Gausgperdimensionimoderatamentelevatee illustrala so-
stanzialeequivalenzadei duealgoritmi sottol’aspettodellastabilita. Bendiverso
einveceil costocomputazionald|lustratonellaFigura4.5. Daquestadueultime
figure apparechiarochesi ottieneun vantaggiocomputazionalsenzgoerderan
accuratezzaspettoallasoluzione.

Comesecondaesempice statautilizzatala matricedi Hilbert, notaperil suo
cattivo condizionament@omegia evidenziatonel Paragrafo3.2. Essae definita
da

1

Hyj=——
ij ’i—{—j—l’

,j=1,....n
ede, oltre cheunamatricedi Hankel, ancheunamatricedi Cauchycaratterizzata
daivettorit es aventicomponentt; =ies; =1 — j.

La Figura4.6illustra 'andamentodel numerodi condizionamentali questa
matrice. Nella Figura4.7, invece, possiamoosserare che gli errori hannoun
andamendgiuttostosimile peri duealgoritmi, e non si haun vantaggioin ter-
mini di complessiin quantol’altissimo condizionamentai questamatricenon
consentali risolveresistemilineari di dimensionesuperiorea 15. L’applicazione
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di un algoritmovelocenon portaquindi sostanzialvantaggiin presenzali una
matricemolto mal-condizionata.

4.5 Conversionedi struttura

In [3] si ossera cheil pivoting parzialepud esserancorporatoall’interno di un
algoritmovelocenon solo per le matrici Cauchy-like, ma ancheper ogni classe
di matrici con strutturadi spostamentalefinitada (4.11) e caratterizzatala una
matrice F' diagonale.Infatti & statodimostratoche e possibiletrasformareun in-
siemedi matrici dotatedi strutturadi spostament@ un altro insiemedi matrici
strutturate.Le tecnichepertrasformarematrici Vandermonde-li& e Cauchy-like
in Toeplitz-like mediantda trasformatavelocedi Fourier (FFT) sonostateutiliz-
zatein [8] perridurre la complessi dei prodotti matriceper vettorein presen-
zadi matrici con strutturadi spostamentola trasformazionela Toeplitz-like a
Cauchy-lile & statainveceintrodottain [5].

Incorporanddl pivoting parzialenell’algoritmo di Schurgeneralizzati ot-
tiene, quindi, un algoritmo di fattorizzazioneveloce e stabile, oltre che per le
matrici Cauchy-like,ancheperle matrici Toeplitz-like e Vandermonde-lik. Que-
sto algoritmo non e dunqueristretto ad un’unica classedi matrici regolari, ma
e valido per un’arbitrariamatriceinvertibile in ognunadelle tre classidi matri-
ci appenamenzionate.Alla luce di questeconsiderazione del fatto cherisulta
convenienteapplicarequestoalgoritmoalle matrici Cauchy-like, in [3] sonosta-
te proposteunavarieta di formule chetrasformande classibasedi matrici con
strutturadi spostamentan Cauchy-like. Questeformule richiedonounicamente
la trasformatadiscretavelocedi Fourier (FFT) delle 2« colonnedei generatori
G e B*, chee un’operazioneaccuratarichiedeun bassocostocomputazionale
inoltre preserail condizionamentaellamatrice.

Consideriamainamatrice R chesoddisfi'equazionedi spostamentadi Syl-
vester(4.11) per certematrici F' ed A, e siano7; e 15 due matrici invertibili.
Allora la matrice

R =T\RT, (4.18)
soddistl'equazionedi Sylvester

A A A A A A A

Ve (R) = FR— RA=GB

62



dove

F =T FT}!
A=T;AT,
G =TG
B = BT,.

Questoci consentedi modificarela formadelle matrici F' e A nell’equaziondi
spostamentoe percd di trasformareunaclassedi matrici strutturatein un’altra
classeLe matriciT; e T, hannoil solorequisitodi esserdacilmenteinvertibili e
di poteresserepplicatead un vettoreconbassacostocomputazionale.
Nell'applicarequestaproceduraalla soluzionedi un sistemdinearebisogna
naturalmenteenercontodelletrasformazioncheessamponesul terminenotoe
sullasoluzionedel sistemalnfatti, sostituendda (4.18) nel sistema

Rx=Db

si ottiene
(T\RTy) - (T 'x) = Tyb,

ossiail sistemdineare R R
Ry=Db
conb = T}b, la cui soluzionee legataa quelladel sistemadi partenzamediante
la relazione
x =Thy.
4.5.1 Conversioneda Toeplitz-like a Cauchy-like
Teorema4.5 SiaR € C**™ unamatriceToeplitz-like che soddisfd’equazione
Viznz.y(R)=Z,-R-R-Z_,=G- B, (4.19)
doveG € C"** e B € C**". Allora
C=F-R-Dy'-F*
e unamatriceCaudy-like con
Vip.p 4(C)=D,-C-C-D ,=G-B.

La matrice F ela matricenormalizzatadi Fourier

1 [ 2w .
_ = fgxkfliflq 4.20
7 Vn [e 1<k,j<n ( )
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mente

| nuovi genemtori sonodati da
G=F-G, B=B-D;'-F" (4.21)
Dimostrazione. La tesiseggueimmediatamenteallefattorizzazioni
Zi=F"-D\-F e Z_,=D;'-F*-D_-F- Dy, (4.22)

sostituendde relazioni(4.22) nella (4.19) e moltiplicandoper F a sinistrae per
D, - F* adestra. O

Supponiamaradi doverrisolvereil sistemdineare
Tx=Db (4.23)

dove T' € unamatriceToeplitz-like cheverifical’equazionedi Sylvester(4.19) e

dotatadeigeneratorG e B. SappiamalalteoremarecedenteheC = FT D' F*
e la matriceCauchy-lile trasformatadella matrice7. Quindi, attravrersoquesta
trasformazionel) sistema(4.23)diventa

(FTDy'F*) - (FDox) = Fb

cioé X
Cy=b

dove

Fb

b
x =My = (Dy'F*) -y

La procedurali corversionedi strutturadaToeplitz-like a Cauchy-lile e stata
implementatan un programmaMatlab allo scopodi poterapplicarel’algoritmo
di Schurgeneralizzataad unamatricedi Toeplitz. 1| programmaprendein in-
puti duevettori che definisconda matricedi Toeplitze il vettoreb contenente
I termini noti del sistemae restituisce quattroparametrfondamentaldellama-
trice Cauchy-lile risultante,ossiai vettorit e s e le matrici® = [¢,,... ,¢,] €
U = [4,,...,1,], unitamenteal nuovo vettoredei termini noti b e allamatrice
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M checonsentali trasformarda soluzioney del sistemaCauchy-like nellasolu-
zionex del sistemadi partenzaNel corsodei calcoli si operaesclusvamentesui
generatordelle matriciin gioco senzacostruireesplicitamentda matrici dei due
sistemie quelledeipassintermedi.La matricedi Fourier F, persemplici, € sta-
tausataesplicitamentemnaunaversioneottimizzatadi questoalgoritmodovrebbe
ricorrerealla FFT perridurre la complessih computazionale I'occupazionedi

memoria.

function [t,s,PHI,PSI,M,b1] = trasfoTC(it,ss,b)
if nargin "= 3
error(  ’errato numero di parametri’)
end
if ss(1) "= tt(1)
ss(1) = tt(1);
end
tt=tt(%);
ss=ss(:);
n = size(tt,1);
F = fmat(n) [ sgrt(n);
w = exp(2*pi*i/n);
u = exp(pi*i/n);

D1 = diag(w."[0:n-1].");
Dml = diag(u."[1:2:2*n-1].");
DO = diag(u."[0:n-1].");

% generatori della  Toeplitz

G = [[tt(2);tt(2:n)+ss(n:-1:2)] [1;zeros(n-1,1)]];
B = [zeros(1,n-1) 1;tt(n:-1:2)’-ss(2:n)’ tt(1)];
% generatori della  Cauchy-like

Gl=F* G;

BL=B* DO * F,

% parametri  delle  Cauchy-like

t = diag(D1);
s = diag(Dm1);
PHI = G1;
PSI = B1,
M= DO * F;
bl = F * b

All'interno del programmacompareuna chiamataad una piccolafunzioneche
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consentda costruzionalellamatricedi Fourier, e cheriportiamodi seguito.

function F = fmat(n)
f 2*pi/n;

0:n-1;

i * f * x;
exp(-w*x);

X
W
F

4.5.2 Conversioneda Vandermonde-like a Cauchy-like

Teorema4.6 SiaR € C**" unamatriceVandermonde-li& che soddisfa’equa-
zione

Vipez3(R)=Dx-R—R-Z; =G - B, (4.24)

doveG € C*** e B € C**™. SianoF la matricedi Fourier normalizzata(4.20)
e

27i

D, = diag(l,e%ﬂ, e Ty,

Allora R - 7* € unamatriceCaudy-like tale che
Vioepy(R-F)=Dyx- (R-F)—(R-F*)-D:1=G-(B-F"). (4.25)

Dimostrazione. E sufficiente sostituirenella (4.24) la fattorizzazionedi Z;
riportatain (4.22)e moltiplicarel’equazionea destraper F*. O

Consideriammrail sistemdineare
Vx=Db

dove V' e una matrice Vandermonde-lik dotatadi generatoriG e B. Con la
trasformazioneiportatanel teoremal sistemadiventa

(VF)-(Fx)=b
cioé
Cy =b,

dove C' e unamatriceCauchy-lilkeex = My = F*y.

Il programmache corverteunamatricedi Vandermondén unaCauchy-lile
accettan inputil vettorechegenerda Vandermonde il vettoredei termininoti
b erestituiscd parametridellaCauchy-lile e la matricedi trasformazioné\/.
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function [t,s,PHI,PSI,M,b1] = trasfoVC(tt,b)
if "any(nargin==[1 2])
error(  ’errato numero di parametri’)

o

en
= size(tt,1);
F = fmat(n)’ [ sqrt(n);

w = exp(-2*pi*i/n);

D1 = diag(w."[0:n-1].");

Dx = diag(tt);

% generatori della  Toeplitz

G = [tt."(n)-1];

B = [zeros(1,n-1) 1];

% generatori della  Cauchy-like
Gl = G;

Bl =B* F;

% parametri  delle  Cauchy-like

t = diag(Dx);
s = diag(Dl);
PHI = G1’;
PSI = B,
M= F;

bl = b;

4.5.3 Risultati numerici

In questoparagrafointendiamofare un confrontotra gli algoritmi veloci stu-
diati nel Capitolo2 perle matrici di Toeplitze Vandermonde la proceduradi
trasformazionén Cauchy-like accoppiatall’algoritmo di Schur

Il primo confrontoriguardal’algoritmo di Levinson. Supponiamoguindi, di
volerrisolvereil sistemdineare

Tx=Db

in cui T' € unamatricedi Toeplitz simmetricadefinitapositiva. Le matrici test
utilizzate sonole stessentrodotte nel Paragrafo2.1.1, cioeé le matrici KMS e
PROLATE. eil terminenotoeé quellocorrispondent@ soluzioniunitarie.

Le Figure4.8,4.9 e 4.10riportanogli errori misuratiapplicandogli algorit-
mi di GaussLevinsone I'algoritmo di Schur precedutadallatrasformazionen
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Cauchy-lile, alle matrici KMS, peri tre valori del parametrop = 1/2, 9/10,

99/100. Comesi vedein questiesempil’algoritmo di Schurgeneralizzatopur

producendaisultatiadunlivello di accuratezzaccettabileg risultatomenopre-
cisodayli algoritmidi Gauss Levinson.Perle matrici PROLATE conparametro
w = 0.25, invece,la situazionee differente,comemostratoin Figura4.11. In-

fatti, in questocasol’algoritmo di Schurmantiendo stessagradodi affidabilita
di quellodi Gausspur con minoresforzocomputazionalementrel’algoritmo di

Levinsonrisentemaggiormentelellacrescitadel condizionamento.

Bisognacomunqueicordarechel’algoritmo di Schure applicabilea qualsia-
si matricenon singolare, mentrequello di Levinsone limitato a matrici definite
positive, le quali sonofattorizzabili LU senzagpivoting di colonna. Si sainvece,
comegia osseratoalla fine del Paragrafo2.1, chela generalizzaziondell’algo-
ritmo di Levinsonpermatrici qualsiasipuo risultareinstabile,ed e probabilmente
in questocasochel’algoritmo di Schurrisultaadessosuperiore.

Lo stessaonfrontoe statoeffettuatoperle matrici di Vandermondenediante
le matrici testutilizzate nel Paragrafo2.2.1. Le Figure4.12 e 4.13riportanoi
risultati ottenuticon I'algoritmo di Gauss/’algoritmo di interpolaziong2.10)e
I'algoritmo di Schurapplicatodopola trasformazionén Cauchy-like, e mostrano
chei risultati forniti daitre algoritmi sonodel tutto equivalenti.

Anchein questocaso,quindi, I'effetto del pivoting non ha portatovantaggi
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in termini di accuratezzaeé perl’algoritmo di Gaussne perl'algoritmo di Schur
Quest'ultimo,per, si € dimostratoaffidabile tantoquantail primoedeé quindiad
essaopreferibile,vistala minorecomplessi.

In conclusione/’algoritmo di Schurgeneralizzatainiscele stessepropriet
di stabilita dell’algoritmodi Gaussallacomplessi propriadi un algoritmovelo-
ce. Inoltre risultaapplicabilea tutte le matrici dotatedi strutturadi spostamento
che possancesserecorvertite in Cauchy-like con bassocostocomputazionale,
e questone fa un algoritmo veloce generalpurposeper tutti i problemiin cui
intervenganamatrici strutturate.
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