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Capitolo 1

Intr oduzione

Questatesihacomeoggettolo studiodellepropriet̀adi un’ampiaclassedi matrici
strutturate.

La nozionedi “strutturadi spostamento”(displacementstructure), introdotta
daKailath [12], consenteinfatti di definireclassimoltogeneralidi matricistruttu-
rate,checomprendono,comecasiparticolari,moltematrici strutturateclassiche,
quali le matrici di Vandermonde,Toeplitz,Cauchy, Hankel, etc.

All’interno di tali classiè possibileindividuareimportantiquantit̀a invarian-
ti, e costruirealgoritmi di fattorizzazione,utilizzabili quindi per la risoluzione
numericadi sistemilineari, aventi complessit̀a computazionaledell’ordinedi 
 �
[6].

Alcune ricerchepiù recenti, inoltre, sonostateincentratesulla costruzione
di algoritmi caratterizzatida unamaggiorestabilità numerica[3] e sullo studio
dell’influenzadel contenutoinformativo derivantedalla strutturasul numerodi
condizionamentoassociatoadunamatrice[4].

Questi studi hannodato origine ad un importantefilone di ricerca che ha
coinvolto ricercatoridi prim’ordine operantinel settoredell’Algebra Linearee
dell’Analisi Numerica.

Il pianodellatesiè il seguente:nelpresentecapitoloverrannointrodotti i temi
trattatinellatesieverrannodatealcunedefinizionipreliminari.

Nel Capitolo2 fisseremol’attenzionesullematrici strutturatepiù notee pre-
senteremoalcunialgoritmiveloci perla risoluzionedi sistemilinearicaratterizzati
daalcunedi questeclassidi matrici.

Nel Capitolo3 sarannopresentatialcuniproblemiin cui intervengonomatrici
strutturate.

Infine nel Capitolo4 parleremodellastrutturadi spostamento,cheè materia
di studipiuttostorecentee cherivestegrandeimportanzasiateoricacheapplica-
tiva. Questateoria,attraversola definizionedi un opportunooperatore,permette
di generalizzareil concettodi strutturae di individuarealcuneimportantiquan-
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tità invarianti.Sfruttandole propriet̀adell’operatoredi spostamento,verr̀a quindi
studiataunaversionedell’algoritmodi fattorizzazione

���
di Schurconpivoting

di colonna,ottimizzatoper matrici Cauchy-like. Infine verrannoillustrati degli
algoritmicheconsentonodi trasformarealcunitipi di matricistrutturatein matrici
Cauchy-like.

Tutti gli algoritmi studiatisonostati implementatie sonostaticonfrontatisia
tra loro checol classicometododi triangolarizzazionedi Gauss,medianteuna
sperimentazionenumericatesaaverificarela loro performance.

1.1 Definizioni preliminari

Definizione1.1 Fissatauna normamatriciale, si definiscenumero di condizio-
namentodi unsistemalineare la quantit̀a���������������������! �"#� �
essendoA la matricedei coefficienti del sistema.

Il numerodi condizionamentodi un problemaquantificala sensibilit̀a del ri-
sultatorispettoagli errori sui dati. Specificatamentesi parler̀a di problemamal-
condizionatoseperpiccoleperturbazionisui dati si possonoaveregrandipertur-
bazioni sui risultati. Viceversaun problemaè bencondizionatose per piccole
perturbazionisui dati si hannopiccoleperturbazionisui risultati.

Un esempiochiarificatoredi questoconcettòedatodal seguentesistema$%�&('*),+ �.-'*)(/0+ �21 (1.1)

con /43.5 . Questosistemadal puntodi vista matricialesi può scriverenella
forma �768�:9 con �:� ;< - ) -- )7/ => � 	 � ;< -1 =>8?
Consideriamounapiccolaperturbazionesuidati edin particolare/ " �.- � 1@1@1@1A- B / � �C1 �
D@DED@D@D
e osserviamocosasuccedeai risultati. Nel casodi / � / " abbiamo$% & ' �F-G1IHKJL-+ �F-G1 H
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e con / � / � abbiamo $% & ' � ) -G1EH0JC-+ � ) -G1 H �
si hacioèunerroredell’ordinedi -#1 H sullasoluzionea frontedi unavariazionedi-G1  H suidati. Infatti in entrambii casiperil condizionamentosi hail valore���������:MN�@-G1 H
relativamenteallanorma O .

Le informazionisul condizionamentodi un sistemalinearesonocruciali, in
quantooperandosuuncalcolatoredigitaletutti i numerirealiutilizzati sonoaffetti
da un errorerelativo dell’ordine della precisionedi macchina(circa -G1  �"�P , sesi
utilizzanovariabili in doppiaprecisione). Inoltre, nelle applicazionii dati sono
spessoperturbatiin modomolto più consistenteacausadi errori sperimentalie/o
di misura.

La successionedelleoperazionicheportaallasoluzionedi unproblemàedetta
algoritmodi risoluzione. Spessoperunostessoproblemaesistonodiversialgorit-
mi equindiècrucialesaperequaledegli eventualicandidatirisultail migliore. Per
questoultimo concettosi devonofareunaseriedi distinzioni,infatti unalgoritmo
può risultarepiù velocedal puntodi vistadel tempoimpiegatodaun elaboratore
pereseguirlo, manonesseresufficientementeaccurato.

Definizione1.2 Definiremostabilità di un algoritmola sensibilt̀a dell’algoritmo
stessorispettoagli errori sulleoperazioni.

La stabilità è unapropriet̀a intrinsecadi un algoritmoe algoritmi differenti
risulterannopiù o menostabili.

Definizione1.3 Definiremocomplessit̀a computazionaledi un algoritmo il nu-
mero di operazioniaritmetichechesononecessarieper il calcolo effettivo della
soluzione.

Il terminecomplessit̀a avrà prevalentementeun significatoaritmeticocome
l’intuizione dellaparolalasciaintendere.Nella suavalutazionela complessit̀a di
un algoritmo è semprelegataalla dimensionedel problemain esame.Seque-
st’ultima è 
 , la funzionedi 
 che rappresentala suacomplessit̀a sar̀a spesso
considerataper il suocomportamentoasintotico,cioè al crescereindefinitodi 
 .
Perchiarezzacon Q � 
 �R�TSU�WVK� 
 �X���WVK� 
 � � Q � 
 �ZY[1\� si intender̀a il fatto chela
funzioneQ � 
 � “non crescepiù rapidamentedi VK� 
 � ”, cioè cheesisteunacostante
c taleche Q � 
 �N].^_VK� 
 � con l’eccezionedi un insieme(eventualmentevuoto)di
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valori nonnegativi di 
 . Il simbolo S*�`-G� denoter̀aunafunzionedelimitata,al cre-
sceredi 
 , daunacostante.Perunità di misuradellacomplessit̀adi un algoritmo
si intender̀a unasingolaoperazionearitmetica �WJ � ) �_ab��c � , spessoindicatacon
flop (floatingpoint operation).

La complessit̀a di calcolopuò essereriguardataprincipalmenteda duepunti
di vista: la sintesi e l’ analisi di algoritmi. La sintesiconsistenella costruzione
di algoritmi semprepiù efficienti e veloci; l’analisi consisteinvecenello studio
di limiti inferiori dellacomplessit̀a di un problemae riguardapiù direttamenteil
gradodi difficoltà intrinsecadellasuarisoluzione.

1.2 Sistemilineari

La risoluzionedeisistemilineari è il problemapiù diffusonelleapplicazionidella
matematicae completamentenoto dal puntodi vista teorico. L’Algebra Lineare
forniscecondizioniperl’esistenzae l’unicit àdellasoluzioneealgoritmiperil suo
calcoloeffettivo. Il problemadi alcunialgoritmiclassicièdatodall’elevatonume-
ro di operazioniaritmeticherichiestoper la loro applicazione.È facileverificare
adesempiochela formuladi Cramerrichiedeun numerodi operazionidell’ordi-
nedi � 
 JL-d��e se 
 è la dimensionedel sistema.Talecomplessit̀acomputazionale
rendedi fatto non risolubili sistemidi dimensionimoderatamenteelevateanche
sui computerpiù velociattualmentedisponibili.

Un sistemadi equazionilineari può esserescrittonellaformafg hXi " �@j h ' h � 	 h k �F- � ?#?#? � 

o, in notazionecompatta, �l6m�C9
dove ���n� �@j h � è unamatrice 
po8
 e 6 � 9 3q5 f . Gli algoritmi numericiper la
risoluzionedei sistemilineari sonobasatisulla fattorizzazionedella matrice � ,
contenentei coefficienti del sistema,nel prodottodi 2 o più matrici aventi una
forma più semplicerispettoalla matricedi partenza.È necessarioinoltre chela
fattorizzazionee la risoluzionedei sistemivenganoeseguiti conalgoritmi nume-
ricamentestabili. L’algoritmo di Gauss,adesempio,fornisceunafattorizzazione
del tipo �C� ���
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dove
�

è unamatricetriangolareinferioreconelementidiagonalir jsj �.- , e
�

una
matricetriangolaresuperiore.I sistemilineari risultantisonoquindi$%�& �Kt �:9� 6p� t
chesi possonorisolvererispettivamentemediantegli algoritmidi forward eback-
wardsubstitution. Questoprocedimentòeefficaceseil costocomputazionaledel-
la fattorizzazionèe contenutoe sei duesistemilineari risultanti,comein questo
caso,sonoin unaformapiù semplicedi quellodi partenza.Perla fattorizzazione���

la complessit̀aè S*� "u 
 u � eperla soluzionedeiduesistemitriangolariè S*� 
 � � .
La fattorizzazioneconsenteanchedi effettuareil calcolodel determinantee

dellamatriceinversa.Infatti poich́e la matrice
�

hatutti 1 sulladiagonaleprinci-
pale,il determinantedi � si riduceal prodottodegli elementidelladiagonaleprin-
cipaledi

�
. Invece,riguardoalla matriceinversa,sepensiamoad �  �" composta

di vettori colonna �! �"�� � v " � ?w?#? �xv f �
si deveavere � � v " � ?#?w? �xv f � � �zy " � ?#?#? ��y f �
dovegli

y|{
sonoi vettori colonnadellabasecanonicadi 5 f equindi� v}{ � y|{�� ~ �.- � ?#?w? � 
 ?

Questi
 sistemilinearipossonoessererisolti concomplessit̀a SU� 
 u � , effettuando
la fattorizzazione

���
dellamatrice� e risolvendoOI
 sistemitriangolari.

L’algoritmodi Gaussapplicatoadunaqualsiasimatricenonsingolarepotreb-
bebloccarsinel casoin cui trovi un pivot, cioè un elementodiagonale,ugualea
zero. Questoinconvenienteè superabilecon l’introduzionedel pivoting parzia-
le o di colonna. In praticaquestamodificadell’algoritmo di Gaussprevedeche
al passo

~
si cerchi l’elementodi massimomodulo nella colonna

~
-esimae si

scambidi postola relativarigaconla riga
~
. Questavariantemigliora l’algoritmo

di Gaussrendendoloapplicabilea qualsiasimatricenon singolaree più stabile
numericamente.

Dal puntodi vistamatricialela fattorizzazioneconpivotingsi scrive� �C� �����
e conducealla risoluzionedeiduesistemitriangolari$% & �Kt � � 9� 68� t ?
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Quandol’algoritmo di Gaussvieneapplicatocol pivoting di colonna,si può dare
un limite superioreperla crescitadel numerodi condizionamento����� � ��]LM f  �" ��������� (1.2)

dove con ��� indichiamoil numerodi condizionamentocalcolatocon la norma
infinito. Anchesequestolimite non vieneraggiuntonella maggioranzadei ca-
si, essorendecomunquesconsigliabilel’applicazionedell’algoritmo di Gaussa
matrici malcondizionate.

1.3 Matrici strutturate

In molti problemisi presentanosistemilineari la cui matricedeicoefficienti èdo-
tatadi unaparticolarestruttura,cioè dipendedaun numerodi parametriinferiore
ad 
 � .
Definizione1.4 Diremocheunamatriceèstrutturatasedipendeda / nparametri
con / indipendenteda n.

La strutturadi unamatriceconsentequindiun enormeguadagnonell’occupa-
zionedi memoria,soprattuttopermatrici di grandidimensioni.

Un sempliceesempiodi matrici strutturatesonole matrici a banda,i cui ele-
menti

�@j h
sononulli per

k )m�*��� " e

k )p����� � , essendo� " e � � gli interi che
indicanole ampiezzedi banda.

Definizione1.5 Diremocheunalgoritmoperla risoluzionedi unsistemalineare,
o la fattorizzazionedi unamatrice, è “veloce” seha unacomplessit̀a SU� 
�� � , con� ��� .

Alcuni algoritmi veloci classicinonrisultanonumericamentestabili, in quan-
to non prevedonol’uso del pivoting. L’applicazionedel pivoting risulta spesso
impossibilein quantopuò distruggerela strutturadi unamatrice.

In taluni casila strutturadi unamatricerisultanascosta,pur essendocomun-
quepresente.Ad esempio,in unamatricea bandale cui righee colonneabbiano
subitounapermutazionerisulta visibile ad un primo esamesolo la sparsit̀a, ma
nonla struttura.Vediamoancheun’altro esempiononbanale.Sappiamocheuna
matricedi Toeplitznonsingolare
po8
 , coni minori principali diversidazero,si
inverteconun numerodi operazioniaritmetichedell’ordinedi 
 � che,compara-
te all’ordine di 
 u necessarieperunamatricegenerica,rappresentanoun enorme
vantaggiosoprattuttopern abbastanzagrande.Ma sesappiamoin qualchemodo,
cheunamatricenondi Toeplitzè l’inversadi qualchematricedi Toeplitz,allorasi
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mostracheconsiderandoquestoaspettòe possibileinvertire la matricenonToe-
plitz con S*� 
 � � moltiplicazioni,anchesela strutturanonè di fattopresente.Ad
esempioseT è la matricedi Toeplitz

� � ;������<
M � O -� M � OO � M �- O � M

=�������> �
la suainversaè

�  �"�� --G1 ;������<
� )�� 1 -)�� -#1 )�� 11 )�� -G1 )��- 1 )�� �

=�������>
che non è di Toeplitz. Risulterebbeutile, in casi comequesto,un metodoper
rilevare la presenzadella struttura,e degli algoritmi che tragganovantaggioda
essa.

1.4 Note Tecniche

Gli algoritmi studiatiin questatesisonostati implementatiusandol’ambientedi
calcoloe visualizzazionescientificaMatlab[14]. I calcoli sonostatieffettuatisu
un elaboratorePentium166 Mhz. Alcune elaborazionisu matrici di grandidi-
mensionesonostateeffettuate,semprein Matlab,sullaworkstationAlpha-server
10005/266Mhz (axdid.mat.uniroma2.it)dell’Universit̀adi Roma“Tor Vergata”.
Perla scritturadellapresentetesiè statousatoil linguaggiodi composizionetesti
LATEX. I grafici presentinellatesisonostatiprodotticonMatlaba partiredai dati
sperimentalie sonostati esportatiin formatoEncapsulatedPostscript(EPS)per
essereincorporatinel testoLATEX.
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Capitolo 2

Matrici strutturate classiche

2.1 Matrici di Toeplitz

Definizione2.1 Una matrice
� 3.5 f\�If si dice di ToeplitzseesistonoOI
 ) -

scalari �  f#� " � ?#?#? � ��� � ?#?#? � � f  �" tali cheT = � � j h � j�� hxi " �z�z�z��� f con � j h � � j  h
� � ;���������<

��� �  �" �  � ?#?#? �  fG� "� " ��� �  �" ?#?#? �  fG� �� � � " ��� . . .
...

...
...

. . . . . . �  �"� f  �" � f  � ?w?#? � " ���

=����������> ? (2.1)

Sela matriceT è simmetrica,allora dipendeda 
 scalari ��� � ?#?#? � � f  �" tali che � j h
= t   j  h  

� � ;���������<
��� � " � � ?#?#? � f  �"� " ��� � " ?#?#? � f  �� � � " ��� . . .

...
...

...
. . . . . . � "� f  �" � f  � ?#?#? � " ���

=����������> ? (2.2)

Le matrici di Toeplitz sonoun importanteesempiodi matrici strutturate.Va
subitoevidenziatocomeperquestematricisialimitata l’occupazionedi memoria.
Infatti, seper unamatricequalsiasidi ordine 
 le celle di memoriada occupare
sono 
 � , perunaToeplitzessesonoappuntoOI
 ) - e 
 nel casodi unamatrice
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di Toeplitzsimmetrica.Questesempliciosservazioni,unitealla presenzadi que-
stematrici in numerosiproblemiapplicativi, giustificanolo studiosistematicodi
algoritmi permatrici di Toeplitz.

Esistonodegli algoritmi ormaiclassiciperquestaclassedi matrici. Nel caso
dellematrici di Toeplitzsimmetrichedefinitepositive i più noti sonol’algoritmo
di Durbin ( - D � 1 ) equellodi Levinson( - D M\¡ ).

L’algoritmo di Durbin, dati i numeri reali ¢#� � - � ¢ " � ?#?w? � ¢ f tali che
� �� ¢   j  h   � j�� hxi " �z�z�z��� f è definitapositiva,calcola

t 3£5 f taleche�¤t � ) � ¢ " � ?w?#? � ¢ f �¦¥ ?
Questaequazionèe dettadi Yule-Walker ed è legataa problemidi predizioneli-
neare.Supporre¢w� �F- nonèrestrittivo in quantounsistemalinearecaratterizzato
da unagenericamatricedi Toeplitz definitapositiva del tipo (2.2) può essereri-
condottoin questaformadividendola matricedei coefficienti ed il terminenoto
perl’elementodiagonale��� .

L’algoritmo risolve ricorsivamente,per
~ � - � ?#?#? � 
 , il sistemadi Yule-

Walker di ordine
~ �§{�t � )l¨ { � ) � ¢ " � ?w?#? � ¢ { �¦¥ �

dove

�§{ � ;���������<
- ¢ " ¢ � �G�G� ¢ {  �"¢ " - . .. ¢ {  �¢ � . . . - . . .

...
...

. .. . . . ¢ "¢ {  �" ¢ {  � �G�G� ¢ " -

= ���������> ?

Osserviamocheunamatricedi Toeplitzè persimmetrica[1].

Definizione2.2 Una matrice � 3©5 f|�If si dice persimmetricaseè simmetrica
rispettoall’antidiagonale, cioè rispettoalla diagonalecheuniscegli elementidal
posto ��- � 
 � al posto � 
 � -G� .
In sostanzagli elementidi unamatricepersimmetricaverificanola relazione�@j h � � f  h � " � f  j � " � k � � �F- � ?w?#? � 
 ?

Introduciamola matricedi scambioª f di ordinen,chesi ottienedallamatrice
identità invertendol’ordine delle righe. Questamatriceè idempotentein quanto

12



ª f ª f �¬« . È immediatoverificarecheunamatrice � è persimmetricasee solo
se ª f � ª f �:�l¥ ?
Una conseguenzadi questarelazioneè che l’inversadi unamatricepersimme-
trica è a suavolta persimmetrica. Inoltre se una matriceè sia simmetricache
persimmetrica(ossiacentrosimmetrica), comenelnostrocaso,si ha� ª f � ª f � ?

Supponiamodi aver risolto il sistemadi Yule-Walker di ordine
~
. Mostriamo

cheil sistemadi Yule-Walkerdi ordine
~ JC-;< �§{ ª { ¨ {¨ ¥ { ª { - => ;<®­/ => � ) ;< ¨ {¢ { � "

=>
si risolvecon S*� ~ � operazioni.Osserviamoinnanzituttoche­ � �  �"{ � )l¨ { )¯/ ª { ¨ { ��� t )°/ �  �"{ ª { ¨ {
e / � ) ¢ { � " )°¨ ¥{ ª { ­ ?
Poich́e

�  �"{ è persimmetrica,abbiamo
�  �"{ ª { � ª {±�  �"{ edi conseguenza­ � t )¯/ ª {��  �"{ ¨ { � t J / ª {±t ?

Ora,seinseriamonell’espressionedi / il valoredella ­ trovato,otteniamo/ � ) ¢ { � " )(¨ ¥{ ª { � t J / ª {±t ��� ) ¢ { � " J ¨ ¥ { ª {±t-�J ¨#¥{ t ?
Di questaespressionebisognanotareche il denominatorèe positivo. Infatti,
ponendo ² � ;< « ª {_t1 - =>
risulta ² ¥ �³{ � " ² � ;< �³{ 11 -�J ¨ { ¥ t =>m?
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Da questarelazione,essendo
�³{ � " definitapositiva e

²
non singolare,seguela

positivitàdelnumero-�J ¨ ¥ { t .
In questomodoabbiamoillustrato il passo

~
-esimodell’algoritmo proposto

daDurbin. Questoprocedimentorisolvericorsivamenteil sistemadi Yule-Walker�³{_t�´ {
µ � )l¨ {
per

~ �.- � ?w?#? � 
 comeseguet ´ " µ � )l¨ "
for

~ �F- � ?w?#? � 
 ) -¶ { �F-�J ¨ ¥ { t ´ {
µ/ { � ) ¢ { � " J ¨ ¥ { ª {±t ´ {
µ¶ {­ ´ {
µ � t ´ {
µ J / { ª {±t ´ {
µt ´ { � " µ � ;< ­ ´ {
µ/ { =>
end

checonducea determinare
t � t ´ f µ . Procedendocos̀ı si richiedono� 
 � flops. È

possibiletuttavia ridurrela complessit̀ausandoun’altraespressioneper
¶ {¶ { � -�J ¨ ¥ { t�´ {
µ� -�J4· ¨ ¥ {  �" ¢ {U¸ ;< t ´ {  �" µ J / {  �" ª {  �" t ´ {  �" µ/ {  �"

=>
� �`-�J ¨ ¥ {  �" t�´ {  �" µ �}J / {  �" � ¨ ¥ {  �" ª {  �" t�´ {  �" µ J ¢ { �� ¶ {  �" J / {  �" � ) ¶ {  �" / {  �" �� �`- )°/ �{  �" � ¶ {  �" ?

Questoalgoritmohaunacomplessit̀adi S*� 
 � � eseusiamola seguenteimplemen-
tazionein ambienteMatlab

function y=dur(r)
n=size(r,1);
y=zeros(n,1);
a=zeros(n,1);
y(1)=-r(1);
b=1;
a=-r(1);
for k=1:n-1
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b=(1-aˆ2)*b;
a=-(r(k+1)+(r(k:-1:1)’*y(1:k )))/ b;
z(1:k)=y(1:k)+a*y(k:-1:1);
y(1:k+1)=[z(1:k);a];

end

eseguiamo OI
 � operazionio flops.
L’algoritmo di Levinsonconsentela risoluzionedi un sistemalinearesimme-

trico definitopositivo dotatodi un terminenotoarbitrario.Infatti, dati 9 385 f e i
numerireali ¢w� �¬- � ¢ " � ?#?#? � ¢ f  �" tali che

� �¹� ¢@  j  h   � 385 f\�If è definitapositiva,
l’algoritmo di Levinsoncalcola 6 3L5 f tale che

� 6C�º9 . Supponiamodi aver
risolto il sistemadi ordine

~�§{ 6»�:9 { �.� 	 " � ?#?#? �
	
{ � ¥ � (2.3)

dove
�³{

è la matriceintrodottaprecedentemente,e di voler risolvereil sistema;< �³{ ª { ¨ {¨ ¥ { ª { - => ;< v ¼ => � ;< 9 {	
{ � "
=>8?

(2.4)

Qui ¨ { � � ¢ " � ?w?#? � ¢ { � ¥ comeprima. Assumiamoancheche la soluzionedel
sistemadi Yule-Walkerdi ordine

~ �§{±t � )l¨ {
siadisponibile.Dalla relazione�³{_v J ¼ ª { ¨ { �L9 {I�
corrispondentealleprime

~
righedelsistema2.4,sfruttandola persimmetriadella

matrice
�§{

, si ottienechev � �  �"{ ��9 { ) ¼ ª { ¨ { �½��6 ) ¼ �  �"{ ª { ¨ { �L6*J ¼ ª {±t
e quindi ¼ � 	
{ � " )(¨ ¥{ ª {±v� 	
{ � " )(¨ ¥{ ª { 6 ) ¼ ¨ ¥ { t� 	
{ � " )(¨ ¥{ ª { 6-�J ¨#¥{ t ?
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Restacos̀ı mostratocheper passareda (2.3) a (2.4) è sufficienteeseguire SU� ~ �
operazioni.In conclusioneunmetodoefficientedi risoluzioneperil sistema

� 6»�9 si ottienerisolvendoin paralleloi duesistemi�§{ 6 ´ {
µ �C9 { e
�§{±t�´ {
µ � )7¨ {

per -!] ~ ] 
 . Questisonoi passidell’algoritmodi Levinson.
Comeperl’algoritmo di Durbin, la complessit̀aasintoticàe S*� 
 � � . Utilizzan-

do la seguenteimplementazioneMatlab

function x=lev(t,b)
if length(t)==1

x = b/t;
return

end
r=t(2:end)/t(1);
b=b/t(1);
n=size(t,1);
x=zeros(n,1);
y=zeros(n,1);
u=zeros(n,1);
a=zeros(n,1);
y(1)=-r(1);
x(1)=b(1);
beta=1;
a=-r(1);
for k=1:n-1

beta=(1-aˆ2)*beta;
u=(b(k+1)-(r(1:k)’*x(k:-1:1) ))/b eta;
x(1:k+1)=[x(1:k)+u*y(k:-1:1) ;u];
if k<n-1

a=-(r(k+1)+(r(1:k)’*y(k:-1:1) ))/b eta;
z(1:k)=y(1:k)+a*y(k:-1:1);
y(1:k+1)=[z(1:k);a];

end
end

vengonoeseguite esattamenteM 
 � flops. Tale implementazionèe applicabilea
matricidi Toeplitzsimmetrichedefinitepositiveconelementodiagonalequalsiasi.

Si può utilizzareunaricorsionesimileancheperil casononsimmetrico.Sup-
poniamoche,dati gli scalari ¢ " � ?#?w? � ¢ f  �" , � " � ?#?w? � � f  �" e

	 " � ?#?#? �
	 f , sianecessa-
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rio risolvereil sistemalineare
� 6m�L9 dellaforma;���������<

- ¢ " ¢ � �G�G� ¢ f  �"� " - ¢ f  �� � . . .
...

... - ¢ "� f  �" � f  � �G�G� � " -

= ���������>
;���������<
' "
...

' f

= ���������> �
;���������<
	 "
...	 f

= ���������> ?
Nel procedimentoche segue si richiedeche le sottomatriciprincipali

�§{I��~ �- � ?#?#? � 
 , sianononsingolari.Usandola notazioneintrodottaprecedentemente,si
mostrachenotele soluzionidei sistemidi ordine

~� ¥{ t � )7¨ { � ) � ¢ " � ¢ � � ?w?#? � ¢ {±� ¥�§{±¾ � )7¿ { � ) � � " � � � � ?#?w? � � {�� ¥�§{ 6 � 9 { � �À	 " �
	 � � ?#?#? �
	
{_� ¥ �
si può ottenerela soluzionedei sistemi;< �³{ ª { ¨ {¿ ¥ { ª { - => ¥ ;<®­/ => � ) ;< ¨ {¢ { � " =

>
;< �§{ ª { ¨ {¿ ¥ { ª { - => ;<ZÁ Â => � ) ;< ¿ {� { � "

=>
(2.5)

;< �§{ ª { ¨ {¿ ¥ { ª { - => ;< v ¼ => � ;< 9 {	
{ � "
=>

con SU� 
 � operazioni. In questomodo è possibilerisolvereun sistemadi Toe-
plitz non simmetricocon S*� 
 � � operazioni. Tuttavia la stabilt̀a del processòe
assicuratasolosele matrici

�³{
sonosufficientementebencondizionate.

2.1.1 Risultati numerici

Per verificarenumericamentele prestazionidell’algoritmo di Levinson è stato
consideratounsistemalinearedel tipo� 6m�L9 �
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Figura2.1: condizionamentodellematriciKMS

dovela matrice
�

èstatasceltain alcunefamigliedi matrici testpresentiin lettera-
tura[11] e il terminenotoè statocostruitomedianteil prodotto9Ã� �7y , fissando
arbitrariamentela soluzione

y �¬�`- � - � ?#?#? � -d� ¥ .
Tale sistemalineareè statorisolto, al cresceredella dimensione,mediante

la nostraimplementazionedell’algoritmo di Levinsone mediantel’algoritmo di
Gaussconpivoting di colonnadisponibilenella libreria di Matlab [14]. Nel cor-
so del calcolo sonostati memorizzatiil numerodi operazionieseguite dai due
algoritmi egli errori riscontratinellasoluzionenumericacalcolatiin norma-Ä�
6 ) y �±�2� Å�Æ�Çj i " �z�z�z�È� fÊÉ ' j ) - É ?

Un primo testè statoeffettuatoutilizzandomatrici KMS (Kac-Murdock-Sze-
go). Questematrici dipendonodaun parametroË , e sonodefinitive positive per1 � Ë � - . Il suoelementogenericòedatoda� � k � � ��� Ë   j  h  
e per i nostri testabbiamofissato Ë �Ì-GÍ O �
D Íb-G1 �
D@D ÍA-G1@1 . Comeevidenziatoin
Figura2.1, il condizionamentodi questematrici è molto sensibilealla variazione
del parametroË .
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Figura2.2: complessit̀acomputazionale,Levinsonvs. Gauss

La Figura2.2,cheriportala complessit̀acomputazionaledeiduealgoritmiuti-
lizzati, evidenziail vantaggiocomputazionalederivantedall’utilizzazionedell’al-
goritmo veloce: comegià dettola complessit̀a computazionaleper Gauss(linea
tratteggiata)seguel’ordine di S*� 
 u � eperLevinson(lineacontinua)seguel’ordi-
nedi S*� 
 � � . Nelle Figure2.3,2.4 e 2.5 sonoinveceriportati gli errori riportati
dai duealgoritmiperi vari valori di Ë .

Comesi può osservare, l’algoritmo di Gaussrisulta più accuratoal cresce-
re del condizionamento,graziealla maggiorestabilità assicuratadal pivoting di
colonna. Quandoil condizionamentòe basso,invece,i duealgoritmi hannola
stessaaccuratezza.In particolareper Ë �F-dÍ O l’algoritmo di Levinsonfornisceun
errorenullo, mentrel’errore prodottodall’algoritmodi Gauss̀e dell’ordinedella
precisionedi macchina.

Il nostrosecondoesempioe costituitodalle matrici PROLATE [17] definite
da � �¬� � j  h � con � { �[Î OIÏ se

~ �21 �ÐÒÑzÓ ´ �ÕÔ_Ö {
µÔ { altrimenti

?
Essedipendonodaun parametroÏ , danoi fissatoa 1 ? O � , e risultanodefinitepo-
sitiveper 1 � Ï � -dÍ O . Sonomatrici molto mal condizionate,comeevidenziato
dallaFigura2.6,e perquestomotivo abbiamolimitato la dimensionea 
 ] O � .
La Figura2.7 illustra i risultati numericiottenuti in questocaso,e confermale
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Figura2.7: errori,PROLATE, Ï �21 ? O �
osservazioni fattesul primo esempioriguardoalla superiorit̀a dell’algoritmo di
Gausssull’algoritmodi Levinsonin presenzadi matricimolto malcondizionate.

2.2 Matrici di Vandermonde

Definizione2.3 Una matrice Ø 3p5 ´ fG� " µ � ´ f#� " µ si dicedi Vandermondeseesiste
un vettore

v 3Ù5 f , tale che Ø � Ø ��Ú � � ?#?#? � Ú f ���Û��Ú j h � jÒ� hxi � �z�z�z��� f con Ú j h �[Ú hj e
quindi

Ø � ;���������<
- Ú � ?#?#? Ú f�- Ú " ?#?#? Ú f"- Ú � ?#?#? Ú f�
...

...
...- Ú f ?#?#? Ú ff

=����������> ?

Comegiàvistoperle Toeplitz,ancheperquestematricivalgonole considerazioni
suivantaggidi lavoraresuunospaziodi memoriamoltominoredi quellorichiesto
permatrici generiche.
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I sistemiequindi le matricidi Vandermondesorgonospessoin problemidi in-
terpolazionee approssimazione.Infatti risolvereil sistemaØ!Ü �×Ý è equivalente
a calcolareunpolinomiointerpolante.

Fissatii valori � ' j¦� V j � per

k �41 � ?#?w? � 
 , il problemadell’interpolazionepo-
linomiale consistenel trovare il polinomio � 3ßÞ f tale che ��� ' j �Ù� V j per
k �ß1 � ?#?#? � 
 . Tale polinomio esisteed è unico se le ascissedi interpolazione
sonodistinte.Esprimendo� nellabasecanonica�à� ' ��� fg hXi � � h '

h �
le condizionidi interpolazionefg hxi � � h '

h j �:V j k �21 � ?#?#? � 
 �
possonoessereriscrittein formamatriciale;���������<

- ' � ?#?#? ' f �- ' " ?#?#? ' f "- ' � ?#?#? ' f �
...

...
...- ' f ?#?#? ' ff

= ���������>
;���������<
� �� "
...
...� f

= ���������> �
;���������<
V �V "
...
...V f

= ���������> ?

La matrice Ø �á� ' h j � j�� hXi � �z�z�z��� f è di Vandermondeed è non singolaresee solo se' j�â� ' h per

k â� � . Un algoritmoveloceper la risoluzionedi questosistemapuò
essereottenutoesprimendoil polinomiointerpolantenellaformadi Newton�à� ' �Ì� ^ � JÙ^ " � '�)(' � �}JÙ^ � � '*),' � �_� '*)ã' " �}JC�G�G��G�G�GJÙ^ f � '*)ã' � �w� '�)(' " �§�G�G�w� '*)ã' f  �" �
e cioè �à� ' �½�C^ � J fg { i " ^ {³ä

{  �"å j i � � 'U)(' j �Xæ (2.6)

dove i coefficienti ^ { delpolinomiocoincidonoconle differenzedivise^ { �©V � ' � � ' " � ?#?w? � ' {±� ?
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I coefficienti ^ { possonoquindiesserecalcolatiapplicandola definizionericorsiva
delledifferenzediviseV � ' j�� �:V jÕ� k �C1 � - � ?#?#? � 
V � ' j¦� ' j � " � ?#?#? � ' j � {±� � V � ' j � " � ?#?#? � ' j � {±� ) V � ' jÕ� ?#?#? � ' j � {  �" �' j � { )(' j ?
Definiamoorai polinomi� f � ' �½�C^ f� { � ' �½�:^ { J:� '�)(' { ��� { � " � ' � � ~ � 
 ) - � 
 ) O � ?#?#? � 1 (2.7)

e osserviamoche � � � ' ���¯��� ' � ?
L’algoritmo ��^ � � ?#?#? � ^ f �½�.�WV � � ?#?#? � V f �

for
~ �:1 � - � ?#?#? � 
 ) -

for

k � 
 � 
 ) - � ?#?#? ��~ JC-^ j � ^ j ) ^ j  �"' j )(' j  {  �"
end

end

(2.8)

calcolaappuntoi coefficienti ^ { del polinomioutilizzandola definizione2.7. Se
esprimiamoil polinomio � { � ' � in formacanonica� { � ' �½� f  {g hxi � � ´ {
µ{ � h '

h
(2.9)

possiamoricavarei coefficienti
� ´ {
µj

uguagliandoi terminidi ugualgradonelledue
espressionidi � { � ' � . Questoportaalla ricorsione� ´ f µf �2^ f

for
~ � 
 ) - � 
 ) O � ?w?#? � 1� ´ {
µ{ �:^ { ),' {#� ´ { � " µ{ � "

for

k � ~ JL- ��~ J O � ?#?#? � 
 ) -� ´ {
µj � � ´ { � " µj ),' {#� ´ { � " µj � "
end� ´ {
µf � � ´ { � " µf

end

(2.10)
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cheforniscele componentidel vettoreincognito Ü in quanto�@j � � ´ � µj � k �21 � ?#?#? � 
 ?
Fissati il vettore 6ç� � ' � � ?#?#? � ' f � ¥ , aventeelementidistinti, ed il vetto-

re ÝL� �èV � � ?w?#? � V f � ¥ , la seguenteimplementazioneMatlab dell’algoritmo so-
vrascrive Ý con la soluzione Ü � � � � � ?w?#? �
� f � ¥ del sistemadi VandermondeØ � ' � � ?w?#? � ' f � Ü �:Ý

function f=vsolve(x,f)
n=size(x,1);
for k=1:n

for i=n:-1:k+1
f(i)=(f(i)-f(i-1))/(x(i)-x(i- k));

end
end
for k=n-1:-1:1

for i=k:n-1
f(i)=f(i)-f(i+1)*x(k);

end
end

L’algoritmo richiede � 
 � Í O flops.
È interessantedareunaformulazionematricialedell’algoritmo appenaespo-

sto.Definiamola matricebidiagonaleinferiore
��{ � / � 3£5 ´ fG� " µ � ´ f#� " µ con

��{ � / ���
;������������<

« { é ¥- �G�G� 1)7/ -é ...
. . . . . .

...
. . . . . .1 �G�G� )7/ -

= ������������>
e la matricediagonaleê { �:ë�ì�ÆEí���- � ?#?#? � -î ïwð ñ{ � " � ' { � " ),' � � ?#?#? � ' f )(' f  {  �" � ?
Definiamoinoltre le matrici� � ê  �"f  �" � f  �" �`-G�§�G�G� ê  �"� � � ��-d�� � � � � ' � � ¥ �G�G� � f  �" � ' f  �" � ¥
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rispettivamentetriangolareinferiore e superiore. È immediatoverificareche il
vettore ò �ç�è^ � � ?#?w? � ^ f � ¥ delle differenzedivisepuò essereottenutodal vettoreÝ��ó�èV � � ?#?#? � V f � ¥ mediantela relazioneò � � Ý ?
Inoltre l’algoritmo 2.10èequivalenteal prodottomatricialeÜ � � ò ?
Questoci permettedi concluderechel’algoritmo di risoluzionedelsistemaØNÜ �Ý èequivalentealla fattorizzazione

���
dellamatriceØ  �" , equindialla fattorizza-

zione
���

di Ø , in quanto Ü � Ø  �"�Ý�� ��� Ý
implica le fattorizzazioniØ  �"�� ���

e Ø � �  �" �  �" ?
Questeconsiderazioniconsentonodi risolvereconun algoritmoveloceanche

il sistematrasposto Ø ¥ ­ �:9 �
utilizzandola fattorizzazioneappenaottenuta:ô � � Ø  �"X� ¥ 9T� � ¥ � ¥ 9� õ � � �`-G� ¥ ê  �"� �G�G� � f  �" �`-d� ¥ ê  �"f  �"Xö õ � f  �" � ' f  �" �§�G�G� � � � ' � � ö 9

Dati i vettori 6¯�n� ' � � ?#?w? � ' f � ¥ conelementidistinti e 9÷�4� 	 � � ?#?w? �
	 f � ¥ il
seguentealgoritmosovrascrive 9 conla soluzione­ �º��ô � � ?#?w? � ô f � ¥ nel sistema
di Vandermonde Ø � ' � � ?#?#? � ' f � ¥ ­ �C9 ?
Unasuaimplementazionein ambienteMatlabè

function b=vtsolve(x,b)
n=size(x,1);
for k=1:n

for i=n:-1:k+1
b(i)=b(i)-x(k)*b(i-1);

end
end
for k=n:-1:1

for i=k+1:n
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Figura2.8: condizionamentodellematrici di Vandermonde

b(i)=b(i)/(x(i)-x(i-k));
end
for i=k+1:n

b(i-1)=b(i-1)-b(i);
end

end

cherichiede � 
 � operazioni.La primapartedel programmacalcolai coefficienti
del polinomioedesegueil calcolodi

� ¥ 9 e la secondapartecalcolala soluzione
eseguendoil prodotto

� ¥ � � ¥ 9ø� .
2.2.1 Risultati numerici

In modoanalogoa quello fatto per le matrici di Toeplitz,sonostati fatti duete-
st perverificarel’efficienzadegli algoritmi vsolve e vtsolve comparaticon
quello di Gauss.Sonostatecostruiteduematrici di Vandermonde,partendoda
uncampionamentouniformedell’intervallo � ) - � -G� edainodidi Chebychev [15].
L’elevatonumerodi condizionamentodellematrici ottenuteè illustratoin Figura
2.8. I sistemilineari caratterizzatida tali matrici e dalle loro traspostesonostati
poi risolti congli algoritmivsolve , vtsolve econl’algoritmo di Gauss.
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Figura2.10:errori,vsolve vs. Gauss,I caso
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Figura2.11:errori,vtsolve vs. Gauss,I caso
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Figura2.13:errori,vtsolve vs. Gauss,II caso

Il vantaggiocomputazionaledegli algoritmiveloci èconfermatodaigrafici ri-
portati in Figura2.9. Le Figure2.10e 2.11riportanoinvecegli errori misuratiin
presenzadellaprimamatricedi Vandermonde,mentrele Figure2.12e 2.13mo-
stranogli errori riferiti allamatricecostruitaapartiredanodidi Chebychev. Que-
sti grafici mostranounasostanzialeequivalenzadei vari metodi,con un leggero
svantaggioin termini di accuratezzapergli algoritmi velocinei sistemitrasposti.

2.3 Altr eclassidi matrici strutturate

2.3.1 Matrici di Cauchy

Definizione2.4 Una matrice ù 3,ú f|�If si dicedi Cauchy seesistonodei vettoriû �
ü 3mú f tali che ù �.�è^ j h � j�� hxi " �z�z�z��� f con ^ j h � "ýÿþ  ���� equindi

ù � ;������<
"ý��  �� � "ý��  ���� �G�G� "ý��  ��	�"ý �X �� � "ý �X ���� �G�G� "ý �x �� �
...

...
..."ý �  �� � "ý �  ���� �G�G� "ý �  �� �

=�������> ?
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Questadefinizioneclassicàe stataestesapercomprendereunaclassepiù am-
pia di matrici.

Definizione2.5 Una matrice ù 3Ùú f|�If si diceCauchy-like seesistonodei vet-
tori

û ��ü 3[ú f e dei vettori

 j ��� j 3ºú�
 ,

k � - � ?#?w? � 
 , dove / è un numero

generalmentepiccolo rispettoad 
 , tali che ù �4�è^ j h � jÒ� hxi " �z�z�z�È� f con ^ j h �����þ�� �ýÿþ  ���� e
quindi

ù � ;������<
� � � � �ý��  �� � � � � � �ý��  ���� �G�G� � � � � �ý��  ��	�� �� � �ý �X �� � � �� � �ý �X ���� �G�G� � �� � �ý �X �� �

...
...

...� �� � �ý �  �� � � �� � �ý �  ���� �G�G� � �� � �ý �  �� �
=�������>

È immediatoosservare che la prima definizioneè ricavabile dalla seconda
ponendo/ �F- e


 j � � j �×- , k �F- � ?#?#? � 
 .
Le matrici Cauchy-like nonhannounagranderilevanzaapplicativa, mahan-

no unanotevole importanzaper il nostrostudioin quando,comeverr̀a illustrato
nel Capitolo4, perquestaclassedi matrici è possibileutilizzareun algoritmodi
fattorizzazioneveloceenumericamentestabile,perla possibilit̀adi implementare
il pivotingdi colonnasenzadistruggerela strutturadellamatrice.

2.3.2 Matrici di Hankel

Definizione2.6 Una matrice � 3¬5 f|�If si dice di Hankel seesistonoOI
 ) -
scalari ��� � ?#?w? � � � f  � tali cheH = � � j h � j�� hXi " �z�z�z�È� f con � j h = � j � h  � equindi

� � ;���������<
��� � " �G�G� � f  � � f  �"� " � � �G�G� � f  �" � f
...

...
...

...� f  � � f  �" �G�G� � � f  �� � � f  u� f  �" � f �G�G� � � f  u � � f  �

=����������> ?

Spessole matrici di Hankel si trovano inquadratenella classepiù generale
dellematriciToeplitz-plus-Hankel.

Definizione2.7 Unamatrice � si diceToplitz-plus-Hankel,o più brevementema-
trice T+H, seè esprimibilenella forma �ç� � J � , dove

�
è una matricedi

Toeplitze � è unamatricedi Hankel.
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Le matriciT+H sonoestremamentediffusenelleapplicazioni,comeadesem-
pio neiprocessidi ortogonalizzazione[7], nelcampodelleequazionidifferenziali
a derivateparziali,nel signalprocessing, etc.

Perquestomotivo c’è attualmenteun grossointeressepergli algoritmi desti-
nati al trattamentodi questematrici,si vedaades.[9].
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Capitolo 3

Problemi checonduconoa sistemi
lineari strutturati

3.1 Risoluzionedi equazionidiffer enziali

Consideriamol’equazionedifferenzialeconcondizionial contorno(problemadi
Dirichlet) del second’ordine$%�&�)l+�� � J���� ' � + �©VK� ' �+ � � ��� / � + � 	 ��� ¶ (3.1)

doveassumiamoche � � V 3 ù ������	
� , cioèsonofunzionicontinuein
�À���
	��

, e ��� ' �ÊY1 per 'ã3 �À���
	�� . Si trattadellacelebreequazionedi Sturm-Liouville,per la quale
è notocheesisteunasoluzioneunica +�� �����
	���� 5 .

Perdiscretizzarel’equazione(3.1) dividiamo l’intervallo
�����
	��

in 
 J¬- sot-
tointervalli uguali � � ' � �Ù' " � �G�G� �÷' f �Ù' fG� " � 	
con ' h � � J � � � � � 	 ) �
 JC-
e denotiamocon  j l’approssimazionedella soluzionesull’

k
-esimopunto della

discretizzazione  j"! + � ' j � � k �:1 � ?#?#? � 
 ?
Sostituiamoora l’operatoredifferenziale

ê � + � ' �8� + � � � ' � con l’operatorealle
differenzecentrali # � + � ' ��� + � ' J � � ) O + � ' � J + � 'U) � �� � �

(3.2)
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cheapprossimala derivatasecondain quantosi può dimostrare[16] che# � + � ' ��� + � � � ' ��JqS*� � � �
se +*3 ù � ������	
� .

Operandoquestasostituzionenell’equazione(3.1)valutatasulgenericopunto' j delladiscretizzazione,si ottieneO$ j )  j  �" )  j � "� � J%��� ' j �  j �©VK� ' jÕ�  j ���©V j ?
Ora, imponendo+ � � �*� / , + � 	 �*� ¶

e introducendoil simbolo � j ����� ' j � si
arrivaal sistemadi 
 equazionilineari$&&&% &&&& � O J � � � " �  " )  � � � � V " J /)  j  �" J:� O J � � � j �  j )  j � " � � � V jÕ� k � O � ?#?#? � 
 ) -)  f  �" J2� O J � � � f �  f � � � V f J ¶

?
Questosistemapuò esserescrittonellaformamatriciale� Á �('
con

Á �
)*********+
 "
...
...
... f

,.---------/
� ' �

)*********+
V " � � J /V � � �

...V f  �" � �V f � � J ¶
,.---------/

e dove

�:� ;���������<
O J0� " � � ) - 1) - O J0� � � � ) -

. . . . . . . . .
. . . . . . ) -1 ) - O J�� f � �

= ���������>
è unamatricetridiagonaledi Toeplitz.

Schemidi discretizzazionedifferentida (3.2) produconodifferentimatrici di
Toeplitz,mentrela versionebi-dimensionaledel problemaai limiti (3.1) condu-
ceadun sistemalinearecaratterizzatoda unamatriceconstrutturadi Toeplitza
blocchi.
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3.2 Approssimazionepolinomialeai minimi quadra-
ti in 1 O32547698;:

Consideriamolo spaziodi Hilbert
���������
	��

conprodottointerno< V � Q>= �@?BAC VK� ' � Q � ' �ED '
e conla norma �_V½��� < V � V = "	F �
indottadal prodottoscalare.Con Þ f denotiamolo spaziodei polinomi di grado
al più 
 . Vogliamotrovareil polinomio � f 3(Þ f cheapprossimameglio la V nel
sensodeiminimi quadrati,cioèÅ�ì�G�IH.J � �_V ) �K� �� �óÅ�ì�G�IH.J � ?�AC � VK� ' � ) �à� ' � � � D ' ? (3.3)

È possibilecaratterizzarela migliore approssimazionenel sensodei minimi qua-
drati medianteil seguenteteorema[15].

Teorema3.1 Sia VK� ' � 3 �����À���
	��
, allora � f è l’approssimazionedi f in Þ f nel

sensodeiminimi quadrati see solose< V ) � f � � = �21
per ogni � 38Þ f .
SedotiamoÞ f dellabasecanonicaK - � ' � ' �G� ?#?w? � ' fML , il precedenteteoremacon-
duceal sistemalineare < V ) � f � ' j = �21 k �:1 � - � ?w?#? � 

cheè dettosistemadelleequazioninormali. Seesprimiamola migliore approssi-
mazionenellabasecanonica � f � ' ��� fg hxi � / h '

h
otteniamo < � f � ' j = � < V � ' j = � k �:1 � ?#?#? � 
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N fg hXi � / h '
h � ' j	O � < V � ' j = � k �21 � ?w?#? � 


fg hXi � < ' j � '
h = / h � < V � ' j = � k �21 � ?w?#? � 
 ?

Il sistemadelleequazioninormalipuò esserescrittoin formamatriciale�QP �CÝ
dovesi ha

P �
)******+
/ �/ "
.../ f
, ------/ Ý��

)******+
< V � - =< V � ' =

...< V � ' f =
, ------/

e dove < V � ' j = �R? AC ' j VK� ' �ED '
sonodetti i momentidellafunzionef. La matriceH èdatada

� j h � < ' j � ' h = � ?%AC ' j � h D ' � ' j � h � "k J � JC-�SSSS AC
edèdettamatricedi Gram.In particolarese

�����
	�� � � 1 � - �
� j h � ? "� ' j �

h D ' � -k J � JC- � (3.4)

La matricecos̀ı ottenuta

� � ;���������<
- "� "u �G�G� "f"� "u ... "fG� ""u ...

... "fG� �
...

...
...

..."f "fG� " "fG� � �G�G� "� f  �"

=����������>
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èdettamatricedi Hilbert. Questamatricehala propriet̀adi esseresimultaneamen-
te di Cauchyedi Hankel. Essarisultafortementemalcondizionataesi può dimo-
strarechel’andamentoasintoticodelsuocondizionamentorispettoallanorma2 è
datoda � � � � ��T@U u � H f ?
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Capitolo 4

Struttura di spostamento

4.1 Rangodi spostamento

Definizione4.1 Il rangodi spostamentosuperioredi unamatriceR 
�o 
 è il più
piccolointero / � �	VN� talechesi può scrivere:

V2� 
XW ´ZY µg j i " �Kjè�àj
dove K ��j L 
XW ´[Y µj i " sonomatrici di Toeplitz triangolari inferiori e K �0j L 
XW ´[Y µj i " sono
matrici di Toeplitztriangolari superiori.

Definizione4.2 Il rangodi spostamentoinferioredi unamatriceR 
8o 
 è il più
piccolointero /  �	VN� talechesi può scrivere:

V2� 
]\ ´[Y µg j i "Q^ j`_�j
dove K _�j L 
XW ´ZY µj i " sonomatrici di Toeplitz triangolari inferiori e K ^ j L 
XW ´[Y µj i " sono
matrici di Toeplitztriangolari superiori.

Introduciamola matricedi spostamentoin avanti (forward-shift)

a � ;������<
1 1- . . .

. . . . . .1 - 1
= ������> ?
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L’operatoredi spostamentoper unamatricehermitianadi dimensione
 è stato
definitoperla primavolta in [12] come# �	VN���(V ) a V acb (4.1)

dove
a b

rappresental’aggiuntadellamatrice
a

, ossiala matricetraspostaconiu-
gata.L’espressione

a V a b corrispondeallo spostamento(shift o displacementin
inglese)dellamatrice V versoil bassolungola diagonaleprincipaledi unaposi-
zione,il chegiustificail nomeattribuito all’operatore

#
. Sela matrice

# �	VN� ha
rango ¢ , indipendenteda 
 , allora R è dettastrutturatarispettoallo spostamen-
to definito in (4.1) e il numero¢ coincidecon il rangodi spostamentosuperiore/ � �dVN� , comeverr̀amostratonel Teorema4.1.La definizionedi operatoredi spo-
stamentosi può estenderead unamatricenon hermitianae anchea matrici non
quadrate.

Lemma 4.1 Dati i vettori colonna 6p� K ' j L 
j i " �xt � K + j L 
j i " , l’equazionematri-
ciale V ) a V a b � 
g j i " 6 j�t bj (4.2)

ha l’unica soluzione V©� 
g j i " � �È6 j � � � t bj � � (4.3)

dove
� ��6à� denotauna matricetriangolare inferiore di Toeplitzla cui prima co-

lonna è 6 , e
� � t b � denotauna matrice triangolare superiore di Toeplitz la cui

prima riga è
t b

. Allo stessomodol’equazionematricialeV ) a b V a � 
g j i " 6 j�t bj (4.4)

ha l’unica soluzione V2� 
g j i " � �fe6 bj � � �get§j � � (4.5)

dove e6 b � � ' f � ?#?w? � ' " � quando 6 b � � ' " � ?w?#? � ' f � ?
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Dimostrazione. Perl’unicit ànotiamocheV " ) a V " a b �(V � ) a V � a b
implica V " ) V � � a �	V " ) V � � a b �
equazionecheammettel’unica soluzioneV " ) V � �C1 .

Perdimostrarel’esistenza,osserviamoinnanzituttoche� ��6à� � � t3b � ) a¯�À� ��6�� � � t3b � �hacb �C6 t3b ? (4.6)

Tale propriet̀a si può verificareper il casodi matrici � o � ed estenderepoi
facilmenteal casogenerale.Sostituendoorala (4.3)nell’equazione(4.2)si ottiene
g j i " ��jè�0j ) a õ 
g j i " �KjW�àj ö a b �

� 
g j i " � �KjW�àj ) a��Kjè�àjda b � � 
g j i " 6 j�t bj
perla (4.6). Persemplicit̀aabbiamoposto

� ��6 j ��� �Kj e � � t bj ��� �0j .
La secondapartedel teoremasi dimostrain modoanalogo. i
Esisteunacaratterizzazionedel rangodi spostamentochefornisceancheun

algoritmoperla suadeterminazione.

Teorema4.1 I ranghi di spostamento/ � e /  si possonoottenere mediantele
seguentirelazioni / � �	VN� � jxÆ]Glk³�	V ) a V acb � �/  �	VN� � jxÆ]Glk³�	V ) a b V a � �
dove jxÆ]Glk§����� indica il rangodella matrice � .

Dimostrazione. La dimostrazionesegueimmediatamentedalLemma4.1. In-
fatti se V haunarappresentazioneminimaV2� 
XWg j i " � ��6 j � � � t bj � �
allora V ) a V a b � 
 Wg j i " 6 j�t bj �
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cheha rango / � in quantoil rangodi unamatrice � di dimensione
 , coincide
conil minimo intero � chepermettedi scrivere�C� ýg j i " 6 j�t bj ?
Viceversase V ) a V a b ha rango / � , allora devono esisteredei vettori 6 j �K ' j L 
XWj i " , t j � K + j L 
XWj i " . tali cheV ) a V a b � 
XWg j i " 6 j�t bj ?
Peril Lemma4.1abbiamoalloraV2� 
 Wg j i " � ��6 j � � � t bj � ?
Si può usareunadimostrazionesimileperla rappresentazionedi /  . i

È immediatoosservareche

V ) a V a b � ;���< aV ...a �G�G� a
= ���> ) ;���< 1 �G�G�Ì1

... V1
= ���> �

(4.7)

dove V è la sottomatriceprincipaledi V di ordine 
 ) - . Percìo perunamatrice
di Toeplitz

�
si ha

� ) a¤�ma b � ;������<
� " � � �G�G� � f� �
... 1� f

=�������> �
che ha rango 2, e questoprova che / � � � ��� O . NelI’altra notazionesi ha
similarmente

V ) acb V a � ;���< a �G�G� a
... Va

=����> ) ;���< 1V ...1 �G�G�Ì1
=����> ?

(4.8)
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Le espressioni(4.7)e(4.8)spiegano,anchegraficamente,le ragionichehanno
condottoall’introduzionedel terminerangodi spostamento. Infatti, comegià
accennatoprecedentemente,

a V a b spostala matricedi partenzadi unaposizione
versoil bassolungola diagonaleprincipale,inserendonellaprimariga e colonna
un vettoredi zeri. Seinvececonsideriamo

a b V a , lo spostamentodi V avviene
allo stessomodo,madi unaposizioneversol’alto e i vettori di zeri si inseriscono
all’ultima riga e colonna. Nel casodelle matrici di Toeplitz, la differenzaV )a V a b risulta essereuna matriceche ha rango ¢ � O indipendenteda 
 . La
propriet̀a interessante,oltre chenuova, è chequestofatto vale per unaclassedi
matrici più ampiadi quelladellematrici di Toeplitz.

Poich́esappiamochela strutturadi Toeplitznonè invariantepersvariateope-
razioni molto frequentiquali la moltiplicazione,l’inversione,la fattorizzazione���

, etc., vorremmocercaredi capireper quali operazionirisulta invarianteil
rango di spostamento.Un risultato particolarmentesignificativo è fornito dal
seguenteteorema.

Teorema4.2 Il rangodi spostamentosuperiore ed inferiore di unamatricenon
singolareèugualeal rangodi spostamentoinferioreesuperiore, rispettivamente,
della suainversa / � �dVN�Ì� /  �dVR �"X�/  �dVN�Ì� / � �dVR �"X� ?

Dimostrazione. Notiamoche/  �	V  �" �Ì� j�Æ]Glk³�dV  �" ) anb V  �" a �� j�Æ]Glk³�X�	VR �" ) a b VR �" a �oVN�� j�Æ]Glk³��« ) a b VR �" a VN�
poich́e il rangononè influenzatodallamoltiplicazioneperunamatricenonsingo-
lare.Applicandola propriet̀ajxÆ]Glk³��« ) �mpZ�½�qj�Æ]Glk³��« ) p ���
possiamocontinuarela catenadi uguaglianze/  �dVR �"x�Ì� j�Æ]Glk³��« ) a V a b VR �"X�� j�Æ]Glk³�X��« ) a V a b VR �"X�oVN�� j�Æ]Glk³�dV ) a V a b ��� / � �	VN� ?
Nello stessomodosi può dimostrarel’altra uguaglianzadel teorema/ � �dVR �"X��� /  �	VN� ? i
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Un’altra propriet̀a per cui è invarianteil rangodi spostamentòe legataalla
cosiddettainerziadi spostamentodi unamatrice V .

Definizione4.3 L’inerzia di una matricehermitana V è la terna di numeri in-
teri non negativi �ÿ� � ô � �E� che indicano,rispettivamente, il numero di autovalori
positivi,nulli enegativi di V .

È immediatoosservarechela somma� J�� coincideconil rangodi V .
Un risultato classicorelativo all’inerzia di una matriceè dato dal seguente

teorema[6].

Teorema4.3(Leggedi inerzia di Sylvester) Se V è una matrice simmetricaer
è unamatricenonsingolare, allora V e

r b V r hannola stessainerzia.

Se V è unamatricehermitiana,sappiamoche
# �dVN� è anch’essaunamatrice

hermitiana.

Definizione4.4 Si definisceinerziadi spostamentodi unamatricehermitanaV
la terna di numeri interi non negativi �ÿ� � ô � �E� che indicano, rispettivamente, il
numero di autovalori positivi, nulli e negativi di

# �	VN� . Inoltre la somma�UJs�
coincidecol rangodi spostamento(superiore)di V .

Useremoquestadefinizioneper evidenziareun’altra propriet̀a della struttura
di spostamento.

Lemma 4.2 L’inerzia di spostamentodi una matricehermitiananon singolareV rispetto a V ) a V a b è ugualeall’inerzia di spostamentorispettoa V  �" )a b V  �" a , ecioèt G>U.jvu_ì�Æ��dV ) a V a b ��� t GlUgjvu_ì�Æ��dVR �" ) a b VR �" a � ? (4.9)

Dimostrazione. Consideriamola seguenterelazione;< V aa b V  �" => ��ç;< « 1a b V  �" « => ��;< V 11 V  �" ) a b V  �" a => ��;< « 1a b V  �" « => b�ç;< « a V1 « => ��;< V ) a V a b 11 V  �" => �7;< « a V1 « => b �
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doveabbiamoutilizzatol’identità V��	V b �  �" �L«��(V  �" V b .
Ora,peril Teorema4.3 le matrici;< V 11 V  �" ) a b V  �" a =>

e ;< V ) a V a b 11 V  �" =>
hannola stessainerzia,avendoentrambela stessainerziadellamatrice;< V aa b V  �" =>8?
Ma poich́e l’inerzia di unamatriceR è ugualeall’inerzia dellasuainversa,visto
chegli autovaloridellainversasonogli inversidegli autovaloridi R equindihanno
lo stessosegno,la tesiche

t GlUgjvu_ì�Æ��dV ) a V a b ��� t GlUgjvuwì�Æ��	V  �" ) a b V  �" a � rimane
provata. i
4.2 Struttura di spostamento

L’operatoredi spostamento(4.1), apparsoper la prima volta in connessionecon
le matrici di Toeplitz in [2] e [12] e successivamenteformalizzatoin unateoria
estesain [10], è statogeneralizzatonellaforma#7w�x � y;z �dVN���(V )0{ �XVC�G� � (4.10)

dove { e � sonoduematrici di ordine 
 , allo scopodi estenderele propriet̀a di-
mostrateperle matricidi Toeplitzadaltreclassidi matricistrutturate.L’operatore#|w�x � y;z

è dettooperatoredi spostamentodi Steinrelativo allematrici K { � � L .
Nel nostrostudioutilizzeremolo stessooperatorenella cosiddettaforma di

Sylvester, introdottaper la prima volta in [10] ed utilizzata in numerosilavori
successivi, comead esempioin [3]. Siano { e � duematrici di ordine 
 e siaV 3mú f|�If unamatricechesoddisfil’equazione} w�x � ylz �	VN��� { �XV ) VL�G�:�(~2�Xp (4.11)

perdeterminatematrici rettangolari~ 3¯ú f|� 
 e p 3¯ú�
 �If , dove il numero/ è
piccolorispettoa 
 ecomunqueindipendentedaesso.

Definizione4.5 Le matrici ~ e p sonodette K { � � L -generatori di V , e il più
piccolointero / � / w�x � ylz �	VN���sj�Æ]Glk§� { V ) V����
tra tutti gli K { � � L -generatori è chiamato rango di K { � � L -spostamentodella
matrice V .
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Se { e � sonomatrici non singolari, è immediatoosservarechequestade-
finizione di rango di spostamentòe equivalentea quella basatasull’operatore
(4.10). La forma di Sylvester(4.11) dell’operatoredi spostamentòe statain
seguito ulteriormentegeneralizzatain [13] nellaforma} w�� � �0� x � y;z �(�q�XVC� # )0{ �XV:�w�
chechiaramenteincludeentrambele definizioniprecedenti.

Il risultatocruciale,checonsentedi esprimerein manieramoltopiù generaleil
concettodi strutturaè cheperognunodei modelli di strutturaintrodotti nel Capi-
tolo 2 èpossibilescegliereunacoppiadi matrici K { � � L perdefinireunoperatore
di spostamento

} w�x � ylz �`�s� �|ú f|�If � ú f\�If dellaforma} w�x � y;z �dVN��� { V ) V�� (4.12)

in modo tale che il rangodi K { � � L -spostamentodelle matrici della classein
esamerisulti costante.

Questofatto consente,ad esempio,di memorizzareuna matricestrutturata
semplicementemediantei suoi generatorie soprattutto,comevedremo,di svi-
lupparealgoritmivelocidi fattorizzazionechenecessitinodell’aggiornamentodei
soli generatori.

Inoltre, si verificachel’insieme dellematrici che,per unadatasceltadi una
coppia K { � � L , mantenganoun rangodi K { � � L -spostamentocostanterisultaes-
seremolto più vastodellaclassedi matrici di strutturatecheha portatoa quella
scelta,includendo,ad esempio,anchele inversedelle matrici strutturatedi par-
tenza.Perquestomotivo ciascuninsiemedi matrici vienedenotatoaggiungendo
il suffisso-like al nomedellaclassestrutturatadi partenza.

Perchiarirela situazione,analizzeremoora le generalizzazionidelleclassidi
matrici strutturatepresentatenel Capitolo2, presentandole scelteusuali per le
coppie K { � � L ed illustrandola forma che assumonoi generatoriin corrispon-
denzadelle matrici strutturateclassiche. A questoscopoè utile introdurre la
matrice

a�� � ;���������<
1 1 ?#?#? 1 �- 1 ?#?#? ?#?#? 11 - . . .

...
...

. . . . . .
...1 ?#?#? 1 - 1

= ���������> ?

Se �®�.- , la matrice
a " è chiamatamatriceciclicadi spostamentoin avanti.
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1. Matrici Toeplitz-like. { � a " ��:� a  �" ?
Perunamatricedi Toeplitz

�
dellaforma(2.1)si ha} w�� � � � \ � z � � ��� a " � ) �ca  �" �(~2�Xp

doveduepossibiligeneratoriassumonola forma

~ � ;���������<
��� -� " J �  ´ f  �" µ 1� � J �  ´ f  � µ 1
...

...� f  �" J �  �" 1

=����������>
e pF� ;< 1 1 �G�G� 1 -� f  �" ) �  �" � f  � ) �  � �G�G� � " ) �  ´ f  �" µ ��� => ?
Questoci mostracheunamatricedi Toeplitzharangodi K a " �fa  �" L -sposta-
mentougualeadue.

2. Matrici Vandermonde-like.{ � ê�� �:ë�ì�ÆIí�� ' " � ?w?#? � ' f � ��2� a " ?
Perunamatricedi VandermondeclassicaØ ��6�� si ha} w���� � � � z � Ø ��6à�X�½� ê�� Ø �È6à� ) Ø �È6à� a " �@~2�Xp
dove i generatoriassumonola forma

~ � ;������<
' f " ) -' f � ) -

...' ff ) -
= ������>
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e pF� · 1 �G�G�Ì1 - ¸ ?
Si vede,dunque,cheunamatricedi Vandermondeha rangodi K ê�� �fa " L -
spostamentougualeaduno.

3. Matrici Cauchy-lik e. { � ê�� �:ë�ì�ÆEí�� � " � ?#?w? � � f � ��:� ê�� �Cë�ì�ÆEí��	� " � ?#?#? � � f � ?
Questoinsiemedi matrici strutturatecoincideesattamentecon la classedi
matriciCauchy-likeprecedentementedefinitenelParagrafo2.3.1.In questo
caso,se ù è unamatriceCauchy-like,abbiamo} w���� � �9� z � ù ��� ê�� ù ) ù ê�� �@~2�Xp
dove i generatorisonodellaforma~ b �Ì· 
 " 
 � �G�G� 
 f ¸p.� · � " � � �G�G� � f ¸
con


 j ��� j 3nú�
 per

k � - � ?#?w? � 
 . Si vede,dunque,che una matrice
Cauchy-likeharangodi K ê�� � ê�� L -spostamentougualead / .

4. Matrici Toeplitz-plus-Hankel-like.{ �@� �¦� ��:�@� "¦" �
dove �;� � � è definitada

�;� � � � ;���������<
� - 1 ?#?#? 1- 1 - . . .

...1 - . . . . . . 1
...

. . . . . . 1 -1 ?#?#? 1 - �

=����������> ?
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4.3 L’algoritmo di Schur

L’algoritmo di Schurper la fattorizzazione
���

di unamatrice � non singolare
consisteessenzialmentein unariformulazionedelclassicoalgoritmodi triangola-
rizzazionedi Gauss.

Dataunamatrice�:�C� ´ " µ percui esistala fattorizzazione
���

, consideriamo
il seguenteprodottomatriciale,equivalentealprimopassodell’algoritmodi Gauss� " � ´ " µ � ;< - 1)n� " « f  �"

=> � ;< D " ò b "9 " V "
=> � ;< D " ò b "9 " ) D " � " V " )0� " ò b "

=>m?
(4.13)

Perannullaregli elementidella prima colonnasituati al di sottodella diagonale
principaleènecessarioassegnare � " �(D� �"" 9 " ?
Si definisceallora complementodi Schurdell’elementoD " di posto �`- � -d� nella
matrice� ´ " µ la matrice � " �qV " ) D� �"" 9 " ò b " ?
Questamatricerappresentala sottomatriceprincipaleformatadalleultime 
 ) -
righe e colonnedella matrice � ´ � µ risultantedalla applicazionedel primo passo
dell’algoritmodi Gaussalla matrice� .

Il passo
~

dell’algoritmo di fattorizzazionedi Gaussconsistenel prodotto
matriciale� ´ { � " µ � ��{ � ´ {�µ � ;< « {  �" 11 e��{ => ��;< � ´ {�µ"¦" � ´ {
µ" �1 � ´ {
µ�¦� => � ;< � ´ {
µ"¦" � ´ {�µ" �1 e��{ � ´ {
µ�¦� =>
il cui bloccodi posto � O � O � si può rappresentarenellaforma

e��{ � ´ {
µ�¦� � ;< - 1)n� { « f  { => ��;< D { ò b{9 { V { => � ;< D { ò b{1 � { =>
dove � { �@D  �"{ 9 {
e la matrice

� { �@V { ) D� �"{ 9 { ò b{
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è il complementodi Schurdell’elementoD { nella matrice � ´ {
µ� � � . Si vededunque
chel’algoritmo di Gausscorrispondeallacomplementazionedi Schurricorsivadi
unasequenzadi sottomatriciprincipali di � .

I fattori
�

e
�

dellamatrice� si possonoottenerememorizzandoi vettori � { eò { ottenutinel corsodell’algoritmonellematrici

� �
;���������������<

-
... -
...

...
. . .� " ... -

... � � ...
. . .

...
... � { . . .

...
...

... -

=����������������>
e

� �
;���������������<

D " �G�G� �G�G� ò b " �G�G� �G�G� �G�G�D � �G�G� �G�G� ò b� �G�G� �G�G�
. . . D { �G�G� ò b{ �G�G�

. . .
. . . D f

=����������������>
?

L’applicazionedell’algoritmo di Schura una genericamatrice � non com-
portanessunvantaggioin termini di complessit̀a rispettoall’algoritmo di Gauss.
La situazionèe differentepermatrici strutturatechesoddisfinoparticolaritipi di
equazionidi spostamento,comeevidenziatodal seguenteteorema.

Teorema4.4 Siadatala matrice

V " � ;< D " Á b "� " eV "
=>
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chesoddisfal’equazionedi spostamentodi Sylvester

} w�x � � y � z �	V " ��� ;< V " 1a { � => �XV " ) V " ��;< � " a1 � � => �(~ " �Xp " � (4.14)

per determinatematrici triangolari { " e � " , con ~ " 34ú f\� 
 e p " 34ú�
 �If .
Il simbolo

a
indica una sottomatriceil cui contenutoè ininfluenteai fini del

ragionamento.
Sel’elemento D " di posto �`- � -d� è diverso da zero, allora il complementodi

Schur V � � eV " ) D  �"" � " Á b " soddisfal’equazionedi spostamentodi Sylvester{ � �XV � ) V � �G� � �(~ � �Xp � �
con ;< 1~ � => �q~ " ) ;< -D� �"" � "

=> �h' b " �· 1 p � ¸ �qp " ) 9 " � · - D� �"" Á b " ¸ � (4.15)

dove ' b " e 9 " sonola primariga di ~ " e la prima colonnadi p " , rispettivamente.

Dimostrazione. Dalla formuladi complementazionedi Schur(4.13)è possi-
bile ricavarela fattorizzazione

V " � ;< - 1D� �"" � " « => ��;< D " 11 V � => ��;< - D� �"" Á b "1 « =>8?
Sostituendoquestaespressionedi V " nella equazionedi spostamento(4.14) ed
associandoalcunitermini,si ottiene;< V " 1a ��{ � => ��;< D " 11 V � => ��;< - D� �"" Á b "1 « =>

) ;< - 1D� �"" � " « => � ;< D " 11 V � => � ;< � " a �1 � � => �(~ " �Xp " �
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dacui, utilizzandol’espressionedell’inversadi unamatriceelementaredi Gauss,
si ottiene;< - 1) D  �"" � " « => ��;< V " 1a � { � => ��;< D " 11 V � =>) ;< D " 11 V � => ��;< � " a �1 � � => ��;< - ) D� �"" Á b "1 « => �

;< - 1) D� �"" � " « => �X~ " �Xp " � ;< - ) D  �"" Á b "1 « =>
e ;< V " 1a � � { � => ��;< D " 11 V � => ) ;< D " 11 V � => ��;< � " a � �1 � � => �;< - 1) D  �"" � " « => �X~ " �hp " ��;< - ) D� �"" Á b "1 « => ?

(4.16)

Scrivendoi generatoriin modo da evidenziarela prima riga di ~ " e la prima
colonnadi p " , otteniamo;< - 1) D  �"" � " « => ��;< ' b "e~ "

=> � · 9 " ep " ¸ ��;< - ) D  �"" Á b "1 « => �
;< ' b "e~ " ) D  �"" � " ' b �

=> � · 9 " ep " ) D� �"" 9 " Á b " ¸ ?
Definendo ~ � � e~ " ) D  �"" � " ' b "p � � ep " ) D  �"" 9 " Á b " �
il bloccodi posto � O � O � dell’equazione(4.16)può esserescrittonellaforma{ � �XV � ) V � �G� � �(~ � �hp �
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e inoltresi ha ;< 1~ � => �@~ " ) ;< -D� �"" � "
=> ' b"· 1 p � ¸ �@p " ) 9 " � · - D� �"" Á b " ¸ ?

Restacos̀ı dimostratala tesidel teorema. i
Si vededunquecheil complementodi Schurmantienela stessastrutturadi

spostamentodellematrici chel’hannogenerato,e cheè possibileottenerei gene-
ratori del complementodi Schura partiredai generatoridellematrici di partenza
conun bassocostocomputazionale.

Questofatto suggeriscela possibilit̀a di applicarel’algoritmo di Schur ad
unamatricestrutturatain mododa operaresolo sui generatoridei complementi
di Schur, senzacostruireesplicitamentele matrici intermedie. Un’accortaim-
plementazionedi tale algoritmoporterebbead un risparmionell’occupazionedi
memoriae adunriduzionedellacomplessit̀acomputazionale.

4.4 Fattorizzazioneveloceestabiledi matrici di Cau-
chy

L’implementazionedell’algoritmodi Schurper la fattorizzazione
���

di unama-
trice V " chesoddisfiun equazionedi spostamento} w�x � y;z �	V " ��� { �XV " ) V " �G�2�q~ " �Xp " (4.17)

può essereriassuntoconi seguentipassi:

1. Ricavaredaigeneratori~ " e p " la primarigaela primacolonnadellamatri-
ce V " . Questeforniscono,rispettivamente,la primacolonnadi

�
e la prima

riga di
�

.

2. Calcolare,mediantele relazioni (4.15), i generatoridel complementodi
Schur V � .

3. Procederericorsivamenteripetendoi passi1. e2. sullamatrice V � .
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PerunamatriceCauchy-like,questaproceduraconsistenel seguentealgoritmo

for
~ �F- � ?w?#? � 
r {�{ �×-

for � � ~ JL- � ?#?#? � 
r h { � ����.� �"�ý �
 �� �
end
for � � ~ � ?#?#? � 
 { h ��� �� � � �ý �  ����
end
for j= �¡ q¢¤£.¥I¥I¥¦£�§¨Z©oª¬«®­ � �¯ ���
 © «°
 ©²± ¨³©Eª´
 ª� © « � ©µ±  ª¶© ª�ª � ª
end

end

di cui diamoancheunaimplementazioneMatlab,scrittain mododaessereappli-
cabilesiaamatrici di Cauchychea matriciCauchy-like

function [L,U]=lu_c(t,s,phi,psi)
n=size(t,1);
if ˜any(nargin==[2 4])

error( ’errato numero di parametri’)
end
if nargin==2

phi=ones(1,n);
psi=phi;

end
L=eye(n);
U=zeros(n);
for k = 1:n

for j = k+1:n
L(j,k)=phi(:,j)’*psi(:,k)/(t( j)-s (k));

end
for j=k:n

U(k,j)=phi(:,k)’*psi(:,j)/(t( k)-s (j));
end
for j=k+1:n

L(j,k)=L(j,k)/U(k,k);
phi(:,j)=phi(:,j)-phi(:,k)*L( j,k) ’;
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psi(:,j)=psi(:,j)-psi(:,k)*(U (k,j )/U(k ,k)) ;
end

end

La complessit̀a computazionaledi questoalgoritmo è ·¹¸3§�º , dove ¸ , comegià
ricordato,è un interoindipendenteda § cherappresentala dimensionedei vettori» ©

e ¼ © .
Il vantaggioderivantedall’applicazionedi questoalgoritmoamatriciCauchy-

likeconsistenellapossibilit̀adi implementarein essola strategiadelpivotingpar-
ziale,pur conservandola struttura.Questo,infatti, nonèpossibileperaltreclasse
di matrici strutturate,comeadesempioperle matrici di Toeplitzo di Hankel.

ConsideriamounamatriceCauchy-like ½¿¾ chesoddisfil’equazione(4.17)per
determinatematrici diagonaliÀ «(Á�Â

e Ã «@Á�Ä
.

Nell’applicareil pivoting parzialesi richiedeun movimentodell’elementodi
più grandemodulodellaprimacolonnadi ½¡¾ usandounoscambiodi rigao, equi-
valentemente,unamoltiplicazionea sinistraper la corrispodentematricedi per-
mutazioneÅ�¾ . Dopo lo scambiodi riga la matrice Æ½¿¾ « Å�¾o½¿¾ soddisfa ancora
un’equazionedi spostamentodel tipo (4.17),in cui la matriceÀ è rimpiazzatadal-
la matrice ÆÀ « Å�¾oÀ�¾oÅÈÇ¾ e il generatoreÉ�¾ vienesostituitoda ÆÉ�¾ « Å�¾EÉ�¾ . Que-
sti movimenti di righenondistruggonola strutturadi spostamentoper le matrici
Cauchy-like.

Il seguentealgoritmo esegue la fattorizzazioneÅ¿½ «ËÊ²Ì
per unamatrice

Cauchy-like ½ in Í�ÎÏ§"ºfÐ operazioni. Successivamente,con Í�ÎÏ§"ºfÐ operazioniè
possibilerisolverei sistemitriangolaricaratterizzatidallematrici

Ê
e
Ì

median-
te forward e backward substitution. Nell’algoritmo il simbolo ÑgÒ rappresentala
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matriceidentitàdi dimensione§ .Å « ÑÓÒ
for � « ¢¤£I¥I¥I¥"£�§

for Ô « ��£.¥I¥I¥Õ£�§¨Z©Eª¬«�Ö�×ØIÙ � �Ú ØfÛ�Ü �
end
trova �ÞÝàß�Ýà§ : á ¨�âEã ª á «qäæå´çMªÓè$©fè Òcá ¨Z©Eª áé ª�ª¬«(¨�â�ª
scambiaê ª e ê â
scambia

» ª
e
» â

scambiale righe � e ß in
Ê

scambiale colonne� e ß in Å
for Ô « �¿ q¢¤£.¥I¥I¥¦£�§é ª�©ë« Ö ×� Ù � ØÚ � Û�Ü�Ø
end¨�ª�ª¬« ¢
for j= �¡ q¢¤£I¥.¥I¥Õ£�§¨Z©Eª¬« ­ Ø �¯ ���» © «ì» © ± ¨Z©oªX» ª¼ © « ¼ © ± é ª¶©é ª�ª ¼ ª
end

end

Segueuna implementazionein Matlab cherestituiscei fattori Å ,
Ê

e
Ì

di una
matriceCauchy-likeo Cauchy, asecondadei parametrichevengonoinseriti.

function [L,U,P]=lupp_c(t,s,phi,psi)
n=size(t,1);
if ˜any(nargin==[2 4])

error( ’errato numero di parametri’)
end
if nargin==2

phi=ones(1,n);
psi=phi;

end
L=eye(n);
U=zeros(n);
P=eye(n);
for k = 1:n

for j = k:n
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L(j,k)=phi(:,j)’*psi(:,k)/(t( j)-s (k));
end
[m q] = max(abs(L(k:end,k)));
q = q+k-1;
U(k,k) = L(q,k);
t([k q]) = t([q k]);
phi(:,[k q]) = phi(:,[q k]);
L([k q],1:k) = L([q k],1:k);
P([k q],:) = P([q k],:);
L(k,k) = 1;
for j = k+1:n

U(k,j)=phi(:,k)’*psi(:,j)/(t( k)-s (j));
end
for j=k+1:n

L(j,k)=L(j,k)/U(k,k);
phi(:,j)=phi(:,j)-phi(:,k)*L( j,k) ’;
psi(:,j)=psi(:,j)-psi(:,k)*(U (k,j )/U(k ,k)) ;

end
end

Peravereuniformità conle implementazionedegli altri algoritmi veloci visti
sinora,abbiamoinoltresviluppatodueprogrammiperla risoluzionedi unsistema
lineare í¡î «(ï
caratterizzatoda una matriceCauchy-like

í
. Il primo utilizza l’algoritmo di

fattorizzazionedi Schursenzapivoting

function x = ge_c(t,s,phi,psi,b)
if nargin == 3

b = phi;
[L U] = lu_c(t,s);

elseif nargin == 5
[L U] = lu_c(t,s,phi,psi);

else
error( ’errato numero di parametri’)

end
x = U \ (L \ b);

mentreil secondofausodel pivotingdi colonna

function x = gepp_c(t,s,phi,psi,b)
n=length(t);
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if nargin == 3
b = phi;
[L U P] = lupp_c(t,s);

elseif nargin == 5
[L U P] = lupp_c(t,s,phi,psi);

else
error( ’errato numero di parametri’)

end
x = U \ (L \ (P*b));

4.4.1 Risultati numerici

Perverificarela performancedi questialgoritmi abbiamoconsideratoun sistema
linearedel tipo íðî «qï £
caratterizzatodaunamatrice

í
di Cauchy. Comenellealtreprove numerichela

soluzioneè stataarbitrariamentefissataa ñ « Î�¢¤£I¢¤£I¥.¥I¥"£I¢hÐ¶ò e il terminenoto è
statoricavato di conseguenzamedianteil prodotto

ïó« í ñ . Il sistema,̀e stato
risoltoal cresceredelladimensioneconla nostraimplementazionedell’algoritmo
di Schurcone senzapivoting,cioè coni programmigepp c e ge c , e conl’al-
goritmodi Gaussgenericoconpivotingdi colonnadisponibilein Matlab. Durante
il calcolosonostatimemorizzatiil numerodi operazionieseguitedai trealgoritmi
e gli errori sullasoluzionein norma-ô .

La prima matricetest è statacostruitain modo da mantenereun condizio-
namentocontenutoancheper grandi dimensionifissandoi vettori õ e ö come
segue õ « Î�÷�£�·>£I¥I¥I¥¦£ø÷$§7 q¢XÐ òö « Î�÷$§ ± ¢¤£ø÷$§ ±úù £I¥.¥I¥Õ£ ù £I¢hÐ ò ¥
La Figura4.1mostral’andamentodel numerodi condizionamentodi questama-
trice.

ComerisultadallaFigura4.2 il numerodi operazionieffettivamenteeseguite
dai nostri duealgoritmi sonominori di quelleeseguite dall’algoritmo di Gauss
(linea tratteggiata)comeprevisto dalla teoria,anchesequestovantaggionon è
determinantevistele esiguedimensionidellamatrice.

Un risultatointeressantèe invecerappresentatosulgraficodegli errori riporta-
to nellaFigura4.3. Essomostrainfatti chel’errore dell’algoritmodi Schursenza
pivoting crescetropporapidamenterendendonesconsigliabilel’uso. Perquesto

57



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

ordine della matrice

nu
m

er
o 

di
 c

on
di

zi
on

am
en

to

Figura4.1: condizionamentodellaprimamatricedi Cauchy
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Figura4.2: complessit̀acomputazionale,Schurvs. Gauss
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Figura4.3: errori peril primo sistemadi Cauchy
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Figura4.4: errori peril primo sistemadi Cauchy
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Figura4.5: complessit̀acomputazionale,Schurvs. Gauss

motivo,nel testsuccessivo nonsonoriportati i risultatiottenuticonquestoalgorit-
mo. La Figura4.4riportagli errorimisuraticonfrontandol’algoritmo conpivoting
gepp c e quellodi Gaussperdimensionimoderatamenteelevatee illustra la so-
stanzialeequivalenzadei duealgoritmi sottol’aspettodellastabilità. Bendiverso
è inveceil costocomputazionale,illustratonellaFigura4.5.Daquestedueultime
figureapparechiarochesi ottieneun vantaggiocomputazionalesenzaperderein
accuratezzarispettoallasoluzione.

Comesecondoesempiòe statautilizzatala matricedi Hilbert, notaper il suo
cattivo condizionamentocomegià evidenziatonel Paragrafo3.2. Essaè definita
da û�ü ©ý« ¢þ  ÿÔ ± ¢ £ þ £¶Ô « ¢¤£I¥.¥I¥¦£�§
edè,oltre cheunamatricedi Hankel, ancheunamatricedi Cauchycaratterizzata
dai vettori õ e ö aventi componentiê ü « þ

e � © « ¢ ± Ô .
La Figura4.6 illustra l’andamentodel numerodi condizionamentodi questa

matrice. Nella Figura 4.7, invece,possiamoosservare che gli errori hannoun
andamendopiuttostosimile per i duealgoritmi, e non si ha un vantaggioin ter-
mini di complessit̀a in quantol’altissimo condizionamentodi questamatricenon
consentedi risolveresistemilineari di dimensionesuperiorea15. L’applicazione
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Figura4.6: condizionamentodellamatricedi Hilbert
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di un algoritmovelocenon portaquindi sostanzialivantaggiin presenzadi una
matricemoltomal-condizionata.

4.5 Conversionedi struttura

In [3] si osserva cheil pivoting parzialepuò essereincorporatoall’interno di un
algoritmovelocenon solo per le matrici Cauchy-like, ma ancheper ogni classe
di matrici con strutturadi spostamentodefinitada (4.11)e caratterizzatada una
matrice À diagonale.Infatti è statodimostratocheè possibiletrasformareun in-
siemedi matrici dotatedi strutturadi spostamentoin un altro insiemedi matrici
strutturate.Le tecnicheper trasformarematrici Vandermonde-like e Cauchy-like
in Toeplitz-likemediantela trasformatavelocedi Fourier(FFT) sonostateutiliz-
zatein [8] per ridurre la complessit̀a dei prodotti matriceper vettorein presen-
za di matrici con strutturadi spostamento.La trasformazioneda Toeplitz-like a
Cauchy-like è statainveceintrodottain [5].

Incorporandoil pivoting parzialenell’algoritmodi Schurgeneralizzatosi ot-
tiene, quindi, un algoritmo di fattorizzazionevelocee stabile,oltre che per le
matriciCauchy-like,ancheperle matriciToeplitz-likeeVandermonde-like. Que-
sto algoritmo non è dunqueristretto ad un’unica classedi matrici regolari, ma
è valido per un’arbitrariamatriceinvertibile in ognunadelle tre classidi matri-
ci appenamenzionate.Alla luce di questeconsiderazionie del fatto cherisulta
convenienteapplicarequestoalgoritmoalle matrici Cauchy-like, in [3] sonosta-
te proposteunavariet̀a di formule chetrasformanole classibasedi matrici con
strutturadi spostamentoin Cauchy-like. Questeformule richiedonounicamente
la trasformatadiscretavelocedi Fourier (FFT) delle ÷]¸ colonnedei generatoriÉ e

� Ç , cheè un’operazioneaccurata,richiedeun bassocostocomputazionalee
inoltrepreserva il condizionamentodellamatrice.

Consideriamounamatrice ½ chesoddisfil’equazionedi spostamentodi Syl-
vester(4.11) per certematrici À ed Ã , e siano � ¾ e � º due matrici invertibili.
Allora la matrice Æ½ « � ¾E½�� º (4.18)

soddisfa l’equazionedi Sylvester����� ã 	�
 Î Æ½¡Ð « ÆÀìÆ½ ± Æ½ ÆÃ « ÆÉóÆ�
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dove ÆÀ « � ¾EÀ�� Û ¾¾ÆÃ « � Û ¾º Ã
� ºÆÉ « � ¾EÉÆ� « � � º ¥
Questoci consentedi modificarela formadellematrici À e Ã nell’equazionedi
spostamento,e percìo di trasformareunaclassedi matrici strutturatein un’altra
classe.Le matrici � ¾ e � º hannoil solorequisitodi esserefacilmenteinvertibili e
di poteressereapplicateadun vettoreconbassocostocomputazionale.

Nell’applicarequestaproceduraalla soluzionedi un sistemalinearebisogna
naturalmentetenercontodelletrasformazionicheessaimponesul terminenotoe
sullasoluzionedel sistema.Infatti, sostituendola (4.18)nel sistema½ î «(ï
si ottiene Î�� ¾o½�� º Ð��MÎ�� Û ¾º î Ð « � ¾ ï £
ossiail sistemalineare Æ½�� « Æï
con Æï�« � ¾ ï , la cui soluzioneè legataa quelladel sistemadi partenzamediante
la relazione î « � º � ¥
4.5.1 Conversioneda Toeplitz-like a Cauchy-lik e

Teorema4.5 Sia ½���� Ò��$Ò unamatriceToeplitz-likechesoddisfal’equazione������� ã ����� 
 Î	½¡Ð «�� ¾ �X½ ± ½!� � Û ¾ « É�� � £ (4.19)

dove É"��� Ò���# e
� �$� #%�$Ò . Alloraí «!& �X½'� Á Û ¾( � & Ç

è unamatriceCauchy-likecon� ��) �¶ã ) ���*
 Î í Ð «@Á ¾+� í ± í � Á Û ¾ « ÆÉ��¡Æ� ¥
La matrice

&
è la matricenormalizzatadi Fourier&�« ¢, § -/.103254687 ª Û ¾*9 7 © Û ¾*9�: ¾ èMªgã ©fè Ò (4.20)
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mentre Á ¾ «<;1=�å�> Îo¢]£ .1032546 £I¥.¥I¥¦£ .?032@46 7 Ò Û ¾*9 ÐÁ Û ¾ «<;1=�å�> Î .A2@46 £ .?BC2546 £.¥I¥I¥¦£ .ED 0 6 �F�/G 2@46 ÐÁ ( «<;1=�å�> Îo¢]£ .?2546 £.¥I¥I¥Õ£ .ED 6 �F�/G 2@46 ÐÓ¥
I nuovi generatori sonodati daÆÉ «!& �XÉ7£ Æ� « � � Á Û ¾( � & Ç ¥ (4.21)

Dimostrazione. La tesisegueimmediatamentedallefattorizzazioni� ¾ «!& Ç � Á ¾+� & e
� Û ¾ «qÁ Û ¾( � & Ç � Á Û ¾ � & � Á ( £ (4.22)

sostituendole relazioni(4.22)nella (4.19)e moltiplicandoper
&

a sinistrae perÁ Û ¾( � & Ç adestra. H
Supponiamooradi dover risolvereil sistemalineare

� î «(ï
(4.23)

dove � è unamatriceToeplitz-like cheverifica l’equazionedi Sylvester(4.19)e
dotatadeigeneratoriÉ e

�
. Sappiamodalteoremaprecedenteche

í «!& � Á Û ¾( & Ç
è la matriceCauchy-like trasformatadella matrice � . Quindi, attraversoquesta
trasformazione,il sistema(4.23)diventaÎ & � Á Û ¾( & Ç Ð��MÎ &æÁ ( î Ð «!&|ï
cioè í � « Æï
dove Æïÿ«I&æïî «<J � « Î Á Û ¾( & Ç Ð��K� ¥

La proceduradi conversionedi strutturadaToeplitz-likeaCauchy-like è stata
implementatain un programmaMatlaballo scopodi poterapplicarel’algoritmo
di Schurgeneralizzatoad unamatricedi Toeplitz. Il programmaprendein in-
put i duevettori chedefinisconola matricedi Toeplitz e il vettore

ï
contenente

i termini noti del sistemae restituiscei quattroparametrifondamentalidellama-
trice Cauchy-like risultante,ossiai vettori õ e ö e le matrici L «NM³» ¾ £I¥I¥I¥Õ£ » ÒPO eQ «RM ¼ ¾ £I¥I¥I¥Õ£�¼ ÒFO , unitamenteal nuovo vettoredei termini noti Æï e alla matrice
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J
checonsentedi trasformarela soluzione� delsistemaCauchy-likenellasolu-

zione
î

del sistemadi partenza.Nel corsodei calcoli si operaesclusivamentesui
generatoridellematrici in giocosenzacostruireesplicitamentela matrici dei due
sistemiequelledeipassiintermedi.La matricedi Fourier

&
, persemplicit̀a,èsta-

tausataesplicitamente,maunaversioneottimizzatadi questoalgoritmodovrebbe
ricorrerealla FFT per ridurre la complessit̀a computazionalee l’occupazionedi
memoria.

function [t,s,PHI,PSI,M,b1] = trasfoTC(tt,ss,b)
if nargin ˜= 3

error( ’errato numero di parametri’)
end
if ss(1) ˜= tt(1)

ss(1) = tt(1);
end
tt=tt(:);
ss=ss(:);
n = size(tt,1);
F = fmat(n)’ / sqrt(n);
w = exp(2*pi*i/n);
u = exp(pi*i/n);
D1 = diag(w.ˆ[0:n-1].’);
Dm1 = diag(u.ˆ[1:2:2*n-1].’);
D0 = diag(u.ˆ[0:n-1].’);

% generatori della Toeplitz
G = [[tt(1);tt(2:n)+ss(n:-1:2)] [1;zeros(n-1,1)]];
B = [zeros(1,n-1) 1;tt(n:-1:2)’-ss(2:n)’ tt(1)];

% generatori della Cauchy-like
G1 = F * G;
B1 = B * D0’ * F’;

% parametri delle Cauchy-like
t = diag(D1);
s = diag(Dm1);
PHI = G1’;
PSI = B1;
M = D0’ * F’;
b1 = F * b;

All’interno del programmacompareunachiamataad unapiccola funzioneche
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consentela costruzionedellamatricedi Fourier, echeriportiamodi seguito.

function F = fmat(n)
f = 2*pi/n;
x = 0:n-1;
w = i * f * x’;
F = exp(-w*x);

4.5.2 Conversioneda Vandermonde-like a Cauchy-lik e

Teorema4.6 Sia ½S�T� Ò��$Ò unamatriceVandermonde-likechesoddisfal’equa-
zione � ��)�U ã ��� 
 Îd½¡ÐWV ÁYX �X½'Z0½!� � ¾[VqÉ�� ��\ (4.24)

dove É]�^� Ò���# e
� �^� #A�$Ò . Siano

&
la matricedi Fourier normalizzata(4.20)

e Á ¾WV ;1=�å�> Î`_ \ .1032546 \ ¥I¥I¥ \ .?032@46 7 Ò Û ¾*9 ÐÓ¥
Allora ½<� & Ç è unamatriceCauchy-like taleche� ��)�U ã )a� 
 Îd½!� & Ç Ð[V ÁYX �MÎd½!� & Ç Ð�ZqÎ	½'� & Ç Ð�� Á ¾[VqÉ��MÎ � � & Ç ÐÓ¥ (4.25)

Dimostrazione. È sufficiente sostituirenella (4.24) la fattorizzazionedi
� ¾

riportatain (4.22)emoltiplicarel’equazioneadestraper
& Ç . H

Consideriamoorail sistemalineareb î V ï
dove

b
è una matriceVandermonde-like dotatadi generatoriÉ e

�
. Con la

trasformazioneriportatanel teoremail sistemadiventaÎ b & Ç Ð��MÎ & î ÐWV ï
cioè í �cV ï \
dove

í
è unamatriceCauchy-likee

î V J �cV & Ç5� .
Il programmacheconverteunamatricedi Vandermondein unaCauchy-like

accettain input il vettorechegenerala Vandermondee il vettoredei termini notiï
e restituiscei parametridellaCauchy-likee la matricedi trasformazione

J
.

66



function [t,s,PHI,PSI,M,b1] = trasfoVC(tt,b)
if ˜any(nargin==[1 2])

error( ’errato numero di parametri’)
end
n = size(tt,1);
F = fmat(n)’ / sqrt(n);
w = exp(-2*pi*i/n);
D1 = diag(w.ˆ[0:n-1].’);
Dx = diag(tt);

% generatori della Toeplitz
G = [tt.ˆ(n)-1];
B = [zeros(1,n-1) 1];

% generatori della Cauchy-like
G1 = G;
B1 = B * F’;

% parametri delle Cauchy-like
t = diag(Dx);
s = diag(D1’);
PHI = G1’;
PSI = B1;
M = F’;
b1 = b;

4.5.3 Risultati numerici

In questoparagrafointendiamofare un confronto tra gli algoritmi veloci stu-
diati nel Capitolo2 per le matrici di Toeplitz e Vandermondee la proceduradi
trasformazionein Cauchy-likeaccoppiataall’algoritmodi Schur.

Il primo confrontoriguardal’algoritmo di Levinson. Supponiamo,quindi, di
voler risolvereil sistemalineare

� î V ï
in cui � è unamatricedi Toeplitz simmetricadefinitapositiva. Le matrici test
utilizzate sonole stesseintrodottenel Paragrafo2.1.1, cioè le matrici KMS e
PROLATE. e il terminenotoèquellocorrispondenteasoluzioniunitarie.

Le Figure4.8, 4.9 e 4.10riportanogli errori misuratiapplicandogli algorit-
mi di Gauss,Levinsone l’algoritmo di Schur, precedutodalla trasformazionein
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Figura4.8: errori,KMS, deV�_Pf¤÷
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Figura4.9: errori,KMS, deV<g�fA_ih
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Figura4.10:errori,KMS, deV<g�g�fA_ihjh

0 5 10 15 20 25
10

−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

10
5

ordine della matrice

er
ro

re
 in

 n
or

m
a 

in
fin

ito

Gauss

Schur

Levinson

Figura4.11:errori,PROLATE, k!V!h>¥Z÷�l
69



0 5 10 15 20 25 30 35 40
10

−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

10
5

ordine della matrice

er
ro

re
 in

 n
or

m
a 

in
fin

ito

Gauss

Schur

vsolve

Figura4.12:confrontoGauss- Schur- vsolve , I caso

Cauchy-like, alle matrici KMS, per i tre valori del parametrod�V _if¤÷ , g�fA_Kh ,gjg�fA_ih�h . Comesi vedein questiesempil’algoritmo di Schurgeneralizzato,pur
producendorisultati adun livello di accuratezzaaccettabile,̀e risultatomenopre-
cisodegli algoritmidi GausseLevinson.Perle matriciPROLATE conparametrokmVnh�¥Z÷jl , invece,la situazioneè differente,comemostratoin Figura4.11. In-
fatti, in questocasol’algoritmo di Schurmantienelo stessogradodi affidabilità
di quellodi Gausspur conminoresforzocomputazionale,mentrel’algoritmo di
Levinsonrisentemaggiormentedellacrescitadel condizionamento.

Bisognacomunquericordarechel’algoritmo di Schurè applicabilea qualsia-
si matricenon singolare,mentrequello di Levinsonè limitato a matrici definite
positive, le quali sonofattorizzabili

Ê²Ì
senzapivoting di colonna.Si sainvece,

comegià osservatoalla fine del Paragrafo2.1,chela generalizzazionedell’algo-
ritmo di Levinsonpermatriciqualsiasipuò risultareinstabile,edèprobabilmente
in questocasochel’algoritmo di Schurrisultaadessosuperiore.

Lo stessoconfrontoè statoeffettuatoperle matrici di Vandermondemediante
le matrici testutilizzatenel Paragrafo2.2.1. Le Figure4.12 e 4.13 riportanoi
risultati ottenuticon l’algoritmo di Gauss,l’algoritmo di interpolazione(2.10)e
l’algoritmo di Schurapplicatodopola trasformazionein Cauchy-like,emostrano
chei risultati forniti dai trealgoritmi sonodel tutto equivalenti.

Anche in questocaso,quindi, l’effetto del pivoting non ha portatovantaggi
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Figura4.13:confrontoGauss- Schur- vsolve , II caso

in termini di accuratezzanè perl’algoritmo di Gaussnè perl’algoritmo di Schur.
Quest’ultimo,per̀o, si è dimostratoaffidabiletantoquantoil primo edè quindiad
essopreferibile,vistala minorecomplessit̀a.

In conclusione,l’algoritmo di Schurgeneralizzatouniscele stessepropriet̀a
di stabilità dell’algoritmodi Gaussalla complessit̀apropriadi un algoritmovelo-
ce. Inoltre risultaapplicabilea tutte le matrici dotatedi strutturadi spostamento
che possanoessereconvertite in Cauchy-like con bassocostocomputazionale,
e questone fa un algoritmo velocegeneralpurposeper tutti i problemi in cui
intervenganomatrici strutturate.
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