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1. Risolvere, mediante il metodo degli integrali generali, il seguente problema differen-
ziale 

uxx + 2uxy − 3uyy = 0

u(x, 0) = x2 − sin 3x

uy(x, 0) = 2x+ 3 cos 3x.

[Punteggio massimo: 6]

Soluzione.
u(x, y) = (x+ y)2 +

1

2
sin (3(x+ y))− 3

2
sin (3x− y).

2. Determinare gli autovalori {λk}∞k=1 e le autofunzioni {yk}∞k=1 del seguente problema
di Sturm-Liouville

3y′′(x) + 8y′(x) + (5− λ)y(x) = 0, 0 ≤ x ≤ π
2

y(0) + y′(0) = 0

y(π
2
) = 0.

Identificare la funzione peso rispetto alla quale le autofunzioni sono ortogonali sta-
bilendo la relazione di ortogonalità e illustrare un modo per calcolare i coefficienti
della seguente serie

f(x) =
∞∑
k=1

ckyk(x),

dove f è una funzione continua definita in [0, π/2].

[Punteggio massimo: 10]

Soluzione. Gli autovalori sono dati da

λk = −
(
γ2k + 1

3

)
, con γk =

6

π
zk, e (2k − 1)

π

2
< zk < kπ.



Le autofunzioni sono date da

yk(x) = e−4/3x
[
cos
(γk

3
x
)

+
1

γk
sin
(γk

3
x
)]

e sono ortogonali rispetto alla funzione peso r(x) = 1
3
e−

8
3
x nel senso che∫ π

2

0

yk(x)yh(x)r(x)dx = Nkδhk,

con Nk opportuna costante diversa da zero. I coefficienti richiesti sono dati

ck =

∫ π
2

0

yk(x)f(x)r(x)dx∫ π
2

0

y2k(x)r(x)dx

.

3. Risolvere, mediante separazione delle variabili, il seguente problema

utt = 5uxx − ut + 2ux − 3u+ cosx, 0 ≤ x ≤ 5, t ≥ 0

u(0, t) = 1

u(5, t) = 3

u(x, 0) = x(5− x)

ut(x, 0) = 0.

[Punteggio massimo: 14]

Soluzione. La soluzione del problema dato è

u(x, t) = Ψ(x) +
∞∑
k=1

ckwk(t)vk(x)

dove

• Ψ(x) = c1e
−x + c2e

3/5x +
2

17
cosx− 1

34
sinx con

c1 = −c2 −
15

15
, c2 =

1

e3 − e−5

[
3− 2

17
cos 5 +

1

34
sin 5 +

15

17
e−5
]

;

• vk(x) = e−x/5 sin
(
k π

5
x
)
;

• wk(t) = e−t/2 [cos (βkt) + sin (βkt)], con βk = 4λk−1
2

, λk = (kπ)2

5
+ 16

5
;

• ck =

∫ 5

0

vk(x)x(5− x)e2/5xdx∫ 5

0

v2k(x)e2/5xdx

.


