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1. Si consideri il sistema Ax = b dove
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Si stabilisca per quali valori del parametro reale α la matrice A è invertibile e si
studi la convergenza del metodo di Jacobi al variare di α ∈ R. Posto α = 3, si dica,
motivando opportunamente la risposta, se il metodo di Gauss-Seidel è convergente
e si calcolino le prime due iterate del metodo di Gauss Seidel a partire dal vettore
iniziale x(0) = [1, 0, 1]T .

[Punteggio massimo: 6]

Soluzione. La matrice A è invertibile se α ∈ R \ {0,±
√
3
3
} e il metodo di Jacobi

converge se α < −
√
3
3

oppure se α >
√
3
3
. Se α = 3, il metodo di Gauss-Seidel converge

perché la matrice A risulta essere diagonalmente dominante in senso stretto. Le
iterazioni richieste sono x(1) = [−1/6, 7/6,−1/9]T e x(2) = [7/18, 73/54,−34/81]T .

2. Illustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione alle di�erenze �nite, del
seguente problema di�erenziale

3y′′(x) + (x sinx)y′(x) + (2 cosx− 3)y(x) = x2, −2 ≤ x ≤ 3

y(−2) = 1

y(3) = 5

Si discuta dettagliatamente le proprietà strutturali del sistema lineare a cui si pervie-
ne esplicitandolo in forma matriciale nel caso n = 4 (si espliciti matrice, vettore delle
incognite e termine noto). Si indichi, inoltre, motivando opportunamente la risposta,
un possibile metodo numerico per la sua risoluzione. In�ne, si determini una stima
dei nodi di discretizzazione a�nchè l'errore teorico del metodo sia dell'ordine di 10−4.

[Punteggio massimo: 10]



Soluzione. Il sistema a cui si perviene è tridiagonale e la matrice dei coe�cienti del
sistema è a dominanza diagonale in senso stretto se h ≤ 2. Sotto tale ipotesi, il
sistema quindi è invertibile e un metodo di tipo Jacobi o Gauss-Seidel potrebbe essere
applicato per la sua risoluzione in quanto sicuramente convergenti. Se si sceglie un
numero di nodi n ≥ 499 l'errore teorico del metodo è dell'ordine richiesto.

3. Illustrare la risoluzione numerica, con il metodo delle di�erenze �nite, del seguente
problema di�erenziale

utt = 3uxx + (xt2)ut + (cosx)u+ sin (xt), −5 ≤ x ≤ 5, t ≥ 0

u(−5, t) = 0

u(5, t) = 50

u(x, 0) = x(5 + x)

ut(x, 0) = 1.

Discutere, dettagliatamente, l'approssimazione della soluzione agli istanti tj con j =
0, 1, 2. Nel caso l'approssimazione sia soluzione di un sistema, rappresentare la ma-
trice dei coe�cienti per n = 4. Stabilire, quindi, le condizioni che assicurano l'inver-
tibilità di tale sistema e la convergenza del metodo iterativo di Gauss-Seidel. Fornire,
in�ne, una stima teorica dell'errore nel caso in cui la griglia abbia passo h = 10−3 e
k = 10−2.

[Punteggio massimo: 14]

Soluzione. Agli istanti j = 0, 1 la soluzione è data da

ui,0 = (−5 + ih)ih, i = 1, ..., n, h =
10

n+ 1

ui,1 = ui,0 + k +
3

2
k2
(
ui+1,0 − 2ui,0 + ui−1,0

h2

)
+ cos (xi)ui0.

Se j = 2 ui,2 è l'unica soluzione di un sistema lineare tridiagonale di dimensione
n× n. Nel caso n = 4 (e quindi h = 2), tale sistema ha matrice dei coe�cienti con
elementi della sopra e sotto diagonale pari a 3

2
h2 e elementi della diagonale principale

pari a

aii = −
(

1

k2
+

3

h2
− 2xik

2

k

)
.

La matrice è invertibile e il metodo di Gauss-Seidel è convergente per ogni valore di
h e k se q(x, t) ≤ 0; e per ogni valore di h e per un passo k ≤ 1

3√10 se q(x, t) > 0. La

stima dell'errore è maxi,j |u(xi, tj)− uij| ' 10−4.


