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1. Risolvere, mediante il metodo degli integrali generali, il seguente problema differen-
ziale
2Upy — DUyy + Uyy = 0

u(z,0) =sinx
uy(2,0) = .

|Punteggio massimo: 6]

Soluzione.
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2. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville

con z1 =

y'(x) +3y'(x) + (1= Ny(z) =0, 0<z<2
y'(0) = 5y(0) =0
y(2) =0.
Identificare la funzione peso rispetto alla quale le autofunzioni sono ortogonali stabi-
lendo la relazione di ortogonalita.

|Punteggio massimo: 10| Soluzione. Lo spettro del problema dato é

492 +5
{)\k = — 7k4+ conYg = %ezk S [(Qk - 1); kw]

) cos (2yxx) + sin (2%@)} :

La funzione peso ¢ r(z) = 3 e le relazioni di ortogonalita sono

/0 yr(x)yp(x)r(z)de = opy,.



3. Tlustrare la risoluzione numerica, con il metodo delle differenze finite, del seguente
problema differenziale

(g = Btige + (22)uy + (cos 2)u + sin (2t), —5<x<51t>0
u(—5,t) =0

u(b,t) = 50

u(z,0) = z(5+ z)

| w(z,0) =1.

Discutere, dettagliatamente, I’approssimazione della soluzione agli istanti ¢; con j =
0,1,2. Nel caso I'approssimazione sia soluzione di un sistema, rappresentare la ma-
trice dei coefficienti per n = 4. Stabilire, quindi, le condizioni che assicurano l'inver-
tibilita di tale sistema e la convergenza del metodo iterativo di Gauss-Seidel. Fornire,

infine, una stima teorica dell’errore nel caso in cui la griglia abbia passo h = 1073 e
k=102

|Punteggio massimo: 14|

Soluzione. Agli istanti 7 = 0,1 la soluzione é data da

10
o= (=5+ih)ih, i=1,..n, h=
uio = (—=b+ih)i i n o)
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Ui = Ui + K+ 5]{2 (u +1,0 ZQ’O tu 1’0) + cos (z;)uip-

Se j = 2wz € l'unica soluzione di un sistema lineare tridiagonale di dimensione
n X n. Nel caso n =4 (e quindi h = 2), tale sistema ha matrice dei coefficienti con
elementi della sopra e sotto diagonale pari a %hQ e elementi della diagonale principale

pari a
B 1 n 3 2wk?
WET ke Tk )

La matrice é invertibile e il metodo di Gauss-Seidel é convergente per ogni valore di
h ek seq(x,t) <0; e per ogni valore di h e per un passo k < 3%@ se q(z,t) > 0. La

stima dell’errore & max; ; |u(z;, t;) — u;j| ~ 107,



