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1. Risolvere, mediante il metodo degli integrali generali, il seguente problema di�eren-
ziale 

2uxx − 5uxy + uyy = 0

u(x, 0) = sin x

uy(x, 0) = x.

[Punteggio massimo: 6]

Soluzione.

u(x, y) = − z2√
17

sin (x+ z1y) +
(x+ z1y)

2

2
√
17

+
z1√
17

sin (x+ z2y)−
1

2
√
17

(x+ z2y)
2,

con z1 =
5 +
√
17

2
e z2 =

5−
√
17

2
.

2. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville
y′′(x) + 3y′(x) + (1− λ)y(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 2

y′(0)− 1
2
y(0) = 0

y(2) = 0.

Identi�care la funzione peso rispetto alla quale le autofunzioni sono ortogonali stabi-
lendo la relazione di ortogonalità.

[Punteggio massimo: 10] Soluzione. Lo spettro del problema dato è{
λk = −

4γ2k + 5

4
con γk =

zk
2
e zk ∈

[
(2k − 1)

π

2
, kπ

]
yk(x) = e−

3
2
x(−γk(x)

2
cos (2γkx) + sin (2γkx))

}
.

La funxione peso è r(x) = e3x e le relazioni di ortogonalità sono∫ 2

0

yk(x)yh(x)r(x)dx = δhk.



3. Illustrare la risoluzione numerica, con il metodo delle di�erenze �nite, del seguente
problema di�erenziale

utt = 3uxx + (xt2)ut + (cosx)u+ sin (xt), −5 ≤ x ≤ 5, t ≥ 0

u(−5, t) = 0

u(5, t) = 50

u(x, 0) = x(5 + x)

ut(x, 0) = 1.

Discutere, dettagliatamente, l'approssimazione della soluzione agli istanti tj con j =
0, 1, 2. Nel caso l'approssimazione sia soluzione di un sistema, rappresentare la ma-
trice dei coe�cienti per n = 4. Stabilire, quindi, le condizioni che assicurano l'inver-
tibilità di tale sistema e la convergenza del metodo iterativo di Gauss-Seidel. Fornire,
in�ne, una stima teorica dell'errore nel caso in cui la griglia abbia passo h = 10−3 e
k = 10−2.

[Punteggio massimo: 14]

Soluzione. Agli istanti j = 0, 1 la soluzione è data da

ui,0 = (−5 + ih)ih, i = 1, ..., n, h =
10

n+ 1

ui,1 = ui,0 + k +
3

2
k2
(
ui+1,0 − 2ui,0 + ui−1,0

h2

)
+ cos (xi)ui0.

Se j = 2 ui,2 è l'unica soluzione di un sistema lineare tridiagonale di dimensione
n× n. Nel caso n = 4 (e quindi h = 2), tale sistema ha matrice dei coe�cienti con
elementi della sopra e sotto diagonale pari a 3

2
h2 e elementi della diagonale principale

pari a

aii = −
(

1

k2
+

3

h2
− 2xik

2

k

)
.

La matrice è invertibile e il metodo di Gauss-Seidel è convergente per ogni valore di
h e k se q(x, t) ≤ 0; e per ogni valore di h e per un passo k ≤ 1

3√10 se q(x, t) > 0. La

stima dell'errore è maxi,j |u(xi, tj)− uij| ' 10−4.


