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1. Risolvere mediante il metodo degli integrali generali il seguente problema differenziale
utt − 6uxt + 5uxx = 0

u(x, 0) = 2x− 1

ut(x, 0) = 3x2.

Soluzione:

u(x, t) =
1

4
[(x+ 5t)3 − (x+ t)3] + 2x− 1.

2. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville
y′′(x) + 8y′(x) + (20 + λ)y(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 2π

y′(0) + 3y(0) = 0

y(2π) = 0.

Soluzione. Lo spettro è costituito dagli autovalori{
λk =

( zk
2π

)2
− 4, con kπ < zk < (2k + 1)

π

2

}∞
k=1

,

e dalle autofunzioni
{
vk = e−4x

[
cos
(
zk
2π
x
)
+ π

2zk
sin
(
zk
2π
x
)]}∞

k=1
.

3. Si consideri il seguente problema differenziale

−(1 + x4y2)uyy − uxx + 2(x+ y)u = 3y cosx, x ∈ [0, 4], y ∈ [0, π]

u(0, y) = g1(y)

u(4, y) = g2(y)

u(x, 0) = f1(x)

u(x, π) = f2(x),

dove g1, g2, f1, e f2 sono funzioni note. Si stabilisca



(a) la classificazione della PDE e del problema dato;

(b) lo schema numerico che si ottiene mediante discretizzazione alle differenze finite,
specificando quali sono gli elementi non nulli e su quale diagonale si collocano;

(c) le condizioni da imporre ai passi di discretizzazione h e k affinchè il sistema
risulti essere invertibile;

(d) la stima teorica dell’errore, motivando opportunamente la risposta.

Soluzione. (a) Il problema è di tipo Dirichlet e l’equazione è di tipo ellittico in ogni
punto del dominio. (b) Lo schema numerico è quello di discretizzazione a 5 punti.
Gli elementi della diagonale principale sono

aij =
2

h2
+

2(2 + x4i y
2
j )

k2
+ 2(xi + yj),

quelli della prima sopra e sotto diagonale sono pari a

bij = b̂ij = −
1

h2

mentre quelli della n-esima sopra e sotto diagonale sono pari a

cij = ĉij = −
(2 + x4i y

2
j )

k2
.

(c) Il sistema è invertibile per ogni valore di h, k. (d)Avendo approssimato tutte le
derivate con differenze finite centrate, la stima teorica dell’errore è O(h2 + k2).


