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Compito numero 1

1. Si considerino i seguenti vettori

—1 2 0

Si calcoli la norma oo, norma 1 e norma 2 dei vettori assegnati. Si costruisca a partire
dai vettori dati, mediante il procedimento di Gram-Schmidt modificato I'insieme di
vettori ortonormali {qi, q2, qs}. Si consideri la matrice A = [q1, g2, q3]. Cosa si puo
dire circa D'esistenza dell’inversa di A”? Motivare opportunamente la risposta.

Soluzione.
[Willo =2, [[Willi =5, [lwil2 =3,

[Wollow =2, [[Wali =3, [walla =5,
Wallo =2, [wali =3, [ws]2= V5.

I vettori ortonormali richiesti sono

1 25 2v5
a1 = il qdQ2 = —‘/?5 ;o A3 = |55
g o .

La matrice AT & invertibile perché le colonne di A, in quanto ortogonali, sono linear-
mente indipendenti, di conseguenza il rango di A é pari a 3.

2. Si considerino le seguenti matrici

2 0 0 a 0 0 V3/2 B 0
A=|1 2 0|, B=|-1/4 a 0|, C=|-5 3/20
-1 1 -1 -3/4 a -1 0 0 1

dove o & un parametro reale e 5 € un reale positivo. Si determinino il valore del
parametro « che rende la matrice B l'inversa della matrice A e il valore del parametro
[ che rende C' ortogonale. Fissati tali valori, si calcolino spettro e raggio spettrale di
C. Si calcoli, infine, la matrice M = (ATC)~!, motivando la risposta.



Soluzione. La matrice B & l'inversa di A se o = 1/2; C' ¢ ortogonale se § = 1/2.
Inoltre, o(C) = {1, \/73 + %}, p(C) = 1. Infine,

f f 3+2  _ 3v3+42
2[ 1 2\/§§3
8
0 —1

M= (C)" " (A =C"B" =

(@R NN

3. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione differenziale

2"(x) —y(x) = f(x), =€[-22],

essendo
1—x x € [-2,—1),

f(l') = 17 S [_17 1]7
1+ x€]l,2]

Stabilire, inoltre, motivando opportunamente la risposta, la serie di f(z) ¢ differen-
ziabile termine a termine.

Soluzione.

> 2ak. s
LS (k).
k=1 T

dove i coefficienti a; sono dati da

2 2
a === {sm (k’ﬂ> o= (cos <k72T> — (—1)’“)} :
La funzione f(x) non ¢é differenziabile termine a termine non essendo continua in +1.

4. Eseguire i seguenti calcoli
]:_1 e21k ]: e—2im COS(QS)
k?—4k+8 ) 2+ 8

1,
— ~2(z+2)—2|z+2]
fla) = e

F(k) = 7r\/_ [ VB|k+1| +e_\mk+3q

Soluzione.

5. Risolvere, ricorrendo alla trasforma,ta di Fourier, la seguente equazione differenziale

2y +3y=H(z+2)— H(z — 1), z €R.

Soluzione.
0, T < =2,
y@) = 5 (1-e7iE) re[-2,1),
et —eniem) g1,
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Compito numero 2

1. Si considerino i seguenti vettori

—1 -2 0

Si calcoli la norma oo, norma 1 e norma 2 dei vettori assegnati. Si costruisca a partire
dai vettori dati, mediante il procedimento di Gram-Schmidt modificato I'insieme di
vettori ortonormali {qi, g2, qs}. Si consideri la matrice @ = [qi, 2, q3]. Cosa si puod
dire circa l'esistenza dell’inversa di Q7?7 Motivare opportunamente la risposta.

Soluzione.
[Willo =2, [[Willi =5, |lwil2 =3,

[Wollow =2, [[Wali =3, [walla =5,
Wallo =2, [wali =3, [ws]2= V5.

I vettori ortonormali richiesti sono

_1 _2V5 _2V5
Qi = | =3, 92— \/?5 , g3 = —415
3 3

La matrice Q7 ¢ invertibile perché le colonne di ), in quanto ortogonali, sono linear-
mente indipendenti, di conseguenza il rango di () ¢ pari a 3.

2. Si considerino le seguenti matrici

2 .0 0 1/2 0 0 B 1/2 0
A=1|1 2 0|, B=|a 1/2 0|, C=|-1/2 B 0
-1 1 -1 30 1/2 —1 0 0 1

dove o & un parametro reale e $ € un reale positivo. Si determinino il valore del
parametro « che rende la matrice B l'inversa della matrice A e il valore del parametro
[ che rende C' ortogonale. Fissati tali valori, si calcolino spettro e raggio spettrale di
C. Si calcoli, infine, la matrice M = (AC~1)T, motivando la risposta.



Soluzione. La matrice B ¢ I'inversa di A se a = —1/4; C & ortogonale se 3 = v/3/2.
Inoltre, o(C) = {1, \/73 + %}, p(C) = 1. Infine,
V3 o1+
_ ~INT AT _ AT _
M=((C)") A" =CA" = —01 —%ng/ﬁ 1y

3

Tefefy

3. Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente equazione differenziale

y'(@) =2y(z) = f(z), =zel-22],

essendo
—1—x, xr € [-2,-1),
f(f]?) = _17 VS [_17 1]7
r—1, x € [l,2].

Stabilire, inoltre, motivando opportunamente la risposta, se la serie di f(x) ¢é dif-
ferenziabile termine a termine.

1 = 4ay T
v =5 =2 g eos (),

k=1

Soluzione.

dove i coefficienti a; sono dati da

ap = —% {sin (kg) + % (cos <kg> - (—1)’“)} .

La funzione f(z) non ¢ differenziabile termine a termine non essendo continua in +1.

4. Eseguire i seguenti calcoli
71 e 3k r 81 cos(2)
k?+6k+12 )" 246

f(z) = £€—3i(w—3)—x/§\x—3l

Soluzione.

6
Fk) = Wl_\gé [ef\/é\kflo\ I ef\/é\kfﬁ\] .

5. Risolvere, ricorrendo alla trasformata di Fourier, la seguente equazione differenziale

3y +2y=H(z+1)— H(z — 2), r € R.

Soluzione.
0, r < —1,
y(a) = { 3 (1—e7iE) rel-1,2,
Lem5t=2) e’g(‘”“)> x> 2.



