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Esercizio 1 Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente
equazione differenziale nell’intervallo [−1, 1]

−5y′′ − y′ + 2y = f(x), f(x) =


−1− x, −1 ≤ x < 0,

1 + x, 0 ≤ x < 1,

f(x+ 2), x ∈ R.

Dire se f(x) è differenziabile termine a termine e stabilire il valore
della serie di Fourier di f nei punti x = −1, 0, 1/2.

Soluzione La serie di Fourier del termine noto è

Sf (x) =
1

2
+

∞∑
k=1

[
2

(kπ)2
((−1)k − 1))

]
cos (kπx)+

[
2

kπ

(
1− (−1)k

)]
sin (kπx)

Poichè f non è continua, la sua serie non è differenziabile termine a termine.
Dal teorema di convergenza della serie di Fourier risulta che Sf (1/2) = 3/2;
Sf (−1) = 1 e Sf (0) = 0.

Infine, la serie dell’incognita è

Sy(x) =
1

4
+

∞∑
k=1

ãk cos (kπx) + b̃k sin (kπx),

dove, posto ak = 2
(kπ)2

((−1)k − 1)) e bk = 2
kπ

(
1− (−1)k

)
,

ãk =
(2 + 5k2π2)ak + kπbk
[(2 + 5k2π2)2 + π2k2]

, b̃k =
(2 + 5k2π2)bk − kπak
[(2 + 5k2π2)2 + π2k2]

.
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Esercizio 2 Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente
equazione differenziale nell’intervallo [−1

2
, 1
2
]

3y′′ + 2y = cos (2x).

Stabilire se il termine noto è integrabile termine a termine e, se lo
è, applicare il teorema di integrazione termine a termine.

Soluzione. La serie di Fourier del termine noto f(x) = cos (2x) è

Sf (x) = sin 1 + 2
∞∑
k=1

(−1)k sin 1

1− k2π2
cos (2kπx).

Tale serie è integrabile termine a termine e integrando si ottiene

sin 2t

2
− t sin 1 =

∞∑
k=1

(−1)k sin 1

kπ(1− k2π2)
sin (2kπt).

Infine, la serie della funzione incognita è

Sy(x) =
sin 1

2
+

∞∑
k=1

(−1)k sin 1

(1− k2π2)(1− 6k2π2)
cos (2kπx).

Esercizio 3 Risolvere, ricorrendo alla serie di Fourier, la seguente
equazione differenziale nell’intervallo [−1

2
, 1
2
]

3y′′ +
√
πy′ + 2y = cos (2x).

Soluzione.

Sy(x) =
sin 1

2
+

∞∑
k=1

ãk cos (2kπx) + b̃k sin (2kπx),

dove, posto ak = 2
(−1)k sin 1

1− k2π2
,

ãk =
ak(1− 6k2π2)

2[(1− 6k2π2)2 + π3k2]
, b̃k =

ak
√
πkπ

2[(1− 6k2π2)2 + π3k2]
.


