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Esercizio 1. Si considerino le matrici

1 2 « -5 2 -2
A=10 1 1|, B=1|4 21|, C=|10 3
a 0 2 —Q 12

a) Determinare il valore del parametro o € R per cui si ha che A- B = C.

b) Determinare i valori del parametro o € C tali per cui l'entrata nella seconda riga e prima colonna

della matrice B*A sia pari a —1.

c) Per quali valori di « la matrice A e singolare?

Soluzione: a) o= —1;b) a = +2i; ¢) a = 1 £ /3.

Esercizio 2. Siano dati i vettori
t t t
v1:{2 1 O] , V2= {0 -1 0} ; V3:{2 3 —2}
a) Calcolare la norma 1, 2 e co dei tre vettori assegnati.
b) Calcolare lo spettro e il raggio spettrale della matrice A = vyval + vivst.
c) Stabilire se la matrice B = vivi! +v3vs® & invertibile e in caso affermativo calcolarne 'inversa.

d) Determinare una base ortonormale di R? applicando il procedimento di Gram-Schmidt modificato

al sistema di vettori {v1,va,vs}.

Soluzione:
a) [villh = 3 [Ivillz = V55 [Ville = 25 [Ivalli = 1; [[vall2 = L5 [Ivallee = 15 [vslh = 7 [lvs]l2 = VIT;
[v3leo = 3;

b) o(A) ={0,6}, p(A) = 6;

¢) la matrice B non ¢é invertibile;
4) {ar, 2, as} = {(32,7,0), (4, =5%,0), (0,0, - 1)}

Esercizio 3. Siano dati i vettori

142 0
5 —1
VvV = s W —
~1 2— 1
V3 +/3i -1



a) Calcolare le norme 1,2 e co di v e w.

b) Calcolare viw, la matrice vw' e la sua aggiunta.

Soluzione:

a) [Vl =6+ V2 +V6; V]2 = VB [Vl = 5; Wl = T [wlla = 5; Wl = G

0 —1-—i 3 -4 —1+i 0 0 0 0
_ ., 1o —5i 10 — 54 -5 e |14 bi —i =3+ V3i
vw" = . 1- 5 (VW) = 3 5. 5 - 1. 3\/5 5\/5‘
0 1 —2+§Z 1 5"‘5'& 10"‘57/ —2—§Z ?'FT’L
0 —VB3-v3i 385 /313 “1—-i =5 1 =33

Esercizio 4. (Esercizio 2 prima prova intermedia 15 novembre 2022)

Si considerino le seguenti matrici

4 a 0 3 + B
A=|a 4 a|, B= % % % . Q=1-2ww',
0 a 4 B 1 3p
dove a e B sono parametri reali, I & la matrice identita e w = (?, @, 0)!. Dire per quali valori di
a la matrice A € non singolare e per quali valori i suoi autovalori sono positivi. Si fissi ora o = —2.

Determinare lo spettro e il raggio spettrale di A e gli autovaloridi A%2. Determinare inoltre i valori di
3 che rendono B l'inversa di A. Verificare infine che QQ! = I e calcolare la matrice M = (AQ)~!.
Soluzione: la matrice A & non singolare per o # +2v/2 e i suoi autovalori sono positivi per —2v/2 < o < 2v/2.
Posto a = =2, 0(A) = {4—2/2,4,4+ 22}, p(A) = 4+ 22, 0(A?) = {24 —161/2, 16,24+ 16V/2}. La matrice
B ¢ Uinversa di A per =%, QQ" =1 ¢
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Esercizio 5. Dopo aver verificato che

(X, y>* = T1Y1 + 22T2Yy2 — T1Y2 — Tay1 + T3Y3

definisce un prodotto scalare su R? calcolare (v, w),, essendo v = (1,0,1)! e w = (3,2, —3)".

Tali vettori sono ortogonali rispetto a questo prodotto scalare? E rispetto al prodotto scalare standard?

Soluzione: v e w non sono ortogonali rispetto a (-,-).; v e W sono ortogonali rispetto al prodotto scalare

standard.

Esercizio 6. (Approfondimento)

Nello spazio C([—m, ], C), dotato del prodotto scalare
(f.9)= [ [(2)g(z)dz,

si consideri la successione {e""*},¢cz.



a) Mostrare che le funzioni della successione data sono a due a due ortogonali.

b) Esibire una successione ortonormale nello spazio C([—, ], C).

Soluzione: b) { f;;}




