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Problema differenziale

Sia
Ω = {(x , t) t.c . a ≤ x ≤ b, t ≥ 0},

e si consideri il seguente problema iperbolico

utt = uxx + p(x , t)ux + q(x , t)ut + r(x , t)u + s(x , t) = 0, (x , t) ∈ Ω

u(a, t) = f (t), t ≥ 0

u(b, t) = g(t), t ≥ 0

u(x , 0) = φ(x), x ∈ [a, b]

ut(x , 0) = ψ(x), x ∈ [a, b]

dove p, q, r , s, f , g , φ e φ sono funzioni assegnate e u(x , t) è la
funzione incognita.



Schema di discretizzazione a 5 punti

Discretizziamo il dominio introducendo i nodi
x0 = a;

xi = x0 + ih, i = 1, . . . , n h = xi+1 − xi

xn+1 = b

{
t0 = 0,

tj = jk, j = 1, 2, . . . , k = tj+1 − tj

e approssimiamo le derivate con delle differenze finite centrate

ut(xi , tj) '
ui ,j+1 − ui ,j−1

2k
, utt(xi , tj) '

ui ,j+1 − 2ui ,j + ui ,j−1

k2

ux(xi , tj) '
ui+1,j − ui−1,j

2h
, uxx(xi , tj) '

ui+1,j − 2ui ,j + ui−1,j

h2
.



Lo schema numerico è

ui ,j+1 − 2ui ,j + ui ,j−1

k2
=

ui+1,j − 2ui ,j + ui−1,j

h2
+ p(xi , tj)

ui+1,j − ui−1,j

2h

+q(xi , tj)
ui ,j+1 − ui ,j−1

2k
+ r(xi , tj)ui ,j + s(xi , tj),

u0,j = f (tj), un+1,j = g(tj),

ui ,0 = φ(xi ), ut(xi , t0) = ψ(xi )



Risoluzione
• Soluzione all’istante t0

u(xi , t0) = u(xi , 0) = φ(xi ),

• Soluzione all’istante t1. Utilizzando la traccia del problema
differenziale

u(xi , t1) = u(xi , k)

= u(xi , 0) + kut(xi , 0) +
k2

2
utt(xi , 0) +O(k3)

= φ(xi ) + kψ(xi , 0) +
k2

2
[uxx(xi , 0) + p(xi , 0)ux(xi , 0)

+q(xi , 0)ψ(xi ) + r(xi , 0)φ(xi ) + s(xi , 0)]

+O(k3).

A questo punto si approssimano le derivate in x come indicato
nella slide precedente.



• Soluzione all’istante t2. Dallo schema numerico si ha una
espressione esplicita della soluzione a tale istante. Infatti,
ponendo j = 1, si ricava

ui ,2 = 2ui ,1 − ui ,0 + k2

[
ui+1,1 − 2ui ,1 + ui−1,1

h2

+p(xi , t1)
ui+1,1 − ui−1,1

2h
+ q(xi , t1)

ui ,1 − ui ,0
2k

+r(xi , t1)ui ,1 + s(xi , t1)] , i = 1, 2, . . . , n

Osserviamo che se i = 1 e i = n, si usano le due condizioni al
contorno all’istante precedente t1.
In questa fase, si sta calcolando la soluzione all’istante t2 ma
non si sta sfruttando l’informazione ai bordi in t2.



• Soluzione all’istante tj con j > 2. Si usa lo schema
numerico

ui ,j+1 = 2ui ,j − ui ,j−1 + k2

[
ui+1,j − 2ui ,j + ui−1,j

h2

+p(xi , tj)
ui+1,j − ui−1,j

2h
+ q(xi , tj)

ui ,j − ui ,j−1

2k
+r(xi , tj)ui ,j + s(xi , tj)]

Osserviamo nuovamente che se i = 1 e i = n, si usano le due
condizioni al contorno all’istante precedente tj .
Non si tiene conto delle condizioni al bordo all’istante j + 1 in
cui si sta calcolando la soluzione. Al bordo la soluzione può
assumere qualsiasi valore all’istante tj+1.


